Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 254, 1998 g.

V. L. Vinnikov, S. I. Fedorov

OB INTERPOL˚CII NEVANLINNY–PIKA V MNOGOSV˚ZNYH OBLAST˚H

1. Vvedenie KlassiqeskaØ interpolØcionnaØ zadaqa Nevanlinny–Pika

(NPIP)^{1)} sostoit v tom, qtoby vyØsnit~, moßno li dlØ N zadannyh razliqnyh toqek z_1, . . . , z_N v oblasti Ω i N znaqeniæ w_1, . . . , w_N naæti funkci¸ f, analitiqesku¸ v Ω s ‖f‖_∞ = sup_{z∈Ω} |f(z)| ≤ A, A > 0, taku¸, qto f(z_j ) = w_j, j = 1, . . . , N. (1) V dal~neæxem my ispol~zuem oboznaqeniØ Z = {z_j }^N_{j=1} i W =

{w_j}^N_{j=1}, a sootvetstvu¸wu¸ zadaqu Nevanlinny–Pika obozna-

qaem NPIP (Z, W, Ω, A).

V sluqae ediniqnogo kruga, kogda Ω = D^{def}= {z : |z| < 1}, rexenie zadaqi Nevanlinny–Pika horoxo izvestno i daetsØ sledu- ¸weæ teoremoæ (sm., naprimer, [1–3]).

Teorema A. Zadaqa NPIP (Z, W, D, A) (1) imeet rexenie togda i

tol~ko togda, kogda matrica Pika M = { A^2 − w_iw̄_j 1 − z̄_iz_j }_N i,j=1 poloßitel~no poluopredelena, t.e. ⟨x, M x⟩ ≥ 0 dlØ vseh x ∈ C^N . Rexenie f edinstvenno (s toqnost~¸ do postoØnnogo mnoßitelØ,

Pervyæ avtor pol~zovalsØ podderßkoæ Graham and Rhona Beck career de-

velopment chair, Weizmann Institute, vtoroæ avtor pol~zovalsØ finansovoæ

podderßkoæ Marsden Fund grant 96-UOA-MIS-0098.

1)V dannoæ rabote my ne kasaemsØ bolee xirokoæ postanovki NPIP, svØzannoæ s parametriqeskim opisaniem vseh vozmoßnyh rexeniæ fftoæ problemy. 5

6 V. L. VINNIKOV, S. I. FEDOROV

ravnogo po modul¸ edinice) togda i tol~ko togda, kogda det M = 0. V fftom sluqae

A = ‖f‖_∞ = inf g∈H_∞ ,g(z_j )=w_j ‖g‖_∞ i funkciØ f – koneqnoe proizvedenie BlØxke.

Teoretiko-operatornyæ podhod predlagaet krasivoe dokazatel~stvo teoremy A, osnovannoe na sledu¸wem fakte (sm., naprimer, [2, 4]). Postroim koneqnoe proizvedenie BlØxke B_Z s mnoßestvom nuleæ Z:

BZ(z) = N∏ j=1 z̄_j |z_j| z_j − z 1 − z̄_j z . Rassmotrim prostranstvo

KZ = H_2(D) ⊖ BZH_2(D),

ffto – N -mernoe koinvariantnoe podprostranstvo operatora sdviga, poroßdennoe mnoßestvom vosproizvodØwih Øder iz

H_2(D) v toqkah mnoßestva Z,

KZ = N⋁ j=1 {k(z, z_j)}, k(z, t) = 1 1 − t̄z . DlØ funkcii f ∈ H_∞(D) na prostranstve K_Z rassmotrim operator M_f :

M_f^{def}= P_+fP_KZ,

gde P_+ : L_2(T) → H_2 i P_{KZ} : L_2(T) → K_Z – ortogonal~nye proektory, T= {z : |z| = 1}. Napomnim, qto esli f, g ∈ H_∞(D) takovy, qto f|_Z = g|_Z, to M_f = M_g , i |M_f | = inf_{h∈H∞} ‖f + BZh‖_∞. (2) Takim obrazom, my vidim, qto norma operatora M_f ravna infimumu L_∞-norm v semeæstve vseh funkciæ iz H_∞(D), udovletvorØ¸wih interpolØcionnym usloviØm (1). Pofftomu vmesto pervonaqal~noæ postanovki NPIP my moßem rassmatrivat~ (imenno ffto my i sdelaem v dal~neæxem dlØ naxego sluqaØ) modificirovannu¸ problemu nahoßdeniØ dlØ fiksirovannyh mnoßestv W i

OB INTERPOL˚CII NEVANLINNY––PIKA 7

Z ⊂ D normy sootvetstvu¸wego operatora M_f . Takim obrazom, v silu (2), obyqnaØ NPIP budet imet~ rexeniØ togda i tol~ko togda, kogda A ≥ |M_f |.

V sluqae NPIP (Z, W, Ω, A) v n-svØznoæ ploskoæ oblasti Ω, ograniqennoæ n nepereseka¸wimisØ prostymi analitiqeskimi krivymi, sootvetstvu¸wiæ rezul~tat byl poluqen Abrahamsom [5].

Teorema B (Abrahams). Zadaqa NPIP (Z, W, Ω, A) v n-svØznoæ

oblasti Ω imeet rexenie togda i tol~ko togda, kogda dlØ vseh

λ ∈ R^{n−1}/Z^{n−1} matrica Pika

M^λ = { (A^2 − w_iw̄_j)k(z_j , z_i, λ) }_N i,j=1 poloßitel~no poluopredelena, t.e. ⟨x, M^λx⟩ ≥ 0 dlØ vseh x ∈ C^N . Rexenie edinstvenno togda i tol~ko togda, kogda det M^λ = 0 dlØ nekotorogo λ. V fftom sluqae

A = ‖f‖_∞ = inf g∈H_∞ ,g(z_j )=w_j ‖g‖_∞, a funkciØ f – koneqnoe proizvedenie BlØxke. Zdes~ k(z, t, λ), z, t ∈ Ω,– vosproizvodØwee Ødro otnositel~no toqki t v harakteravtomorfnom prostranstve Hardi H^2_{+,λ}. (Strogie opredeleniØ sm. v sledu¸wem paragrafe ili v [3, 5–7].)

V svoeæ rabote [5] Abrahams postavil vopros ob opisanii teh podmnoßestv Λ ⊂ R^{n−1}/Z^{n−1}, kotorye ØvlØ¸tsØ dostatoqnymi dlØ teoremy B, t.e. teh Λ, dlØ kotoryh razreximost~ zadaqi NPIP (Z, W, Ω, A) ffkvivalentna neotricatel~nosti matric { (A^2 − w_iw̄_j )k(z_j , z_i, λ) } dlØ vseh λ ∈ Λ. On privel primer odnotoqeqnogo mnoßestva Λ, ne oblada¸wego trebuemym svoæstvom, i sformuliroval gipotezu, qto mnoßestvo Λ dolßno byt~ plotnym

v R^{n−1}/Z^{n−1}, t.e. esli Λ vypuskaet nepustoe otkrytoe mnoßestvo iz R^{n−1}/Z^{n−1}, to teorema neverna.

Dß. Boll i K. Klansi [7, §4] proverili spravedlivost~ gipotezy Abrahamsa v sluqae dvusvØznoæ oblasti Ω (n = 2) dlØ

N = 2: oni pokazali, qto dlØ l¸bogo otkrytogo podmnoßestva

V ⊂ R/Zsuwestvu¸t interpolØcionnye dannye Z, W takie, qto

V ne ØvlØetsØ dostatoqnym mnoßestvom dlØ teoremy B.

V nastoØweæ rabote, ispol~zuØ prØmoæ analog sootnoxeniØ (2) dlØ sluqaØ koneqnosvØznoæ oblasti, my pokazyvaem, qto

8 V. L. VINNIKOV, S. I. FEDOROV dlØ l¸byh fiksirovannyh interpolØcionnyh dannyh Z, W suwestvuet “ffkstremal~nyæ” parametr (harakter) λ^∗ = λ^∗(Z, W), ØvlØ¸wiæsØ, byt~ moßet, ne edinstvennym, no dostatoqnym dlØ teoremy B. K soßaleni¸, na dannyæ moment otsutstvuet Øvnoe vyraßenie dlØ λ^∗, a vozmoßnyæ sposob ego opredeleniØ putem rexeniØ sistemy uravneniæ, soderßawih teta-funkci¸ Rimana, veroØtno, ne luqxe, qem predloßennyæ Abrahamsom perebor po vsem λ ∈ R^{n−1}/Z^{n−1}. OsnovnaØ cel~ nastoØweæ raboty – svedenie poiska ffkstremal~nogo haraktera so vsego (n − 1)-mernogo tora

R^{n−1}/Z^{n−1} k ego qasti (horoxo opredelØemoæ v terminah inter-

polØcionnyh dannyh), vozmoßno, razmernosti men~xeæ, qem n−1. V protivopoloßnost~ upomØnutym vyxe primeram Abrahamsa i Bolla–Klansi, kotorye imeli delo s mnoßestvami v R^{n−1}/Z^{n−1}, dostatoqnymi (ili nedostatoqnymi) dlØ teoremy B dlØ vseh interpolØcionnyh dannyh, my prinimaem vo vnimanie mnoßestvo interpolØcionnyh toqek Z i opisyvaem mnoßestvo S(Z), soderßawee po kraæneæ mere po odnomu ffkstremal~nomu harakteru λ^∗(Z, W) (sledovatel~no, dostatoqnoe dlØ teoremy B) dlØ vseh NPIP s dannym interpolØcionnym mnoßestvom Z. OkazyvaetsØ, qto s fftoæ toqki zreniØ poisk ffkstremal~nogo haraktera v vyxeupomØnutom sluqae, rassmotrennom v [7], dostatoqno prost. My pokaßem, qto, s odnoæ storony, v sluqae dvusvØznoæ oblasti mnoßestvo S(Z) sostoit iz dvuh Øvno opredelennyh qerez Z toqek, a, s drugoæ storony, dlØ l¸boæ dvutoqeqnoæ (N = 2) NPIP mnoßestvo S(Z) sostoit iz 2^{n−1} toqek (takße Øvno opredelennyh). V zakl¸qenie my pokaßem, qto esli n qetno, to poisk ffkstremal~nogo haraktera moßet byt~ sveden k Øvno opredelennomu vewestvennomu analitiqeskomu podmnogoobrazi¸ v R^{n−1}/Z^{n−1} razmernosti n − 2.

HotØ v dannoæ rabote my rassmatrivaem NPIP dlØ odnoznaqnyh funkciæ v koneqnosvØznoæ ploskoæ oblasti, naxi rezul~- taty neposredstvenno rasprostranØ¸tsØ na NPIP dlØ harakteravtomorfnyh funkciæ na koneqnoæ rimanovoæ poverhnosti s kraem. Poluqennye rezul~taty takße rasprostranØ¸tsØ na sluqaæ bolee obwih interpolØcionnyh problem, soderßawih interpolØcionnye usloviØ na proizvodnye, k kotorym otnositsØ zadaqa Karateodori–Feæera.

OB INTERPOL˚CII NEVANLINNY––PIKA 9

2. Naqal~nye svedeniØ

DlØ dal~neæxego nam potrebu¸tsØ opredeleniØ osnovnyh ob¨ektov i formulirovki osnovnyh utverßdeniæ, svØzannyh s teorieæ harakter-avtomorfnyh prostranstv Hardi funkciæ, opredelennyh v mnogosvØznoæ oblasti (ili, bolee toqno, na duble ploskoæ oblasti).

2.1. Pust~ Ω – (g+1)-svØznaØ ploskaØ oblast~, ograniqennaØ g+1

nepereseka¸wimisØ poloßitel~no orientirovannymi kusoqnoanalitiqeskimi krivymi Γ_1, . . . , Γ_{g+1}.^{2)}

Oboznaqenie ^Ω budet ispol~zovat~sØ dlØ dublØ kompaktnoæ rimanovoæ poverhnosti s kraem Ω ∪ ∂Ω. ^Ω topologiqeski poluqaetsØ iz dvuh kopiæ Ω_+ i Ω_− oblasti Ω otoßdestvleniem toqek granicy ∂Ω_±^{def}= Γ (prikleivaniem vtoroæ kopii Ω_− oblasti Ω k Ω_+ vdol~ ∂Ω_+) i kompleksnaØ struktura poluqaetsØ “otraßeniem” kompleksnoæ struktury iz Ω_+ ∪ ∂Ω_+ na Ω_−. Invol¸ciØ

J : ^Ω −→ ^Ω, ostavlØ¸waØ na meste toqki Γ i perestavlØ¸waØ

mestami odinakovye toqki Ω_+ i Ω_−, ØvlØetsØ antigolomorfnoæ.

Zafiksiruem toqku P_0 ∈ Γ_{g+1} i provedem orientirovannye razrezy γ_1, . . ., γ_g iz toqki P_0 k graniqnym komponentam

Γ_1, . . ., Γ_g, sootvetstvenno, kotorye, za iskl¸qeniem svoih kon-

cov, polnost~¸ leßat v Ω_+ i pereseka¸t drug druga lix~ v toqke P_0. My zadaem gomologiqeskiæ bazis na kompaktnoæ rimanovoæ poverhnosti ^Ω roda g sledu¸wim obrazom: b-cikly ffto prosto graniqnye komponenty, b_j = Γ_j , j = 1, . . . , g, a a-cikly stroØtsØ iz razrezov γ_j i ih antigolomorfnyh otraßeniæ J(γ_j ) na Ω_−, a_j = γ_j − J(γ_j ), j = 1, . . . , g. Rassmotrim g-mernoe vektornoe prostranstvo N golomorfnyh differencialov na ^Ω i zafiksiruem ego normalizovannyæ bazis ω_1, . . . , ω_g, dvoæstvennyæ k vybrannomu bazisu gomologiæ: ∫ a_j ω_k = δ_{j,k},

2)�to ograniqenie na graniqnye krivye (kusoqnaØ analitiqnost~) ne ØvlØetsØ suwestvennym, poskol~ku osnovnye rassmatrivaemye ob¨ekty ØvlØ¸tsØ konformno invariantnymi i l¸baØ koneqno-svØznaØ oblast~ s nevyroßdennymi graniqnymi komponentami konformno ffkvivalentna oblasti s ukazannymi vyxe svoæstvami.

10 V. L. VINNIKOV, S. I. FEDOROV gde δ_{j,k} – simvol Kronekera. Differencialy ω_j ØvlØ¸tsØ qisto mnimymi na Γ i antisimmetriqny po otnoxeni¸ k antigolomorfnoæ invol¸cii J,

J^∗ω^{def}= ω_j(J(z)) = −ω_j (z),

pofftomu matrica b-periodov τ = {∫ b_j ωk }_g j,k=1 predstavima v vide τ = iP , gde P – vewestvennaØ poloßitel~no opredelennaØ matrica. PolnaØ rimanova g × 2g -matrica periodov predstavima v vide ∫ a_1 ⃗ω, . . . , ∫ a_g ⃗ω : ∫ b_1 ⃗ω, . . ., ∫ b_g ⃗ω = [Ig : τ ] , gde ⃗ω = (ω_1, . . . , ω_g)^t i I^g – ediniqnaØ g × g-matrica.

Pust~ P, Q ∈ ^Ω, P ≠ Q. Oboznaqim qerez dη_{P,Q} normalizovannyæ differencial tret~ego roda s edinstvennymi prostymi pol¸sami v toqkah P, Q s vyqetami^1_{2πi} i^{−1}_{2πi} cotvetstvenno, ∫ a_j dηP,Q = 0, j = 1, . . . , g. Bilineænye sootnoxeniØ meßdu dif-

ferencialami pervogo i tret~ego rodov da¸t nam sledu¸wie vyraßeniØ dlØ b-periodov dη_{P,Q} ∫ b_j dη_{P,Q} = P∫ Q ω_j, j = 1, . . . , g, (3) gde put~ integrirovaniØ ne peresekaet a- i b-ciklov. DlØ toqki

P ∈ Ω_+ sußenie differenciala dη_{P,J(P )} na Γ opredelØet poloßi-

tel~nu¸ meru – tak nazyvaemu¸ garmoniqesku¸ meru v toqke P , kotoraØ opredelØet lineænyæ funkcional na prostranstve C(Γ) nepreryvnyh funkciæ na Γ: ∫ Γ fdη_{P,J(P )} = f̃(P ), gde f̃ – garmoniqeskoe rasxirenie funkcii f vnutr~ oblasti

Ω_+.

My budem zapisyvat~ divizory na ^Ω v additivnoæ forme: a = k∑ j=1 n_jP_j, n_j ∈ Z, P_j ∈ ^Ω,

OB INTERPOL˚CII NEVANLINNY––PIKA 11 ispol~zuØ standartnye oboznaqeniØ: a poloßitelen, a ≥ 0, esli

n_j ≥ 0 pri vseh j,

ord(a)^{def}= k∑ j=1 n_j. Divizor meromorfnoæ na ^Ω funkcii f nazyvaetsØ glavnym divizorom i oboznaqaetsØ qerez (f). Oqevidno, ord(f) = 0.

Divizory a, b nazyva¸tsØ ffkvivalentnymi (a ∼ b), esli ih raznost~ ØvlØetsØ glavnym divizorom.

Divizor meromorfnogo differenciala ω na ^Ω takße oboznaqaetsØ qerez (ω) i nazyvaetsØ kanoniqeskim. L¸bye dva kanoniqeskih divizora ffkvivalentny i porØdok l¸bogo kanoniqeskogo divizora raven 2g − 2. Deæstvie antigolomorfnoæ invol¸cii J oqevidnym obrazom rasprostranØetsØ na divizory.

2.2. Rexetka periodov golomorfnyh differencialov est~ re-

xetka Z^g + τ Z^g in C^g . Kompleksnyæ tor

Jac(^Ω) = C^g /(Z^g + τ Z^g)

nazyvaetsØ Økobianom (Økobievym mnogoobraziem) rimanovoæ poverhnosti ^Ω. Preobrazovanie AbelØ–˚kobi s naqal~noæ toqkoæ P_0 (napomnim, qto my vybrali P_0 na Γ_{g+1} = b_0) opredelØetsØ formuloæ

φ(P ) = P∫ P 0 ⃗ω, P ∈ ^Ω. Otobraßenie φ : ^Ω −→ C^g mnogoznaqno, sledovatel~no, ne ØvlØetsØ korrektno opredelennym, no ono korrektno opredeleno kak otobraßenie iz ^Ω v Jac(^Ω). Otobraßenie φ – odnolistnoe konformnoe otobraßenie iz ^Ω na ego obraz v Jac(^Ω). Pod φ_0(P ) my budem ponimat~ to znaqenie φ(P ), dlØ kotorogo put~ integrirovaniØ ot P_0 do P ne peresekaet a- i b-ciklov. Otobraßenie φ (a tak ße i φ_0(P )) moßet byt~ prodolßeno po lineænosti na D_0(^Ω) – divizory porØdka 0 na ^Ω. Esli a = k∑ j=1 n_jP_j, ord a = 0,

12 V. L. VINNIKOV, S. I. FEDOROV to my polagaem

φ(a) = k∑ j=1 n_jφ(P_j ). Esli my opredelØem deæstvie antigolomorfnoæ invol¸cii J na Jac(^Ω) formuloæ J[z] = −[z̄], gde [z] – klass ffkvivalentnosti z v Jac(^Ω), to φ ∘ J = J ∘ φ. Divizor nuleæ differenciala dη_{P,J(P )}^{3)} imeet porØdok 2g, simmetriqen po otnoxeni¸ k J i imeet vid Z^∗ + J(Z^∗), gde Z^∗ ⊂

Ω_+, Z^∗ = z^∗_1 + · · · + z^∗_g , z^∗_1 , . . ., z^∗_g – kritiqeskie toqki funkcii

Grina G(z, P ). Pofftomu divizor Z^∗ = Z^∗(P ) qasto nazyva¸t kritiqeskim divizorom Grina. φ-obraz divizora Z^∗ − gP_0 na Jac(^Ω) dostatoqno Øvno opredelen v terminah teta-funkciæ Rimana na

Jac(^Ω) (sm. [8, 9]).

2.3. DlØ l¸bogo divizora a porØdka 0, a =^{∑k}_{j=1} Qj −^{∑k}_{j=1} Pj, i

l¸bogo vektora ⃗c = (c_1, . . . , c_g) ∈ C^g funkciØ

fa_{,⃗c} = exp 2πi P∫ P 0 ω(a, ⃗c) , ω(a, ⃗c) = k∑ j=1 dη_{Qj ,Pj} + g∑ l=1 c_lω_l (4)

ØvlØetsØ tak nazyvaemoæ mul~tiplikativnoæ meromorfnoæ funkcieæ na ^Ω, sotvetstvu¸weæ divizoru a i vektoru ⃗c ∈ C^g . A imenno, f_{a,⃗c}(P ) – lokal~no meromorfnaØ mnogoznaqnaØ funkciØ na ^Ω, qeæ harakter mnogoznaqnosti opredelØetsØ 2g-mernym vektorom

χ = ( ∫ a_1 ω(a, ⃗c), . . . , ∫ a_g ω(a, ⃗c) : ∫ b_1 ω(a, ⃗c), . . ., ∫ b_g ω(a, ⃗c)) a- i b-periodov differenciala ω(a, ⃗c), kotoryæ, v silu (3), raven

(⃗c : τ⃗c + φ_0(a)). ZnaqeniØ f_1, f_2 funkcii f_{a,⃗c} v toqke P , sootvet-

stvu¸wie dvum razliqnym putØm integrirovaniØ l_1, l_2 iz P_0 v P , dlØ kotoryh cikl l = l_2 −l_1 gomologiqen ∑_g j=1 n_j a_j + ∑_g j=1 m_jb_j ,

3)S fftogo momenta differencial dη_{P,J(P )} budet nazyvat~sØ garmoniqeskoæ meroæ v toqke P i oboznaqat~sØ qerez dη_P .

OB INTERPOL˚CII NEVANLINNY––PIKA 13 svØzany meßdu soboæ ravenstvami f_2 = e^{2πi⟨χ,⃗nl⟩}f_1, gde ⟨χ, ⃗n_l⟩ = g∑ j=1 n_jχ_j + g∑ j=1 m_jχ_{g+j} . Obratnoe toße verno (sm., naprimer, [10]), vsØkaØ mul~tiplikativnaØ meromorfnaØ funkciØ na ^Ω imeet vid (4).

2.4. My budem rassmatrivat~ vektornoe prostranstvo H⃗_λ,^⃗λ ∈

R^g/Z^g, funkciæ f, lokal~no analitiqeskih v Ω+, ime¸wih tam

odnoznaqnyæ modul~ i takih, qto analitiqeskoe prodolßenie l¸bogo funkcional~nogo fflementa f vdol~ zamknutogo puti, gomologiqnogo ∑_g j=1 m_j b_j, privodit k umnoßeni¸ naqal~nogo zna-

qeniØ na unimodulØrnyæ postoØnnyæ mnoßitel~ (harakter) exp 2πi g∑ j=1 m_j λ_j , ⃗λ = (λ_1, . . . , λ_g). Funkcii iz prostranstva H_{⃗λ} nazyva¸tsØ modul~-avtomorfnymi ili harakter-avtomorfnymi funkciØmi, sotvetstvu¸wimi harakteru ⃗λ, ili prosto ⃗λ-avtomorfnymi (my ispol~zuem additivnu¸ zapis~ dlØ harakterov). �ti funkcii moßno rassmatrivat~ kak odnoznaqnye analitiqeskie funkcii f v odnosvØznoæ oblasti Ω^′_+ = Ω_+ \ ⋃_g j=1 γ_j s nepreryvnym modulem |f| v Ω_+, takie

qto predely f(P ±) = lim_{z→P ±} f(z) suwestvu¸t na ⋃_g j=1 γ_j ∩ Ω_+ i

udovletvorØ¸t sotnoxeni¸ f(P +) = e^{2πiλj} f(P −), P ∈ γ_j , j = 1, . . . , g, gde predely pri z → P + i z → P − na γ_j ponima¸tsØ kak predely s levoæ i s pravoæ storony ot γ_j , sootvetstvenno.

Pust~ H^∞_{+,⃗λ} – prostranstvo funkciæ f ∈ H_{⃗λ}, dlØ kotoryh ‖f‖_∞ = sup_{z∈Ω+} |f(z)| < ∞. Zafiksirovav toqku a ∈ Ω_+, oboznaqim qerez L^2(Γ, dη_a) =

L^2(Γ) prostranstvo funkciæ, kvadratiqno summiruemyh na Γ po

garmoniqeskoæ mere dη_a. Prostranstvo H^2_{+,⃗λ} est~ prostranstvo

14 V. L. VINNIKOV, S. I. FEDOROV teh funkciæ f iz H_{⃗λ}, dlØ kotoryh odnoznaqnaØ subgarmoniqeskaØ funkciØ |f|^2 imeet garmoniqesku¸ maßorantu. Vse funkcii iz H^2_{+,⃗λ} ime¸t nekasatel~nye predel~nye graniqnye znaqeniØ na Γ p.v. po mere dη_a, prinadleßawie L^2(Γ). �to prostranstvo – zamknutoe podprostranstvo L^2(Γ) i nazyvaetsØ harakteravtomorfnym prostranstvom Hardi, otveqa¸wim harakteru ⃗λ (⃗λ-avtomorfnoe prostranstvo Hardi).

Mul~tiplikativnye meromorfnye funkcii na ^Ω vida (4) s P_j = J(Q_j), Q_j ∈ Ω_+, j = 1, . . . , k, Re c_l = 0, l = 1, . . . , g, pri toqke P i puti integrirovaniØ iz P_0 v P , soderßawihsØ v Ω_+, ØvlØ¸tsØ vaßnym primerom harakter-avtomorfnyh funkciæ. Tak, funkciØ

b_Q^{def}= f_{Q−J(Q),⃗}0, Q ∈ Ω_+ (4^′)

ØvlØetsØ harakter-avtomorfnoæ funkcieæ s harakterom ⃗λ = ⃗λ_Q =

Re φ(Q − J(Q)), sßima¸weæ v Ω_+, unimodulØrnoæ na Γ, s edin-

stvennym prostym nulem v toqke Q (i edinstvennym pol¸som v J(Q)). �tu funkci¸ my budem nazyvat~ fflementarnym faktorom BlØxke s nulem v toqke Q. Pod harakter-avtomorfnym proizvedeniem BlØxke my budem ponimat~ proizvedenie (koneqnoe ili beskoneqnoe) fflementarnyh faktorov BlØxke (otnositel~no usloviæ na mnoßestvo nuleæ faktorov BlØxke, neobhodimyh i dostatoqnyh dlØ ravnomernoæ shodimosti proizvedeniØ BlØxke sm., naprimer, [6]). Poloßim H^2_{−,⃗λ} = { f̄ : f ∈ H^2_{+,−⃗λ}, f(a) = 0 } . Prostranstva H^2_{+,⃗λ} i H^2_{−,⃗λ} ortogonal~ny, poskol~ku ⟨f, ḡ⟩ = ∫ Γ fgdη_a = f(a)g(a) dlØ l¸byh f ∈ H^2_{+,⃗λ}, g ∈ H^2_{+,−⃗λ}. Prostranstvo H^2_{−,⃗λ} moßet rassmatrivat~sØ kak prostranstvo Hardi na vtorom “liste” Ω_− dublØ ^Ω. Prostranstvo H^2_{+,⃗λ} ØvlØetsØ funkcional~nym gil~bertovym prostranstvom, i dlØ vsØkoæ toqki t ∈ Ω_+ suwestvuet vosproizvodØwee Ødro – k(·, t, ⃗λ) = k^{⃗λ}_t , ⟨f, k^{⃗λ}_t ⟩ = f(t) dlØ vseh f ∈ H^2_{+,⃗λ}.

OB INTERPOL˚CII NEVANLINNY––PIKA 15 (Vyraßenie dlØ k^{⃗λ}_t v terminah teta-funkcii Rimana na Jac(^Ω) moßno naæti v [7].)

3. OperatornaØ interpretaciØ zadaqi NPIP. Suwestvovanie ffkstremal~nogo haraktera Pust~ B_Z – koneqnoe harakter-avtomorfnoe proizvedenie BlØxke v Ω_+, sootvetstvu¸wee divizoru nuleæ Z = ∑_N j=1 z_j , i

pust~ ⃗κ(Z) – sootvetstvu¸wiæ fftoæ funkcii harakter:

B_Z = N∏ j=1 b_{zj} , ⃗κ(Z) = 2 Re φ(Z − N P_0)

DlØ l¸bogo ⃗λ ∈ R^g/Z^g rassmotrim koinvariantnoe podprostranstvo K^{⃗λ}_Z = H^2_{+,⃗λ} ⊖ B_Z H^2_{+,⃗λ−⃗κ}, natØnutoe na vosproizvodØwie Ødra v toqkah z_j, j = 1, . . . , N .

DlØ kritiqeskogo divizora Grina Z^∗ = z^∗_1 +· · ·+z^∗_g rassmotrim g-mernoe prostranstvo K^{⃗λ}_Z∗ = H^2_{+,⃗λ} ⊖ B_Z∗ H^2_{+,⃗λ−⃗κ∗} , ⃗κ^∗ = ⃗κ(Z^∗) = Re φ(Z^∗ − J(Z^∗)). Sledu¸wie dva predloßeniØ dokazany v [11].

Predloßenie 3.1.

H^2_{+,⃗λ} = ∞∑ j=0 ⊕(B_Z∗ )^jK^{⃗λ−j⃗κ∗}_Z∗ ,

L^2(Γ) = ∞∑ j=−∞ ⊕(B_Z∗ )^j K^{⃗λ−j⃗κ∗}_Z∗ ,

L^2(Γ) = H^2_{−,⃗λ} ⊕ 1 B_Z∗ K^{⃗λ+j⃗κ∗} Z^∗ ⊕ H 2 +,⃗λ. Predloßenie 3.2. FunkciØ k prinadleßit K^{⃗λ}_Z dlØ nekotorogo

⃗λ ∈ Rg/Zg togda i tol~ko togda, kogda k – mul~tiplikativnaØ meromorfnaØ funkciØ na ^Ω vida (4), k = f_{a,⃗c}, ⃗c ∈ Z^g, s divizorom

(k) = a ≥ J(a) − J(Z) − J(Z^∗), φ_0(a) + τ⃗c = Re φ(a) = ⃗λ.

16 V. L. VINNIKOV, S. I. FEDOROV

DlØ fiksirovannoæ funkcii f ∈ H^∞(Ω_+) rassmotrim opera- tor M^{⃗λ}_f^{def}= P_K⃗_{λZ} fP_K⃗_{λZ} .

Teorema 3.1. Ime¸t mesto ravenstva sup ⃗λ∈Rg/Zg^{|M ⃗λf | = max}⃗λ∈Rg/Zg^{|M ⃗λf |} = inf h∈H^∞_{+,−⃗κ(Z)} ‖ f + B_Z h ‖_∞= min_{h∈H∞+,−⃗κ(Z)} ‖ f + B_Z h ‖_∞ . (6) Esli λ^∗ – ffkstremal~nyæ harakter, dlØ kotorogo dostigaetsØ maksimum v levoæ qasti ravenstva (6), to naædutsØ dve funk-

cii k_1, k_2 ∈ K^{λ∗} takie, qto funkciØ θ^{def}= k_1/k_2 prinadleßit H^∞, ØvlØetsØ koneqnym proizvedeniem BlØxke i dlØ funkcii |M^{λ∗}_f |θ v pravoæ qasti ravenstva (6) dostigaetsØ minimum.

Po povodu dokazatel~stva fftoæ teoremy sm. teoremu 6.2 i sledstvie 6.2 iz [11], kotorye ØvlØ¸tsØ sledstviØmi bolee obwego rezul~tata o harakter-avtomorfnyh operatorah GankelØ. Dokazatel~stvo v deæstvitel~nosti osnovyvaetsØ na ideØh, predloßennyh D. Sarasonom [4] dlØ dokazatel~stva sootvetstvu¸wego (bolee obwego) rezul~tata v sluqae ediniqnogo kruga, i zatem ispol~zovannyh Abrahamsom v dokazatel~stve ego rezul~tata o

NPIP v mnogosvØznoæ oblasti. Sleduet otmetit~, qto cepoqka

ravenstv (6) (za iskl¸qeniem pervogo ravenstva v (6)) v neØvnoæ forme soderßalas~ uße v rabote Abrahamsa [5]; po povodu razliqnyh obobweniæ sm. takße raboty Bolla [12], Kupina i ıditskogo [14].

Sledstvie 3.1. Zadaqa NPIP (Z, W, Ω+, A) imeet rexenie f

s ‖f‖_∞ ≤ A togda i tol~ko togda, kogda A ≥ |M^{λ∗}_f |, f ∈ H^∞(Γ), f | | Z= W,

ili, qto toße samoe togda itol~ko togda, kogda uslovie Abrahamsa vypolnØetsØ dlØ λ = λ^∗.

Dokazatel~stvo. Pervoe utverßdenie sledstviØ neposredstven-

no sleduet iz teoremy 3.1, poskol~ku |M^{λ∗}_f | minimiziruet L^∞ normu v semeæstve vseh funkciæ f ∈ H^∞(Γ), f | | Z= W. DlØ do-

kazatel~stva utverßdeniØ ob uslovii Abrahamsa vspomnim, qto

OB INTERPOL˚CII NEVANLINNY––PIKA 17

K^{λ∗}_Z =^N ⋁ j=1 { k^{λ∗}_{zj} } i dlØ l¸bogo k ∈ K^{λ∗}_Z imeem k = ∑_N j=1 c_j k^{λ∗}_{zj} . Pofftomu uslovie sup k∈K^{λ∗}_Z ‖ ( M^{λ∗}_f )_∗ k‖_2 = | ( M^{λ∗}_f )_∗ | · ‖k‖_2 ≤ A ‖k‖_2 moßno perepisat~ v sledu¸weæ forme: ⟨ P^{λ∗}_+ f̄ N∑ j=1 c_jk^{λ∗}_{zj} , P^{λ∗}_+ f̄ N∑ j=1 c_jk^{λ∗}_{zj} ⟩ ≤ A^2 ⟨_N ∑ j=1 c_jk^{λ∗}_{zj} , N∑ j=1 c_jk^{λ∗}_{zj} ⟩ . dlØ l¸bogo vektora (c_1, . . . , c_N ) ∈ C^N . Po svoæstvu vosproizvodØwih Øder P^λ_+f̄ k^λ_t = f(t)k^λ_t ffto neravenstvo ffkvivalentno neravenstvu_N ∑ k,j=1 w_jw̄_kc̄_j c_kk^{λ∗}_{zk} (z_j ) ≤ A^2 N∑ k,j=1 c̄_jc_kk^{λ∗}_{zk} (z_j ), kotoroe, v svo¸ oqered~, ffkvivalentno neotricatel~nosti matricy Pika dlØ ffkstremal~nogo haraktera λ = λ^∗.

Sledstvie 3.2. Esli dlØ nekotorogo haraktera^⃗λ ∈ R^g/Z^g suwe-

stvuet funkciØ k ∈ K^{⃗λ}_Z takaØ, qto 1 θ k ∈ K^{⃗λ}_Z dlØ koneqnogo proiz-

vedeniØ BlØxke θ iz teoremy 3.1, to ⃗λ – ffkstremal~nyæ harakter, | ( M^{⃗λ}_f )_∗ | = A_{f,}Z^{def}= inf_{h∈H∞} ‖f + B_Z h‖_∞.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku^(M^{⃗λ}_f^{)∗} k = P^{⃗λ}_+^¯f k = P^{⃗λ}_+Af,Z^¯θk, to A_{f,}Z‖k‖_2 = ‖A_{f,}Zθ̄k‖_2 = ‖P^{⃗λ}_+A_{f,}Zθ̄k‖_2 ≤ | ( M^{⃗λ}_f )_∗ | · ‖k‖_2 Po teoreme 3.1, A_{f,Z} ≥ | ( M^{⃗λ}_f )_∗ |. Pofftomu A_{f,Z} = | ( M^{⃗λ}_f )_∗ | i ⃗λ – ffkstremal~nyæ harakter.

4. Ohota za ffkstremal~nym harakterom

4.1. V predyduwem paragrafe my pokazali, qto dlØ problemy

NPIP (Z, W, Ω_+, A) dostatoqno proverit~ neotricatel~nost~ ma-

tricy Pika tol~ko dlØ ffkstremal~nogo haraktera λ^∗ = λ^∗(Z, W).

18 V. L. VINNIKOV, S. I. FEDOROV Otmetim, qto zkstremal~nyæ harakter moßet byt~ ne edinstvennym, no, po teoreme 3.1, dostatoqno naæti hotØ by odin iz nih. Cel~ fftogo paragrafa – pokazat~, qto pri fiksirovannom mnoßestve Z suwestvuet Øvno opredelØemoe v terminah Z vewestvennoe analitiqeskoe podmnogoobrazie S(Z) vewestvennoæ qasti

Jac(^Ω) razmernosti ne bolee 2[g/2] (kak obyqno, [x] oboznaqaet

celu¸ qast~ vewestvennogo qisla x) takoe, qto dlØ vseh NPIP

(Z, W, Ω_+, A) s dannym mnoßestvom Z odin iz ffkstremal~nyh ha-

rakterov fftoæ problemy leßit v S(Z).

Qerez L(^Ω) oboznaqaem pole meromorfnyh funkciæ na ^Ω, qerez L(a) – vektornoe prostranstvo

L(a)^{def}= { f ∈ L(^Ω) : (f) ≥ −a } , r(a)^{def}= dim L(a).

Vektornoe prostranstvo meromorfnyh differencialov na ^Ω budet oboznaqat~sØ qerez N(^Ω),

N(a)^{def}= { ω ∈ N(^Ω) : (ω) ≥ a } , i(a)^{def}= dimN(a).

V dal~neæxem nam potrebuetsØ teorema Rimana–Roha, kotoraØ utverßdaet, qto

r(a) = ord(a) − g + 1 + i(a).

DlØ qasteæ divizora a, soderßawihsØ sootvetstvenno v Ω_+, Γ i Ω_−, my ispol~zuem sledu¸wie oboznaqeniØ a|_{Ω+} = a_+, a|_{Ω−} = a_− i a|_Γ = a_Γ.

4.2. Ispol~zuØ ffti oboznaqeniØ, dlØ koneqnogo odnoznaqnogo

proizvedeniØ BlØxke θ iz teoremy 3.1, my oboznaqaem divizor ego nuleæ qerez (θ)_+. Togda (θ) = (θ)_+ − J((θ)_+). Poskol~ku θ – odnoznaqnaØ vnutrennØØ funkciØ, to ona po men~xeæ mere (g +1)- listna, t.e. imeet kak minimum g + 1 nuleæ v Ω_+ (sm., naprimer, [3, 6]). Pofftomu ord(θ)_+ ≥ g + 1.

Rassmotrim funkci¸ k^∗ = k^{λ∗} ∈ K^{λ∗}_Z iz teoremy 3.1, na kotoroæ operator ( M^{λ∗}_f )_∗ dostigaet svoeæ normy, ‖ ( M^{λ∗}_f )_∗ k^∗‖_2 = | ( M^{λ∗}_f )_∗ |‖k^∗‖_2,

OB INTERPOL˚CII NEVANLINNY––PIKA 19

i dlØ kotoroæ 1θ k^∗ ∈ K^{λ∗}_Z . Po predloßeni¸ 3.2, (k^∗) ≥ J(a) −

J(Z) − J(Z^∗), i pofftomu

(k^∗) = Q + J(a) − J(Z) − J(Z^∗)

dlØ nekotorogo poloßitel~nogo divizora Q na ^Ω, Q ≥ (θ)_+ ,

ord Q = N + g − 1. Bolee togo, k^∗ – λ^∗-avtomorfnaØ funkciØ, a s

drugoæ (sm. predloßenie 3.2) – mul~tiplikativnaØ meromorfnaØ funkciØ na ^Ω vida (4), k^∗ = f_{(k}∗_{),⃗c}, ⃗c ∈ Z^g, i ffkstremal~nyæ harakter udovletvorØet uravneni¸

λ^∗ = φ_0((k^∗)) + τ⃗c = Re φ((k^∗)) = Re φ(Q + J(a) − J(Z) − J(Z^∗)) = = Re φ(Q − (N + g − 1)P_0) + Re φ(J(Z) + J(Z^∗) − a − (N + g − 1)P_0). (7) Zdes~ my ispol~zovali to svoæstvo preobrazovaniØ AbelØ, qto

φ ∘ J = J ∘ φ. Vyraßenie (7) oznaqaet, qto ffkstremal~nyæ ha-

rakter odnoznaqno opredelØetsØ poloßitel~nym divizorom Q, kotoryæ my budem zapisyvat~ v forme Q = Q^′ + (θ)_+, gde Q^′– poloßitel~nyæ divizor,

ord Q^′ = N + g − 1 − ord(θ)_+ ≤ N − 2.

Poloßim m = ord(θ)_+ i m^′ = ord Q^′, m + m^′ = N + g − 1. Zametim, qto poskol~ku θ – odnoznaqnaØ meromorfnaØ funkciØ na ^Ω, to

φ((θ)) = φ((θ)_+ −J((θ)_+ )) = Re φ((θ)_+ −mP_0)−Re φ(J((θ)_+ )−mP_0) = 2 Re φ((θ)_+ − mP_0) = 0 (mod Z^g)

i potomu

Re φ((θ)_+ − mP_0) ∈ 1 2Z^g/2Z^g.

Pofftomu my moßem perepisat~ (7) v vide

λ^∗ = Re φ(Q^′ − m^′P_0) − Re φ(a − P_0) + Re φ((θ)_+ − mP_0) + Re φ(Z + Z^∗ − (N + g)P_0) ili λ^∗ ∈ 1 2Z^g/2Z^g+Re φ(Q′−m^′P0)−Re φ(a−P0)+Re φ(Z+Z^∗−(N +g)P0)._{(7′)}

Rassmotrim zadaqu NPIP s dvumØ interpolØcionnymi toqkami, Z = (z_1, z_2). V fftom sluqae ord Q^′ = m^′ = 0 i pofftomu Q = (θ)_+ . Ispol~zuØ (7^′), my nemedlenno poluqaem sledu¸wiæ rezul~tat.

20 V. L. VINNIKOV, S. I. FEDOROV

Predloßenie 4.1. V sluqae NPIP s dvumØ interpolØcionnymi

toqkami Z = (z_1, z_2) ffkstremal~nyæ harakter λ^∗ = λ^∗(Z, W) pri l¸bom vybore W = (w_1, w_2) prinadleßit mnoßestvu, sostoØwemu iz 2^g toqek, Øvno opredelØemyh mnoßestvom Z: λ^∗ ∈ 1 2Z^g/2Z^g − Re φ(a − P0) + Re φ(Z + Z^∗ − (N + g)P0).

4.3. V obwem sluqae pri N ≥ 2 edinstvennymi neizvestny-

mi problemy otyskaniØ λ^∗ ØvlØ¸tsØ toqki Q_1, . . . , Q_m′ , Q^′ = ∑_m′ j=1 Q_j .

Iz vyraßeniØ (7^′) vidno, qto utverßdenie poslednego predloßeniØ sohranØet silu daße v sluqae N > 2, esli ord Q^′ = m^′ = 0 ili, qto toße samoe, esli divizor Q sovpadaet s (θ)_+ – divizorom nuleæ funkcii θ.

S drugoæ storony, esli m^′ = ord Q^′ > g−1, to m = ord(θ)_+ < N . Pofftomu pri l¸bom ⃗λ ∈ R^g/Z^g

dim K^{⃗λ}_θ = m < dim K^{⃗λ}_Z = N,

gde K^{⃗λ}_θ = H^2_{+,⃗λ} ⊖θH^2_{+,⃗λ}. Sledovatel~no, proekciØ P_K⃗_{λθ} | | K^⃗λ_Z – ogra-

niqennyæ lineænyæ operator iz N -mernogo prostranstva K^{⃗λ}_Z v prostranstvo K^{⃗λ}_θ men~xeæ razmernosti i Ker P_K⃗_{λθ} | K^{⃗λ}_Z soder-

ßit nenulevoæ fflement k, P_K⃗_{λθ} k = 0 i, takim obrazom, k ∈ θH^2_{+,⃗λ}.

�to daet nam sootnoxenie P^{⃗λ}_+θ̄k = 1 θ k ∈ K^{⃗λ}_Z . Po sledstvi¸ 3.2,

ffto oznaqaet, qto ⃗λ – ffkstremal~nyæ harakter. Pofftomu esli

ord Q^′ > g − 1, to l¸boæ harakter ØvlØetsØ ffkstremal~nym.

Pust~ ^Ω^p, p ∈ N, – simmetriqeskoe proizvedenie porØdka poverhnosti ^Ω na sebØ, to est~ faktor prØmogo proizvedeniØ p raz

^Ω × · · · × ^Ω po estestvennomu deæstvi¸ simmetriqeskoæ grup-

py na p simvolah; fflementy ^Ω^{(p)} mogut byt~ otoßdestvleny s poloßitel~nymi divizorami porØdka p na ^Ω i preobrazovanie AbelØ–˚kobi φ, a takße φ_0, rasprostranØ¸tsØ po lineænosti na ^Ω^{(p)}. Pri p < g obraz φ(^Ω^p) – p-mernoe kompleksnoanalitiqeskoe podmnogoobrazie Jac(^Ω), a mnoßestvo Re φ(^Ω^p) vewestvennyh qasteæ ego toqek (toqnee, mnoßestvo Re φ_0(^Ω^p)) ØvlØ-

OB INTERPOL˚CII NEVANLINNY––PIKA 21 etsØ vewestvenno-analitiqeskim podmnogoobraziem R^g/Z^g razmernosti 6 min(g, 2p).

Ispol~zuØ (7^′) i prinimaØ vo vnimanie vyxeupomØnutoe neravenstvo ord Q^′ ≤ N −2, na dannom fftape my moßem summirovat~ naxi nabl¸deniØ v vide sledu¸wego predloßeniØ.

Predloßenie 4.2. DlØ l¸boæ zadaqi NPIP (Z, W, Ω+, A) suwe-

stvuet ffkstremal~nyæ harakter ⃗λ^∗(Z, W), leßawiæ v mnoßestve

S(Z) = Re φ(^Ω^{min(N−2,g−1)}) + 1 2Z^g/2Z^g − Re φ(a − P0)

+ Re φ(Z + Z^∗ − (N + g)P_0). (8)

Sledstvie 4.1. Esli 2N − 4 < g, to poisk ffkstremal~nogo ha-

raktera moßet byt~ sveden k vewestvennomu podmnogoobrazi¸ vida (8) razmernosti ne bolee g − 1. V qastnosti, esli N = 3, to razmernost~ podmnogoobraziØ (8) ravna 2 pri l¸bom g ≥ 2.

Zameqanie 4.1. Neizvestnyæ divizor Q^′, opredelØ¸wiæ ffkstre-

mal~nyæ harakter λ^∗, moßet byt~ razloßen, v svo¸ oqered~, v summu dvuh neotricatel~nyh divizorov:

Q^′ = Q^′_± + Q^′_Γ, Q^′_±^{def}= Q^′_+ + Q^′_−, gde Q^′_± = m_±∑

j=1 Q_j , Q^′_Γ =

m_Γ∑

j=1 P_j, P_j ∈ Γ. Poskol~ku Re φ(P − P_0) ∈ 12Z^g/2Z^g pri l¸bom P ∈ Γ, to i

Re φ(Q^′_Γ − m_ΓP_0) ∈ 1 2Z^g/2Z^g. Sledovatel~no, λ^∗ ∈ 1 2Z^g/2Z^g + Re φ(Q^′_± − m±P0) − Re φ(a − P0)

+ Re φ(Z + Z^∗ − (N + g)P_0), (8^′)

i potomu podmnogoobrazie S(Z) moßet byt~ svedeno k 2m_±- mernomu vewestvennomu analitiqeskomu podmnogoobrazi¸

Re φ(^Ω^{m±} ) + 1 2Z^g/2Z^g + Re φ(a − P0) + Re φ(Z + Z^∗ − (N + g)P0).

V sluqae dvusvØznoæ oblasti (g = 1) predloßenie 4.2 privodit nas k zakonqennomu i dovol~no neoßidannomu rezul~tatu.

22 V. L. VINNIKOV, S. I. FEDOROV

Predloßenie 4.3. DlØ NPIP (Z, W, Ω+, A) v dvusvØznoæ obla-

sti Ω_+ dostatoqno proverit~ neotricatel~nost~ matricy Pika lix~ v dvuh toqkah λ_1, λ_2 ∈ R/Z, λ_1 = Re φ(Z + Z^∗ − a − N · P_0)

λ_2 = 1 2 + Re φ(Z + Z^∗ − a − N · P_0)

DlØ dal~neæxego analiza ffkstremal~nyh harakterov nam nußna sledu¸waØ lemma.

Lemma 4.1.

(1) DlØ vsØkogo k ∈ K^{⃗λ}_Z differencial k(z)k(J(z))dη_a – simmetriqnyæ differencial tret~ego roda ω_Z na ^Ω, J^∗ω_Z = ω_Z , poloßitel~nyæ na Γ, s divizorom (ω_Z ) ≥ −Z − J(Z).

(2) Obratno, dlØ l¸bogo simmetriqnogo poloßitel~nogo na Γ differenciala tret~ego roda ω_Z s divizorom (ω_Z ) ≥ −Z − J(Z) suwestvuet λ ∈ R^g/Z^g takoe, qto ω_Z = k(z)k(J(z))dη_a dlØ nekotorogo k ∈ K^{⃗λ}_Z . Bolee togo, (ω_Z ) = D_+ + J(D_+) − Z − J(Z) dlØ nekotorogo poloßitel~nogo divizora D_+ ⊂ Ω̄_+,

ord D_+ = g + N − 1, Im φ_0(D_+ + a − Z − Z^∗) = iτ⃗c pri nekotorom vektore ⃗c ∈ Z^g. FunkciØ k moßet byt~ vybrana v vide (4):

k = f_{(k),⃗0} exp 2πi P∫ P_0 ω((k),⃗0) (9) s divizorom (k) = D_+ + J(a) − J(Z) − J(Z^∗) i harakterom ⃗λ = Re φ(D_+ + J(a) − J(Z) − J(Z^∗)).

Dokazatel~stvo. Utverßdenie p. (1) oqevidno. DlØ dokazatel~-

stva p. (2) zametim, qto ω_Z i dη_a – simmetriqnye differencialy na ^Ω, poloßitel~nye na Γ, (ω_Z ) = D + J(D), D = D_+ − J(Z),

OB INTERPOL˚CII NEVANLINNY––PIKA 23 dlØ nekotorogo poloßitel~nogo divizora D_+ ⊂ Ω̄_+, a (dη_a) =

D_a + J(D_a), D_a = Z^∗ − a. Pofftomu (sm. [8, 13])

φ(D) + [Δ_0] ∈ T_0, φ(D_a) + [Δ_0] ∈ T_0,

gde Δ_0 – vektor konstant Rimana, zavisØwiæ tol~ko ot vybora bazovoæ toqki P_0 i gomologiqeskogo bazisa, a T_0 ⊂ Jac(^Ω) – gmernyæ vewestvennyæ tor,

T_0 = {[z] ∈ Jac(^Ω) : z = μ + τ ν, μ ∈ R^g, ν ∈ Z^g}.

Pofftomu φ(D − D_a) ∈ T_0 i, okonqatel~no, Im φ_0(D − J(D_a)) =

iτ⃗c dlØ nekotorogo vektora ⃗c ∈ Z^g. DlØ okonqaniØ dokazatel~-

stva dostatoqno rassmotret~ mul~tiplikativnu¸ meromorfnu¸ funkci¸ k = f_{D−J(Da),⃗c} = exp 2πi P∫ P_0 ω(D − J(D_a), ⃗c) , ØvlØ¸wu¸sØ harakter-avtomorfnoæ s harakterom

⃗λ = Re φ(D − J(D_a)) = Re φ(D_+ + J(a) − J(Z) − J(Z^∗))

i, po predloßeni¸ 3.2, prinadleßawu¸ K^{⃗λ}_Z .

Zameqanie 4.2. Esli λ^∗ – ffkstremal~nyæ harakter dlØ pro-

blemy NPIP (Z, W, Ω_+, A) i funkciØ k ∈ K^{λ∗}_Z , 1 θ k ∈ K^{λ∗}_Z , to ω_Z = k(z)k(J(z))dη_a – poloßitel~nyæ na Γ differencial,

(ω_Z) = Q + J(Q) − Z − J(Z), Q ⊂ Ω_+, Q ≥ (θ)_+ .

Iz lemmy 4.1 i sledstviØ 3.2 my zakl¸qaem, qto esli ω̃_Z – drugoæ differencial, poloßitel~nyæ na Γ i takoæ, qto

(ω̃_Z) = Q̃ + J(Q̃) − Z − J(Z), Q̃ ⊂ Ω_+, Q̃ ≥ (θ)_+ ,

to harakter λ̃ = φ(Q̃ + J(a) − J(Z^∗) − J(Z)) toße ØvlØetsØ ffkstremal~nym,

(ω̃_Z ) = k̃k̃ ∘ J, (k̃) = Q̃ + J(a) − J(Z^∗ ) − J(Z), k̃ ∈ K^{λ̃}_Z , 1 θ k̃ ∈ K^{λ̃}_Z.

24 V. L. VINNIKOV, S. I. FEDOROV

Otmetim, qto ffto daet sledu¸wee opisanie vseh ffkstremal~- nyh harakterov v terminah preobrazovaniØ AbelØ–˚kobi: ffkstremal~nyæ harakter naædetsØ vo vsØkom koneqnom mnoßestve vida (7^′), gde Q^′ – proizvol~nyæ poloßitel~nyæ divizor porØdka m^′, udovletvorØ¸wiæ sootnoxeni¸

φ(Q^′) + Jφ(Q^′) + φ((θ)_+ ) + Jφ((θ)_+ ) − φ(Z) − Jφ(Z) = φ(k),

gde k – kanoniqeskiæ divizor na ^Ω.

Predloßenie 4.4. DlØ l¸boæ zadaqi NPIP (Z, W, Ω+, A) suwe-

stvuet ffkstremal~nyæ harakter ⃗λ^∗(Z, W), leßawiæ v 2 [g/2]- mernom vewestvennom podmnogoobrazii

S(Z) = Re φ(^Ω^{2[g/2]})+ 1 2Z^g/2Z^g−Re φ(a−P0)+Re φ(Z+Z^∗ −(N +g)P0)._{(10)}

V qastnosti, esli g – neqetnoe, to ^Ω^{2[g/2]}, Re φ(^Ω^{2[g/2]}) i, sledovatel~no, S(Z) – vewestvennye analitiqeskie podmnogoobraziØ razmernosti ne bolee g − 1.

Dokazatel~stvo. Vspomnim, qto dlØ ffkstremal~nogo haraktera

λ^∗ my razloßili neizvestnyæ divizor Q v summu Q = (θ)_+ +Q^′_Γ + Q^′_±, gde Q^′_Γ ⊂ Ω_+ i po (8^′)

λ^∗ ∈ Re φ(^Ω^{m±} ) + 1 2Z^g/2Z^g − Re φ(a − P0) + Re φ(Z + Z^∗ − (N + g)P0),

i m_± = ord Q^′_± ≤ g − 1.

Teper~ my gotovy pokazat~, qto, esli m_± > g/2, to dlØ toæ ße samoæ zadaqi NPIP suwestvuet drugoæ ffkstremal~nyæ harakter λ̃ i drugaØ funkciØ k̃ ∈ K^{λ̃}_Z , 1 θ k̃ ∈ K^{λ̃}_Z , (k̃) = Q̃ + J(a) − J(Z^∗) − J(Z), Q̃ = (θ)_+ + Q̃^′_Γ + Q̃^′_±,

takie, qto m̃_± = ord Q̃^′_± ≤ g/2.

Dopustim, qto λ^∗ – ffkstremal~nyæ harakter, dlØ kotorogo porØdok m_± divizora Q^′_± bol~xe g/2. Togda neotricatel~nyæ na Γ simmetriqnyæ differencial k · k ∘ Jdη_a = ω_Z prinadleßit N(n),

n = (θ)_+ + J(θ)_+ + 2Q^′_Γ − Z − J(Z).

Po teoreme Rimana–Roha

0 ≤ r(−n) = ord n − g + 1 + i(n).

OB INTERPOL˚CII NEVANLINNY––PIKA 25 No poskol~ku

m_± = ord Q^′_± > g 2 , i ord((θ)_+ + Q^′_Γ + Q^′_±) = N + g − 1,

to my vidim, qto ord n = 2g − 2 − 2m_± < g − 2. Pofftomu

0 ≤ r(−n) = g − 1 − 2m_± + i(n) < i(n) − 1.

�to oznaqaet, qto i(n) ≥ 2 i, sledovatel~no, narØdu s differencialom ω_Z suwestvuet drugoæ differencial ω^′ ∈ N(n). Bez ograniqeniØ obwnosti, my moßem sqitat~, qto ω^′ – simmetriqnyæ i potomu vewestvennyæ na Γ, poskol~ku inaqe po kraæneæ mere odin iz dvuh vewestvennyh na Γ differencialov ω^′ + J ∗ ω^′,

i(ω^′ − J ∗ ω^′) ∈ N(n) lineæno nezavisim ot ω_Z. Teper~ dlØ vewe-

stvennogo parametra c rassmotrim parametriqeskoe semeæstvo vewestvennyh differencialov

ω_c = ω_Z + cω^′ ∈ N(n).

Legko videt~, qto dlØ dostatoqno malyh po absol¸tnoæ veliqine znaqeniæ c differencialy ω_c neotricatel~ny na Γ i pri nekotorom dostatoqno bol~xom znaqenii c (poloßitel~nom ili otricatel~nom) differencial ω_c menØet na Γ znak. Sledovatel~- no, v silu nepreryvnoæ zavisimosti differenciala ω_c ot parametra c, suwestvuet znaqenie c^∗ takoe, qto ω_c∗ – neotricatelen na Γ, a pri l¸bom c = c^∗ + sign(c)ε, gde ε > 0 dostatoqno malo, differencial ω_c menØet znak na Γ. �to oznaqaet, qto libo differencial ω_c∗ imeet po kraæneæ mere odin dvoænoæ nul~ v nekotoroæ toqke P ∈ Γ, P /∈ Q^′_Γ, libo v nekotoryh toqkah divizora Q^′_Γ on imeet nul~ porØdka, bol~xego po kraæneæ mere na dva, qem porØdok nulØ ω_Z v fftoæ samoæ ße toqke.

Po lemme 4.1, ω_c∗ = k^λ · k^λ ∘ Jdη_a pri nekotorom haraktere λ i nekotorom k^λ ∈ K^λ_Z vida (9). Pofftomu (k^λ) ≥ (θ)_+ i, sledova-

tel~no, 1 θ k^λ ∈ K^λ_Z . Teper~, po sledstvi¸ 3.2, λ – ffkstremal~nyæ

harakter dlØ toæ ße samoæ NPIP. Bolee togo, v sootvetstvii s konstrukcieæ differenciala ω_c∗ , porØdok m_± divizora Q^′_± dlØ fftoæ funkcii k^λ po kraæneæ mere na dva men~xe, qem porØdok sootvetstvu¸wego divizora dlØ pervonaqal~nogo ffkstremal~nogo haraktera λ^∗. Esli m_± ≤ g/2, to my naxli ßelaemyæ harakter, v protivnom ße sluqae my moßem primenit~ predyduwie

26 V. L. VINNIKOV, S. I. FEDOROV rassußdeniØ k differencialu ω_c∗ vmesto naqal~nogo differenciala ω_Z i zatem povtorØt~ fftot process poka ne poluqim, qto

m_± ≤ g/2. Pofftomu, v silu zameqaniØ 4.1, my zakonqili dokaza-

tel~stvo.

Teper~ my moßem summirovat~ rezul~taty dannoæ raboty v vide teoremy, kotoraØ usilivaet rezul~tat Abrahamsa.

Teorema 4.1. InterpolØcionnaØ zadaqa Nevanlinny–Pika (1) v

(g+1)-svØznoæ oblasti Ω_+ imeet rexenie f ∈ H^∞(Ω_+) s ‖f‖_∞ ≤ A, A > 0, togda i tol~ko togda, kogda dlØ vseh

λ ∈ S(Z) ⊂ R^g/Z^g,

gde S(Z) opredelØetsØ vyraßeniem (10), matrica Pika

M^λ = { (A^2 − w_iw̄_j )k^λ_{zi} (z_j ) }_N i,j=1 poloßitel~no poluopredelena.

Zameqanie 4.3. Naxi rezul~taty dovol~no prosto rasprostra-

nØ¸tsØ na sluqaæ interpolØcionnoæ zadaqi Nevanlinny–Pika dlØ harakter-avtomorfnyh (a ne tol~ko odnoznaqnyh) analitiqeskih funkciæ v Ω s zadannym harakterom –. V fftom sluqae proizvedenie BlØxke θ iz teoremy 3.1 i sledstviØ 3.2 budet

–-avtomorfnym, pofftomu

φ_0((θ)) = 2Re φ((θ)_+ − mP_0) = – (mod Z^q ),

pravaØ qast~ (7^′) i vse posledu¸wie formuly poluqa¸t dopolnitel~noe slagaemoe –_0/2, gde –_0 – fiksirovannoe podnØtie – s

R^g/Z^g na R^g. Pofftomu harakter-avtomorfnaØ vnutrennØØ funk-

ciØ moßet imet~ l¸boe qislo nuleæ v Ω_+, ocenki ord((θ)_+ ¿ g+1,

ord Q^′ 6 N − 2, a potomu i predloßeniØ 4.1, 4.2 i sledstvie 4.1,

bolee ne vypolnØ¸tsØ. Odnako analogi predloßeniæ 4.3, 4.4 i teoremy 1 ime¸t mesto i v fftom sluqae.

Poluqennye rezul~taty takße neposredstvenno obobwa¸tsØ na sluqaæ, kogda Ω – kompaktnaØ rimanova poverhnost~ s kraem, a ne ploskaØ oblast~, kak bylo vyxe. Edinstvennoe tehniqeskoe usloßnenie svØzano s neobhodimost~¸ ispol~zovat~ Øvnye vyraßeniØ dlØ vewestvennoæ qasti Økobiana Jac (^Ω) i antigolomorfnoæ invol¸cii J, sm. [8, glava 6]. Nakonec, naxi rezul~taty praktiqeski bez izmeneniæ perenosØtsØ na smexannu¸ interpolØcionnu¸ zadaqu Nevanlinny–Pika–Karateodori–Feæera, v

OB INTERPOL˚CII NEVANLINNY––PIKA 27 kotoroæ fiksiru¸tsØ znaqeniØ funkcii i zadannogo qisla ee proizvodnyh v fiksirovannyh toqkah, qto sootvetstvuet vyboru divizora nuleæ Z proizvol~nyh porØdkov.

Literatura

1. G. M. Goluzin, GeometriqeskaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo. 2-e izd., M., 1966.

2. N. K. Nikol~skiæ, Lekcii ob operatore sdviga. M., 1980.

3. S. D. Fisher, Function Theory on Planar Domains. J. Wiley & Sons., 1983. 4. D. Sarason, Generalized interpolation in H1, Trans. Amer. Math. Soc. 127 (1967), 179–203.

5. M. B. Abrahamse, The Pick interpolation theorem for finitely connected domains, Michigan Math. J. 26 (1979), 195–203.

6. S. I. Fedorov, Garmoniqeskiæ analiz v mnogosvØznoæ oblasti. I, II, Mat.

sb. 181 (1990), 833–864; 867–909.

7. J. A. Ball, K. F. Clancey, Reproducing kernels for Hardy spaces on multiply connected domains, Integral Equations and Operator Theory 25 (1996), 35–57.

8. J. D. Fay, Theta functions on Riemann surfaces, Lecture Notes in Math.

Springer-Verlag, New York 352 (1973).

9. K. F. Clancey, Representing measures on multiply connected domains, Illinois J. Math. 35 (1991), 286–311.

10. I. Kra, Automorphic forms and Kleinian groups. Math. Lecture Note Series. W.

A. Benjamin, Reading, Massachusetts, 1972. Russkiæ perevod: I. Kra, Avto-

morfnye formy i kleænovy gruppy, M., 1975.

11. S. I. Fedorov, O garmoniqeskom analize v mnogosvØznoæ oblasti i harakter-avtomorfnyh prostranstvah Hardi, Algebra i analiz 9, vyp. 2 (1997), 192–240.

12. J. A. Ball, A lifting theorem for operator models of finite rank on multiply connected domains, J. of Operator Theory 1 (1979), 3–25.

13. K. F. Clancey, Toeplitz operators on multiply connected domains and theta functions, Operator Theory: Advances and Applications 35 (1988), 311–355.

14. S. Kupin, P. Yuditskii, Analogs of Nehari and Sarason theorems in the class of character-automorphic functions and some related questions, Operator Theory: Advances and Applications (v peqati).

Postupilo 10 aprelØ 1997g.

Department of Theor. Mathematics, Weizmann Institute, Pexobot 761000, Israel P.O.B. 26 Department of Mathematics, University of Auckland, Private Bag 92019, Auckland, New Zealand