Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 253, 1999 g.

G. I. Petraxen~, V. V. Rexetnikov

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV K IZUQENIı INTERFERENCIONNYH VOLNOVYH POLE`, VOZBUȷDAıWIHS˚ V PAQKAH TONKIH UPRUGIH SLOEV. (I). (POSTROENIE VOLNOVYH POLE` TIPA SV I OBSUȷDENIE RACIONAL^NYH METODOV IH KOLIQESTVENNO` OCENKI.)

Ot avtorov

NastoØwaØ stat~Ø ØvlØetsØ pervoæ qast~¸ bol~xogo issledovaniØ, posvØwennogo razrabotke metodov koliqestvennogo izuqeniØ interferencionnyh volnovyh poleæ v tonkosloistyh uprugih sredah. V neæ privodØtsØ postanovki zadaq dlØ prosteæxih tonkosloistyh sred, soderßawih tonkiæ uprugiæ sloæ (kontaktiru¸wiæ s odnim uprugim poluprostranstvom, a takße – sloæ, kontaktiru¸wiæ s dvumØ razliqnymi uprugimi poluprostranstvami), da¸tsØ toqnye matematiqeskie ih rexeniØ v forme povtornyh integralov tipa Fur~e (v vewestvennoæ i kompleksnoæ oblastØh) i podrobno obsußda¸tsØ problemy, kasa¸wiesØ metodov koliqestvennoæ ocenki volnovyh poleæ v dostatoqno nizkoqastotnoæ polose ih spektra Fur~e. Pri fftom vsledstvie principial~noæ (neustranimoæ i suwestvenno vozrasta¸- weæ pri obrawenii k paqkam tonkih sloev) gromozdkosti i plohoæ obozrimosti analitiqeskih rexeniæ zadaq, pri ih koliqestvennyh ocenkah soverxen otkaz ot qisto analitiqeskih metodov issledovaniØ, pri zamene ih na analitiko-algoritmiqeskie metody, orientirovannye na vsestoronnee primenenie nastol~- nyh komp~¸terov.

Razrabotannye v stat~e podhody k postanovkam zadaq na issledovanie i ocenki volnovyh poleæ pozvolØ¸t poluqat~ isqerpyva¸we polnye harakteristiki poleæ voln vsevozmoßnyh ti-

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ. Proekt No. 95-01-00480 12

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 13 pov i predstavlØt~ ih v predel~no naglØdnoæ forme, suwestvenno oblegqa¸weæ neobhodimu¸ fiziqesku¸ ih interpretaci¸. Poluqennye zdes~ mnogoqislennye rezul~taty oblada¸t nesomnennoæ noviznoæ i original~nost~¸.

K soßaleni¸, vsledstvie rØda formal~nyh soobraßeniæ i priqin prixlos~ podrazdelit~ vse issledovanie na dve qasti, priqem qislennye ocenki poleæ i ill¸strativnyæ material – otnesti ko vtoroæ iz nih. �to pridaet nastoØwemu issledovani¸ nekotoryæ nalet suhosti, odnako ne zatragivaet interesov qitateleæ, tak kak vtoraØ qast~ issledovaniØ (uvØzannaØ s pervoæ ego qast~¸ sootvetstvu¸wimi ssylkami) pomewena v fftom ße tome ßurnala. V neæ, pomimo ukazannogo materiala, daetsØ faktiqeski ewe i obobwenie razvityh nami podhodov i metodov na sluqai sred, soderßawih proizvol~nu¸ sloistu¸ paqku, sostoØwu¸ iz l¸bogo qisla tonkih sloev.

Soderßanie pervoæ qasti

§1. Postanovka zadaq i struktura integral~nyh predstavleniæ volnovyh poleæ v sluqaØh normal~nyh vozdeæstviæ §2. Struktura integral~nyh predstavleniæ volnovyh poleæ, vozbußdaemyh kasatel~nymi sosredotoqennymi vozdeæstviØmi §3. Ob analitiko-algoritmiqeskom podhode k koliqestvennomu izuqeni¸ volnovyh poleæ v nizkoqastotnoæ polose spektra Fur~e §4. Problemy koliqestvennogo izuqeniØ korneæ dispersionnyh uravneniæ §5. O vyqislenii poleæ ob¨emnyh i golovnyh interferencionnyh voln. PredstavleniØ poleæ interferencionnyh mod §6. Svodka integral~nyh predstavleniæ izuqaemyh volnovyh poleæ i zakl¸qitel~nye zameqaniØ k stat~e Literatura

§1. Postanovka zadaq i struktura integral~nyh predstavleniæ volnovyh poleæ v sluqaØh normal~nyh vozdeæstviæ 1. PervaØ iz rassmatrivaemyh zdes~ zadaq otnositsØ k upru-

14 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV goæ srede (zadavaemoæ v dekartovoæ {x, y, z;⃗i,⃗j, ⃗k} ili v cilindriqeskoæ {r, θ, z; ⃗r_1, ⃗θ_1, ⃗k_1} sistemah koordinat s obwimi naqalom O i os~¸ OZ), sostoØweæ iz poverhnostnogo sloØ 0 < z < h, (ν = 1), nahodØwegosØ v ßestkom kontakte s podstila¸wim poluprostranstvom z > h, (ν = 2), harakterizuemyh material~nymi postoØnnymi μ_ν , v_{pν} = √ λ_ν + 2μ_ν ρ_ν , v_{sν} = √ μ_ν ρ_ν . (1.1)

PredpolagaetsØ, qto v moment t = 0 k svobodnoæ granice z = 0 takoæ sredy, nahodivxeæsØ v pokoe pri t < 0, prikladyvaetsØ normal~noe vozdeæstvie, opredelØemoe (singulØrnoæ) plotnost~¸ sily ⃗F_1 = δ(x)f(t)⃗k, ili ⃗F_2 = δ(r) πr f(t)⃗k, (1.2)

v ploskom ili v osesimmetriqeskom sluqaØh. Pri fftom pod δ(x) i δ(r)/πr zdes~ podrazumeva¸tsØ simvoly sosredotoqennosti vozdeæstviæ, dopuska¸wie (predel~nye) integral~nye predstavle- niØ δ(x) = lim_{ε→0} 1 π ∞∫ 0 cos kxΦ_0(kε)dk,

δ(r) πr = lim_{ε→0} 1 2π ∞∫ 0 kJ_0(kr)Φ_0(kε)dk, (1.3)

v kotoryh poloßeno

Φ_0(kε) = 1 1 + k^2ε^2 . A otnositel~no nizkoqastotnoæ funkcii f(t) vkl¸qaemoæ pri t = 0, predpolagaetsØ, qto ona predstavima integralom Mellina

f(t) = 1 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ F (s)e^{st} ds, (σ > 0). (1.4)

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 15 Radi kratkosti, takaØ zadaqa imenuetsØ dalee “zadaqeæ dlØ dvuhsloænoæ sredy”.

Matematiqeskoe ee rexenie rassmotreno v p. 8 §2 monografii [1], priqem polØ v sredah konstruirovalis~ tam v forme prodol~nyh φ_ν i popereqnyh ψ_ν potencialov, predstavlØemyh v ploskom sluqae v vide povtornyh integralov Fur~e i Mellina φ_ν ψ_ν } = 1 π ∞∫ 0 Φ_ν(z, t, k) cos kx Ψ_ν (z, t, k) sin kx } Φ_0 dk, (ν(1, 2), (1.5)

Φ_1 Ψ_1 } = 1 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ [X^+_1 e^{zα̃1} + X^−_1 e^{−zα̃1} ] [Y^+_1 e^{zβ̃1} + Y^−_1 e^{−zβ̃2} ] } F (s)e^{st} ds

Φ_2 Ψ_2 } = 1 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ [X^−_2 e^{−(z−h)α̃2} [Y^−_2 e^{−(z−h)β̃2} } F (s)e^{st} ds, (1.6)

gde oboznaqeniØ Φ_ν i Ψ_ν vvedeny zdes~ vmesto somvolov R_ν i S_ν iz [1]. Pri fftom sostavlØ¸wie polØ smeweniæ ⃗u = u⃗i + w⃗k opredelØlis~ qerez potencialy φ i ψ vyraßeniØmi u = ∂φ ∂x − ∂ψ ∂z , w = ∂φ ∂z + ∂ψ ∂x . V sluqae ße zadaqi s osevoæ simmetrieæ pri vozdeæstvii iz (1.2) predstavleniØ poleæ potencialov iz (1.5) zamenØlis~ integralami Fur~e–BesselØ vida φ_ν ψ_ν } = 1 π ∞∫ 0 Φ_ν(z, t, k)J_0(kr) Ψ_ν (z, t, k)J_1(kr) } kΦ_0 dk, (1.7)

pri sohranenii predstavleniæ (1.6) dlØ podintegral~nyh funkciæ Φ_ν i Ψ_ν . Pri fftom otmeqalos~, qto sostavlØ¸wie poleæ smeweniæ ⃗u = q⃗r + w⃗k vyraßa¸tsØ teper~ qerez potencialy φ i ψ formulami q = ∂φ ∂z − ∂ψ ∂z , w = ∂φ ∂z + ∂ψ ∂r + ψ r , a takße – qto pri postroenii poleæ smeweniæ dlØ podintegral~- nyh funkciæ Φ_ν i Ψ_ν iz (1.7) poluqaetsØ v toqnosti takaØ ße

16 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV zadaqa, kak i dlØ opredeleniØ funkciæ Φ_ν i Ψ_ν iz (1.5) v ploskom sluqae. Takim obrazom, rezul~taty rassmotreniØ ploskoæ zadaqi (1.2), (1.5) i (1.6) okazyva¸tsØ vpolne dostatoqnymi dlØ poluqeniØ podobnyh ße rezul~tatov i v sluqae vozbußdeniØ poleæ normal~nym istoqnikom s osevoæ simmetrieæ iz (1.2). Imenno ffto obstoØtel~stvo i ØvlØetsØ odnoæ iz priqin celesoobraznosti rassmotreniØ ploskih zadaq na rasprostranenie voln v seæsmologii i seæsmorazvedke.

Pri vybore v (1.6) znaqeniæ α̃_ν i β̃_ν iz (1.11) uravneniØ dvißeniØ dlØ potencialov φ_ν i ψ_ν udovletvorØ¸tsØ. Podstanovka ße vyraßeniæ (1.5) i (1.6) v graniqnye usloviØ zadaqi ⃗t^{(1)}_z | | z=0 = − ⃗F_1(x, t); (⃗u_1 − ⃗u_2) | | z=h = 0, (⃗t^{(1)}_z − ⃗t^{(2)}_z ) | | z=h = 0, (1.8)

pri ispol~zovanii sootvetstvu¸wih integral~nyh predstavleniæ dlØ plotnosti sily ⃗F_1(x, t) iz (1.2), (1.3), (1.4) (sm. [2, §12]), privodit k sisteme algebraiqeskih uravneniæ dlØ funkcional~- nyh kofffficientov X^±_ν i Y^±_ν iz (1.6)

−2μ_1kα̃_1(X^+_1 − X^−_1 ) − μ_1g̃_1(Y^+_1 + Y^−_1 ) = 0,

μ_1g̃_1(X^+_1 + X^−_1 ) + 2μ_1kβ̃_1(Y^+_1 − Y^−_1 ) = −1,

k(X^+_1 e^a + X^−_1 e^{−a}) + β̃_1(Y^+_1 e^b − Y^−_1 e^{−b}) − kX^−_2 + β̃_2Y^−_2 = 0,

α̃_1(X^+_1 e^a − X^−_1 e^{−a}) + k(Y^+_1 e^b + Y^−_1 e^{−b}) + α̃_2X^−_2 − −kY^−_2 = 0,

2μ_1kα̃_1(X^+_1 e^a − X^−_1 e^{−a}) + μ_1g̃_1(Y_1 + e^b + Y^−_1 e^{−b})+

+μ_2(2kα̃_2X^−_2 − g̃_2Y^−_2 ) = 0, (1.9)

μ_1g̃_1(X^+_1 e^a+X^−_1 e^{−a})+2μ_1kβ̃_1(Y^+_1 e^b−Y^−_1 e^{−b})−μ_2(g̃_2X^−_2 −2kβ̃_2Y^−_2 ) = 0, v kotoroæ poloßeno

a = hα̃_1, b = hβ̃_1 radi kratkosti zapisi, i ispol~zovany oboznaqeniØ

α̃ = √ k^2 + s^2 v^2_{pν} , β̃_ν = √ k^2 + s^2 v^2_{sν} , g_ν = 2k^2 + s^2 v^2s_ν , k > 0. (1.10)

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 17 Pri fftom vetvi radikalov fiksirovany usloviØmi

arg α̃_ν = arg β̃_ν = 0 pri s > 0 (1.11)

na osnovnom liste ploskosti (s), razrezannoæ, naprimer, vdol~ mnimoæ osi meßdu toqkami s = −ikv_{pν} i s = ikv_{pν} . 2. Sistema uravneniæ (1.9)–(1.11) razrexima analitiqeski,

qto privodit k toqnomu rexeni¸ zadaqi (v potencialah), udovletvorØ¸wemu uravneniØm dvißeniØ uprugih sred, graniqnym usloviØm (1.8) i nulevym naqal~nym dannym. Takoe analitiqeskoe rexenie zadaqi kak raz i privedeno v p.8 i 9 §2 monografii [1].

Odnako, nesmotrØ na predel~nu¸ prostotu rassmatrivaemoæ zadaqi (iz klassa obsußdaemyh interferencionnyh zadaq), analitiqeskoe ee rexenie okazalos~ ves~ma sloßnym, vsledstvie gromozdkosti analitiqeskih vyraßeniæ dlØ kofffficientov X^±_ν ≡ X^±_ν (k, s) i Y^±_ν ≡ Y^±_ν (k, s) iz (1.6). Oni okazalis~ uße praktiqeski neobozrimymi, vsledstvie qego vyqislitel~- naØ cennost~ takih vyraßeniæ predstavlØlas~ somnitel~noæ. V qastnosti, neopravdanno sloßnym kazalsØ process analitiqeskogo izuqeniØ korneæ dispersionnogo uravneniØ Δ(ζ, –) = 0 na osnove analitiqeskih predstavleniæ iz (2.73), (2.74) iz [1] ego levoæ qasti ... Tem bolee, qto sledovalo oßidat~ ewe gorozdo bolee sloßnyh situaciæ pri perehode k zadaqam dlØ mnogosloænyh paqek tonkih sloev ... Pofftomu bylo rexeno otkazat~sØ ot qisto analitiqeskogo podhoda k probleme koliqestvennogo izuqeniØ volnovyh poleæ i zamenit~ ego analitikoalgoritmiqeskim podhodom, kotoryæ i razvivaetsØ v nißesledu¸wem. Ukazannyæ podhod, estestvenno, privodit i k izmeneni¸ vzglØda na formu okonqatel~nogo matematiqeskogo rexeniØ rassmatrivaemyh zadaq na rasprostranenie voln v tonkosloistyh uprugih sredah. Okonqatel~nye analitiqeskie vyraßeniØ ih rexeniæ net smysla vypisyvat~ polnost~¸! Dostatoqno privodit~ lix~ integral~nye ih predstavleniØ, hotØ by v forme potencialov (1.5) i (1.6) i vypisyvat~ sistemu uravneniæ vida (1.9), iz kotoroæ neizvestnye kofffficienty X^±_ν i X^±_ν iz (1.6) odnoznaqno opredelØ¸tsØ.

18 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV

Pri fftom integral~nye analitiqeskie vyraßeniØ celesoobrazno privodit~ snaqala v perviqnyh predstavleniØh metoda konturnyh integralov, kak ffto sdelano v (1.5) i (1.6). �to naibolee opravdano matematiqeski, a krome togo iz takih predstavleniæ udaetsØ izvlekat~ srazu ße nekotorye obwie svedeniØ o polØh, poleznye dlØ vypolneniØ dal~neæxih ocenok volnovyh poleæ razrabatyvaemymi metodami. Zatem ße sleduet perehodit~ k predstavleniØm poleæ v forme metoda Lemba, v ramkah kotorogo naibolee fiziqeski opravdano i naibolee vygodno v matematiko-vyqislitel~nom otnoxenii provodit~ koliqestvennye issledovaniØ interferencionyh volnovyh poleæ.

Podobnyæ perehod osuwestvlØetsØ, kak izvestno (sm. [2, §5] ili [1, §2]), na osnove perestanovok porØdka integrirovaniØ v povtornyh integralah (1.5) i (1.6) pri odnovremennom vvedenii novyh peremennyh integrirovaniØ po formulam s = iω, k = ω v_{s1} ζ, ω > 0. (1.12)

Pri fftom neobhodimo uqityvat~ svoæstva simmetrii vida X(s̄) = X(s) (gde qertoqka sverhu – znak kompleksnogo soprØßeniØ), a takße – qetnosti i neqetnosti po peremennoæ “k” funkciæ X^±_ν i Y^±_ν iz (1.6), vyteka¸wie iz struktury sistemy uravneniæ tipa (1.9)– (1.11).

V rezul~tate, predstavleniØ potencialov φ_ν , ψ_ν iz (1.5) i (1.6) ploskoæ zadaqi iz p. 1 v forme metoda Lemba svodØtsØ k povtornym integralam φ_ν ψ_ν } = Re v_{s1} πh^2 ∞∫ 0 Φ_ν(x̃, z̃, ω) Ψ_ν (x̃, z̃, ω) } F ( i v_{s1} h –^) –e^{i–τ} d–, (1.13)

Φ_1 Ψ_1 } = 1 2π ∫ (λ) X^+_1 e^+–^{z̃α1} + X^−_1 e^−–^{z̃α1} i[Y^+_1 e^+–^{z̃β1} + Y^−_1 e^−–^{z̃β1} ] } e^{−i}–^{x̃ζ} dζ, Φ_2 Ψ_2 } = 1 2π ∫ (λ) X^−_2 e^−–^{(z̃−1)α2} iY^−_2 e^−–^{(z̃−1)β2} } e^{−i}–^{x̃ζ} dζ, (1.14)

v kotoryh uße soverxen perehod pri ε → 0 i Φ_0(kε) → 1, k sosredotoqennomu istoqniku iz (1.2). (To ße predpolagaetsØ i vo

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 19 vseh posledu¸wih okonqatel~nyh integral~nyh predstavleniØh §1).

V formulah (1.15), ravno kak i vo vseh analogiqnyh formulah v posledu¸wem, polagaetsØ

α_ν = √ ζ^2 − γ^2_ν , β_ν = √ ζ^2 − δ^2_ν , g_ν = 2ζ^2 − δ^2_ν ,

γ_ν = v_{s1} v_{pν} , δ_ν = v_{s1} v_{sν} , – =^{ωh}_{vs1} , (ν = 0, 1, 2), τ = v_{s1} h t, x̃ = x h , z̃ = z h , H̃ = H h , (1.15)

priqem pod τ, x̃ i z̃ podrazumeva¸tsØ bezrazmernye vremØ i koordinaty dekartovoæ sistemy. Pri fftom vetvi vvedennyh radikalov α_ν i β_ν na osnovnom liste ploskosti (ζ) opredeleny usloviØmi

arg α_ν (ζ) = arg β_ν (ζ) = π 2 (pri ζ = 0) (1.16)

pri provedenii razrezov na ploskosti (ζ) ot toqek vetvleniØ na beskoneqnost~ vdol~ vewestvennoæ osi, bez pereseqeniØ mnimoæ osi. A pod putem integrirovaniØ λ snaqala moßno podrazumevat~ prØmu¸ ζ = k exp(iχ_0), (−∞ < k < ∞), iduwu¸ iz beskoneqnosti 3-go kvadranta ploskosti (ζ) na beskoneqnost~ 1-go kvadranta pod dostatoqno malym uglom χ_0 > 0 k vewestvennoæ osi. V posledu¸wem vybor kontura λ neskol~ko utoqnØetsØ.

Qto ße kasaetsØ funkcional~nyh kofffficientov X^±_ν , Y^±_ν iz (1.14), to oni opredelØ¸tsØ iz sistemy uravneniæ, poluqa¸- weæsØ iz sistemy (1.10) v rezul~tate perehoda k peremennym iz (1.12) metoda Lemba.

Netrudno videt~, qto takaØ sistema moßet byt~ zapisana v matriqnoæ forme (Δ_2) × X = b_0 (1.17)

s kvadratnoæ matriceæ (Δ_2) =

20 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV

= �2μ1ζα1 μ1g1 2μ1ζα1 μ1g1 0 0 μ1g1 �2μ1ζβ1 μ1g1 2μ1ζβ1 0 0 ζe�_1 �_{β1e}�_{2 ζe}+_{1 β1e}+_2 �_{ζ β2} �α1e�_1 ζe�_2 α1e^+_1 ζe^+_2 α2 �ζ �2μ1ζα1e�_1 μ1g1e�_2 2μ1ζα1e^+_1 μ1g1e^+_2 2μ2ζα2 �μ2g2 μ1g1e�1 �2μ1ζβ1e�2 μ1g1e+1 2μ1ζβ1e+2 �μ2g1 2μ2ζβ2

,

(1.18) v kotoroæ radi kompaktnosti zapisi ispol~zovany oboznaqeniØ e^−_1 = e^−–^{α1} , e^−_2 = e^−–^{β1} , e^+_1 = e–^{α1} , e^+_2 = e–^{β1} , (1.18^′) i s matricami-stolbcami X i b_0, predstavlennymi zdes~ v forme transponirovannyh matric-strok X = (X^−_1 , Y^−_1 , X^+_1 , Y^+_1 , X^−_2 , Y^−_2 )^+,

b_0 = ( 0, − h^2

–^{2 , 0, 0, 0, 0}

)_+ . Pri fftom otveqa¸wee sisteme (1.17) dispersionnoe uravnenie (zadaqi dlØ dvuhsloænoæ sredy) imeet, oqevidno, vid Δ_2(ζ, –) = 0, (1.19) gde Δ_2(ζ, –) – opredelitel~ matricy (1.18).

3. Qtoby zaverxit~ rassmotrenie zadaq p. 1 ostaetsØ sdelat~

nebol~xoe zameqanie otnositel~no privedeniØ k forme metoda Lemba osesimmetriqnogo volnovogo polØ potencialov iz (1.7), (1.6), vozbußdaemogo v dvuhsloænoæ uprugoæ srede iz p. 1 vozdeæstviem (1.2), (1.4). Podobnyæ vopros osvewen v [1] (§2 p. 3). Tam ukazano, qto posledovatel~nost~ deæstviæ pri takom privedenii svoditsØ primerno k sledu¸wemu:

1) K predvaritel~nomu predstavleni¸ vnutrennih integralov iz (1.6) v vide

Φ_ν Ψ_ν } = Re 1 π ∞∫ 0 [X]_ν [Y ]_ν } F (iω)e^{iωt}dω. (1.6^′) 2) K perestanovke porØdka integrirovaniØ po ω i po k v (1.7) i (1.6^′), qto svodit problemu k preobrazovani¸ (novyh vnutrennih) integralov vida

I_p = ∞∫ 0 f_p(k)J_p(kr)dk, (p = 0, 1), (1.20)

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 21 gde f_0(k) = k[X] – neqetnaØ, a f_1(k) = k[Y ] – qetnaØ funkcii ot k.

3) Takie preobrazovaniØ proizvodØtsØ na osnove izvestnoæ formuly 2J_p(kr) = H^{(1)}p (kr) + H^{(2)}p (kr) s ispol~zovaniem sootnoxeniæ obhoda

H^{(1)}_p (kre^{iπ} ) = −e^{−ipπ}H^{(2)}_p (kr)

dlØ funkciæ HankelØ, pozvolØ¸wih poluqit~ sledu¸wu¸ cepoqku ravenstv, ∞∫ 0 f_p(k)H^{(1)}_p (kr)dk = − −∞∫ 0 f_p(−k)H^{(1)}_p (kre^{iπ})dk =

= 0∫ −∞ f_p(−k)[−e^{−ipπ} ]H^{(2)}_p (kr)dk = 0∫ −∞ f_p(−k)H^{(2)}(kr)dk,

(gde arg k = −π). Pri ee uqete, ravno kak i pri uqete vetvleniØ funkciæ HankelØ v naqale koordinat k = 0, dlØ integrala iz (1.20) poluqaetsØ nußnoe nam predstavlenie

I_p = 1 2 ∞∫ 0 f_p(k)H^{(2)}_p (kr)dk + 1 2 ∞∫ 0 f_p(k)H^{(1)}_p (kr)dk =

= 1 2 ∞ ⌣ ∫ −∞ f_p(k)H^{(2)}_p (kr)dk.

Zdes~ integrirovanie proizvoditsØ vdol~ vewestvennoæ osi ploskosti (k) s obhodom toqki k = 0 vetvleniØ funkciæ HankelØ po nißneæ beskoneqno-maloæ poluokrußnosti.

V rezul~tate takogo roda preobrazovaniæ, a takße – perehoda k peremennym integrirovaniØ iz (1.12) metoda Lemba, analitiqeskoe predstavlenie potencialov φ_ν i ψ_ν osesimmetriqnogo polØ smeweniæ zadaqi iz p. 1 (v sluqae vozbußdeniØ sredy vozdeæstviem (1.2), (1.4)) moßet byt~ predstavleno preßnimi ße integralami Fur~e (1.13), podintegral~nye funkcii Φ_ν i Ψ_ν

22 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV kotoryh ime¸t teper~ sledu¸wie znaqeniØ

Φ_1 Ψ_1 } = –_{4πh ⌣}^∫ (λ) [X^+_1 e–^{z̃α1} + X^−_1 e^−–^{z̃α1}]H^{(2)}_0 (–r̃ζ) [Y^+_1 e–^{z̃β1} + Y^−_1 e^−–^{z̃β1} ]H^{(2)}_1 (–r̃ζ) } ζ dζ, Φ_2 Ψ_2 } = – 4πh ⌣ ∫ (λ) X^−_2 e^−–^{(z̃−1)α2}H^{(2)}_0 (–r̃ζ) Y^−_2 e^−–^{(z̃−1)β2} H^{(2)}_1 (–r̃ζ) } ζ dζ. (1.21)

Veliqiny X^±_ν i Y^±_ν zdes~ opredelØ¸tsØ iz rexeniØ sistemy uravneniæ (1.18), a veliqiny α_ν, β_ν i dr. ime¸t znaqeniØ iz (1.15) i (1.16). Nakonec, put~ integrirovaniØ λ otliqaetsØ ot kontura λ iz (1.14) tol~ko tem, qto on obhodit toqku ζ = 0 (toqku vetvleniØ funkciæ HankelØ iz (1.21)) po nißneæ beskoneqno maloæ poluokrußnosti.

4. Sledu¸weæ po fiziqeskoæ sloßnosti zdes~ rassmatriva-

etsØ zadaqa (nazyvaemaØ dalee, radi kratkosti “zadaqeæ dlØ trehsloænoæ sredy”) dlØ tonkogo uprugogo sloØ H < z < H + h, (ν = 1), nahodØwegosØ v ßestkom kontakte s dvumØ uprugimi poluprostranstvami: z < H, (ν = 0) i z > H + h, (ν = 2), harakterizuemymi vewestvennymi parametrami iz (1.1) pri indeksah ν = 0, 1 i 2. Pri fftom predpolagaetsØ, qto sreda vozbußdaetsØ istoqnikom, vkl¸qaemym v toqke 0 (x = z = 0) pri t = 0 libo: 1) tipa normal~noæ ploskoæ ili osesimmetriqnoæ plotnosti sily vida (1.2)

⃗F_1 = δ(x)δ(z)f(t)⃗k_1, (1.22)

⃗F_2 = δ(r) πr δ(z)f(t)⃗k_1, (1.23)

ili ße 2) – tipa prostranstvenno-sosredotoqennoæ plotnosti sily ⃗F_3 = δ(r) πr δ(z)f(t)⃗i, (1.24) parallel~noæ granicam razdela sloev sredy, priloßennymi v toqke x = y = z = 0 sredy (ν = 0), t.e. v naqale koordinat rassmatrivaemoæ koordinatnoæ sistemy. Interferencionnye ße polØ izuqa¸tsØ, naprimer, na profilØh z = 0 i z = 2H + h kak v otraßennyh, tak i v prohodØwih volnah.

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 23 Postavlennye zadaqi ne zatragivalis~ v [1] vsledstvie qrezvyqaænoæ gromozdkosti (i neobozrimosti) ih rexeniæ v analitiqeskoæ forme. Odnako v obsußdaemoæ zdes~ analitikoalgoritmiqeskoæ forme ih rexeniØ v ploskom i osesimmetriqeskom sluqaØh stroØtsØ vpolne analogiqno zadaqe iz [1], (§2, p. 8), kotoroæ my uße vospol~zovalis~ vyxe. Pofftomu v takih sluqaØh (svodØwihsØ, kak uße ukazyvalos~, k sluqa¸ ploskogo vozdeæstviØ (1.22)) iskomoe analitiko-algoritmiqeskoe rexenie zadaqi dostatoqno budet lix~ vypisat~ s nebol~ximi po- ØsneniØmi. Vot sluqaæ kasatel~nogo vozdeæstviØ iz (1.24), nedostatoqno polno osvewennyæ v literature, celesoobrazno obsudit~ bolee podrobno. �tomu posvØwen ves~ §2.

5. V ploskoæ zadaqe dlØ rassmatrivaemoæ trehsloænoæ sredy

sostavlØ¸wie poleæ smeweniæ

u^{(ν)}_x = ∂φ_ν ∂x − ∂ψ_ν ∂z , u^{(ν)}_z = ∂φ_ν ∂z + ∂ψ_ν ∂x (1.25)

opredelØ¸tsØ qerez posredstvo potencialov φ_ν , ψ_ν, predstavlØemyh formulami (1.5) pri indeksah ν = 0, 1 i 2. Podintegral~- nye ße funkcii Φ_ν i Ψ_ν takih integralov stroØtsØ teper~ v forme neskol~ko-izmenennyh integralov Mellina

Φ_ν Ψ_ν } = 1 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ [X^+_ν e^{(z−H)α̃ν} + X^−_ν e^{−(z−H)α̃ν} ] [Y^+_ν e^{(z−H)β̃ν} + Y^−_ν e^{−(z−H)β̃ν} ] } F (s)e^{st}ds, (ν = 0, 1) (1.26) v sredah s indeksami ν = 0 i ν = 1, i – integralov

Φ_2 Ψ_2 } = 1 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ X^−_2 e^{−(z−H−h)α̃2} Y^−_2 e^{−(z−H−h)β̃2} } F (s)e^{st}ds, (1.27) v srede s indeksom ν = 2, gde pada¸wie na sloæ ν = 1 volny otsutstvu¸t. Pri fftom zdes~ predpolagaetsØ, qto radikaly α̃_ν, β̃_ν opredelØ¸tsØ sootnoxeniØmi (1.10), (1.11), a sostavlØ¸wie potencialov iz (1.5), (1.26) pri ν = 0, soderßawie funkcional~- nye kofffficienty X^−_0 i Y^−_0 , opredelØ¸t perviqnye p- i s-volny, vozbußdaemye istoqnikom (1.22), (1.4).

�lementarnaØ zadaqa na vozbußdenie ukazannym istoqnikom polØ smeweniæ v (odnorodnoæ bezgraniqnoæ uprugoæ) srede (ν =

24 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV 0) rassmotrena, naprimer, v knige [3], (§13, p. 8)^{∗)}. Ispol~zuØ ee rexenie, dlØ kofffficientov X^−_0 i Y^−_0 iz (1.26) (opredelØ¸wih v forme (1.5), (1.26) potencialy φ^−_0 , ψ^−_0 pada¸wih iz sredy ν = 0 na sloæ ν = 1 voln) poluqa¸tsØ sledu¸wie vyraßeniØ

X^−_0 = −v^2_{s0} 2μ_0s^2 e^{−Hα̃0} , Y^−_0 = −v^2_{s0}k 2μ_0s^2β̃_0 e^{−Hβ̃0} . (1.28)

Pri vybrannyh v vide (1.5), (1.26) i (1.27) predstavleniæ dlØ potencialov poleæ smeweniæ iz (1.25), uravneniØ dvißeniØ sloev uprugoæ sredy udovletvorØ¸tsØ. UdovletvorØ¸tsØ i nulevye naqal~nye dannye, kak vyØsnØetsØ posle fflementarnogo analiza sistemy uravneniæ dlØ kofffficientov X^±_ν i Y^±_ν iz (1.26) i (1.27). Sami ße takie kofffficienty dolßny opredelØt~sØ iz uqeta graniqnyh usloviæ

[⃗u_0 − ⃗u_1]_{z=H} = 0, [⃗t^{(0)}_z − ⃗t^{(1)}_z ]_{z=H} = 0, [⃗u_1 − ⃗u_2]_{z=H+h} = 0, [⃗t^{(1)}_z − ⃗t^{(2)}_z ]_{z=H+h} = 0, (1.29)

vyraßa¸wih trebovanie ßestkosti kontakta meßdu sosednimi sloØmi sredy.

Netrudno videt~, qto podstanovka vyraßeniæ φ_ν , ψ_ν iz (1.5), (1.26) i (1.27) v usloviØ (1.29) privodit dlØ kofffficientov X^±_ν i Y^±_ν k sledu¸weæ sisteme algebraiqeskih uravneniæ

−kX^+_0 − β̃_0Y^+_0 + k(X^+_1 + X^−_1 ) + β̃_1(Y^+_1 − Y^−_1 ) = b_1,

−α̃_0X^+_0 − kY^+_0 + α̃_1(X^+_1 − X^−_1 ) + k(Y^+_1 + Y^−_1 ) = b_2,

−μ_0[2kα̃_0X^+_0 + g̃_0Y^+_0 ] + μ_1[2kα̃_1(X^+_1 − X^−_1 ) + g_1(Y^+_1 + Y^−_1 ) = b_3,

�)Ona svoditsØ k kontaktnoæ zadaqe dlØ bezgraniqnoæ sredy_{ν = 0}, myslenno razdelennoæ na dva poluprostranstva z < 0 (ν = �1), z > 0 (ν = 0) poverhnost~¸ z = 0, v toqkah kotoroæ vypolnØ¸tsØ usloviØ kontakta ⃗u�1 = ⃗u0, [^⃗t^{(0)}z �^⃗t^(�^{1)}z ] = �^⃗F1(x, t), (z = 0) pri znaqenii^⃗F1 iz (1.2). SostavlØ¸wie vektora naprØßeniØ^⃗t^{(ν)}z = t^{(ν)}zx^⃗i +

t(^ν)_{zz} ⃗k zdes~ opredelØ¸tsØ vyraßeniØmi t_{zx} = μ [ 2 ∂2φ ∂x∂z + ∂2ψ ∂x2 �^{∂2ψ}_{∂z2}^] , tzz = λ^{∂2φ}_{∂x2} + (λ + 2μ)^{∂2φ}_{∂z2} + 2μ^{∂2ψ}_{∂x∂z} .

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 25 −μ_0[g̃_0X^+_0 + 2kβ̃_0Y^+_0 ] + μ_1[g̃_1(X^+_1 + X^−_1 ) + 2kβ̃_1(Y^+_1 − Y^−_1 ) = b_4,

+k(X^+_1 e^{hα̃1} + X^−_1 e^{−hα̃1} ) + β̃_1(Y^+_1 e^{hβ̃1} − Y^−_1 e^{−hβ̃1} ) − kX^−_2 + β̃_2Y^−_2 = 0, (1.30) α̃_1(X^+_1 e^{hα̃1} − X^−_1 e^{−hα̃1} ) + k(Y^+_1 e^{hβ̃1} + Y^−_1 e^{−hβ̃1} ) + α̃_2X^−_2 − kY^−_2 = 0,

μ_1[2kα̃_1(X^+_1 e^{hα̃1} − X^−_1 e^{−hα̃1} )+

+g̃_1(Y^+_1 e^{hβ̃1} + Y^−_1 e^{−hβ̃1} )] + μ_2[2kα̃_2X^−_2 − g̃_2Y^−_1 ] = 0,

μ_1[g̃_1(X^+_1 e^{hα̃1} + X^−_1 e^{−hα̃1} )+

+2kβ̃_1(Y^+_1 e^{hβ̃1} − Y^−_1 e^{−hβ̃1} )] − μ_2[g̃_2X^−_2 − 2kβ̃_2Y^−_2 ] = 0. Zdes~ ispol~zovany oboznaqeniØ iz (1.10), (1.11) pri indeksah ν = 0, 1 i 2. Pravye ße qasti b̃_q iz (1.30) opredelØ¸tsØ ravenstvami

b̃_1 = kX^−_0 − β̃_0Y^−_0 , b̃_2 = −α̃_0X^−_0 + kY^−_0 , b̃_3 = −μ_0(2kα̃_0X^−_0 − g̃_0Y^−_0 ), b̃_4 = −μ_0(2kβ̃_0Y^−_0 − g̃_0X^−_0 ) (1.31)

pri znaqeniØh X^−_0 i Y^−_0 iz (1.28).

6. PrivedennaØ sistema uravneniæ rexaet zadaqu dlØ treh-

sloænoæ sredy v predstavleniØh potencialov v forme (1.5), (1.26) i (1.27) metoda konturnyh integralov v perviqnoæ ego forme. Perehod k predstavleniØm fftogo metoda v kanoniqeskoæ ego forme osuwestvlØetsØ v vyraßeniØh (1.26), (1.27) i (1.30) trivial~noæ zamenoæ peremennoæ integrirovaniØ s po formule

s = kv_{s1}η(k), (k > 0). (1.32)

Pri fftom radikaly α̃_ν, β̃_ν iz (1.10) preobrazu¸tsØ (kak α̃_ν = k^∘α_ν, β̃_ν = k^∘β_ν ) v novye radikaly ∘ α_ν = √ 1 + γ^2_ν η_2,^∘β_ν = √ 1 + δ^2_ν η_2, ( γ_ν = v_{s1} v_{pν} , δ_ν = v_{s1} v_{sν} ) , (1.33)

vetvi kotoryh na osnovnom liste ploskosti (η) opredeleny usloviØmi arg^∘α_ν = arg^∘β_ν = 0, (η > 0) (1.34)

26 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV pri provedenii razrezov vdol~ mnimoæ osi meßdu toqkami vetvleniØ η = −i/γ_ν i η = i/γ_ν . Perehod ße k predstavleni¸ potencialov v forme metoda Lemba osuwestvlØetsØ v toqnosti tak ße, kak ffto izloßeno v p. 2 v svØzi s formulami (1.12)–(1.16) primenitel~no k zadaqe dlØ dvuhsloænoæ sredy. V rezul~tate, dlØ predstavleniØ potencialov poluqa¸tsØ integraly (1.13) tipa Fur~e (pri ν = 0, 1 i 2), funkcii Φ_ν i Ψ_ν kotoryh predstavlØ- ¸tsØ konturnymi integralami

Φ_ν Ψ_ν } = 1 2π ∫ (λ) [X^+_ν e–^{(z̃−H̃)αν} + X^−_ν e^−–^{(z̃−H̃)αν} ] i[Y^+_ν e–^{(z̃−H̃)βν} + Y^−_ν e^−–^{(z̃−H̃)βν} ] } e^{−i}–^{x̃ζ} dζ, Φ_2 Ψ_2 } = 1 2π ∫ (λ) X^−_2 e^−–^{(z̃−H̃−1)α2} iY^−_2 e^−–^{(z̃−H̃−1)β2} } e^{−i}–^{x̃ζ} dζ. (1.35)

takogo ße tipa, kak i integraly iz (1.14). Zdes~ primeneny oboznaqeniØ iz (1.15) pri uqete usloviæ (1.16) dlØ vybora vetveæ radikalov na osnovnom liste ploskosti (ζ).

Qto kasaetsØ sistemy uravneniæ dlØ funkcional~nyh kofffficientov X^±_ν i Y^±_ν v forme metoda Lemba, poluqaemoæ iz sistemy uravneniæ (1.30) v rezul~tate zamen sostavnyh qasteæ kofffficientov sistemy po sheme k → ζ; α̃_ν → α_ν; β̃_ν → β_ν ; g̃_ν → g_ν, hα̃_ν → –α_ν; hβ̃_ν → –β_ν, to ee celesoobrazno zapisat~ v matriqnoæ forme (Δ_3) × (X) = (b), (1.36) qtoby uße seæqas imet~ naglØdnoe predstavlenie o levoæ qasti dispersionnogo uravneniØ |Δ_3| ≡ Δ_3(ζ, –) = 0 (1.37) (tipa SV ) rassmatrivaemoæ zadaqi dlØ trehsloænoæ sredy.

Veliqiny (X) i (b) v uravnenii (1.36) predstavlØ¸t soboæ matricy-stolbcy

(X) = (X^+_0 , Y^+_0 , X^−_1 , Y^−_1 , X^+_1 , Y^+_1 , X^−_2 , Y^−_2 )^+, (b) = (b_1, b_2, b_3, b_4, 0, 0, 0, 0)^+

(1.38)

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 27 zapisannye v forme transponirovannyh matric strok, priqem fflementy b_k ime¸t znaqeniØ b_1 = ζX^−_0 − β_0Y^−_0 ; b_2 = −α_0X^−_0 + ζY^−_0 ,

b_3 = −μ_0(2ζα_0X^−_0 − g_0Y^−_0 ); b_4 = μ_0(g_0X^−_0 − 2ζβ_0Y^−_0 ), (1.39) X^−_0 Y^−_0 } = h^2 2μ_0δ^2_0 –^2β_0 β_0e^−–^{Hα0} ζe^−–^{Hβ0} }

v sootvetstvii s (1.31) i (1.28). Qto ße kasaetsØ vos~mirØdnoæ kvadratiqnoæ matricy Δ_3(ζ, –) iz (1.36), to ona opredelØetsØ tabliceæ (1.40):

Δ_3(ζ, –) =

�ζ �β0 ζ �β1 ζ β1 0 0 �α0 �ζ �α1 ζ α1 ζ 0 0 �2μ0ζα0 �μ0g0 �2μ1ζα1 μ1g1 2μ1ζα1 μ1g1 0 0 �μ0g0 �2μ0ζβ0 μ1g1 �2μ1ζβ1 μ1g1 2μ1ζβ1 0 0 0 0 ζe�_1 �β1e�_2 ζe^+_1 β1e^+_2 �ζ β2

0 0 �α1e�_1 ζe�_2 α1e^+_1 ζe^+_2 α2 �ζ 0 0 �2μ1ζα1e�_1 μ1g1e�_2 2μ1ζα1e^+_1 μ1g1e^+_2 2μ2ζα1 �μ2g2

0 0 μ1g1e�_1 �2μ1ζβ1e�_2 μ1g1e^+_1 2μ1ζβ1e^+_2 �μ2g2 2μ2ζβ2

(1.40) v kotoroæ ispol~zovany oboznaqeniØ iz (1.18^′). Pri fftom levaØ qast~ dispersionnogo uravneniØ (1.37) sovpadaet s determinantom matricy (Δ_3) iz (1.38).

7. OstaetsØ privesti predstavleniØ dlØ potencialov φν , ψν ,

(ν = 0, 1, 2) polØ smeweniæ ⃗u_ν = q_ν(r̄, z̄, t)⃗r_1 + w_ν(r̃, z̄, t)⃗k, q_ν = ∂φ_ν ∂r − ∂ψ_ν ∂z , w_ν = ∂φ_ν ∂z + ∂ψ_ν ∂r + ψ_ν r , (1.41)

v trehsloænoæ srede iz p. 4, vozbußdaemoæ osesimmetriqeskim vozdeæstviem (1.23), (1.4).

28 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV

Takße, kak i v sluqae dvuhsloænoæ sredy iz p. 3, potencialy φ_ν , ψ_ν dopuska¸t predstavleniØ v vide integralov Fur~e iz (1.13) (gde tol~ko teper~ ν = 0, 1, 2). DlØ podintegral~nyh ße ih funkciæ Φ_ν i Ψ_ν poluqa¸tsØ integral~nye predstavleniØ

Φ_ν Ψ_ν } = – 4πh ⌣ ∫ (λ) [X^+_ν e–^{(z̃−H̃)αν} + X^−_ν e^−–^{(z̃−H̃)αν} ]H^{(2)}_0 (–r̃ζ) [Y^+_ν e–^{(z̃−H̃)βν} + Y^−_ν e^−–^{(z̃−H̃)βν} ]H^{(2)}_1 (–r̃ζ) } ζ dζ, Φ_2 Ψ_2 } = – 4πh ⌣ ∫ (λ) X^−_2 e^−–^{(z̃−H̃−1)α2} H^{(2)}_0 (–r̃ζ) Y^−_2 e^−–^{(z̃−H̃−1)β2}H^{(2)}_1 (–r̃ζ) } ζ dζ, (ν = 0, 1) (1.42) takoæ ße struktury, qto i integraly iz (1.21).

Qto ße kasaetsØ funkcional~nyh kofffficientov (X^±_ν , Y^±_ν ) iz (1.42), (kak i vo vseh zadaqah dlØ sloisto-odnorodnyh sred s plosko-parallel~nymi granicami razdela z̃ = const) dlØ nih poluqaetsØ zadaqa, v toqnosti sovpada¸waØ s zadaqeæ opredeleniØ takih ße kofffficientov v (rassmotrennoæ) ploskoæ zadaqe dlØ trehsloænoæ sredy. Takim obrazom, kofffficienty (X^±_ν , Y^±_ν ) iz (1.42) opredelØ¸tsØ iz sistemy uravneniæ (1.36)–(1.40) s matriceæ iz (1.38).

8. Kak ukazano v konce p. 4, nam predstoit rassmotret~ ewe

zadaqi na vozbußdenie volnovyh poleæ sosredotoqennymi kasatel~nymi vozdeæstviØmi v dvuhsloænoæ i v trehsloænoæ sredah. Pri takom vozdeæstvii v sloistyh uprugih sredah (s ploskoparallel~nymi granicami razdela) vozbußda¸tsØ, kak izvestno, polØ smeweniØ smexannogo tipa, soderßawie kak SV sostavlØ¸wie, tak i sostavlØ¸wie polØ smeweniæ tipa SH.

Qtoby glubße vosprinØt~ ffto obstoØtel~stvo pri oznakomlenii s materialom §2, gde obsußda¸tsØ sluqai kasatel~nogo vozdeæstviØ celesoobrazno uße zdes~ privesti kratkoe opisanie poleæ smeweniæ tipa SH, vozbußdaemyh v rassmatrivaemyh sloistyh sredah kanoniqeskimi (dlØ voln tipa SH) vozdeæstviØmi. Takovymi, kak izvestno, ØvlØ¸tsØ, vo-pervyh, osesimmetriqeskoe vrawatel~noe vozdeæstvie s (singulØrnoæ) plotnost~¸ si- ly ⃗F^0_1 = δ(r) πr^2 δ(z)f(t)⃗θ_1, (1.43)

gde ⃗θ_1 – ort cilindriqeskoæ koordinatnoæ sistemy, i, vo-

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 29 vtoryh, ploskoe kasatel~noe vozdeæstvie vida ⃗F^0_2 = δ(x)δ(z)f(x)⃗j, (1.44)

gde ⃗j – ort osi Oy dekartovoæ sistemy koordinat.

Podobnye vozdeæstviØ vozbußda¸t v sloisto-odnorodnyh uprugih sredah s granicami razdela z = const volnovye polØ smeweniæ sootvetstvenno struktury ⃗u_1 = u_1(r, z, t)⃗θ_1, ⃗u_2 = u_2(x, z, t)⃗j, (1.45)

udovletvorØ¸wie v sloØh sredy sootvetstvenno uravneniØm dvißeniØ ∂^2u_1 ∂r^2 + 1 r ∂u_1 ∂r − u_1 r^2 + ∂^2u_1 ∂z^2 = 1 v^2_s

∂^2u_1 ∂t^2 , ∂^2u_2 ∂x^2 + ∂^2u_2 ∂z^2 = 1 v^2_s

∂^2u_2 ∂t^2 . (1.46)

Pri fftom takie polØ smeweniæ harakterizu¸tsØ sledu¸wimi vektorami naprØßeniæ ⃗t^{(1)}_z = μ ∂u^1 ∂z ⃗θ_1, ⃗t^{(2)}_z = μ ∂u^2 ∂z ⃗j (1.47)

na plowadkah sredy s normal~¸ ⃗n = ⃗k.

9. Zadaqi na vozbußdenie v sloistyh sredah voln tipa SH

stavØtsØ i rexa¸tsØ analogiqno podobnym ße zadaqam dlØ voln tipa SV . Pri fftom ih rexeniØ okazyva¸tsØ znaqitel~no bolee prostymi (i menee gromozdkimi), a sluqai ploskoæ i osesimmetriqeskoæ zadaq otliqa¸tsØ drug ot druga tol~ko tem, qto integral Fur~e po funkciØm cos kx v ploskoæ zadaqe zamenØetsØ na integral Fur~e–BesselØ po funkciØm J_1(kr) v sootvetstvu¸- weæ osesimmetriqeskoæ zadaqe. Qto ße kasaetsØ shem rexeniØ, to kak po ishodnym dannym, tak i po vykladkam oni okazyva¸tsØ praktiqeski odinakovymi. Naxeæ ße celi: “sopostavleniØ s rexeniØmi zadaq iz §2”, luqxe otveqaet sluqaæ vrawatel~nogo vozdeæstviØ, kotoryæ zdes~ i rassmatrivaetsØ, priqem predel~- no kratko.

Zadaqa 1. Pust~ k granice z = 0 dvuhsloænoæ sredy iz p. 1 v

moment t = 0 prikladyvaetsØ vrawatel~noe vozdeæstvie

μ_1 ∂⃗u_1 ∂z | | | |_{z=0} = − δ(r) πr^2 f(t)⃗θ_1. (1.48)

30 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV Pol~zuØs~ izvestnym predstavleniem dlØ singulØrnoæ qasti vozdeæstviØ δ(r) πr^2 = lim_{ε→0} 1 4π ∞∫ 0 k^2J_1(kr)Φ_0(kε)dk, (1.49)

gde faktor uluqxeniØ shodimosti Φ_0(kε) imeet znaqenie iz (1.3), a takße – predstavleniem (1.4) dlØ zavisimosti ot vremeni vkl¸qaemogo vozdeæstviØ, trebuetsØ postroit~ polØ ⃗u_ν = u_ν(r, z, t)⃗θ_1 v sloe 0 < z < h, (ν = 1) i v poluprostranstve z > h, (ν = 2), udovletvorØ¸wie uravneniØm dvißeniØ, nulevym naqal~nym dannym i graniqnym usloviØm: uslovi¸ (1.48) na svobodnoæ granice z = 0 sloØ ν = 1 i usloviØm

u_1 = u_2, μ_1 ∂u_1 ∂z = μ_2 ∂u_2 ∂z (1.50)

ßestkosti kontakta na granice z = h razdela sred.

V sootvetstvii s uravneniem dvißeniØ iz (1.46) i predstavleniem (1.49) singulØrnoæ qasti vozdeæstviØ, rexenie takoæ zadaqi sleduet stroit~ v vide povtornyh integralov

u_ν = 1 4π ∞∫ 0 U_ν k^2J_1(kr)Φ_0(kε)dk, (ν = 1, 2), (1.51)

U_1 = 1 2πi σ+i∞∫

σ−−∞ [Y^+_1 e^{zβ̃1} + Y^−_1 e^{−zβ̃1} ]F (s)e^{st} ds,

U_2 = 1 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ Y^−_2 e^{−(z−h)β̃2} F (s)e^{st} ds, (1.52)

gde veliqiny β̃_ν ime¸t znaqeniØ iz (1.11).

Neizvestnye funkcional~nye kofffficienty Y^±_1 i Y^−_2 dolßny opredelØt~sØ iz uqeta graniqnyh usloviæ (1.48) i (1.50). Netrudno videt~, qto poslednie svodØtsØ k sisteme uravneniæ − μ_1β̃_1Y^−_1 + μ_1β̃_1Y^+_1 + 0.Y^−_2 = −1, (b = hβ̃_1) e^{−b}Y^−_1 + e^bY^+_1 − 1.Y^−_2 = 0, − μ_1β̃_1e^{−b}Y^−_1 + μ_1β̃_1e^bY^−_1 + μ_2β̃_2Y^−_2 = 0,

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 31 perepisyvaemoæ, posle perehoda k peremennym iz (1.12) metoda Lemba, v sledu¸wem matriqnom vide

(D_2) × (Y ) ≡

≡ μ_1β_1, −μ_1β_1, 0 μ_1β_1e^{−b}, −μ_1β_1e^b, −μ_2β_2 −e^{−b}, −e^b, 1 × Y^−_1 Y^+_1 Y^−_2 = 1 0 0 . (1.53)

Zdes~ poloßeno b = –β_1 i ispol~zovany oboznaqeniØ iz (1.15). Pri fftom podstanovka rexeniØ takoæ sistemy pod znaki integralov Mellina iz (1.52) bez truda pozvolØet dokazat~, qto funkcii u_ν iz (1.51) udovletvorØ¸t vsem usloviØm zadaqi.

10. V zadaqe 2 dlØ trehsloænoæ sredy iz p. 4 predpolagaet-

sØ, qto ishodnoe pole vozbußdaetsØ istoqnikom, pomewennym v toqku O (r = 0, z = 0) poluprostranstva z < H, (ν = 0). Takoe pole pri padenii ego na sloæ H < z < H + h, (ν = 1) vozbußdaet summarnoe interferencionnoe pole. Pofftomu teper~, kogda nas interesuet ne vse (nesloßnoe) pole SH v srede, a lix~ nekotorye ego fflementy, dostatoqno budet sqitat~, qto v predstavlenii iskomogo polØ formulami vida (1.51), (1.54) funkcional~- nyæ kofffficient Y^−_0 (s, k) iz (1.54), otvetstvennyæ za upomØnutu¸ pada¸wu¸ volnu, zaranee zadan kakim-libo obrazom.

Pri fftom polnoe pole smeweniæ v trehsloænoæ srede takße predstavlØetsØ integralom Fur~e–BesselØ (1.51), no uße pri (ν = 0, 1, 2). Vnutrennie ße integraly Mellina dlØ funkciæ U_ν stroØtsØ teper~ v vide

U_ν = 1 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ [Y^+_ν e^{(z−H)β̃1} + Y^−_ν e^{−(z−H)β̃1} ]F (s)e^{st} ds, (ν = 0, 1)

U_2 = 1 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ Y^−_2 e^{−(z−H−h)β̃} F (s)e^{st} ds, (1.54) v predpoloßenii, qto znaqenie kofffficienta Y^−_0 ≡ Y^−_0 (s, k) izvestno. A vse ostal~nye funkcional~nye kofffficienty dolßny opredelØt~sØ iz uqeta usloviæ ßestkosti kontakta sred na granice razdela z = H i na granice z = H + h (na kotoroæ ffto

32 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV uslovie imeet vid (1.50)). Ukazannyæ uqet, oqevidno, privodit k sisteme algebraiqeskih uravneniæ

− Y^+_0 + Y^−_1 + Y^+_1 = +Y^−_0 ,

− μ_0β̃_0Y^+_0 − μ_1β̃_1Y^−_1 + μ_1β̃_1Y^+_1 = −μ_0β̃_0Y^−_0 ,

− e^{−b}Y^−_1 − e^bY^+_1 + Y^−_2 = 0,

μ_1β̃_1e^{−b}Y^−_1 − μ_1β̃_1e^bY^+_1 − μ_2β̃_2Y^−_2 = 0,

(1.55)

v pravu¸ qast~ kotoroæ pomeweny veliqiny, soderßawie kofffficient Y^−_0 , opredelØ¸wiæ pada¸wu¸ volnu, poroßda¸wu¸ interferencionnye volny v trehsloænoæ srede. V matriqnoæ forme predstavleniæ metoda Lemba takaØ sistema moßet byt~ zapisana v sledu¸wem vide

(D_3)(Y ) ≡

−1, 1, 1 0 −μ_0β_0, −μ_1β_1, μ_1β_1, 0 0, −e^{−b}, −e^b, 1 0, μ_1β_1e^{−b}, −μ_1β_1e^b, −μ_2β_2 × Y^+_0 Y^−_1 Y^+_1 Y^−_2 =

= Y^−_0 −μ_0β_0Y^−_0 0 0 . (1.56)

Izloßennogo uße dostatoqno dlØ celeæ sopostavleniØ s rezul~- tatami p. 5 i p. 7–8 §2.

Tol~ko uße zdes~ polezno podqerknut~, qto pravye qasti sistem uravneniæ (1.53) i (1.56) estestvenno svØzyvat~ s priqinoæ poØvleniØ v srede interferencionnyh voln tipa SH, otveqa¸- wih po (1.51) i (1.54) vozbußdaemomu pol¸ v sloistoæ srede. V sootvetstvii s fftim, na osnovanii sistemy uravneniæ (1.56) sleduet zakl¸qit~, qto zdes~ interferencionnye polØ smeweniæ tipa SH poØvlØ¸tsØ v srede za sqet pada¸wih voln takße tipa SH (qto, koneqno, trivial~no, tak kak volny drugih tipov v srede otsutstvu¸t). V obwem ße sluqae poleæ iz §2, soderßawih kak fflementy poleæ tipa SV , tak i tipa SH, situaciØ okazyvaetsØ neskol~ko inoæ. V obrazovanii “vtoriqnyh voln” tipa SH osnovnu¸ rol~ igra¸t ne obrazovavxiesØ uße volny tipa SH, a obrazovavxiesØ v sloØh sredy volny tipa SV .

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 33 §2. Struktura integral~nyh predstavleniæ volnovyh poleæ, vozbußdaemyh kasatel~nymi sosredotoqennymi vozdeæstviØmi

Normal~nye osesimmetriqeskie vozdeæstviØ tipa (1.2) ili (1.23) vozbußda¸t v uprugih sloisto-odnorodnyh sredah s granicami razdela z = const qistye polØ tipa SV , ne soderßawie fflementov poleæ tipa SH. V sluqaØh ße kasatel~nyh vozdeæstviæ vida (1.24), vstreqa¸wihsØ v priloßeniØh ves~ma qasto, v sloistyh sredah vozbußda¸tsØ polØ obeih upomØnutyh tipov. Pofftomu rassmotrenie zadaq na vozbußdenie kasatel~nymi vozdeæstviØmi voln v sloistyh uprugih sredah predstavlØet kak fiziqeskiæ, tak i matematiqeskiæ interes. Vsledstvie ße togo obstoØtel~stva, qto metody rexeniØ takih zadaq nedostatoqno ewe osveweny v literature, bylo rexeno udelit~ takim zadaqam osoboe vnimanie.

V nastoØwem paragrafe izlagaetsØ obwaØ shema postroeniØ toqnyh rexeniæ takih zadaq v forme povtornyh integralov i privodØtsØ rexeniØ zadaq dlØ dvuhsloænoæ i trehsloænoæ uprugih sred, analogiqnyh zadaqam iz §1. UstanavlivaetsØ struktura sistem algebraiqeskih uravneniæ dlØ funkcional~nyh kofffficientov integral~nyh predstavleniæ volnovyh poleæ; vyØsnØetsØ vid ih dispersionnyh uravneniæ (levye qasti kotoryh sovpada¸t s determinantami upomØnutyh sistem), i pokazyvaetsØ, qto uravneniØ rasweplØ¸tsØ na proizvedenie dispersionnyh uravneniæ dlØ voln tipa SV i voln tipa SH.

1. Pri kasatel~nyh vozdeæstviØh iz (1.24), (1.4) vida

⃗F_3 = δ(r) πr δ(r)f(t)⃗i (2.1) opisanie sloisto-odnorodnyh uprugih sred s granicami razdela z = const proizvoditsØ v dekartovoæ {x, y, z;⃗i,⃗j, ⃗k} i v cilindriqeskoæ {r, θ, z; ⃗r_1, ⃗θ_1, ⃗k} sistemah koordinat s obwim naqalom O.

Pole smeweniæ v kaßdom sloe sredy, kak i obyqno, opredelØetsØ qerez prodol~nyæ φ i popereqnyæ ⃗ψ potencialy ⃗u = gradφ(r, θ, z, t) + rot ⃗ψ(r, θ, z, t). (2.2) No v otliqie ot sluqaev osevoæ simmetrii potencial ⃗ψ celeso-

34 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV obrazno predstavlØt~ teper~ v forme ⃗ψ = ψ_1(r, θ, z, t)⃗j + ψ_2(r, θ, z, t)⃗k_1, (2.3) soderßaweæ dekartovy sostavlØ¸wie ψ_1 i ψ_2, rassmatrivaemye kak funkcii cilindriqeskih koordinat, v kotoryh dekartovy orty ⃗i i ⃗j opredelØ¸tsØ formulami

⃗i = cos θ⃗r_1 − sin θ⃗θ_1, ⃗j = sin θ⃗r_1 + cos θ⃗θ_1. (2.4)

Potencialy v kaßdom sloe sredy udovletvorØ¸t svoim volnovym uravneniØm

∂^2φ ∂r^2 + 1 r ∂φ ∂r + 1 r^2

∂^2φ ∂θ^2 + ∂^2φ ∂z^2 = 1 v^2_p

∂^2φ ∂t^2 , ∂^2ψ_q ∂r^2 + 1 r ∂ψ_q ∂r + 1 r^2

∂^2ψ_q ∂θ^2 + ∂^2ψ_q ∂z^2 = 1 v^2_s

∂^2ψ_q ∂t^2 , (q = 1, 2).

(2.5)

A esli vospol~zovat~sØ izvestnymi vyraßeniØmi dlØ differencial~nyh operaciæ grad, div i rot v cilindriqeskoæ koordinatnoæ sisteme, to dlØ sostavlØ¸wih vektora smeweniæ v sloe

⃗u = u_r⃗r_1 + u_θ⃗θ_1 + u_z⃗k_1, (2.6)

v sootvetstvii s (2.2), budem imet~

u_r = ∂φ ∂r − cos θ ∂ψ_1 ∂z + 1 r ∂ψ_2 ∂θ , u_θ = 1 r ∂φ ∂θ + sin θ ∂ψ_1 ∂z − ∂ψ_2 ∂r , u_z = ∂φ ∂z + cos θ ∂ψ_1 ∂r − sin θ r ∂ψ_2 ∂θ . (2.7)

Pri uqete ße izvestnogo vyraßeniØ ⃗t_n = ⃗nλ div ⃗u + 2μ ( ∂⃗u ∂n + 1 2 [⃗n × rot ⃗u] )

dlØ vektora naprØßeniØ na plowadke s normal~¸ ⃗n, opredelØ¸- wego pri ⃗n = ⃗k_1 vektor naprØßeniæ ⃗t_z = t_{zr}⃗r_1 + t_{zθ}⃗θ_1 + t_{zz}⃗k_1 (2.8)

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 35 na granicah razdela z = const, dlØ ego sostavlØ¸wih poluqa¸tsØ sledu¸wie vyraßeniØ t_{zr} = μ { 2 ∂^2φ ∂r∂z + 1 r ∂^2ψ_2 ∂θ∂z + cos θ ( ∂^2ψ_1 ∂r^2 − ∂^2ψ_1 ∂z^2 ) + + sin θ r ( 1 r ∂ψ_1 ∂θ − ∂^2ψ_1 ∂θ∂r ) } , t_{zθ} = μ { 2 r ∂^2φ ∂θ∂z − ∂^2ψ_2 ∂r∂z + cos θ r ( ∂^2ψ_1 ∂θ∂r − 1 r ∂ψ_1 ∂θ ) + + sin θ ( ∂^2ψ_1 ∂z^2 − 1 r ∂ψ_1 ∂r − 1 r^2

∂^2ψ_1 ∂θ^2 ) } , t_{zz} = λ v^2_p

∂^2φ ∂t^2 + 2μ ( ∂^2φ ∂z^2 + cos θ

∂^2ψ_1 ∂r∂z − sin θ r ∂^2ψ_1 ∂θ∂z ) .

(2.9)

Pri fftom slagaemoe v^{−2}_p ∂^2φ/∂t^2 zdes~ vypisano radi kratkosti vmesto levoæ qasti pervogo iz uravneniæ (2.5).

2. Vospol~zuemsØ vyraßeniem orta^⃗i iz (2.4), a takße izvest-

nym integral~nym predstavleniem dlØ singulØrnoæ qasti vozdeæstviØ (2.1) δ(r) πr = lim_{ε→0} 1 2π ∞∫ 0 kJ_0(kr)Φ_0(kε)dk, (2.10)

v kotorom mnoßitel~ uluqxeniØ shodimosti

Φ_0(kε) = 1 1 + k^2ε^2

vveden pod znak integrala lix~ dlØ togo, qtoby vse primenØemye dalee promeßutoqnye integral~nye preobrazovaniØ imeli klassiqeskiæ smysl. {V okonqatel~nyh ße predstavleniØh poleæ pod znakami integralov vezde polagaetsØ ε → 0 i Φ_0(kε) → 1, qto sootvetstvuet perehodu k sosredotoqennomu vozdeæstvi¸.} Togda dlØ potencialov polØ smeweniæ v sloØh sredy estestvenno vospol~zovat~sØ sledu¸wimi integral~nymi predsta-

36 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV vleniØmi φ ψ_2 } = ∞∫ 0 cos θΦ(z, t, k) sin θΨ_2(z, t, k) } J_1(kr)kΦ̃_0(kε)dk,

ψ_1 = − ∞∫ 0 Ψ_1(z, t, k)J_0(kr)kΦ̃_0(kε)dk. (2.11)

Takie potencialy udovletvorØ¸t volnovym uravneniØm (2.5), esli okazyvaetsØ ∂^2Φ dz^2 − k^2Φ = 1 v^2_p

∂^2Φ ∂t^2 , d^2Ψ_q dz^2 − k^2Ψ_q = 1 v^2_s

∂^2Ψ_q ∂t^2 , (q = 1, 2).

(2.12)

Podstanovka ße ih v (2.7) i (2.9) privodit dlØ sostavlØ¸wih vektorov smeweniæ i naprØßeniæ k (neskol~ko neobyqnym dlØ teorii integralov Fur~e–BesselØ) predstavleniØm. K predstavleniØm

u_r = cos θ ∞∫ 0 [ –1J0(kr) − –2^{J1(kr)}_{kr} ] kΦ̃_0(kε)dk,

u_θ = − sin θ ∞∫ 0 [ –3J0(kr) + –2^{J1(kr)}_{kr} ] kΦ̃_0(kε)dk,

u_z = cos θ ∞∫ 0 Z J_1(kr)kΦ̃_0(kε)dk,

(2.13)

dlØ sostavlØ¸wih polØ smeweniæ, v kotoryh okazyvaetsØ

–1 = kΦ +^{dΨ1}_{dz} , –3 = kΨ2 +^{dΨ1}_{dz} , –2 = k(Φ − Ψ2), Z =^{dΦ}_{dz} + kΨ1,

(2.14)

priqem

–2 ≡ –1 − –3.

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 37 I k predstavleniØm dlØ sostavlØ¸wih vektora naprØßeniæ

t_{zz} = cos θ ∞∫ 0 [ K_1J_0(kr) − K_2

J_1(kr) kr ] kΦ̃_0(kε)dk,

t_{zθ} = − sin θ ∞∫ 0 [ K_3J_0(kr) + K_2

J_1(kr) kr ] kΦ̃_0(kε)dk,

t_{zz} = cos θ ∞∫ 0 T J_1(kr)kΦ̃_0(kε)dk,

(2.15)

v kotoryh

K_1 = μ ( 2k ∂Φ ∂z + k^2Ψ_1 +

∂^2Ψ_1 ∂z^2 ) , K_3 = μ ( k ∂Ψ_2 ∂z + ∂^2Ψ_1 ∂z^2 ) , K_2 = μ ( 2k ∂Φ ∂z − k ∂Ψ_2 ∂z + k^2Ψ_1 ) , T = λ v^2_p

∂^2Φ ∂t^2 + 2μ

∂^2Φ ∂z^2 + 2μk ∂Ψ_1 ∂z ,

(2.16)

i takße okazyvaetsØ K_2 ≡ K_1 − K_3. (2.17)

Tret~i sostavlØ¸wie takih vektorov da¸tsØ obyqnymi integralami Fur~e–BesselØ (po funkcii J_1(kr)), podintegral~nye vyraßeniØ kotoryh obrawa¸tsØ v nul~, esli ravny nul¸ sami integraly. Takoe svoæstvo primenØemyh integral~nyh preobrazovaniæ igraet ves~ma suwestvennu¸ rol~ pri postroenii rexeniæ graniqnyh zadaq. No struktura integralov, predstavlØ¸wih pervye dve komponenty vektorov ⃗u i ⃗t_z, neobyqna dlØ integralov Fur~e–BesselØ. Pofftomu ne Øsno, obladaet li ona upomØnutym svoæstvom.

3. S cel~¸ vyØsneniØ takogo voprosa rassmotrim snaqala,

38 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV naprimer, sootnoxeniØ ∞∫ 0 [ K_1J_0(kr) − K_2

J_1(kr) kr ] kΦ_0(kε)dk = a(r, z, t), ∞∫ 0 [ K_3J_0(kr) + K_2

J_1(kr) kr ] kΦ̃_0(kε)dk = b(r, z, t), (2.18)

v kotoryh pod K_q, v takoæ ße mere, moßno podrazumevat~ i vyraßeniØ –_q iz (2.13).

Summa integralov iz (2.18) svoditsØ k obyqnomu integralu Fur~e–BesselØ ∞∫ 0 (K_1 + K_3)J_0(kr)kΦ̃_0(kε)dk = a + b,

iz kotorogo vyraßenie (K_1 + K_3) odnoznaqno opredelØetsØ, esli izvestno razloßenie

a + b = ∞∫ 0 A(k)J_0(kr)kΦ̃_0(kε)dk. (2.19)

Pri fftom okazyvaetsØ K_1 + K_3 = A(k), (2.20) gde A(k) = 0, esli a + b = 0.

DlØ raznosti ße integralov, v silu toßdestva (2.17) i ispol~zovaniØ oqevidnyh sootnoxeniæ J_0(kr) − J_1(kr) kr = dJ_1(kr) d(kr) , i J_0(kr) − 2

J_1(kr) kr = 1 r dJ_1(kr) dk − 1 r J_1(kr) k = = k r d dk [ J_1(kr) kr ] , posle integrirovaniØ po qastØm poluqaetsØ ravenstvo ∞∫ 0 K_2kΦ̃_0 [ J_0(kr) − 2

J_1(kr) kr ] dk =

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 39 = − ∞∫ 0 d dk [K_2k^2Φ̃_0]

J_1(kr) kr dk = a − b. Ots¸da, pri a − b = 0 sleduet d dk [K_2k^2Φ̃_0] = 0, (0 < k < ∞),

t.e. K_2k^2Φ̃_0 = c_0 = const, gde c_0 = 0 (qto vidno pri k = 0). Vsledstvie fftogo okazyvaetsØ

K_2 ≡ K_1 − K_3 = 0. (2.21)

Takim obrazom, pri uslovii a = b s neobhodimost~¸ sleduet ravenstvo (2.21). A pri uslovii a = b = 0, vsledstvie (2.20), krome togo okazyvaetsØ K_1 + K_3 = 0 i, sledovatel~no, vse kofffficienty K_q iz (2.18) ravny nul¸, esli sami integraly a i b iz (2.18) ravny nul¸.

Itak, vyØsnØetsØ, qto predstavleniØ (2.13) i (2.15) dlØ sostavlØ¸wih vektorov ⃗u i ⃗t_z oblada¸t ßelannym svoæstvom. Pofftomu iz usloviæ ⃗u = 0 i ⃗t_z = 0, ili iz usloviæ

⃗u_1 = ⃗u_2 i ⃗t^{(1)}_z = ⃗t^{(2)}_z ,

vypolnØ¸wihsØ pri nekotorom znaqenii z = z_0, sledu¸t (v silu sootnoxeniæ (2.13) i (2.15)) ravenstva –_q = 0, Z = 0 i K_q = 0, T = 0, ili ravenstva

–^{(1)}_q = –^{(2)}_q , Z1 = Z2 i K^{(1)}_q = K^{(2)}_q , T1 = T2, (2.22)

pri tom ße znaqenii z = z_0. Ukazannoe svoæstvo igraet osnovnu¸ rol~ pri uqete usloviæ kontakta sred na granicah razdela z = z_0 sloev sredy s nekotorymi indeksami ν = 1 i ν = 2.

Pri priloßenii ße kasatel~nogo silovogo vozdeæstviØ k granice togo ili inogo sloØ sredy, naprimer, posredstvom graniqnogo usloviØ ⃗t_z | |_{z=0} = − ⃗F_3 ≡ −⃗i δ(r) πr f(t), (2.23)

40 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV prihoditsØ pol~zovat~sØ, v silu (2.4) i (2.10), sledu¸wim predstavleniem

⃗F_3 = (cos θ⃗r_1 − sin θ⃗θ_1)f(t) 1 π ∞∫ 0 kJ_0(kr)Φ̃_0(kε)dk. (2.24)

Podstanovka takoæ plotnosti sily odnovremenno s sostavlØ- ¸wimi iz (2.15) vektora naprØßeniØ ⃗t_z v sootnoxenie (2.23), oqevidno, privodit (posle priravnivaniØ sootvetstvennyh komponent vektorov), vo-pervyh, k ravenstvu T | |_{z=0} = 0 (2.25)

dlØ veliqiny T iz (2.16) i, vo-vtoryh, k sootnoxeniØm vida (2.18), v kotoryh okazyvaetsØ

a = b = −f(t) μπ ∞∫ 0 kJ_0(kr)Φ̃_0(kε)dk, uqityva¸wih kasatel~nye sostavlØ¸wie usloviØ (2.23). Pofftomu, krome ravenstva (2.25), uslovie (2.23) trebuet vypolneniØ ewe sledu¸wih dvuh sootnoxeniæ

(K_1 + K_3)_{z=0} = 2K_1 | |_{z=0} = − 1 μπ f(t) i K_2 | |_{z=0} = 0. (2.26)

Privedennyh poØsneniæ, po-vidimomu, uße dostatoqno, qtoby v rassmatrivaemyh dalee zadaqah na rasprostranenie voln graniqnye usloviØ (v ih perviqnoæ integral~noæ forme) svodit~ k sootvetstvu¸wim sootnoxeniØm meßdu funkcional~nymi kofffficientami podintegral~nyh vyraßeniæ.

Zdes~ ostaetsØ lix~ podqerknut~, qto vo vsem predyduwem req~ xla o sloØh sredy voobwe, bez ukazaniØ konkretnyh ih indeksov ν. Pofftomu pri ssylkah na rezul~taty p. 1–3 trebuemye indeksy ν sloev sredy prihoditsØ myslenno pripisyvat~ veliqinam, otnosØwimsØ k rassmatrivaemomu konkretnomu slo¸.

4. V sootvetstvii s §1, pervoæ sleduet rassmotret~ zadaqu

na vozbußdenie kasatel~nym sosredotoqennym istoqnikom vida (2.1) dvuhsloænoæ sredy, sostoØweæ iz uprugih (tonkogo) sloØ 0 < z < h, (ν = 1) i poluprostranstva z > h, (ν = 2), nahodØwihsØ

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 41 v ßestkom kontakte drug s drugom i harakterizuemyh parametrami iz (1.1). PredpolagaetsØ, qto pri t < 0 v srede caril pokoæ, a pri t = 0 k svobodnoæ granice sloØ ν = 1 prikladyvaetsØ vozdeæstvie, vyzyva¸wee (poverhnostnoe) naprØßenie

⃗t^{(1)}_z | |_{z=0} = − δ(r) πr ⃗if(t), (2.27) gde funkciØ f(t) zadana integralom (1.4).

TrebuetsØ opredelit~ potencialy polØ smeweniæ ⃗u^{(ν)}(r, θ, z, t) v sloØh (ν = 1, 2) sredy pri dopolnitel~nom uslovii, qto na granice z = h razdela sred vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ

(⃗u^{(1)} − ⃗u^{(2)} | |_{z=h} = 0, (⃗t^{(1)}_z − ⃗t^{(2)}_z ) | |_{z=h} = 0. (2.28)

V sootvetstvii s p. 1 i 2, potencialy polØ smeweniØ ⃗u^{(ν)} v sredah stroØtsØ v forme integral~nyh predstavleniæ (2.11), t.e. φ_ν ψ_{2ν} } = ∞∫ 0 cos θΦ_ν (z, t, k) sin θΨ_{2ν} (z, t, k) } J_1(kr)kΦ̃_0(kε)dk,

Ψ_{1ν} = − ∞∫ 0 Ψ_{1ν}(z, t, k)J_0(kr)kΦ̃_0(kε)dk, (2.29)

kotorye udovletvorØ¸t uravneniØm dvißeniØ sredy, esli funkcii Φ_ν, Ψ_{2ν} i Ψ_{1ν} udovletvorØ¸t uravneniØm (2.12) v sootvetstvu¸wih sredah ν. Obwiæ integral takih uravneniæ moßet byt~ predstavlen v forme integralov Mellina

Φ_ν Ψ_{qν} } = 1 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ [X^+_ν e^{(z−H)α̃ν} + X^−_ν e^{−(z−H)α̃ν} ] [Y^+_{qν}e^{(z−H)β̃ν} + Y^−_{qν} e^{−(z−H)β̃ν} ] } F (s)e^{st}ds,

Φ_2 Ψ_{q2} } = 1 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ X^−_2 e^{−(z−H−h)α̃2} Y^−_{q2} e^{−(z−H−h)β̃2} } F (s)e^{st}ds, (q = 1, 2), (2.30)

v kotoryh radikaly α̃_ν i β̃_ν opredelØ¸tsØ po (1.11) veliqina F (s) – ØvlØetsØ podintegral~noæ funkcieæ iz predstavleniØ (1.4) funkcii f(t) integralom Mellina, priqem v zadaqe iz p. 4 polagaetsØ ν = 1 i H = 0. {Formuly (2.30) primenØ¸tsØ takße i v zadaqe iz p. 6, gde okazyvaetsØ ν = 0 i 1, a H ≫ h}.

42 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV

Kofffficienty X^±_ν , Y^±_ν iz (2.30) dolßny opredelØt~sØ iz uqeta graniqnyh usloviæ (2.27) i (2.28). Poslednie ße snaqala svodØtsØ, kak sleduet iz zakl¸qitel~noæ qasti p. 3, k vremennym sootnoxeniØm. Vo-pervyh, k sootnoxeniØm (2.25) i (2.26), v vyraßeniØh T , K_1 i K_2 iz (2.16) kotoryh nußno pripisat~ (snizu) indeks ν = 1 k veliqine μ, a takße k funkciØm Φ, Ψ_1 i Ψ_2. I, vo-vtoryh, k sootnoxeniØm nepreryvnosti (2.22) pri z = h vyraßeniæ iz (2.14) i (2.16) Z_1 = Z_2, –_{11} = –_{12}, –_{21} = –_{22} T_1 = T_2, K_{11} = K_{12}, K_{21} = K_{22}, (2.31) k veliqinam μ, Φ, Ψ_1 i Ψ_2, v kotoryh sleduet pripisat~ sootvetstvu¸wie indeksy ν = 1 i 2. Zatem ße v sootnoxeniØh (2.25), (2.26) i (2.31) sleduet pereæti ot (vremennyh) funkciæ f(t), Φ_ν , Ψ_{1ν} i Ψ_{2ν} k ih integral~nym predstavleniØm (1.4) i (2.30), i priravnØt~ sootvetstvu¸wie podintegral~nye vyraßeniØ.

V rezul~tate, kak netrudno ubedit~sØ, uqet graniqnyh usloviæ svedetsØ k sledu¸weæ sisteme algebraiqeskih uravneniæ 2μ_1kα̃_1(X^+_1 − X^−_1 ) + μ_1g̃_1(Y^+_{11} + Y^−_{11} ) = −1,

μ_1g̃_1(X^+_1 + X^−_1 ) + 2μ_1kβ̃_1(Y^+_{11} − Y^−_{11}) = 0,

k(X^+_1 e^{hα̃1} + X^−_1 e^{−hα̃1} ) + β̃_1(Y^+_{11}e^{hβ̃1} − Y^−_{11} e^{−hβ̃1} ) = kX^−_2 − β̃_2Y^−_{12} ,

α̃_1(X^+_1 e^{hα̃1} − X^−_1 e^{−hα̃1} ) + k(Y^+_{11}e^{hβ̃1} + Y^−_{11}e^{−hβ̃1} ) = −α̃_2X^−_2 + kY^−_{12},

μ_1[2kα̃_1(X^+_1 e^{hα̃1} − X^−_1 e^{−hα̃1} ) + g̃_1(Y^+_{11}e^{hβ̃1} + Y^−_{11}e^{−hβ̃1} )] =

= μ_2[−2kα̃_2X^−_2 + g̃_2Y^−_{12}], (2.32)

μ_1[g_1(X^+_1 e^{hα̃1} + X^−_1 e^{−hα̃1} ) + 2kβ̃_1(Y^+_{11}e^{hβ̃1} − Y^−_{11}e^{−hβ̃1} )] =

= μ_2[g̃_2X^−_2 − 2kβ̃_2Y^−_{12}],

2μ_1α̃_1(X^+_1 − X^−_1 ) − μ_1β̃_1(Y^+_{21} − Y^−_{21}) + μ_1k(Y^+_{11} + Y^−_{11}) = 0,

μ_1[2α̃_1(X^+_1 e^{hα̃1} − X^−_1 e^{−hα̃1} ) − β̃_1(Y^+_{21}e^{hβ̃1} − Y^−_{21}e^{−hβ̃1} )+

+k(Y^+_{11} e^{hβ̃1} + Y^−_{11} e^{−hβ̃1} )] = μ_2[−2α̃_2X^−_2 + β̃_2Y^−_{22} + kY^−_{12} ],

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 43

X^+_1 e^{hα̃1} + X^−_1 e^{−hα̃1} − (Y^+_{21}e^{hβ̃1} + Y^−_{21}e^{−hβ̃1} ) = X^−_2 − Y^−_{22} .

Zametim, qto uravneniØ iz (2.32) vypisany v opredelennom porØdke ih sledovaniØ. (Pri fftom uravneniØ: 1-oe, 2-oe i 7-oe uqityva¸t usloviØ (2.27), a ostal~nye – usloviØ (2.28)). VybrannaØ posledovatel~nost~ uqeta uravneniæ (2.32), nahodØwaØ svoe otraßenie v strukture sledu¸weæ dalee matricy (2.38) raboqeæ sistemy uravneniæ (2.37) (zapisannoæ v forme metoda Lemba), okazyvaetsØ naibolee udobnoæ dlØ opisaniØ vzaimodeæstviØ voln tipa SV i voln tipa SH, vozbußda¸wihsØ v srede pri vozdeæstvii (2.27).

5. Sistema uravneniæ (2.32) odnoznaqno razrexima, priqem

podstanovka ee rexeniØ X^±_ν , Y^±_ν v formuly (2.30) privodit k toqnomu rexeni¸ zadaqi iz p. 4 v perviqnom predstavlenii vida (2.29) i (2.30) metoda konturnyh integralov. Odnako koliqestvennye issledovaniØ rexeniæ zadaq interferencionnogo tipa mnogo udobnee proizvodit~ pri predstavlenii rexeniæ v forme metoda Lemba.

Perehod k takoæ forme predstavleniØ potencialov iz (2.29), (2.30) proizvoditsØ v toqnosti tak ße, kak ukazano v p. 3 §1. {S toæ tol~ko formal~noæ razniceæ, qto teper~ rol~ funkcii Φ_ν (funkcii Ψ_ν ) iz p. 3 §1 igraet, oqevidno, funkciØ Ψ_{1ν} (igra- ¸t funkcii Φ_ν i Ψ_{2ν} ) iz (2.29) i (2.30)}. Pofftomu zdes~ moßno prØmo vospol~zovat~sØ rezul~tatami p. 3 §1 i pisat~: φ_ν ψ_{2ν} } = Re v_{s1} πh^2 ∞∫ 0 cos θΦ_ν (z̃, r̃, –) sin θΨ_{2ν} (z̃, r̃, –) } F ( i v_{s1} h –^) –e^{i–τ} d–,

ψ_{1ν} = Re v_{s1} πh^2 ∞∫ 0 Ψ_{1ν} (z̃, r̃, –)F ( i v_{s1} h –^) –e^{i–τ} d–,

(2.33)

Φ_ν

Ψ_{2ν}

Ψ_{1ν} = – 4πh ⌣ ∫ (λ)

[X^+_ν e–^{(z̃−H̃)αν} + X^−_ν e^−–^{(z̃−H̃)αν} ]H^{(2)}_1 (–r̃ζ)

[Y^+_{2ν}e–^{(z̃−H̃)βν} + Y^−_{2ν}e^−–^{(z̃−H̃)βν} ]H^{(2)}_1 (–r̃ζ)

−[Y^+_{1ν}e–^{(z̃−H̃)βν} + Y^−_{1ν}e^−–^{(z̃−H̃)βν} ]H^{(2)}_0 (–r̃ζ) ζ dζ,

(2.34)

44 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV

Φ_2

Ψ_{22}

Ψ_{12} = – 4πh ⌣ ∫ (λ)

X^−_2 e^−–^{(z̃−H̃−1)α2}.H^{(2)}_1 (–r̃ζ)

Y^−_{22}e^−–^{(z̃−H̃−1)β2}.H^{(2)}_1 (–r̃ζ)

−Y^−_{12} e^−–^{(z̃−H̃−1)β2} .H^{(2)}_0 (–r̃ζ) ζ dζ. (2.35)

Takie predstavleniØ primenimy, v ravnoæ mere, i v zadaqe dlØ trehsloænoæ sredy iz p. 6. Odnako v sluqae dvuhsloænoæ sredy iz p. 4 v formulah (2.33) indeks ν prinimaet znaqeniØ ν = 1 i 2, a v formulah (2.34) – znaqenie ν = 1.

V formulah (2.33) i (2.34) uße soverxen perehod k bezrazmernym peremennym τ = v_{s1} h t, r̃ = r h , z̃ = z h , H̃ = H h (2.36)

i ispol~zovany oboznaqeniØ iz (1.15). Pri fftom put~ integrirovaniØ λ (v nih) opredelØetsØ v toqnosti tak ße, kak i v formulah (1.21).

V zadaqe iz p. 4 v (2.34) sleduet polagat~ ν = 1 i H̃ = 0, a pod veliqinami X^±_ν , Y^±_{1ν} i Y^±_{2ν} ponimat~ rexenie sistemy algebraiqeskih uravneniæ, poluqaemyh iz sistemy (2.32) perehodom k lembovskim peremennym integrirovaniØ po (1.13).

V matriqnoæ forme takaØ sistema opredelØetsØ ravenstvom

(L^{(2)}) × (X^−_1 , Y^−_{11}, X^+_1 , Y^+_{11}, X^−_2 , Y^−_{12}, Y^−_{21}, Y^+_{21}, Y^−_{22})^+ =

= ( 0, − h^2

–^{2 , 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0}

)_+ , (2.37)

gde osnovnaØ matrica (L^{(2)}) predstavlena tabliceæ (2.38) (sm. str. 34), a vmesto matric-stolbcov (iskomyh kofffficientov i znaqeniæ ih pravoæ qasti) ispol~zovany, radi udobstva, transponirovannye matricy-stroki.

(L^{(2)}) =

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 45

=

�2μ1ζα11 μ1g1 2μ1ζα1 μ1g1 μ1g1 �2μ1ζβ1 μ1g1 2μ1ζβ1 ζe�_1 �_{β1e}�_{2 ζe}+_{1 β1e}+_2 �α1e�_2 ζe�_2 α1e^+_1 ζe^+_2 �2μ1ζα1e�_1 μ1g1e�_2 μ1g1e�1 �2μ1ζβ1e�2 �μ1g1e+1 2μ1ζβ1e+2 �2μ1α1 μ1ζ 2μ1α1 μ1ζ �2μ1α1e�_1 μ1ζe�_2 2μ1α1e^+_1 μ1ζe^+_2 e�_{1 0 e}+_{1 0}

(

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

�ζ β2 0 0 0 α2 �ζ 0 0 0

2μ2ζα2 �μ2g2 0 0 0

�μ2g2 2μ2ζβ2 0 0 0

0 0 μ1β1 �μ1β1 0 2μ2α2 �μ2ζ μ1β1e�2 �μ1β1e+2 �μ2β2 �1 0 �e�_2 �e^+_2 1

(2.38)

Zdes~ ispol~zovany oboznaqeniØ iz (1.18^′): e^±_1 = e^±–^{α1} , e^±_2 = e^±–^{β1} .

Iz struktury matricy (2.38) Øsno, qto sistema (2.37) rasweplØetsØ na dve sistemy uravneniæ. Vo-pervyh, na nezavisimu¸ sistemu xesti uravneniæ tipa SV

(Δ_2) × (X^−_1 , Y^−_{11}, X^+_1 , Y^+_{11}, X^−_2 , Y^−_{12})^+ = ( 0, − h^2

–^{2 , 0, 0, 0, 0}

)_+ , (2.39)

otliqa¸wu¸sØ ot sistemy uravneniæ iz (1.17) lix~ pravoæ qast~¸ (qto ØvlØetsØ sledstviem inoæ teper~ polØrizacii vnexnego vozdeæstviØ nad sredoæ). I, vo-vtoryh, – na poslednie tri uravneniØ iz (2.37), ime¸wie strukturu neodnorodnoæ sistemy algebraiqeskih uravneniæ dlØ treh funkcional~nyh kofffficientov Y^±_{21} i Y^−_{22} , opredelØ¸wih po (2.33) i (2.34) potencialy ψ_{2ν} polØ smeweniæ qasti SH volnovogo polØ. Taku¸ sistemu zdes~ moßno vypisat~ v vide

(D_2) × (Y_2) ≡

≡ μ_1β_1, −μ_1β_1, 0 μ_1β_1e^{−b}, −μ_1β_1e^b, −μ_2β_2 −e^{−b}, −e^b, 1 × Y^−_{21} Y^+_{21} Y^−_{22} = l_1 l_2 l_3

, (2.40)

46 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV pri sledu¸wih znaqeniØh veliqin l_q iz pravoæ ee qasti

l_1 = 2μ_1α_1(X^+_1 − X^−_1 ) + μ_1ζ(Y^+_{11} + Y^−_{11} ),

l_2 = 2μ_1α_1(X^+_1 e^a − X^−_1 e^{−a}) + μ_1ζ(Y^+_{11}e^b + Y^−_{11}e^{−b})+

+ 2μ_2α_2X^−_2 − μ_2ζY^−_{12} ,

l_3 = X^+_1 e^a + X^−_1 e^{−a} − X^−_2 .

(2.41)

LevaØ qast~ takoæ sistemy v toqnosti sovpadaet s levoæ qast~¸ sistemy uravneniæ (1.53) dlØ qistyh voln tipa SH, vozbußdaemyh v dvuhsloænoæ srede kanoniqeskim vrawatel~nym vozdeæstviem. �lementy ße l_q iz pravoæ ee qasti obrazovany teper~ lineænymi kombinaciØmi funkcional~nyh kofffficientov

X_1 ≡ X^−_1 , X_2 ≡ Y^−_{11} , X_3 ≡ X^+_1 , X_4 ≡ Y^+_{11}, X_5 ≡ X^−_2 , X_6 ≡ Y^−_{12} (2.42) iz (2.34) potencialov φ_ν i ψ_{1ν} voln tipa SV , opredelØemyh iz nezavisimoæ sistemy uravneniæ (2.39). Takim obrazom okazyvaetsØ, qto (soputstvu¸wee) pole tipa SH v srede, opredelØemoe potencialami ψ_{2ν} iz (2.33) i (2.34) qerez posredstvo rexeniæ

Y_1 ≡ Y^−_{21} , Y_2 ≡ Y^+_{21}, Y_3 ≡ Y^−_{22} (2.43)

sistemy uravneniæ (2.40), poroßdaetsØ nezavisimym polem (potencialov) tipa SV , vozbudivxihsØ uße v srede, sostavlØ¸wie kotorogo iz (2.42) obrazu¸t pravu¸ qast~ (2.41) sistemy uravneniæ (2.40).

Zametim, qto ukazannoe obstoØtel~stvo nahodit svoe otraßenie i v obweæ strukture volnovogo polØ. Deæstvitel~no, kak rexeniØ sistemy uravneniæ (2.39), funkcional~nye kofffficienty (2.42) potencialov φ_ν , ψ_{1ν} voln tipa SV , ime¸t strukturu

X_k = a_k(ζ, –) Δ_2(ζ, –)

(k = 1, 2, . . . , 6), (2.44)

vyteka¸wu¸ iz teoremy Kramera. Takie kofffficienty, krome toqek vetvleniØ radikalov, ime¸t ewe osobennosti – pol¸sy (obyqno, 1-go porØdka) v sqetnom mnoßestve korneæ dispersionnogo uravneniØ Δ_2(ζ, –) = 0 (2.45)

sistemy uravneniæ (2.39), qto estestvenno skazyvaetsØ i na podhodah k vyqisleni¸ integralov iz (2.34), otveqa¸wih funkciØm

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 47 Φ_ν i Ψ_{1ν}. Struktura ße funkcional~nyh kofffficientov (2.43) voln tipa SH, udovletvorØ¸wih sisteme uravneniæ (2.40), okazyvaetsØ bolee sloßnoæ. Soglasno Krameru kofffficienty predstavlØ¸tsØ lineænymi formami vida

Y_p = 1 D_2 6∑ k=1 b_{pk}X_k, (p = 1, 2, 3) (2.46)

qerez funkcional~nye kofffficienty X_k iz (2.42), i (2.44). Vsledstvie fftogo takie kofffficienty ime¸t pol¸sy ne tol~- ko v kornØh dispersionnogo uravneniØ

D_2(ζ, –) ≡ −2μ_1β_1[μ_1β_1sh–β_1 + μ_2β_2ch–β_1] = 0, (2.47)

otveqa¸wego sisteme uravneniæ (2.40), no takße i vo vseh kornØh dispersionnyh uravneniæ (2.45) dlØ voln tipa SV .

Qto ße kasaetsØ qislennogo izuqeniØ volnovyh poleæ, to zdes~ sleduet sqitat~sØ s dvumØ vozmoßnostØmi. Vo-pervyh, vse funkcional~nye kofffficienty, vhodØwie v sistemu uravneniæ (2.37), mogut byt~ opredeleny v rezul~tate rexeniØ fftoæ sistemy po obwim algoritmam, kak i v sluqae ploskoæ zadaqi dlØ dvuhsloænoæ sredy iz §1. Raznica sostoit tol~ko v tom, qto teper~, vmesto algebraiqeskoæ sistemy uravneniæ 6-go porØdka, prihoditsØ rassmatrivat~ sistemu uravneniæ (2.37) 9-go porØdka s determinantom, ravnym proizvedeni¸ determinantov sistem (2.39) i (2.40).

Vo-vtoryh, vsledstvie raswepleniØ sistemy (2.37) na ukazannye dve sistemy, postroenie ee rexeniØ moßno bazirovat~ na posledovatel~nom (razdel~nom) rassmotrenii sistem uravneniem (2.39) i (2.40). Pri takom podhode 1-yæ xag v rexenii zadaqi, svØzannyæ s sistemoæ (2.39), nesomnenno, okazyvaetsØ bolee prostym. On opredelØet qast~ SV summarnogo polØ, priqem prodol~naØ sostavlØ¸waØ fftogo polØ v toqnosti sovpadaet s prodol~noæ qast~¸ summarnogo volnovogo polØ (i potomu ona imeet fiziqeskiæ smysl). K soßaleni¸ popereqnaØ qast~ polØ SV ewe ne imeet samostoØtel~nogo fiziqeskogo smysla (tak kak ona ne otdelima ffksperimental~no ot popereqnogo polØ voln tipa SH, kotoroe predstoit ewe opredelit~). DlØ opredeleniØ nedosta- ¸weæ ewe qasti (SH) popereqnogo polØ kak raz i prihoditsØ stroit~ rexenie neodnorodnogo uravneniØ (2.40).

48 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV

Zdes~ umestno ewe podqerknut~, qto, nezavisimo ot vsego proqego, iz fakta raswepleniØ sistemy uravneniæ (2.37) na sistemy uravneniæ (2.39) i (2.40) sleduet, qto vse funkcional~nye kofffficienty SV iz (2.42) ne zavisØt ot korneæ dispersionnogo uravneniØ (2.47). �to polezno imet~ v vidu dalee pri ocenke volnovyh poleæ metodami konturnogo integrirovaniØ.

6. ObrawaØs~ k zadaqe iz p. 4 §1 na vozbußdenie kasatel~-

nym vozdeæstviem (2.1) (priloßennym v toqke O (r = 0, z = 0) v moment vremeni t = 0) interferencionnyh voln v trehsloænoæ uprugoæ srede, sostoØweæ iz (tonkogo) sloØ H < z < H + h, (ν = 1), nahodØwegosØ v ßestkom kontakte s poluprostranstvami z < H, (ν = 0) i z > H + h, (ν = 2), naqinat~ prihoditsØ s opredeleniØ perviqnyh poleæ, poroßdaemyh istoqnikom v bezgraniqnoæ uprugoæ srede.

Kak izvestno, (sm. [3, §13]) podobnaØ zadaqa moßet byt~ svedena k kontaktnoæ zadaqe dlØ dvuh odinakovyh poluprostranstv: z > 0, (ν = 0) i z < 0, (ν = 1), harakterizuemyh toßdestvennymi parametrami μ_0, v_{p0} i v_{s0}: “Opredelit~ v poluprostranstvah ν = 0 i ν = 1 potencialy poleæ smeweniæ tak, qtoby: 1) oni udovletvorØli uravneniØm dvißeniØ. 2) V toqkah ploskosti z = 0 – udovletvorØli sootnoxeniØm kontakta

⃗u_0 − ⃗u_1 = 0, ⃗t^{(0)}_z − ⃗t^{(−1)}_z = − δ(r) πr f(t)⃗i (2.48)

pri funkcii f(t) iz (1.4), podqinennoæ uslovi¸ f(t) ≡ 0, pri t < 0. I 3), qtoby oni udovletvorØli nulevym naqal~nym dannym.”

V sootvetstvii s rezul~tatami p. 2 i 3, a takße – s predstavleniØmi vozdeæstviØ v forme (2.24) i (1.4), potencialy iskomogo polØ sleduet predstavit~ v vide integralov φ_ν ψ_{2ν} } = 1 2π ∞∫ 0 cos θΦ_ν (z, t, k) sin θΨ_{2ν} (z, t, k) } kJ_1(kr)Φ_0(kr)dk (2.49)

ψ_{1ν} = − 1 2π ∞∫ 0 Ψ_{1ν}(z, t, k)kJ_0(kr)Φ_0(kr)dk, (ν = 0, −1).

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 49 Pri fftom, esli poloßit~

Φ_ν Ψ_{qν} } = 1 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ X_ν (z, k, s) Y_{qν} (z, k, s) } F (s)e^{st}ds, (2.50) gde X_0 =^0X^−_0 e^{−zα̃0} , X_1 =^0X^+_1 e^{zα̃0} ,

Y_{q0} =^0Y^−_{q0}e^{−zβ̃0} , Y_{q1} =^0Y^+_{q1}e^{zβ̃0} , (q = 1, 2),

(2.51)

priqem α̃_0 i β̃_0 opredeleny po (1.10) i (1.11), to uravneniØ dvißeniØ sredy i nulevye naqal~nye usloviØ okaßutsØ vypolnennymi. Neizvestnye ße kofffficienty^0X^±_ν i^0Y^±_{qν} iz (2.51) dolßny opredelØt~sØ iz graniqnyh usloviæ (2.48).

PervaØ gruppa takih usloviæ vyraßaet trebovanie nepreryvnosti pri perehode qerez fiktivnu¸ granicu z = 0 (razdela) kinematiqeskih veliqin

Z_0 = Z_1, –^{(0)}_q = –^{(1)}_q , (q = 1, 2), (2.52)

iz (2.14), otnosØwihsØ k poluprostranstvam ν = 0 i ν = 1. VtoraØ ße gruppa – svoditsØ k nepreryvnosti dinamiqeskih veli- qin T_0 = T_1, K^{(0)}_2 = K^{(1)}_2 (2.53) iz (2.16) (v kotoryh parametry μ_0 = μ_1 odinakovy), a takße – k “silovomu sootnoxeni¸”

[K^{(0)}_1 + K^{(0)}_3 − (K^{(1)}_1 + K^{(1)}_3 )]_{z=0} = − 1 π f(t), zapisyva¸wemusØ v vide

[K^{(0)}_1 − K^{(1)}_1 ]_{z=0} = − 1 2π f(t) (2.54)

vsledstvie (2.17) i vtorogo ravenstva iz (2.53), uqityva¸wego fakt priloßeniØ vozdeæstviØ iz (2.48) k fiktivnoæ granice z = 0 razdela poluprostranstv. Pri fftom, v sootvetstvii s (2.49) i (2.50), sleduet polagat~, qto v pereqislennye graniqnye usloviØ (2.52)–(2.54) vmesto funkciæ Φ_ν, Ψ_{qν} i f(t) podstavleny ih predstavleniØ (2.50) i (1.4) integralami Mellina.

50 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV ProizvodØ ukazannu¸ podstanovku i vypolnØØ sootvetstvu¸- wie vykladki, dlØ kofffficientov^0X^−_0 ,^0Y^−_{q0},^0X^+_1 i^0Y^+_{q1} iz (2.51) poluqa¸tsØ sledu¸wie znaqeniØ 0 X^−_0 =^0X^+_1 = − k α̃_0 0 Y^−_{10};^0Y^−_{20} =^0Y^+_{21} = − k β̃_0 0 Y^−_{10}, 0 Y^−_{10} = −^0Y^+_{11} = v^2_{s0} 4πμ_0s^2

. (2.55)

Teper~ uße moßno pereæti i k rexeni¸ interferencionnoæ zadaqi iz p. 6 dlØ trehsloænoæ uprugoæ sredy.

7. Potencialy polØ smeweniæ v sloØh ν = 0, 1, 2 strehsloænoæ

sredy iz p. 6 celesoobrazno stroit~ v forme integralov (2.29) i (2.30), pri uslovii, qto v vyraßenii (2.30) indeks ν prinimaet teper~ znaqeniØ ν = 0 i ν = 1. Pri fftom rol~ istoqnika (2.1) v processe vozbußdeniØ takogo polØ okaßetsØ uqtennoæ, esli pod znaqeniØmi kofffficientov X^−_0 , i Y^−_0 iz podintegral~- nyh funkciæ predstavleniæ (2.30) pri ν = 0 ponimat~ vyraßeniØ iz (2.51)

X^−_0 =^∘X^−_0 e^{−Hα̃0} , Y^−_{q0} =^∘Y^−_{q0}e^{−Hβ̃0} , (q = 1, 2) (2.56)

pri znaqeniØ^∘X^−_0 i^∘Y^−_{q0} iz (2.55).

Ostal~nye ße dvenadcat~ funkcional~nyh kofffficientov X^±_ν , Y^±_{qν} iz (2.30) dolßny opredelØt~sØ iz graniqnyh usloviæ pri z = H i z = H + h, vyraßa¸wih trebovanie ßestkosti kontakta sloev rassmatrivaemoæ sredy. V sootvetstvii s (2.22) (pri uqete toßdestv tipa (2.17)) ffto svoditsØ k trebovani¸ nepreryvnosti vyraßeniæ Z_ν ≡ ∂Φ_ν ∂z + kΨ_{1ν} ; –_1 ≡ kΦ_ν + ∂Ψ_{1ν} ∂z ; –2 ≡ k(Φν − Ψ2ν ), T_ν ≡ λ_ν v^2_{pν} ∂^2Φ_ν ∂t^2 + 2μ_ν

∂^2Φ_ν ∂z^2 + 2μ_νk ∂Ψ_{1ν} ∂z , K^{(ν)}_1 ≡ μ_ν ( 2k ∂Φ_ν ∂z + k^2Ψ_{1ν} +

∂^2Ψ_{1ν} ∂z^2 ) , K^{(ν)}_2 ≡ μ_ν ( 2k ∂Φ_ν ∂z + k^2Ψ_{1ν} − k ∂Ψ_{2ν} ∂z ) (2.57)

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 51 pri perehode qerez granicy razdela z = H i z = H + h sloev sredy.

PodstavlØØ v takie usloviØ vyraßeniØ Φ_ν, Ψ_{1ν} i Ψ_{2ν} iz (2.30) (i pol~zuØs~ trivial~nym svoæstvom integralov Mellina) poluqaem dlØ iskomyh funkcional~nyh kofffficientov X^±_ν , Y^±_{1ν} i Y^±_{2ν} iz (2.30) sistemu uravneniæ tipa (2.32). Taku¸ sistemu celesoobrazno srazu ße vypisat~ v predstavlenii metoda Lemba, dlØ qego sleduet pereæti v neæ k lembovskim peremennym integrirovaniØ ω i ζ po formulam (1.12). Togda ukazannaØ sistema predstavitsØ v matriqnoæ forme sledu¸wim obrazom

(L^{(3)}) × (X) = (b). (2.58)

Zdes~ (X) i (b) – dvenadcatirØdnye matricy-stolbcy

(X) ≡ (X^+_0 , Y^+_{10}, X^−_1 , Y^−_{11}, X^+_1 , Y^+_{11}, X^−_2 , Y^−_{12}, Y^+_{20}, Y^−_{21}, Y^+_{21}, Y^−_{22})^+,

(b) ≡ (b_1, b_2, b_3, b_4, 0, 0, 0, 0, b_9, b_{10}, 0, 0)^+, (2.59) vypisannye, radi udobstva, v vide transponirovannyh matricstrok. Pri fftom fflementy matricy (b) opredeleny ravenstvami

b_1 = ζX^−_0 − β_0Y^−_{10}; b_2 = −α_0X^−_0 + ζY^−_{10} ,

b_3 = μ_0[−2ζα_0X^−_0 + g_0Y^−_{10}]; b_4 = μ_0[g_0X^−_0 − 2ζβ_0Y^−_{10}],

b_9 = −X^−_0 + Y^−_{20}; b_{10} = μ_0[2α_0X^−_0 − ζY^−_{10} − β_0Y^−_{20}],

(2.60)

v kotoryh veliqiny X^−_0 i Y^−_{q0} ime¸t znaqeniØ iz (2.56). Sama ße matrica (L^{(3)}) rassmatrivaemoæ trehsloænoæ sredy opredelØetsØ tabliceæ iz (2.61).

Odnovremenno s perehodom k forme metoda Lemba v sisteme uravneniæ (2.58)–(2.61) dlØ kofffficientov X^±_ν , Y^±_{qν} iz (2.30), sleduet proizvodit~ perehod k forme metoda Lemba i v predstavleniØh (2.29), (2.30) dlØ potencialov polØ smeweniæ v trehsloænoæ srede. Takoæ perehod proizvoditsØ v toqnosti tak ße, kak i v sluqae dvuhsloænoæ sredy iz p. 4, i on privodit k takim ße okonqatel~nym formulam (2.33), (2.34), v kotoryh tol~ko indeks ν prinimaet teper~ znaqeniØ ν = 0, 1 i 2, a z̃ zameneno na

52 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV (z̃ − H̃). Na poØsneniØh zdes~, po-vidimomu, net neobhodimosti zaderßivat~sØ.

(L(3)) = �ζ β0 ζ �β1 ζ β1 �α0 �ζ �α1 ζ α1 ζ �2μζα0 �μ0g0 �2μ1ζα1 μ1g1 μ12ζα1 μ1g1 �μ0g0 �2μ0ζβ0 μ1g1 �2μ1ζβ1 μ1g1 2μ1ζβ1 0 0 ζe�1 �β1e�2 ζe+1 β1e+2

0 0 �α1e�_1 ζe�_2 α1e^+_1 ζe^+_2 0 0 �2μ1ζα1e�_1 μ1g1e�_2 2μ1ζα1e^+_1 μ1g1e^+_2 0 0 μ1g1e�1 �2μ1ζβ1e�2 μ1g1e+1 2μ2ζβ1e+2 1 0 �1 0 �1 0 μ02ζα0 μ0ζ2 2μ1α1 �μ1ζ 0 0 e�1 0 e+1 0

0 0 �2μ1α1e�_1 �μ1ζe�_2 2μ1α1e^+_1 μ1ζe^+_2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

�ζ β2 0 0 0 0 α2 �ζ 0 0 0 0

2μ2ζα2 �μ2g2 0 0 0 0

�μ2g2 2μ2ζβ2 0 0 0 0 0 0 �1 1 1 0 0 0 �μ0β0 �μ1β1 μ1β1 0 �1 0 �e�_2 �e^+_2 1 2μ2α2 �μ2ζ 0 μ1β1e�2 �μ1β1e+2 �μ2β2

(2.61)

Oboznaqeno: e^± = e^±–^{α1}_1 , e^± = e^±–^{β1}_2 .

8. Kak i v sluqae (2.37) dvuhsloænoæ sredy, sistema uravne-

niæ (2.58) rasweplØetsØ na dve podsistemy. Vo-pervyh, na nezavisimu¸ sistemu uravneniæ tipa SV

(Δ_3) × (X^+_0 , Y^+_{10}, X^−_1 , Y^−_{11}, X^+_1 , Y^+_{11}, X^−_2 , Y^−_{12})^+ =(b_1, b_2, b_3, b_4, 0, 0, 0, 0)^+, (2.62) v pravu¸ qast~ kotoroæ vhodØt pervye qetyre veliqiny b_p iz (2.60), a vos~mirØdnaØ kvadratnaØ matrica (Δ_3) sovpadaet s “glavnym minorom” matricy (2.61). I, vo-vtoryh, na svØzannu¸ s ne¸ sistemu uravneniæ tipa SH

(D_3) × (Y ) ≡

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 53 ≡ −1, 1, 1, 0 −μ_0β_0, −μ_1α_1, μ_1β_1, 0 0, −e^{−b}, −e^b, 1 0, μ_1β_1e^{−b}, −μ_1β_1e^b, −μ_2β_2 × Y_1 Y_2 Y_3 Y_4 = c_1 c_2 c_3 c_4 , (2.63) v kotoroæ oboznaqeno

Y_1 ≡ Y^+_{21}, Y_2 ≡ Y^−_{21} , Y_3 ≡ Y^+_{21}, Y_4 ≡ Y^−_{22} , (2.64)

a fflementy c_p matricy-stolbca iz pravoæ qasti ime¸t znaqeniØ

c_1 = b_9 − X^+_0 + X^−_1 + X^+_1 ,

c_2 = b_{10} − 2μ_0α_0X^+_0 − μ_0ζY^+_{10} − 2μ_1α_1(X^−_1 − X^+_1 )+

+ μ_1ζ(Y^−_{11} + Y^+_{11}),

c_3 = −e^{−a}X^−_1 − e^aX^+_1 + X^−_2 ,

c_4 = 2μ_1α_1(e^{−a}X^−_1 − e^aX^+_1 ) + μ_1ζ(e^{−b}Y^−_{11} + e^bY^+_{11})−

− 2μ_2α_2X^−_2 + μ_2ζY^−_{12} ,

(2.65)

pri veliqinah b_9 i b_{10} iz (2.60).

NezavisimaØ sistema uravneniæ (2.62) (tipa SV ) v toqnosti sovpadaet s sistemoæ uravneniæ (1.33) dlØ funkcional~nyh kofffficientov X^±_ν , Y^±_{1ν} iz (1.35) zadaqi dlØ trehsloænoæ sredy iz §1 v ploskom ili osesimmetriqeskom sluqaØh ee vozbußdeniØ. Pri fftom struktura ee rexeniØ moßet byt~ oharakterizovana takße vyraßeniØmi tipa (2.44), esli tol~ko pod Δ_2(ζ, –) ponimat~ teper~ determinant Δ_3(ζ, –) sistemy uravneniæ (2.62) dlØ trehsloænoæ sredy (v sluqae vozbußdeniØ ee rassmatrivaemym kasatel~nym vozdeæstviem).

Otnositel~no sistemy uravneniæ (2.63) dlØ funkcional~nyh kofffficientov Y^±_{2ν} iz (2.64) potenciala Ψ_{2ν} iz (2.33), (2.34), opredelØ¸wego qast~ SH vozbudivxegosØ volnovogo polØ, moßno zametit~ praktiqeski to ße, qto i otnositel~no sistemy uravneniæ (2.40) v sluqae dvuhsloænoæ sredy. V pravu¸ qast~ takoæ sistemy vhodØt znaqeniØ funkcional~nyh kofffficientov

X_1 ≡ X^+_0 , X_2 ≡ Y^+_{10}, X_3 ≡ X^−_1 , X_4 ≡ Y^−_{11} , X_5 ≡ X^+_1 ,

X_6 ≡ Y^+_{11}, X_7 ≡ X^−_2 , X_8 = Y^−_{12} ,

(2.66)

54 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV opredelØemyh iz sistemy uravneniæ (2.62) i ime¸wih struktu- ru X_k = a_k(ζ, –) Δ_3(ζ, –)

, (2.67)

vyteka¸wu¸ iz teoremy Kramera. Qisliteli a_k(ζ, –) zdes~ – regulØrnye funkcii, ime¸wie toqki vetvleniØ radikalov α_ν i β_ν iz (1.15). Kofffficienty ße X_k iz (2.67) ime¸t ewe i pol¸sy v kornØh dispersionnogo uravneniØ

Δ_3(ζ, –) = 0 (2.68)

sistemy uravneniæ (2.62). Pri ocenke integralov iz (2.34), otveqa¸wih kofffficientam X_k iz (2.66), (2.67), tol~ko takie pol¸sy i sleduet prinimat~ vo vnimanie.

Pri ocenke ße integralov (2.34), soderßawih funkcional~- nye kofffficienty Y_p ≡ Y^±_{2ν} iz (2.64), prihoditsØ uqityvat~ dve sistemy pol¸sov v kornØh dispersionnogo uravneniØ (2.68), a takße – v kornØh dispersionnogo uravneniØ

D_3(ζ, –) ≡ 2{μ_1β_1(μ_2β_2 + μ_0β_0)ch–β_1+

+ (μ_2β_2μ_0β_0 + μ^2_1β^2_1 )sh–β_1} = 0 (2.69)

sistemy uravneniæ (2.63) “tipa SH”. Poslednee ØvlØetsØ sledstviem togo obstoØtel~stva, qto rexenie sistemy uravneniæ (2.63) predstavlØetsØ (po Krameru) vyraßeniØmi vida (2.46), t.e.

Y_p = 1 D_3(ζ, –) 8∑ k=1 d_{pk}X_k, (p = 1, 2, 3, 4), (2.70)

qerez funkcional~nye kofffficienty iz (2.66), (2.67), opredelØ¸wie potencialy φ_ν i ψ_{1ν} volnovogo polØ v rassmatrivaemoæ trehsloænoæ srede.

§3. Ob analitiko-algoritmiqeskom podhode k koliqestvennomu izuqeni¸ volnovyh poleæ v nizkoqastotnoæ polose spektra Fur~e

Iz privedennyh v §1 i 2 interferencionnyh volnovyh poleæ sluqai ploskih vozdeæstviæ oblada¸t nekotorym preimuwestvom prostoty, vsledstvie soderßaniØ pod znakom vnutrennih integralov ffksponencial~nyh funkciæ vida exp(ikx) ot pro-

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 55 stranstvennoæ peremennoæ x vmesto funkciæ BesselØ ot kr. Pofftomu predstavlØetsØ opravdannym izlagat~ osnovnye vehi primenØemyh podhodov k koliqestvennym issledovaniØm interferencionnyh volnovyh poleæ na primere ploskih zadaq dlØ dvuhsloænoæ i trehsloænoæ sred, vozbußdaemyh istoqnikom tipa ⃗F_1(x, t) iz (1.2) i (1.4).

1. V sootvetstvii s fftim dalee celesoobrazno polagat~, qto

izuqaetsØ pole, naprimer, kakogo-libo iz potencialov, predstavlennoe useqennym integralom Fur~e

φ = Re –0∫ 0 Φ(x, z, –)F ( i–^{vs1}_h^) e^{i–τ} d–, (3.1)

tipa integralov iz (1.14), (1.35), v kotorom funkciØ Φ(x, z, –) daetsØ lembovskim konturnym integralom Φ = 1 2πi ∫ (λ) X_n(ζ, –)e^−–^{ψ(ζ,x)}dζ, (3.2) soderßawim tu, ili inu¸ fazovu¸ funkci¸, naprimer, otraßennoæ ili prohodØweæ p-volny ψ ≡ ψ_0 = ixζ + 2H √ ζ^2 − γ^2_0 , ψ ≡ ψ_2 = ixζ + H √ ζ^2 − γ^2_0 + H_1 √ ζ^2 − δ^2 ,

(3.3)

v kotoryh polagaetsØ

H ≫ 1, ili H_1 ≫ 1.

Veliqiny τ, x, H i H_1 zdes~ uße bezrazmerny, a toqki nabl¸deniØ polØ vybrany na udaleniØh H i H_1 ot sloØ.

Qto ße kasaetsØ funkciæ X_n(ζ, –) iz (3.2), to pod nimi podrazumevaetsØ sootvetstvu¸wee rexenie sistemy uravneniæ (1.30), perepisannoæ v vide (1.36)–(1.40), uqityva¸weæ kontaktnye usloviØ (1.29) dlØ trehsloænoæ sredy iz p. 5, §1. Pri obsußdenii teoretiqeskih problem taku¸ sistemu celesoobraznoæ zapisyvat~ v sledu¸wem simvoliqeskom vide m∑ n=1 a_{nm}X_m = b_n, (n ⩽ m) (3.4)

56 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV i uqityvat~, qto ee rexenie

X_n =

Δ̃_n(ζ, –)

Δ_0(ζ, –)

, (Δ_0(ζ, –)) ≡ |a_{ik}|, (3.5)

v Øvnoæ (ves~ma gromozdkoæ) analitiqeskoæ forme vytekaet iz teoremy Kramera.

Primenenie predstavleniØ (3.5) okazyvaetsØ udobnym pri teoretiqeskom obsußdenii podhodov k koliqestvennomu izuqeni¸ volnovyh poleæ. Praktiqeskoe ße ego primenenie pri vyqisleniØh zatrudneno gromozdkost~¸ (i plohoæ obozrimost~¸) vyraßeniæ qislitelØ i znamenatelØ iz (3.5). Pofftomu v osnovu opredeleniØ podintegral~nyh funkciæ pri qislennoæ ocenke znaqeniæ funkciæ Φ(x, z, –) v (3.2) obyqno vygodnee polagat~ prØmoe rexenie sistemy uravneniæ (3.4) qislennymi metodami.

Nakonec, v kaqestve verhnego predela integrirovaniØ v (3.1) vybrano qislo

–0 =^{ω0h}_{vs1} ,

opredelØemoe po predel~nomu znaqeni¸ ω_0 uglovoæ qastoty, pri kotoroæ ewe vypolnØetsØ neravenstvo vida

λ_0 h = 2πv_p ω_0h

= 2π v_p v_s – −1 0 > 2, gde pod λ_0 moßno ponimat~ dominiru¸wu¸ (ili sredn¸¸) dlinu volny vozmuweniØ, pada¸wego na tonkiæ sloæ. Privedennoe neravenstvo obespeqivaet hotØ by minimal~noe naloßenie drug na druga otraßennyh (granicami sloØ) voln, rasprostranØ¸wihsØ v oblastØh sredy, harakterizuemyh ne slixkom ewe bol~ximi ffpicentral~nymi rasstoØniØmi. Ono ukazyvaet na celesoobraznost~ v (3.1) polagat~

0 < – ≡^{ωh}_{vs1} < –0 ≲ 2qπ, (3.6)

gde q imeet znaqenie v neskol~ko edinic. V sluqae ße ból~xih znaqeniæ –_0 otraßennye volny poluqa¸t vozmoßnost~ prohodit~ sloæ praktiqeski bez interferencii drug s drugom. Vsledstvie fftogo ih okazyvaetsØ znaqitel~no vygodnee ocenivat~ prosteæximi matematiqeskimi metodami ocenki ob¨emnyh (neinterferencionnyh) volnovyh poleæ (sm. [2] i [3]).

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 57 Takim obrazom, ssylki na pole (3.1), (3.2) v posledu¸wem sleduet sqitat~ ravnoznaqnymi ssylkami na pole (1.14), (1.35), a ssylki na sistemu uravneniæ (3.4) – ffkvivalentnymi ssylkam na sistemu uravneniæ (1.36)–(1.40).

2. Podintegral~nye funkcii iz (3.2) ime¸t (pol¸snye) oso-

bennosti v kornØh ζ = ζ_n(–) dispersionnogo uravneniØ zadaqi

Δ_0(ζ, –) ≡ |a_{mn}| = 0, (3.7)

a takße v toqkah vetvleniØ radikalov

α_ν = √ ζ^2 − γ^2_ν i β_ν = √ ζ^2 − δ^2_ν (3.8)

s indeksami ν = 0 i ν = 2, otveqa¸wih poluprostranstvam z < H, (ν = 0) i z > H + h, (ν = 2).

Naibolee ße bystro izmenØ¸weæsØ qast~¸ podintegral~noæ funkcii iz (3.2) okazyvaetsØ fazovyæ mnoßitel~

exp[−–ψ(ζ, x)], (3.9)

sil~no oscilliru¸wiæ na konture λ (qto kraæne zatrudnØet ocenki polØ metodami qislennogo integrirovaniØ), esli put~ integrirovaniØ v (3.2) ne sovpadaet so stacionarnoæ linieæ λ_0 naibystreæxego pod¨ema fazovoæ funkcii ψ(ζ, x). Pofftomu prihoditsØ stremit~sØ sovmestit~ put~ integrirovaniØ λ iz (3.2) s upomØnutym stacionarnym konturom, qto dolßno proizvodit~sØ putem nepreryvnoæ deformacii kontura λ v ramkah metodov konturnogo integrirovaniØ. Odnako poslednemu mogut mexat~ korni ζ = ζ_n(–) dispersionnogo uravneniØ... Qtoby izbeßat~ podobnyh pomeh i provesti konturnoe integrirovanie racional~nym obrazom neobhodimo imet~ dostatoqno toqnoe predstavlenie o raspoloßenii (i o peremewenii pri izmenenii parametra – > 0) korneæ ζ = ζ_n(–) dispersionnogo uravneniØ v rassmatrivaemoæ raboqeæ qastotnoæ polose (3.6).

Vot, my i prihodim k dvum osnovnym vspomogatel~nym problemam, rexenie kotoryh dolßno predxestvovat~ neposredstvennym qislennym ocenkam vybiraemyh volnovyh poleæ vida (3.1) i (3.2). �to, vo-pervyh, problema o raspoloßenii na ploskosti (ζ) korneæ dispersionnogo uravneniØ pri izmenenii parametra – v raboqeæ qastotnoæ polose (3.6). I, vo-vtoryh, problema vybora stacionarnyh konturov λ_0 fazovoæ funkcii, v

58 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV kotorye ishodnyæ put~ integrirovaniØ λ iz (3.2) dolßen deformirovat~sØ, qtoby izbeßat~ sil~noæ oscillØcii podintegral~- nogo vyraßeniØ.

Tret~Ø ße vspomogatel~naØ problema svØzana neposredstvenno so sluqaØmi pereseqeniØ konturom λ (pri ego nepreryvnoæ deformacii) prostyh pol¸sov podintegral~noæ funkcii v kornØh ζ = ζ_n(–) dispersionnogo uravneniØ. Takie pereseqeniØ trebu¸t, kak izvestno, uqeta vyqetov podintegral~nogo vyraßeniØ iz (3.2) v kornØh dispersionnogo uravneniØ, podvergnuvxihsØ upomØnutomu pereseqeni¸. Esli podintegral~naØ funkciØ opredelena analitiqeski v sootvetstvii s teoremoæ Kramera, kak v (3.5), to vyqet v pol¸se (1-go porØdka) v toqke ζ = ζ_0 vyqislØetsØ po formule

a_{−1} =

Δ_1(ζ_0, –) Δ^′_0(ζ_0, –) e^−–^{ψ(ζ0,x)}, (3.10) gde Δ^′_0(ζ, –) =

∂Δ_0(ζ, –) ∂ζ | | |_{ζ=ζ0} . No takoæ sposob vyqisleniØ zastavlØet obrawat~sØ k ves~ma gromozdkim analitiqeskim vyraßeniØm dlØ qislitelØ i znamenatelØ v (3.5), obrawenie k kotorym ßelatel~no bylo by svesti k minimumu. Pofftomu voznikaet vopros o tom, kakimi sposobami moßno pytat~sØ vyqislØt~ znaqeniØ trebu¸wihsØ vyqetov, esli podintegral~naØ funkciØ v (3.2) vyqislØetsØ na osnove qislennogo rexeniØ sistemy uravneniæ (3.4)? Obsußdenie podobnyh voprosov kak raz i sostavlØet soderßanie tret~eæ naxeæ vspomogatel~noæ problemy.

K detal~nomu koliqestvennomu obsußdeni¸ voprosov, otnosØwihsØ k pereqislennym vspomogatel~nym problemam, my obratimsØ v sledu¸wih razdelah stat~i. Zdes~ ße umestno sdelat~ po ih povodu nekotorye predvarittel~nye zameqaniØ, a takße zaderßat~sØ na obweæ idee razvivaemogo podhoda k koliqestvennym issledovaniØm interferencionnyh poleæ seæsmologii i seæsmorazvedki.

3. Qto kasaetsØ podhodov k izuqeni¸ interferencionnyh

Øvleniæ v sloistyh uprugih sredah, to v ih osnovu polagaetsØ principial~naØ nizkoqastotnost~ volnovyh poleæ, uqastvu- ¸wih v interferencii.

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 59 Kak izvestno, toqnoe rexenie l¸boæ zadaqi na rasprostranenie voln v paqkah tonkih odnorodnyh, plosko-parallel~nyh uprugih sloev dopuskaet predstavlenie v dvuh ffkvivalentnyh formah. Ili – v forme povtornyh integralov interferencionnogo tipa (kak v §1 i 2), kogda podintegral~naØ funkciØ vnutrennego integrala stroitsØ pri uqete usloviæ kontakta dlØ polnyh volnovyh poleæ v sloØh (naprimer, kak v (1.29)) na vseh granicah razdela sloev sredy. Ili ße – v forme naloßeniØ sootvetstvu¸wego (ogromnogo i vse vozrasta¸wego vo vremeni) mnoßestva kratnyh voln, pri rassmotrenii kotoryh graniqnye usloviØ uqityva¸tsØ dlØ kaßdogo tipa kratnyh voln po otdel~- nosti. Opisanie summarnogo volnovogo polØ v takih formah matematiqeski ffkvivalentno, qto legko dokazyvaetsØ prostym, hotØ i ves~ma gromozdkim, strogim sposobom. Odnako v fiziqeskom otnoxenii takie formy opisaniØ daleko ne vsegda ffkvivalentny... Tak, naprimer, predstavlenie otdel~noæ otraßennoprelomlennoæ (ob¨emnoæ) volny, rasprostranØ¸weæsØ v nekotorom “tolstom” sloe sredy, pri pomowi interferencionnyh povtornyh integralov (svodØwihsØ k naloßeni¸ beskoneqnogo mnoßestva interferencionnyh mod), fiziqeski – ØvnaØ bessmyslica, nesmotrØ na matematiqesku¸ ffkvivalentnost~ (v nekotorom vremennom promeßutke) takogo predstavleniØ – prØmomu ee predstavleni¸ v forme prostogo neinterferencionnogo povtornogo integrala ...

Vsledstvie fftogo sleduet sqitat~ opravdannym (i daße neobhodimym) interferencionnye predstavleniØ volnovyh poleæ primenØt~ tol~ko v takih prostranstvenno-vremennyh oblastØh sloistoæ sredy, v kotoroæ otraßenno-prelomlennye volny deæstvitel~no interferiru¸t drug s drugom. Pri fftom estestvenno polagat~, qto fakt naliqiØ (ili otsutstviØ) interferencii v rassmatrivaemyh volnovyh polØh moßet byt~ ustanovlen kaqestvenno na osnove primitivno-luqevogo (prikidoqnogo) opisaniØ processov prohoßdeniØ ob¨emnymi volnami tonkih sloev sredy.

Na osnovanii takogo kaqestvennogo rassmotreniØ processov prohoßdeniØ otraßenno-prelomlennymi volnami uprugogo sloØ (ν = 1) zadaqi dlØ trehsloænoæ sredy iz §1 vyØsnØetsØ, qto v oblastØh umerennyh ffpicentral~nyh rasstoØniæ (ne prevyxa- ¸wih neskol~kih udvoennyh rasstoØniæ istoqnika i priemni-

60 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV ka ot sloØ) otraßennye volny interferiru¸t v sloe tol~ko v sluqae dostatoqnoæ nizkoqastotnosti pada¸weæ na sloæ perviqnoæ volny (ili – v sluqae dostatoqno maloæ tolwiny h sloØ), kogda vypolnØ¸tsØ usloviØ tipa (3.6). V sluqae nizkoskorostnogo sloØ (ν = 1) uslovie (3.6) sohranØet smysl i na l¸byh ffpicentral~nyh rasstoØniØh. V sluqae ße vysokoskorostnogo, daße sovsem ne tonkogo, sloØ (dlØ kotorogo uslovie (3.6) ne vypolnØetsØ) otraßennye granicami sloØ volny vse ße naqina¸t interferirovat~ drug s drugom na dostatoqno bol~xih ffpicentral~nyh rasstoØniØh. Odnako ffto moßno rassmatrivat~ skoree kak “iskl¸qenie iz pravila”.

Takim obrazom, sootnoxeniØ tipa (3.6), vyraßa¸wie uslovie dostatoqnoæ nizkoqastotnosti volnovyh poleæ, uqastvu¸- wih v interferencii, ØvlØetsØ osnovnym kriteriem neobhodimosti opisaniØ volnovyh processov v ramkah interferencionnyh povtornyh integralov iz §1 i 2. Pofftomu k koliqestvennomu izuqeni¸ takih integralov sleduet obrawat~sØ tol~ko v sluqae dostatoqnoæ nizkoqastotnosti volnovogo polØ, v smysle usloviØ vida (3.6).

4. Vsledstvie principial~noæ nizkoqastotnosti (v smysle

izloßennogo) volnovyh poleæ, poroßda¸wih interferencionnye ØvleniØ v sloistyh sredah, voznikaet qetkoe predstavlenie ob otnositel~noæ gladkosti i “medlennosti izmeneniØ” (pri izmenenii argumentov ζ i –) naibolee sloßnogo po konstrukcii (i naibolee gromozdkogo) qlena vida (3.5) podintegral~noæ funkcii integrala iz (3.2). V fftom ubeßda¸t, v qastnosti, predstavleniØ znamenatelØ Δ_0(ζ, –) iz (3.5) (ØvlØ¸wegosØ levoæ qast~¸ dispersionnogo uravneniØ zadaqi), privedennye v p. 2 iz §4.

Na osnovanii ße gladkosti takih funkciæ, ravno kak i ih sostavnyh qasteæ (sm. predstavleniØ (4.15)–(4.22) iz §4) moßno utverßdat~, qto naibolee trudoemkaØ (i gromozdkaØ) operaciØ vyqisleniØ proizvodnyh po ζ ot determinantov, vhodØwih v rexeniØ zadaq rassmatrivaemogo tipa, mogut vypolnØt~sØ metodami prØmogo qislennogo differencirovaniØ. PoslednØØ operaciØ, kak izvestno, neustoæqiva i k neæ ne rekomenduetsØ pribegat~ pri vyqisleniØh. Odnako takoe zakl¸qenie otnositsØ k sluqaØm bystroizmenØ¸wihsØ (negladkih) funkciæ pritom takih, proizvodnye kotoryh trebuetsØ znat~ s vysokoæ stepen~¸ toqnosti. V interferencionnyh ße zadaqah obsußdaemogo ti-

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 61 pa vysoko-toqnye znaqeniØ proizvodnyh po ζ ot determinantov vovse i ne trebu¸tsØ. Deæstvitel~no, znaqenie proizvodnoæ

∂Δ_0(ζ, –) ∂ζ neobhodimo znat~: vo-pervyh, pri vyqislenii po (3.10) vyqeta podintegral~noæ funkcii iz (3.2) v korne uravneniØ (3.7), peresekaemom konturom λ pri deformacii ego v stacionarnu¸ lini¸ fazovoæ funkcii ψ(ζ, x). I, vo-vtoryh, pri prodolßenii znaqeniØ ζ = ζ_0 kornØ ζ = ζ_n(–) dispersionnogo uravneniØ, izvestnogo v nekotoroæ naqal~noæ toqke – = –_0 ego linii l_n korneæ, vdol~ vybrannogo otrezka fftoæ linii. V oboih sluqaØh zdes~ dostatoqno raspolagat~ znaqeniØmi proizvodnoæ lix~ s dvumØ-tremØ znaqawimi ciframi. V 1-om sluqae – potomu, qto proizvodnaØ vhodit v rezul~tiru¸wee (stacionarnoe) pole seæsmiqeskoæ zadaqi, v kotoroæ pogrexnost~ v 1–2% v rexenii – nesbytoqnaØ meqta v seæsmiqeskoæ praktike. Vo vtorom ße sluqae osobo toqnoe znaqenie proizvodnoæ, oqevidno, ne trebuetsØ, esli prodolßenie znaqeniæ kornØ v oblast~ – > –_0 (ili – < –_0) osuwestvlØetsØ qislenno (naprimer, po N~¸tonu) v ramkah shemy, predusmatriva¸weæ proverku toqnosti (i trebu¸wihsØ utoqneniæ) v znaqenii kornØ na kaßdom xage ego opredeleniØ, ili ße – posle (korotkoæ) serii takih xagov.

5. Osnovnoæ i naibolee sloßnoæ iz vspomogatel~nyh problem

ØvlØetsØ, koneqno, izuqenie korneæ dispersionnogo uravneniØ (3.7). LevaØ qast~ takogo uravneniØ – regulØrnaØ funkciØ peremennyh ζ i –, opredelennaØ na xestnadcati-listnoæ rimanovoæ poverhnosti (ζ), postroennoæ na toqkah vetvleniØ 4-h radikalov α_ν i β_ν iz (1.15) ili (3.8) pri indeksah ν = 0 i ν = 2, otveqa¸wih poluprostranstvam 3-h sloænoæ sredy iz §1. Na kaßdom takom liste korni uravneniØ (3.7) mogut byt~ podrazdeleny na dva klassa. Na klass osobyh korneæ, soderßawiæ koneqnoe (i otnositel~no nebol~xoe) qislo korneæ, raspolaga¸wihsØ, v osnovnom, na koneqnyh rasstoØniØh ot naqala koordinat ζ = 0 i udovletvorØ¸wih pri – = 0 algebraiqeskomu uravneni¸

Δ_0(ζ, 0) = 0, (3.11)

kotoroe poluqaetsØ iz uravneniØ (3.7), esli v nem poloßit~

– = 0. I – na klass beskoneqnogo (sqetnogo) mnoßestva neosobyh

62 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV korneæ ζ = ζ_n(–), udovletvorØ¸wih sootnoxeniØm –ζn(–) → knh ≠ 0 pri – → 0, dlØ kotoryh mogut byt~ poluqeny asimptotiqeskie

predstavleniØ pri – → 0 i ζ → ∞ ili nekotorye drugie predstavleniØ, pozvolØ¸wie opredelØt~ “naqal~noe” poloßenie kaßdogo neosobogo kornØ ζ = ζ_n pri nekotorom znaqenii – = –_n. Esli ße naqal~nye znaqeniØ (ζ_n, –_n) neosobyh korneæ, ili zna-

qeniØ (^∘ζ_k, – = 0) osobyh korneæ opredeleny, to posledu¸wie znaqeniØ korneæ ζ = ζ_n(–), kak funkciæ parametra –, mogut byt~ ffffektivno opredeleny metodom “prodolßeniØ po parametru –” znaqeniæ ζ = ζ_n(–) kornØ uravneniØ (3.7). Takoæ metod uße primenØlsØ s uspehom v zadaqah iz [4].

Takim obrazom, v sluqaØh interferencionnyh volnovyh poleæ, dispersionnoe uravnenie tipa (3.7) kotoryh opredeleno na rimanovoæ poverhnosti (ζ), sostoØweæ iz nebol~xogo qisla (2– 4) listov, a osobye korni uravneniØ vida (3.7) kotoryh legko opredelØ¸tsØ, ewe moßno primenØt~ podhod, kogda korni dispersionnogo uravneniØ izuqa¸tsØ, kak by “vprok”, ewe do uqeta trebovaniæ, svØzannyh s deformacieæ puti integrirovaniØ λ iz (3.2) v stacionarnye kontury fazovoæ funkcii iz (3.3). Imenno tak provodilos~ izuqenie interferencionnyh volnovyh poleæ v (nesloßnyh) zadaqah iz [4]. Pri fftom suwestvenno ispol~zovalsØ fakt, qto neosobye korni ζ = ζ_n(–) dispersionnogo uravneniØ zadaqi (kak uravneniØ – v regulØrnyh funkciØh) raspolaga¸tsØ na ploskosti (ζ) diskretno, i potomu oni tak ße diskretno, t.e. posledovatel~no po – > 0 (qerez inetrvaly Δ– ∼ π) prihodØt iz beskoneqnosti v oblasti (V), peresekaemye konturom λ iz (3.2) pri ego nepreryvnoæ deformacii v stacionarnye puti integrirovaniØ...

V sluqae ße rassmatrivaemoæ zdes~ zadaqi dlØ trehsloænoæ sredy iz §1 (otqasti i zadaqi dlØ dvuhsloænoæ sredy) takoæ podhod praktiqeski neopravdan, vsledstvie trudnosteæ opredeleniØ osobyh korneæ iz uravneniØ (3.11), ego gromozdkosti i kraæneæ neffffektivnosti. Pri ego provedenii prihoditsØ vypolnØt~ mnoßestvo izlixneæ vyqislitel~noæ raboty, tak kak lix~ malaØ qast~ vseh korneæ ζ = ζ_n(–), raspolaga¸wihsØ na razliqnyh listah rimanovoæ poverhnosti (ζ), zahodit v oblasti (V), peresekaemye konturom (λ) pri ego nepreryvnoæ deforma-

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 63 cii. Pri fftom predugadat~ zaranee, kakie korni dispersionnogo uravneniØ iz razliqnyh listov rimanovoæ poverhnosti (ζ) zahodØt v oblasti (V), a kakie ne zahodØt, net drugogo puti, krome prØmoæ proverki fftogo fakta. A takaØ proverka trebuet prØmogo kontrolØ, t.e. – sleßeniØ za kaßdym kornem ζ = ζ_n(–), vhodØwim v oblast~ (V) i vyhodØwim iz nee. Pri fftom Øsno, qto analogiqnyæ kontrol~ neobhodim i pri l¸bom podhode k probleme korneæ, tak kak dlØ uqeta vklada v volnovoe pole ot vyqetov podintegral~nyh vyraßeniæ iz (3.2) v kornØh dispersionnogo uravneniØ, peresekaemyh konturom λ pri ego deformacii, neobhodimo raspolagat~ dostovernymi svedeniØmi obo vseh parametrah korneæ ζ = ζ_n(–), popada¸wih v oblasti (V).

6. Vsledstvie izloßennogo, v probleme koliqestvennoæ ocen-

ki volnovyh poleæ vida (3.2) voznikaet ideØ otkaza ot polnogo izuqeniØ raspoloßeniØ (i peremeweniØ) na ploskosti (ζ) vseh korneæ dispersionnogo uravneniØ, pri zamene fftogo voprosa na izuqenie tol~ko takih korneæ, kotorye deæstvitel~no zahodØt v upominavxiesØ oblasti (V). RealizaciØ takoæ idei, estestvenno, trebuet, preßde vsego, vyØsneniØ voprosa ob oblastØh (V), v kotoryh nußno znat~ raspoloßenie korneæ dispersionnogo uravneniØ, a takße – voprosa o vybore racional~nogo algoritma kontrolØ za kornØmi, posewa¸wimi takie oblasti (V). Pri fftom pervyæ vopros okazyvaetsØ svØzannym s vyØsneniem raspoloßeniØ na ploskosti (ζ) (toqnee, – na osnovnom ee liste i na listah, neposredstvenno k nemu prilega¸wih) stacionarnyh liniæ naibystreæxego vozrastaniØ vewestvennoæ qasti funkcii ψ(ζ, x) iz (3.2) i (3.3), a takße – s ustanovleniem oblasteæ ploskosti (ζ), v kotoroæ ffksponencial~nyæ mnoßitel~ iz (3.9), (3.3) uße dopustimo sqitat~ isqeza¸we-malym.

Vopros ße ob algoritme kontrolØ za poseweniem oblasteæ (V) kornØmi ζ = ζ_n(–) dispersionnogo uravneniØ, estestvenno, dolßen byt~ svØzan, tak ili inaqe, s teoremami Koxi ili Ruxe o qisle korneæ, ili pol¸sov regulØrnoæ funkcii vnutri zamknutogo kontura l, zadannogo na kompleksnoæ plokosti (ζ).

7. V svete izloßennogo sleduet neskol~ko peresmotret~ i pri-

kladnoe znaqenie rexeniØ vtoroæ vspomogatel~noæ problemy iz p. 2, svØzannoæ s vyborom stacionarnyh konturov fazovoæ funkcii ψ(ζ, x) iz (3.3) v obweæ probleme koliqestvennogo izuqeniØ interferencionnyh volnovyh poleæ vida (3.2), (3.1). �to zna-

64 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV qenie, oqevidno, ne svoditsØ tol~ko k bor~be s “neopravdannoæ oscillØcieæ” podintegral~noæ funkcii iz (3.2) na puti integrirovaniØ λ. SvedeniØ o raspoloßenii takih konturov na ploskosti (ζ), poluqaemye fflementarno uße na naqal~nyh stadiØh izuqeniØ integrala (3.2), da¸t qetkoe predstavlenie ob oblastØh mnogolistnoæ ploskosti (ζ), kotorye konturu λ predstoit peresekat~ pri nepreryvnoæ ego deformacii v upominavxiesØ stacionarnye linii. V rezul~tate fftogo stanovØtsØ izvestnymi i oblasti (V) ploskosti (ζ), v kotoryh sleduet opredelØt~ korni ζ = ζ_n(–) dispersionnogo uravneniØ, neobhodimye dlØ ocenki volnovyh poleæ tipa (3.1) i (3.2) predlagaemymi metodami.

Pomimo ße ukazannogo stacionarnye linii fazovoæ funkcii ψ(ζ, x) iz (3.2) igra¸t suwestvennu¸ rol~ i v (pravil~nom) fiziqeskom tolkovanii rezul~tatov vyqisleniØ (ocenki) poleæ (3.1), (3.2).

Deæstvitel~no, stacionarnye linii λ_0 fazovyh funkciæ vida (3.3) xiroko primenØlis~ (sm. [5, 6]) pri koliqestvennyh (asimptotiqeski-vysokoqastotnyh) ocenkah ob¨emnyh neinterferencionnyh volnovyh poleæ. Takie polØ predstavlØ¸tsØ povtornymi integralami vida (3.1), (3.2) (ili, qawe, podobnymi ße integralami, no predstavlennymi v forme metoda konturnyh integralov), v kotoryh funkcii X_n(ζ, –) iz vnutrennih integralov okazyva¸tsØ algebraiqeskimi funkciØmi, ne ime¸- wimi mnoßestva (interferencionnyh) pol¸sov na kompleksnoæ ploskosti (ζ), i ubyva¸wimi na beskoneqnosti dostatoqno bystro. Pri ih izuqenii stavilos~ cel~¸ poluqit~ ocenki poleæ v okrestnosti volnovyh frontov, rassmatrivaemyh, kak poverhnosti razryvov, ili kvazirazryvov polØ, ili ego proizvodnyh. A ffto, kak izvestno, svoditsØ k ocenke vnutrennego integrala tipa (3.2) pri bol~xih znaqeniØh qastotnogo parametra – (asimptotiqeski pri – → ∞). Analitiqeskie priblißennye ocenki takih integralov naibolee ffffektivno proizvodØtsØ v ramkah metoda perevala, v kotorom ishodnyæ put~ integrirovaniØ svoditsØ (nepreryvnoæ deformacieæ) k stacionarnym liniØm fazovoæ funkcii iz (3.2), vdol~ kotoryh fazovoæ mnoßitel~ (3.9) ne oscilliruet, i izmenØetsØ po modul¸ naibolee bystro. Poslednee ße svoæstvo s dopolnitel~nym predpoloßeniem o bol~xoæ veliqine parametra – kak raz i pozvolØet poluqat~ koliqestvennye ocenki integralov vida (3.2) analitiqeskimi metodami (s toq-

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 65 nost~¸, tem bolee vysokoæ, qem bol~xe veliqina – > 0). Pri fftom metod perevala privodit ne tol~ko k ocenke integralov, rasprostranennyh po stacionarnym konturam, no i ustanavlivaet fiziqeskiæ smysl takih ocenok...

Tak vot, zaimstvovanie iz metoda perevala idei perehoda v interferencionnyh integralah tipa (3.2), (3.5) k integrirovani¸ po stacionarnym konturam fazovoæ funkcii (s cel~¸ bor~- by s oscillØcionnymi zatrudneniØmi pri vyqislenii integralov qislenno), avtomatiqeski privodit i k zaimstvovani¸ (toqnee – k ffkstrapolØcii v nizkoqastotnu¸ oblast~) i fiziqeskogo smysla rezul~tatov vyqisleniØ takih integralov. RazliqiØ osta¸tsØ lix~ v tom, qto v (klassiqeskih) vysokoqastotnyh issledovaniØh ocenki integralov proizvodØtsØ analitiqeski, a okonqatel~nye rezul~taty tolku¸tsØ fiziqeski v terminah, blizkih k luqevomu opisani¸ poleæ. V sluqae ße nizkoqastotnyh interferencionnyh poleæ ocenki integralov (po stacionarnym konturam) prihoditsØ vypolnØt~ qislenno, a okonqatel~- nye rezul~taty opredelØ¸t pole v neizuqennoæ ewe oblasti, v kotoroæ, v kakoæ-to mere, sohranØ¸tsØ ewe nekotorye qerty luqevogo opisaniØ volnovyh poleæ. V kakoæ mere? ffto kak raz i predstoit vyØsnØt~ i ocenivat~ ...

OstaetsØ otmetit~, qto s ocenkami neinterferencionnyh volnovyh poleæ v prifrontovyh ih zonah po metodu perevala moßno oznakomit~sØ po serii publikaciæ za 1950–1970 gg. v special~- nom ßurnale “Voprosy dinamiqeskoæ teorii rasprostraneniØ voln”, izdavaemom Len. otdeleniem Matematiqeskogo Instituta AN SSSR, a takße po knige [3]. Vsledstvie fftogo po povodu racional~nogo vybora stacionarnyh konturov fazovyh funkciæ iz (3.3) dostatoqno ograniqit~sØ zdes~ lix~ nebol~xim obwim zameqaniem.

8. StacionarnaØ liniØ ζ = ζ(p) naibystreæxego vozrastaniØ

analitiqeskoæ funkcii ψ(ζ, x), prohodØwaØ qerez zadannu¸ toqku ζ = ζ_0, opredelØetsØ, kak izvestno, usloviØmi

Im ψ(ζ, x) = Im ψ(ζ_0, x), Re[ψ(ζ, x) − ψ(ζ_0, x)] > 0, (3.12)

ili – kak rexenie sledu¸weæ zadaqi Koxi dζ dp = [ ∂ψ(ζ, x) ∂ζ ]_{−1} , (dp > 0); ζ | |_{p=p0} = ζ_0. (3.13)

66 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV

V sluqae fazovoæ funkcii ψ = ψ_0(ζ, x) iz (3.3) vybor trebu¸- wihsØ stacionarnyh konturov trivialen. FunkciØ ψ_0(ζ, x) imeet sedlovu¸ toqku

ζ_0 = γ_0 x R , (R = √ x^2 + 4H^2). (3.14)

opredelØemu¸ iz usloviØ ψ^′_ζ (ζ, x) = 0, qerez kotoru¸ prohodit (pod uglom φ = π/4 k vewestvennoæ osi) stacionarnaØ liniØ λ_0 naibystreæxego vozrastaniØ funkcii Re ψ_0(ζ, x). �ta liniØ naqinaetsØ na beskoneqnosti 3-go kvadranta osnovnogo lista ploskosti (ζ), prohodit qerez toqki

ζ_1 = −iγ_0 x 2H , ζ = ζ_0, ζ = ζ_2 = γ_0 R x oseæ koordinat; v toqke ζ = ζ_2 ona peresekaet razrez i uhodit na beskoneqnost~ v 4-om kvadrante 2-go lista kompleksnoæ ploskosti (ζ). Esli podintegral~naØ funkciØ X_n(ζ, x) iz (3.2) imeet ewe toqki vetvleniØ ζ = γ i ζ = δ, udovletvorØ¸wie neravenstvam γ < ζ_0 i δ > ζ_2, to razrezy s verxinami v toqkah ζ = γ i ζ = δ (provedennye pervonaqal~no vdol~ poloßitel~noæ qasti vewestvennoæ osi) sleduet deformirovat~ v poluploskost~ Im ζ < 0 do sovmeweniØ so stacionarnymi liniØmi l_γ i l_δ fazovoæ funkcii ψ_0(ζ, x), vyhodØwimi iz toqek ζ = γ i ζ = δ. V rezul~tate, racional~naØ deformaciØ ishodnogo puti integrirovaniØ λ iz (3.2) dolßna proizvodit~sØ v stacionarnyæ kontur λ_0 (prohodØwiæ qerez sedlovu¸ toqku), a takße – v petli Γ_γ i Γ_δ, ohvatyva¸wie prodeformirovannye razrezy l_γ i l_δ. (Sm. ris. 1, gde strelki oboznaqa¸t napravleniØ naibystreæxego vozrastaniØ funkcii Re ψ_0(ζ, x).

Neskol~ko bolee sloßnym okazyvaetsØ sluqaæ fazovoæ funkcii ψ_2(ζ, x) iz (3.3), v kotorom, radi opredelennosti polagaetsØ

γ_0 < δ_2. (3.15)

Pri ego obsußdenii narØdu s ψ_2(ζ, x) udobno rassmatrivat~ i useqennu¸ fazovu¸ funkci¸ ψ = ixζ + H_1 √ ζ^2 − δ^2 , (3.16)

ime¸wu¸ proizvodnu¸ i sedlovu¸ toqku

ψ^′_ζ = ix + H_1 ζ √ ζ^2 − δ^2

≡ ib(ζ); ζ̂_0 = δ_2 x R_2

, (R_2 = √ x^2 + H^2_1 ),

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 67 dlØ kotoryh spravedlivo: b(ζ) > 0, esli 0 < ζ < ζ̂_0 i b(ζ) < 0, esli okazyvaetsØ ζ̂_0 < ζ < δ_2.

Sedlovye toqki fazovoæ funkcii ψ_2(ζ, x) opredelØ¸tsØ iz uravneniØ ψ^′_2 ≡ ix + H ζ √ ζ^2 − γ^2_0

+ H_1 ζ √ ζ^2 − δ^2

= 0, (3.17)

v kotorom razrezy ot toqek vetvleniØ ζ = γ_0 i ζ = δ_2 radikalov celesoobrazno deformirovat~ v poluploskost~ Im ζ < 0 i sovmewat~ so stacionarnymi liniØmi l_{γ0} i l_{δ2} naibystreæxego vozrastaniØ funkcii Re ψ_2(ζ, x), vyhodØwimi iz toqek ζ = γ_0 i ζ = δ_2.

Legko videt~, qto pri l¸byh znaqeniØh x > 0 uravnenie (3.16) imeet (osnovnu¸) sedlovu¸ toqku

ζ = ζ_0(x) < γ_0, (3.18)

raspoloßennu¸ v promeßutke (0, γ_0) i taku¸, qto ζ_0(x) → γ_0 pri x → ∞. Znaqenie sedlovoæ toqki opredelØetsØ qislenno, ravno kak i raspoloßenie stacionarnoæ linii λ_0 = λ_0(x) naibystreæxego vozrastaniØ funkcii Re ψ_2(ζ, x), prohodØweæ qerez fftu toqku. LiniØ λ_0 naqinaetsØ na beskoneqnosti 3-go kvadranta osnovnogo lista ploskosti (ζ); zatem ona prohodit qerez 3-iæ i 4-yæ kvadranta k sedlovoæ toqke iz (3.18). V toqke ζ = ζ_0(x) ona peresekaet vewestvennu¸ os~ pod uglom χ = π/4 i vyhodit v 1-yæ kvadrant, gde dal~neæxee ee raspoloßenie zavisit ot parametrov zadaqi.

Esli okazyvaetsØ

ζ̂_0 = δ_2 x R_2 < γ_0 t.e. x < x^0 = γ_0 δ_2 H √ 1 − (_{γ0} δ2 )_2

, (3.19)

gde ζ̂_0 – sedlovaØ toqka useqennoæ fazovoæ funkcii iz (3.16), to uqastok kontura λ_0 v 1-om kvadrante imeet vid dugi, obhodØweæ toqki ζ = γ_0 i ζ = δ_2 sverhu. Pri fftom liniØ λ_0 peresekaet vewestvennu¸ os~ vtoriqno v nekotoroæ toqke ζ = ζ_2 > δ_2 i uhodit na beskoneqnost~ v 4-om kvadrante 3-ego lista ploskosti (ζ), “raskryvxegosØ” posle ukazannogo vyxe povorota razreza

68 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV (δ_2, ∞) do sovpadeniØ ego so stacionarnoæ linieæ l_{δ2} . Zdes~ situaciØ okazyvaetsØ shoßeæ so sluqaem fazovoæ funkcii ψ_0(ζ, x), vsledstvie qego i problema racional~noæ deformacii ishodnogo puti integrirovaniØ λ ih (3.2) rexaetsØ tak ße, kak i vyxe.

Pri dal~neæxem vozrastanii znaqeniØ x > x_0 (kogda okazyvaetsØ ζ̂_0 > γ_0 i kontur λ_0 poluqaet “potencial~nu¸” vozmoßnost~ peresekat~ promeßutok (γ_0, ζ̂_0) ∈ (γ_0, δ_2) sverhu vniz) vypuklyæ uqastok linii λ_0 nad promeßutkom (γ_0, δ_2) naqinaet progibat~- sØ v storonu oblasti Im ζ < 0. A pri dostißenii parametrom x nekotorogo predel~nogo znaqeniØ x̂ (t.e. pri x = x̂+0) raspoloßenie linii λ_0 na ee uqastke ot okrestnosteæ toqek ζ = γ_0 i ζ = δ_2 do beskoneqnosti (v 4-om kvadrante) izmenØetsØ skaqkom. Pri znaqeniØh x > x̂ ffta liniØ perestaet obhodit~ (sverhu) toqku vetvleniØ ζ = δ_2, a srazu posle obhoda toqki ζ = γ_0 napravlØetsØ na beskoneqnost~ v polose meßdu prodevormirovannymi razrezami (γ_0, ∞) i (δ_2, ∞). Takoe povedenie stacionarnyh liniæ regulØrnyh funkciæ v oblastØh, ne soderßawih ih osobyh toqek, vozmoßno tol~ko pri uslovii, qto stacionarnyæ kontur λ_0 fazovoæ funkcii ψ_2(ζ, x) vstreqaet pri x = x̂ v upomØnutoæ polose vtoru¸ sedlovu¸ toqku fazovoæ funkcii ψ = ψ_2(ζ, x). Pofftomu, esli obnarußivaetsØ podobnyæ ffffekt, to sleduet opredelit~ (tem ili inym sposobom) vtoru¸ sedlovu¸ toqku (v ukazannoæ polose) i postroit~ stacionarnyæ kontur λ^{(2)}_0 naibystreæxego vozrastaniØ funkcii Re ψ_2(ζ, x), prohodØweæ qerez nee. V rezul~- tate, pri predel~nom znaqenii x = x̂ poluqaetsØ kartina raspoloßeniØ stacionarnyh liniæ λ_0 i λ^{(2)}_0 , izobraßennaØ (sugubo kaqestvenno) na ris. 2 ßirnymi krivymi, prohodØwimi qerez sedlovye toqki ζ = ζ_0 i ζ = ζ^{(2)}_0 . (Na fftom ße ris. 2 tonkoæ linieæ izobraßen kontur λ_0 pri znaqenii x < x̂, a preryvistoæ linieæ – kontur λ_0 pri znaqenii x > x̂. Zavisimost~ ot x sedlovoæ toqki ζ = ζ^{(2)}_0 i vida kontura λ^{(2)}_0 v kaqestvennom otnoxenii ne imeet suwestvennogo znaqeniØ. Pofftomu ona na ris. 2 ne ill¸striruetsØ.)

DlØ rexeniØ voprosa o racional~noæ deformacii ishodnogo puti integrirovaniØ λ integrala iz (3.2) neobhodimo uqityvat~ ewe i raspoloßenie osta¸wihsØ dvuh toqek vetvleniØ ζ = γ_2 i ζ = δ_0 funkcii X_n(ζ, –) iz (3.2). Esli ffti toqki osta¸tsØ neohvaqennymi (sverhu na ploskosti (ζ)) stacionarnymi kontu-

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 69

Ris. 1.

Ris. 2.

rami λ_0 i λ^{(2)}_0 , to prinadleßawie im razrezy (γ_2, ∞) i (δ_0, ∞) deformiru¸tsØ v linii l_{γ2} i l_{δ0} naibystreæxego vozrastaniØ

70 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV funkcii Re ψ_2(ζ, x). Posle fftogo ishodnyæ put~ integrirovaniØ λ iz (3.2) deformiruetsØ v posledovatel~no obhodimye stacionarnye linii λ_0 + λ^{(2)}_0 , a takße v petli Γ_{γ2} i Γ_{δ0} , ohvatyva¸wie prodeformirovannye razrezy l_{γ2} i l_{δ0} . Soverxenno tak ße postupa¸t i v sluqae, kogda neohvaqennaØ konturami λ_0 i λ^{(2)}_0 toqka vetvleniØ raspolagaetsØ v promeßutke (γ_0, δ_2)...

Zdes~ ostaetsØ lix~ prisovokupit~, vo-pervyh, qto po opisannym kaqestvenno deformaciØm ishodnogo puti integrirovaniØ λ iz (3.2) v stacionarnye linii fazovoæ funkcii ψ(ζ, x) kak raz i opredelØetsØ “kusoqnaØ” oblast~ (B), v kotoroæ neobhodimo znat~ raspoloßenie i peremewenie (pri vozrastanii parametra

– > 0 v raboqeæ qastotnoæ polose (3.6)) korneæ ζ = ζn(–) dispe-

rsionnogo uravneniØ (3.7) rassmatrivaemoæ zadaqi. Pri fftom oblast~ (B) dolßna opredelØt~sØ (kaqestvenno) v samom naqale podgotovitel~nogo fftapa k koliqestvennoæ ocenke volnovyh poleæ tipa (3.1) i (3.2). I, vo-vtoryh, qto podobnye voprosy obsußda¸tsØ v [7] (t.e. – vo vtoroæ qasti nastoØwego issledovaniØ) na koliqestvennom urovne v sluqaØh konkretno zadannyh fazovyh funkciæ ψ(ζ, x) rassmatrivaemyh zadaq.

§4. Problemy koliqestvennogo izuqeniØ korneæ dispersionnyh uravneniæ

V §3 privedeny soobraßeniØ, ustanavliva¸wie rol~ korneæ dispersionnyh uravneniæ rassmatrivaemyh zadaq v processe koliqestvennogo izuqeniØ postroennyh v nih volnovyh poleæ. Pofftomu teper~ neobhodimo obsudit~ vozmoßnye sposoby issledovaniØ poluqennyh (nezavisimyh) dispersionnyh uravneniæ s tem, qtoby vybrat~ naibolee ffffektivnye podhody k postroeni¸ i k ocenke ih korneæ ζ = ζ_n(–), kak funkciæ qastotnogo parametra – > 0. Pri fftom interesovat~sØ sleduet, preßde vsego, kornØmi, raspoloßennymi v oblastØh (V) ploskosti (ζ), kotorye pereseka¸tsØ putem integrirovaniØ (λ) vnutrennih (spektral~- nyh) integralov metoda Lemba pri ego deformacii v stacionarnye linii fazovyh funkciæ.

Qto ße kasaetsØ nezavisimyh dispersionnyh uravneniæ, to takovyh okazalos~ qetyre. Vo-pervyh, uravnenie (1.19) s matriceæ (1.18) i uravnenie (1.37) s matriceæ (1.38) sootvetstvenno dlØ poleæ tipa SV v dvuhsloænoæ i v trehsloænoæ sredah, vozbußdaemyh ploskim ili osesimmetriqeskim vozdeæstviem vida

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 71 (1.2), (1.4). V toqnosti takie ße uravneniØ okazalis~ i osnovnoæ sostavnoæ qast~¸ dispersionnyh uravneniæ zadaq iz §2, otveqa¸wih vozbußdeni¸ dvuhsloænoæ i trehsloænoæ uprugih sred kasatel~nym vozdeæstviem vida (2.1), (1.4). I, vo-vtoryh, – dva prostyh uravneniØ iz (2.47) i (2.69) dlØ voln tipa SH, vozbußda¸wihsØ v sloistyh sredah narØdu s volnami tipa SV pri kasatel~nyh vozdeæstviØh (2.1), (1.4) nad sredoæ.

Poslednie uravneniØ my vypixem zdes~ v dvuh ffkvivalentnyh formah D̃_2(ζ, –) ≡ μ_1β_1sh–β_1 + μ_2β_2ch–β_1 = 0, ili e^2–^{β1} = a_2(ζ) ≡ μ_1β_1 − μ_2β_2 μ_1β_1 + μ_2β_2

, (4.1)

v sluqae dvuhsloænoæ sredy, i v formah

D̃_3(ζ, –) ≡ μ_1β_1(μ_2β_2 + μ_0β_0)ch–β_1 + (μ_2β_2μ_0β_0 + μ^2_1β^2_1 )sh–β_1 = 0 ili e^2–^{β1} = a_3(ζ) ≡ μ_1β_1 − μ_0β_0 μ_1β_1 + μ_0β_0 · μ_1β_1 − μ_2β_2 μ_1β_1 + μ_2β_2

, (4.2)

v sluqae trehsloænoæ sredy. Pri fftom zametim, qto takie uravneniØ, otnosØwiesØ k tipu prosteæxih dispersionnyh uravneniæ, rassmotrennyh v [1] (§6 i 7), uße izuqalis~ v [1] i [4]. Pofftomu vse rezul~taty, neobhoßimye dlØ posledu¸wego, dostatoqno budet lix~ kratko formulirovat~.

Inaqe obstoit delo v sluqae dispersionnyh uravneniæ (1.19) i (1.37) dlØ voln tipa SV . Takie uravneniØ, po-vidimomu, ewe ne podvergalis~ obstoØtel~nomu izuqeni¸. A ih analitiqeskie predstavleniØ nastoØl~ko sloßny i gromozdki, qto v takom izuqenii edva li moßno rasqityvat~ na poluqenie inyh rezul~- tatov, krome qislennyh. Pofftomu prihoditsØ ispytyvat~ vse myslimye podhody k probleme izuqeniØ korneæ, priqem naqinat~ nußno s privedeniØ uravneniæ k neskol~ko bolee obozrimomu vidu. Odnako snaqala zdes~ polezno napomnit~ (hotØ by na primere zadaqi dlØ trehsloænoæ sredy iz p. 5 §1) sootnoxeniØ meßdu levymi qastØmi dispersionnyh uravneniæ, zapisannyh v forme metoda konturnyh integralov i metoda Lemba. Takimi sootnoxeniØmi moßno budet vospol~zovat~sØ i v probleme poiska korneæ upomØnutyh uravneniæ.

72 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV

1. Potencialy φν i ψν (ν = 0, 1 i 2) polØ smeweniæ zadaqi iz

p. 5 §1 v perviqnoæ forme (s, k) metoda konturnyh integralov^{∗)} predstavleny formulami (1.5), (1.26), (1.27), vosem~ kofffficientov X^+_0 , Y^+_0 , X^±_1 , Y^±_1 , X^−_2 , Y^−_2 kotoryh opredelØ¸tsØ iz lineænoæ neodnorodnoæ algebraiqeskoæ sistemy uravneniæ (1.30), (1.31). Opredelitel~ takoæ sistemy Δ̃_0(s, k), kotoryæ net neobhodimosti zdes~ vypisyvat~, zavedomo ne imeet korneæ v poluploskosti Re s > 0

tak, qto korni dispersionnogo uravneniØ

Δ̃_0(s, k) = 0 (4.3)

v perviqnoæ forme metoda konturnyh integralov mogut raspolagat~sØ lix~ v oblasti Re s ⩽ 0,(k > 0) kompleksnoæ peremennoæ s. Pri izuqenii volnovyh poleæ s cel~¸ poluqeniØ fiziqeskih sledstviæ ot predstavleniØ poleæ v peremennyh (s, k), kak uße upominalos~ v p. 6 §1, perehodØt k ih predstavleniØm ili v kanoniqeskoæ forme metoda konturnyh integralov, ili v forme metoda Lemba. V pervom sluqae takoæ perehod osuwestvlØetsØ putem zameny v (1.26), (1.27), (1.30) i (1.31) peremennyh integrirovaniØ (s, k) → (η, k) po formulam

s = kv_{s1}η, α̃_ν = k^0α_ν , β̃_ν = k^0β_ν , (k > 0), (4.4)

(v kotoryh radikaly α̃_ν, β̃_ν iz (1.10), (1.11) vyraßa¸tsØ qerez

radikaly^0α_ν ,^0β_ν iz (1.33), (1.34)), privodØwim k predstavleni¸ dispersionnogo uravneniØ v vide

Δ^c_0(η, k) = k^{−12}Δ̃_0(s, k) = 0. (4.5)

Vo vtorom ße sluqae pri perehode k predstavleniØm poleæ v forme metoda Lemba, proizvoditsØ zamena peremennyh (s, k) → (ω, ζ) vida s = iω, k = ω v_{s1} ζ; α̃_ν = ω v_{s1} α_ν, β̃_ν = ω v_{s1} β_ν , (ω > 0), (4.6)

�)V kotoroæ radikaly_{α̃ν} i~_{βν} iz (1.10) opredeleny na osnovnom liste ploskosti (s) usloviØmi (1.11).

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 73 pri kotoroæ radikaly α̃_ν , β̃_ν iz (1.10), (1.11) zamenØ¸tsØ radikalami α_ν, β_ν iz (1.15) s vetvØmi, opredelennymi na osnovnom liste ploskosti (ζ) usloviØmi (1.16). TakaØ zamena privodit k predstavleni¸ poleæ vyraßeniØmi (1.13), (1.35) s dispersionnym uravneniem (1.37), udovletvorØ¸wim sootnoxeni¸

Δ_3(ζ, –) = ( ω v_{s1} )_{−12} Δ̃_0(s, k) = 0, ( – =^ω_{vs1} h ) . (4.7)

Pri fftom, oqevidno, vyØsnØetsØ, qto uravnenie (4.5) ne imeet korneæ v poluploskosti Re η > 0, a uravnenie (4.7) ne imeet korneæ, po kraæneæ mere, v toqkah prØmoæ linii ζ = k exp(iχ), (−∞ < k < ∞) (4.8) na osnovnom liste ploskosti (ζ), gde χ > 0 dostatoqno malo. Imenno taku¸ prØmu¸ i sleduet vybirat~ v kaqestve naqal~nogo raspoloßeniØ puti integrirovaniØ v predstavleniØh (1.35) metoda Lemba.

Iz sootnoxeniæ (4.5) i (4.7) vyteka¸t (suwestvennye dlØ posledu¸wego) ravenstva

Δ^c_0(η, k) = ζ^{−N 0}Δ_ν (ζ, –), (N = 12, ν = 3)

Δ_ν (ζ, –) = (−iη)^{−N} Δ^c_0(η, k),

(4.9)

svØzyva¸wie levye qasti dispersionnyh uravneniæ zadaqi dlØ trehsloænoæ sredy v predstavleniØh (ζ, –) metoda Lemba i v predstavleniØh (η, k) metoda konturnyh integralov v ego kanoniqeskoæ forme. Pri fftom svØz~ meßdu peremennymi takih predstavleniæ opredelØetsØ ravenstvami – = kh(−iη), kh = –ζ, ζ =^1_{−iη} , ( – ≡^ω_{vs1} h ) , α_ν(ζ) = ζ^0α_ν (η), β_ν (ζ) = ζ^0β_ν (η),

(4.10)

v kotoryh tret~e – ØvlØetsØ sledstviem pervyh dvuh, a poslednie dva sootnoxeniØ ustranØ¸t neodnoznaqnost~ pri preobra-

zovanii radikalov α_ν i β_ν v radikaly^0α_ν i^0β_ν . Podobnye ße ravenstva ime¸t mesto i v sluqae dvuhsloænoæ sredy, esli tol~ko v (4.9) polagat~ ν = 2 i N = 10.

74 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV

2. S cel~¸ privedeniØ dispersionnyh uravneniæ k bolee obo-

zrimomu vidu celesoobrazno obratit~sØ k simvoliqeskoæ zapisi vstreqa¸wihsØ matriqnyh sootnoxeniæ.

Vvedem v rassmotrenie v sluqae trehsloænoæ sredy simvoliqesku¸ zapis~ dlØ sledu¸wih stolbcov iz 4-h funkciæ

T^+_{01} = −ζ −α_0 −2μ_0ζα_0 −μ_0g_0

, T^+_{02} = −β_0 −ζ −μ_0g_0 −2μ_0ζβ_0 ,

T^−_{21} = −ζ α_2 2μ_2ζα_2 −μ_2g_2

, T^−_{22} = β_2 −ζ −μ_2g_2 2μ_2ζβ_2 ,

T^−_{11} = ζ −α_1 −2μ_1ζα_1 μ_1g_1

, T^−_{12} = −β_1 ζ μ_1g_1 −2μ_1ζβ_1 ,

T^+_{11} = ζ α_1 2μ_1ζα_1 μ_1g_1

, T^+_{12} β_1 ζ μ_1g_1 2μ_1ζβ_1 .

(4.11)

Zdes~ 1-aØ cifra snizu u simvola T oboznaqaet nomer ν sloØ trehsloænoæ sredy, k kotoromu simvol otnositsØ, a veliqiny α_ν, β_ν i g_ν ime¸t znaqeniØ iz (1.15) i (1.16).

ProdolßaØ simvoliku, pod vyraßeniØmi

T̃^−_{11} = T^−_{11}e^−–^α1 , T̃^−_{12} = T^−_{12}e^−–^β1 ,

T̃^+_{11} = T^+_{11}e–^α1 , T̃^+_{12} = T^+_{12}e–^β1 (4.12)

budem ponimat~ stolbcy iz dvuh nißnih strok v (4.11), umnoßennye na sootvetstvu¸wu¸ ffksponentu. Nakonec, pod simvolom { T T̃ } = { T^+_{01}, T^+_{02}, T^−_{11}, T^−_{12}, T^+_{11}, T^+_{12}, 0, 0 0, 0, T̃^−_{11}, T̃^−_{12}, T̃^+_{11}, T̃^+_{12}, T^−_{21}, T^−_{22} } (4.13)

budem ponimat~ kvadratnu¸ matricu 8-go porØdka, sostavlennu¸ iz qetyrehstroqnyh stolbcov (4.11) i (4.12), gde simvoly 0 oboznaqa¸t stolbcy, sostoØwie iz 4-h nuleæ.

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 75 Matrica (4.13) v toqnosti sovpadaet s matriceæ Δ_3 iz (1.36), vypisannoæ v (1.38) v Øvnoæ forme. Pri fftom uravneniØ (1.36) dlØ funkcional~nyh kofffficientov X^±_ν , Y^±_ν iz (1.35) zapixutsØ teper~ v vide { T^+_{01}, T^+_{02}, T^−_{11}, T^−_{12}, T^+_{11}, T^+_{12}, 0, 0 0, 0, T̃^−_{11}, T̃^−_{12}, T̃^+_{11}, T̃^+_{12}, T^−_{21}, T^−_{22} } × (X) = (b), (4.14) gde ispol~zovany matricy-stolbcy (X) i (b) iz (1.39) i (1.40).

Qto ße kasaetsØ determinanta Δ_3(ζ, –) matricy (4.13), to ego celesoobrazno predstavlØt~ v forme razloßeniØ Laplasa (po poslednim qetyrem strokam)

Δ_3(ζ, –) = e^−–^{(α1+β1)}P_1Q_1 + e–^{(α1+β1)}P_2Q_2+

+e^−–^{(α1−β1)}P_3Q_3 + e–^{(α1−β1)}P_4Q_4 − P_5Q_5 − P_6Q_6, (4.15) soderßawego determinanty 4-go porØdka P_q i Q_q , opredelØemye simvolami

P_1 = |T^−_{11}T^−_{12}T^−_{21}T^−_{22}| ; Q_1 = |T^+_{01}T^+_{02}T^+_{11}T^+_{12}|, P_2 = |T^+_{11}T^+_{12}T^−_{21}T^−_{22}|; Q_2 = |T^+_{01}T^+_{02}T^−_{11}T^−_{12}|, P_3 = |T^−_{11}T^+_{12}T^−_{21}T^−_{22}|; Q_3 = |T^+_{01}T^+_{02}T^−_{12}T^+_{11}|, P_4 = |T^−_{12}T^+_{11}T^−_{21}T^−_{22}|; Q_4 = |T^+_{01}T^+_{02}T^−_{11}T^+_{12}|, P_5 = |T^−_{11}T^+_{11}T^−_{21}T^−_{22}|; Q_5 = |T^+_{01}T^+_{02}T^−_{12}T^+_{12}|, P_6 = |T^−_{11}T^+_{12}T^−_{21}T^−_{22}|; Q_6 = |T^+_{01}T^+_{02}T^−_{11}T^+_{11}|. (4.16)

(Zdes~ ispol~zovany simvoly matric-stolbcov iz (4.11) s posledu¸wim pravilom konstruirovaniØ iz nih matric 4-go porØdka i ih determinantov.) Pri fftom vyØsnØetsØ, qto predstavleniØ opredeliteleæ P_5, P_6, Q_5 i Q_6 v razvernutom vide privodØt k sootnoxeniØm −P_5 4α_1ζ = P_6 4β_1ζ

= (μ_1g_1 − μ_2g_2)(μ_12ζ^2 − μ_2g_2)+

+ 2α_2β_2(μ_1 − μ_2)(μ_22ζ^2 − μ_1g_1), −Q_5 4β_1ζ = Q_6 4α_1ζ

= (μ_0g_0 − μ_1g_1)(μ_12ζ^2 − μ_0g_0)+

+ 2α_0β_0(μ_0 − μ_1)(μ_02ζ^2 − μ_1g_1),

(4.17)

76 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV iz kotoryh, v qastnosti, sleduet ravenstvo

P_5Q_5 = P_6Q_6. (4.18)

Takoe ravenstvo, estestvenno, nußno uqityvat~ i v (4.15).

Osnovnoe dostoinstvo predstavleniØ levoæ qasti dispersionnogo uravneniØ dlØ trehsloænoæ sredy v forme (4.15) zakl¸- qaetsØ v tom, qto v nem okazalis~ vydelennymi v prostoæ i Øvnoæ forme vse qleny, soderßawie qastotnu¸ peremennu¸ –. �to oblegqaet organizaci¸ processa vyqisleniØ znaqeniæ determinanta Δ_3(ζ, –) v toqkah (ζ, –) i sposobstvuet vypolneni¸ dal~- neæxih trebu¸wihsØ ego preobrazovaniæ.

3. Podobnym ße obrazom vvoditsØ analogiqnaØ udobnaØ sim-

volika v matriqnyh sootnoxeniØh v sluqae dvuhsloænoæ sredy. V neæ ispol~zu¸tsØ vse simvoly (krome T^+_{01} i T^+_{02}) stolbcov iz (4.11), simvoly stolbcov iz (4.12), a takße – simvoly stolbcov

h^−_{11} = ( −2μ_1ζα_1 μ_1g_1 ) , h^−_{12} = ( μ_1g_1 −2μ_1ζβ_1 ) , h^+_{11} = ( 2μ_1ζα_1 μ_1g_1 ) , h^+_{12} = ( μ_1g_1 2μ_1ζβ_1 ) , (4.19)

sostoØwih iz dvuh funkciæ.

Pri fftom sistema uravneniæ (1.18) dlØ funkcional~nyh kofffficientov X^±_ν , Y^±_ν iz predstavleniæ (1.14) zapisyvaetsØ teper~ v vide { h^−_{11}, h^−_{12}, h^+_{11}, h^+_{12}, 0, 0 T̃^−_{11}, T̃^−_{12}, T̃^+_{11}, T̃^+_{12}, T^−_{21}, T^−_{22} } × (X) = (b_0), (4.20)

gde poloßeno (X) = (X^−_1 , Y^−_1 , X^+_1 , Y^+_1 , X^−_2 , Y^−_2 )^+,

(b_0) = ( 0, − h^2

–^{2 , 0, 0, 0, 0}

)_+ . (4.21)

Ee determinant Δ_2(ζ, –), t.e. levaØ qast~ dispersionnogo uravneniØ (1.19), dopuskaet predstavlenie v forme razloßeniØ po Laplasu (po poslednim qetyrem strokam)

Δ_2(ζ, –) = e^−–^{(α1+β1)}P_1q_1 + e–^{(α1+β1)}P_2q_2+

+e^−–^{(α1−β1)}P_3q_3 + e–^{(α1−β1)}P_4q_4 − P_5q_5 − P_6q_6.

(4.22)

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 77 Zdes~ determinanty 4-go porØdka P_k ime¸t znaqeniØ iz (4.16), a determinanty 2-go porØdka q_k vyqislØ¸tsØ, i okazyva¸tsØ ravnymi

q_1 = q_2 = 4ζ^2α_1β_1 − g^2_1; q_3 = −q_4 = 2ζ^2α_1β_1 + g^2_1,

q_5 = 4ζβ_1g_1; q_6 = 4ζα_1g_1.

(4.23)

4. Issledovanie dispersionnyh uravneniæ i sistem uravne-

niæ dlØ funkcional~nyh kofffficientov X^±_ν , Y^±_ν spektral~nyh podintegral~nyh funkciæ v sluqae dvuhsloænoæ i trehsloænoæ sred proizvoditsØ vpolne analogiqno. Pofftomu pri izloßenii obwih voprosov celesoobrazno otpravlØt~sØ ot sootnoxeniæ dlØ trehsloænoæ sredy, a k dvuhsloænoæ srede obrawat~sØ v teh sluqaØh, kogda pri issledovaniØh ßelatel~no uprostit~ situaci¸...

Netrudno videt~, qto iz obweæ struktury sistemy uravneniæ (4.14), ili sistemy (1.36), (1.39) i (1.40), legko vyteka¸t pereqislØemye svoæstva kofffficientov X^±_ν i Y^±_ν podintegral~nyh funkciæ iz predstavleniæ (1.14), (1.35) izuqaemyh volnovyh poleæ.

a) Esli funkcii b_1(ζ, . . . ) i b_3(ζ, . . . ) iz (1.39), (1.40) neqetny otnositel~no ζ, a funkcii b_2(ζ, . . . ) i b_4(ζ, . . . ) – qetny, to funkcii X^±_ν (ζ, . . . ) i funkcii Y^±_ν (ζ, . . . ) iz rexeniØ (X) sistemy uravneniæ (4.14) okazyva¸tsØ sootvetstvenno qetnymi i neqetnymi funkciØmi ot ζ.

b) Iz struktury opredelitelØ matricy (1.38) sistemy uravneniæ (4.14) srazu usmatrivaetsØ, qto toqki vetvleniØ radikalov α_ν, β_ν pri ν = 0 i 2 okazyva¸tsØ toqkami vetvleniØ podintegral~nyh funkciæ iz (1.35). Naprotiv togo, toqki vetvleniØ radikalov α_1 i β_1 ne ØvlØ¸tsØ toqkami vetvleniØ ukazannyh funkciæ, vsledstvie antisimmetriqnogo vhoßdeniØ radikalov α_1 i β_1 sootvetstvenno v tretiæ i pØtyæ, a takße – v qetvertyæ i v xestoæ stolbcy matricy (1.38). Odnako sam determinant fftoæ matricy izmenØet znak pri obhode toqek vetvleniØ radikalov α_1 i β_1. {Zametim, qto pravil~nost~ takih utverßdeniæ polezno bylo by podtverdit~ nesloßnymi dokazatel~stvami, qto zdes~ opuskaetsØ radi ffkonomii mesta.}

v) Iz (legko proverØemoæ) faktiqeskoæ zavisimosti determinantov iz (1.19) i (1.37) ot ζ tol~ko qerez posredstvo ζ^2, vytekaet (na l¸bom liste rimanovoæ poverhnosti (ζ)) simmetriØ

78 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV raspoloßeniØ korneæ ζ = ζ_n(–) uravneniæ (1.19) i (1.37) otnositel~no naqala koordinat ζ = 0.

g) Iz neodnorodnosti sistemy uravneniæ (4.14), a takße – iz teoremy Kramera (3.4) i (3.5) sleduet, qto osnovnymi osobymi toqkami funkcional~nyh kofffficientov X^±_ν ≡ X^±_ν (ζ, –, . . .) i Y^±_ν ≡ Y^±_ν (ζ, –, . . .) iz (1.35) okazyvaetsØ sqetnoe mnoßestvo (prostyh, voobwe govorØ) pol¸sov v kornØh ζ = ζ_n(–) dispersionnogo uravneniØ (4.7) ili (1.37), levaØ qast~ Δ_3(ζ, –) kotorogo sovpadaet s determinantom matricy iz (1.38) sistemy uravneniæ (4.14) ili (1.36). Imenno pofftomu problema raspoloßeniØ korneæ dispersionnogo uravneniØ na ploskosti (ζ) i priobretaet vaßnoe znaqenie v processe izuqeniØ interferencionnyh volnovyh poleæ.

5. Korni dispersionnogo uravneniØ (4.7) ili (1.37) obsußda-

emoæ zadaqi, rexenie kotoroæ my uslovilis~ predstavlØt~ v simvoliqeskom vide (3.1)–(3.5), vhodØt v ukazannye formuly v vide funkciæ ζ = ζ_n(–) ot vewestvennogo argumenta – > 0. Odnako pri nahoßdenii ih znaqeniæ argumenty – korneæ udobno inogda sqitat~ kompleksnymi.

Vse mnoßestvo korneæ dispersionnogo uravneniØ (vsegda) moßet byt~ podrazdeleno na dva klassa: Na osobye korni, udovletvorØ¸wie uslovi¸

–|ζn(–)| → 0, (pri – → 0), (4.24)

(ili –|α_ν| → 0 i –|β_ν| → 0 pri – → 0), i neosobye korni, dlØ kotoryh pri – → 0 vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ vida

–ζn(–) ↛ 0. (4.25)

Osobye korni uravneniØ (4.7) ili (1.37) mogut ostavat~sØ koneqnymi pri – → 0 (t.e. |ζ_n(–)| < N , kogda – → 0). Pri fftom, na osnovanii predstavleniØ (4.15) Øsno, qto pri – = 0 takie korni dolßny udovletvorØt~ algebraiqeskomu uravneni¸

Δ_3(ζ, 0) = 0. (4.26)

Odnako osobye korni mogut i neograniqenno vozrastat~ pri

– → 0, no ne bystree, qem |ζ| ∼ –^{−1/2}. DlØ vyØsneniØ naliqiØ

ili otsutstviØ takih korneæ (a takße – dlØ opredeleniØ pervyh

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 79 qlenov ih asimptotiqeskih predstavleniæ) pri –ζ → 0 i ζ → ∞ moßno bylo by vospol~zovat~sØ razloßeniØmi

exp[±–(α_1 + β_1)] = 1 ± 2–ζ ∓ γ^2_1 + δ^2_1 2ζ^2 – ζ + . . . , exp[±–(α_1 − β_1)] = 1 ∓ γ^2_1 − δ^2_1 2ζ^2 – ζ + . . . , pozvolØ¸wimi uravnenie (4.26) perepisat~ v vide

Δ_3(ζ, 0) + (P_2Q_2 − P_1Q_1)2–ζ + (PQ)_0 – ζ 2ζ^2

+ . . . = 0, (4.27)

gde poloßeno

(PQ)_0 = (P_1Q_1 − P_2Q_2)(γ^2_1 + δ^2_1 ) − (P_3Q_3 − P_4Q_4)(δ^2_1 − γ^2_1 ), i prenebreßeno qlenami porØdka malosti |–ζ.ζ^{−4}|. Pri fftom pod P_q i Q_q zdes~ podrazumeva¸tsØ opredeliteli 4-go porØdka iz (4.16).

Analitiqeskoe issledovanie takogo uravneniØ oqen~ gromozdko, tak kak ono trebuet predvaritel~nogo postroeniØ razloßeniæ po stepenØm ζ^{−1} vseh opredeliteleæ iz (4.16). Pri qislennom ße ego rexenii dostatoqno postroit~ pri ζ ≫ 1 razloßeniØ vida Δ_3(ζ, 0) = a_0ζ^{n0} + a_1ζ^{n0−1} + . . . ,

(P_2Q_2 − P_1Q_1) = b_0ζ^{n1} + b_1ζ^{n1−1} + . . . , (4.28)

(PQ)_0 = c_0ζ^{n2} + c_1ζ^{n2−1} + . . . .

gde qislenno opredelØemye kofffficienty a_0, b_0, c_0 i dr. otliqny ot nulØ. Togda v 1-om priblißenii okazyvaetsØ

a_0ζ^{n0} + 2–b_0ζ^{n1+1} + – 2 c_0ζ^{n2−1} = 0,

priqem tret~im slagaemym moßno prenebreq~, esli n_2 < n_1 + 2. Pri fftom dlØ iskomogo (predpolagaemogo) kornØ poluqaetsØ predstavlenie ζ = [ −a_0 2b_0–

] 1_{n1}�_{n0+1} , (4.29)

kotoroe soglasuetsØ s (4.24) tol~ko, esli vypolnØetsØ neravenstvo n_1 ⩾ n_0 + 1...

80 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV

Zametim, qto ukazannyæ sposob qislennoæ ocenki pervyh qlenov asimptotiqeskogo razloßeniØ “beskoneqnyh pri – = 0” osobyh korneæ dispersionnogo uravneniØ, sovmestno s opredeleniem koneqnyh po modul¸ osobyh korneæ iz algebraiqeskogo uravneniØ (4.26), rexaet polnost~¸ problemu o mnoßestve osobyh korneæ dispersionnogo uravneniØ v sluqae trehsloænoæ, a takße – dvuhsloænoæ sredy. Pri fftom vyØsnØetsØ, qto opredelenie vseh osobyh korneæ dispersionnyh uravneniæ, raspolaga¸wihsØ na mnogolistnyh rimanovyh poverhnostØh ploskosti (ζ) i sposobnyh (v principe) vyhodit~ na osnovnoæ (raboqiæ) ee list, okazyvaetsØ v sluqae trehsloænoæ sredy neprostoæ i oqen~ gromozdkoæ zadaqeæ, a v sluqae dvuhsloænoæ sredy prosto gromozdkoæ zadaqeæ. (Sm. p. 13.) Pri fftom iz mnoßestva opredelØemyh korneæ v rezul~tate rexeniØ takih zadaq lix~ malaØ ih dolØ prinadleßit, tak ili inaqe osnovnomu listu ploskosti (ζ), na kotorom proizvoditsØ qislennaØ ocenka spektral~nyh integralov vida (3.2). Takim obrazom vyØsnØetsØ, qto podhod k probleme osobyh korneæ v ramkah stremleniØ ustanovit~ polnu¸ kartinu raspoloßeniØ (i peremeweniØ) na ploskosti (ζ) vseh korneæ uravneniØ, s posledu¸wim otborom teh iz nih, kotorye suwestvenny dlØ qislennoæ ocenki volnovyh poleæ, okazyvaetsØ svØzannym s bol~xim ob¨emom izlixneæ raboty. Pofftomu estestvenno bylo iskat~ drugih podhodov k probleme korneæ dispersionnyh uravneniæ.

6. Qto kasaetsØ sqetnogo mnoßestva neosobyh korneæ urav-

neniæ (4.7) ili (1.37), to oni zaroßda¸tsØ pri – = 0, v sootvetstvii s (4.25), na beskoneqnosti (v okrestnosti suwestvenno osoboæ toqki ζ = ∞ uravneniØ (4.7)), gde korni ne predstavlØ- ¸t praktiqeskogo interesa. S vozrastaniem parametra – > 0 ffti korni odin za drugim posledovatel~no po – peremewa¸tsØ v oblasti ploskosti (ζ), gde ih uße prihoditsØ prinimat~ vo vnimanie pri ocenkah vnutrennih integralov vida (3.2) iz analitiqeskogo predstavleniØ issleduemyh volnovyh poleæ.

Takim obrazom, zdes~ voznikaet problema opredeleniØ kakimlibo sposobom znaqeniæ neosobyh korneæ (pri nekotorom znaqe-

nii – = –0), s posledu¸wim prodolßeniem ih v “suwestvennye”

oblasti (V) ploskosti (ζ) (peresekaemye konturom λ iz (3.2) pri ego deformacii v stacionarnye linii fazovoæ funkcii, v kotoryh uqet korneæ v koliqestvennyh ocenkah integralov vida (3.2)

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 81 okazyvaetsØ uße neobhodimym). Pri fftom prodolßenie znaqeniæ korneæ proizvoditsØ, kak izvestno, (sm. [1, §4]) v ramkah rexeniØ (tem ili inym sposobom) zadaqi Koxi dlØ obyknovennogo differencial~nogo uravneniØ dζ d–^= −Δ–(ζ, –) Δ_ζ (ζ, –) , ζ | | –=–0 = ζ^0 (4.30)

s vewestvennym parametrom-argumentom – > 0.

Rexenie takoæ zadaqi, postroennoe na osnove iteracionnogo primeneniØ metoda N~¸tona, okazalos~ ves~ma ffffektivnym. Vsledstvie fftogo v oblasti nizkih i daße umerennyh qastot

– > 0 l¸bye neobhodimye v issledovaniØh prodolßeniØ znaqe-

niØ korneæ peresta¸t byt~ problemoæ.

Qto ße kasaetsØ naqal~nyh znaqeniæ neosobyh korneæ ζ = ζ_n(–) dispersionnogo uravneniØ dlØ posledu¸wego ih prodolßeniØ v “suwestvennye” oblasti (B) kompleksnoæ ploskosti (ζ), to poluqat~ ih moßno pytat~sØ razliqnymi sposobami. Vo-pervyh, oblasti (B) moßno ogradit~ kontrol~nymi liniØmi l_k (“zastavami”) i sledit~ za pereseqeniem fftih liniæ kornØmi, prihodØwimi iz beskoneqnosti. Poloßenie kornØ ζ = ζ_n(–), prohodØwego qerez zastavu, moßet byt~ “zaseqeno” i utoqneno po N~¸tonu. Ego moßno ispol~zovat~ v kaqestve naqal~nogo dannogo v processe prodolßeniØ kornØ po (4.30) v raboqu¸ qastotnu¸ polosu iz (3.6).

Vo-vtoryh, moßno bylo by pytat~sØ ustanovit~ asimptotiku korneæ ζ = ζ_n(–) na beskoneqnosti ζ → ∞ pri – → 0, i poluqennye predstavleniØ korneæ ispol~zovat~ v kaqestve naqal~nyh dannyh v zadaqe Koxi iz (4.30). Odnako takoæ put~ okazyvaetsØ ves~ma trudoemkim i gromozdkim, tak kak ot trebuet opredeleniØ pervyh (treh) qlenov razloßeniæ opredeliteleæ iz (4.15) i (4.22) v rØdy po malym parametram ζ^{−1} i – ≪ 1. Pofftomu my ne budem ego ispytyvat~ tem bolee, qto ego prikladnye vozmoßnosti v naxeæ zadaqe zavedomo perekryva¸tsØ vozmoßnostØmi tret~ego podhoda k probleme, vyteka¸wego iz svØzi meßdu kornØmi ζ = ζ_n(–) i η = η_n(k) dispersionnogo uravneniØ, zapisannogo v forme (4.7) metoda Lemba i v forme (4.5) metoda konturnyh integralov v kanoniqeskom ego predstavlenii. Takoæ podhod, po-vidimomu, ne osvewen ewe v literature, vsledstvie qego umestno zaderßat~sØ na ego obsußdenii. Odnako predvaritel~no celesoobrazno ostanovit~sØ na fflementarnom obobwenii

82 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV metoda prodolßeniØ znaqeniæ kornØ ζ = ζ_n(–) uravneniØ (4.7) vdol~ vewestvennyh liniæ –_0 < – < –_1, na sluqai proizvol~nyh liniæ γ, raspoloßennyh na kompleksnoæ ploskosti (–).

7. Pust~ funkciØ Δ(ζ, –), regulØrnaØ otnositel~no kaßdoæ iz

svoih peremennyh ζ i –, opredelena na polnyh listah kompleksnyh ploskosteæ (ζ) i (–).

Uravnenie Δ(ζ, –) = 0 (4.31)

moßno rassmatrivat~ kak neØvnoe opredelenie funkcii ζ = ζ(–), ili funkcii – = –(ζ)-korneæ uravneniØ (4.31) po nezavisimoæ kompleksnoæ peremennoæ – ili ζ. Funkcii ζ = ζ(–) i – = –(ζ) vzaimno obratny, priqem kaßdaØ iz nih okazyvaetsØ funkcieæ, regulØrnoæ po svoeæ peremennoæ (poqti vezde) v oblastØh, gde regulØrnost~ levoæ qasti uravneniØ (4.31) ewe sohranØetsØ.

Pust~ γ – nekotoraØ kusoqno-gladkaØ liniØ – = –(t) na kompleksnoæ ploskosti (–), a t > 0 – ee vewestvennyæ parametr. Toqkam fftoæ linii uravnenie (4.31) privodit v sootvetstvie toqki ζ = ζ[–(t)] “sootvetstvennoæ” linii l na ploskosti (ζ) (gde ζ = ζ(–) – koren~ uravneniØ (4.31)).

VybiraØ proizvol~nu¸ toqku –_0 = –(t_0) linii γ i otveqa¸- wu¸ eæ toqku ζ_0 = ζ[–(t_0)] linii l, rassmotrim beskoneqno malye priraweniØ dζ = ζ − ζ_0 i d– = – − –_0 toqek sootvetstvenno vdol~ liniæ l i γ, vyzvannye priraweniem dt argumenta t = t_0. Po Teæloru, oqevidno, imeem

Δ(ζ_0 + dζ, –_0 + d–) = Δ(ζ_0, –_0) + Δ–d–+ + 1 2 (Δ_ζ2 dζ^2 + 2Δ_ζ–dζd– + Δ_ζ2 d–^2) + . . . = 0, (4.32)

gde oboznaqeno

Δ– ≡ ∂Δ(ζ, –) ∂–^{, Δζ ≡ ∂Δ(ζ,} –) ∂ζ i t.d.

No tak kak Δ(ζ_0, –_0) = 0 (v sootvetstvii s vyborom naqal~nyh toqek –_0 = –(t_0) i ζ_0 = ζ[–(t_0)]), to v sootvetstvennyh toqkah liniæ γ i l dolßno vypolnØt~sØ sootnoxenie Δ–d– + Δ_ζ dζ = 0, iz kotorogo sleduet obyknovennoe differencial~noe uravnenie vida (4.30), svØzyva¸wie toqki liniæ γ i l na kompleksnyh ploskostØh (–) i (ζ). Pri fftom, esli liniØ γ zadana uravneniem

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 83

– = –(t), to dlØ opredeleniØ toqek ζ = ζ(t) linii l na ploskosti

(ζ) v (4.30) sleduet polagat~

– = –(t), d– = –^′(t)dt,

a k uravneni¸ dobavlØt~ naqal~noe uslovie ζ | |_{t=t0} = ζ_0.

Esli ße naborot liniØ l zadana svoimi toqkami ζ = ζ(t) na ploskosti (ζ), to toqki – = –(t) otveqa¸weæ eæ linii γ na ploskosti (–) dolßny opredelØt~sØ iz uravneniØ d– dζ = −Δ_ζ (ζ, –) Δ–(ζ, –)

(4.33)

(dlØ obratnoæ funkcii – = –(t)), v kotorom nußno polagat~ ζ = ζ(t), dζ = ζ^′(t)dt i dobavlØt~ sootvetstvu¸wee naqal~noe uslovie.

UravneniØ (4.30) i (4.33) sostavlØ¸t bazu dlØ analitiqeskogo prodolßeniØ znaqeniæ kornØ ζ = ζ(–), ili kornØ – = –(ζ) uravneniØ (4.31) vdol~ vybrannoæ linii l ili γ po zadannomu naqal~nomu ego znaqeni¸. Pri fftom process prodolßeniØ okazyvaetsØ odnoznaqnym vo vseæ oblasti regulØrnosti pravyh qasteæ uravneniæ (4.30) i (4.33). On moßet prervat~sØ, naprimer, v sluqae uravneniØ (4.30), lix~ pri vstreqe linii γ s osoboæ toqkoæ funkcii iz pravoæ qasti uravneniØ, sovpada¸weæ ili s osoboæ toqkoæ funkcii Δ(ζ, –) iz (4.31), ili ße s toqkoæ (ζ, –), v kotoroæ narØdu s (4.31) okazyvaetsØ

Δ_ζ (ζ, –) = 0, (4.34)

i pravaØ qast~ uravneniØ (4.30) terØet smysl obrawaØs~ v beskoneqnost~. Analogiqno obstoit delo i v sluqae uravneniØ (4.33).

8. Sleduet otmetit~, qto uravneniØ (4.30) i (4.33) moßno ras-

smatrivat~ i kak uravneniØ dlØ regulØrnyh (analitiqeskih) funkciæ ζ = ζ(–) i – = –(ζ) (fiksiruemyh zadaniem ih naqal~- nyh znaqeniæ: ζ = ζ_0 pri – = –_0, ili – = –_0 pri ζ = ζ_0), opredelØemyh ne vdol~ liniæ γ i l,a v nekotoryh oblastØh Q kompleksnoæ ploskosti (–) ili (ζ), soderßaweæ v sebe toqku – = –_0, ili

84 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV toqku ζ = ζ_0. Podobnye funkcii mogut (v principe) opredelØt~- sØ v sootvetstvu¸wih oblastØh Q iz uravneniØ (4.30) ili iz uravneniØ (4.33) metodom rØdov, ili ße putem analitiqeskogo prodolßeniØ funkcii ζ = ζ(–), ili funkcii – = –(ζ), postroennyh pervonaqal~no v toqkah upominavxihsØ liniæ γ ili l. Pri fftom, esli takie regulØrnye v oblasti Q funkcii ζ = ζ(–) (ili funkcii – = –(ζ)) uße postroeny, to znaqeniØ ih v zadannoæ toqke – = –_1 oblasti Q (v zadannoæ toqke ζ = ζ_1) moßno opredelØt~ takße i putem prodolßeniØ po (4.30) naqal~nogo znaqeniØ ζ_0 = ζ(–_0) kornØ vdol~ podhodØwe vybrannoæ linii γ, soedinØ- ¸weæ v oblasti Q naqal~nu¸ toqku – = –_0 s toqkoæ – = –_1, v kotoroæ znaqenie funkcii ζ = ζ(–) trebuetsØ vyqislit~. Analogiqno obstoit delo i v sluqae funkciæ – = –(ζ), esli imet~ v vidu uravnenie (4.33).

Ukazannoe prodolßenie vdol~ linii γ ishodnogo znaqeniØ ζ_0 = ζ(–_0) regulØrnoæ funkcii ζ = ζ(–) moßno nazyvat~ analitiqeskim ee prodolßeniem v toqku – = –_1 vdol~ linii γ. Zdes~ neobhodimo tol~ko imet~ v vidu, qto regulØrnye (prodolßennye) funkcii korneæ ζ = ζ(–), ili – = –(ζ), krome osobyh toqek funkcii Δ(ζ, –) iz (4.31), ime¸t ewe vetvleniØ v toqkah, opredelØemyh iz sovmestnogo rassmotreniØ ravenstva (4.31) i sootvetstvu¸wego ravenstva iz (4.35)

Δ_ζ (ζ, –) = 0, ili Δ–(ζ, –) = 0. (4.35)

Deæstvitel~no, esli, naprimer, v toqke ζ_1 = ζ(–_1) funkcii kornØ ζ = ζ(–) okazyvaetsØ

Δ(ζ_1, –_1) = 0, Δ_ζ (ζ_1, –_1) = 0,

no Δ–(ζ_1, –_1) ≠ 0 i Δ_ζ2 (ζ_1, –_1) ≠ 0, to soglasno (4.32) v okrestnosti fftoæ toqki spravedlivo

Δ– d– + 1 2 Δ_ζ2 dζ^2 = 0

i, sledovatel~no, funkciØ ζ = ζ(–) imeet strukturu

ζ − ζ_1 = √ a_1(– − –_1), ( a_1 = 2Δ– Δ_ζ2 ) , (4.36)

harakternu¸ dlØ toqki vetvleniØ 2-go porØdka. Analogiqno obstoit delo i v sluqae obratnoæ funkcii – = –(ζ). Pofftomu

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 85 pri vyqislenii znaqeniØ regulØrnoæ funkcii ζ = ζ(–) v toqke

– = –1 ∈ Q putem prodolßeniØ ee ishodnogo znaqeniØ ζ0 = ζ(–0)

vdol~ vybrannoæ linii γ (na ploskosti –)) nußno sqitat~sØ s tem obstoØtel~stvom, qto rezul~tat prodolßeniØ funkcii moßet zaviset~ i ot vybora linii γ, vdol~ kotoroæ prodolßenie osuwestvlØetsØ.

V svØzi s izloßennym umestno zametit~, qto vsledstvie vewestvennosti vnexnih integralov po peremennym – > 0 i k > 0 sootvetstvenno v metode Lemba i v metode konturnyh integralov, v praktiqeskih zadaqah teorii voln, obyqno, trebuetsØ prodolßat~ znaqeniØ korneæ ζ = ζ(–) i η = η(k) dispersionnyh uravnenæ (4.7) i (4.5) vdol~ vewestvennyh promeßutkov znaqeniæ – i k (t.e. vdol~ promeßutkov vewestvennyh oseæ ploskosteæ (–) i (k)). Pri fftom toqki vetvleniØ, opredelØemye sootnoxeniØmi (4.31) i (4.35), dopuska¸t sledu¸wee geometriqeskoe tolkovanie: Toqka ζ_1 = ζ(–_1), v kotoroæ okazyvaetsØ

Δ = 0, Δ_ζ = 0; Δ– ≠ 0, Δ_ζ2 ≠ 0, (4.37)

(t.e. toqka vetvleniØ funkcii ζ = ζ(–), v okrestnosti kotoroæ ζ = ζ(–) imeet strukturu (4.36)) ØvlØetsØ toqkoæ normal~nogo pereseqeniØ na ploskosti (ζ) dvuh liniæ l_1 i l_2 korneæ ζ = ζ_1(–) i ζ = ζ_2(–) uravneniØ (4.31). Toqka ße, v kotoroæ okazyvaetsØ

Δ = 0, Δ– = 0; Δ_ζ ≠ 0, Δ–2 ≠ 0 (4.38)

(t.e. toqka vetvleniØ obratnoæ funkcii – = –(ζ) uravneniØ (4.31)) ØvlØetsØ toqkoæ vozvrata funkcii ζ = ζ(–), rassmatrivaemoæ kak funkciØ ot vewestvennogo argumenta – > 0. Sootvetstvu¸wie poØsneniØ k takim vyskazyvaniØm privedeny v [1] (§4, p. 3 i 4).

9. PerehodØ k svØzi meßdu predstavleniØmi korneæ dispersi-

onnyh uravneniæ

Δ^c_0(η, k) = 0. (4.5) i Δ_3(ζ, –) = 0, (4.7),

zapisannyh v kanoniqeskoæ forme metoda konturnyh integralov i metoda Lemba, obratimsØ k p. 1 i vospol~zuemsØ sootnoxeniØmi (4.9) i (4.10), vypisyvaemymi zdes~, radi udobstva, v forme

Δ^c_0[η(k), k] = ζ^{−12}Δ_3(ζ(–), –), (4.39)

86 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV i – = kh(−iη(k)), kh = –ζ(–); ζ(–) =^1_{−iη(k)} , ( – ≡^ω_{vs1} h ) , α_ν(ζ) = ζ^0α_ν (η), β_ν (ζ)^0β_ν(η). (4.40)

Takie sootnoxeniØ svØzyva¸t drug s drugom sootvetstvenno levye qasti uravneniØ (4.39), a takße – peremennye (η, k) i (ζ, –), v kotoryh dispersionnye uravneniØ rassmatriva¸tsØ.

SootnoxeniØ svØzi (4.40) takovy, qto po l¸bym vybrannym znaqeniØm – i ζ odnoznaqno opredelØ¸tsØ znaqeniØ kh i η, i naoborot. Vsledstvie fftogo v silu sootnoxeniæ (4.40) iz usloviØ, qto kh i η(k) udovletvorØ¸t (na nekotorom liste θ ploskosti (η)) dispersionnomu uravneni¸ (4.5) metoda konturnyh integralov, algebraiqeski odnoznaqno sleduet udovletvorenie veliqinami – i ζ(–) (na sootvetstvu¸wem liste Z ploskosti (ζ)) dispersionnomu uravneni¸ (4.7). (I naoborot). Pri fftom sootvetstvie listov θ i Z rimanovyh poverhnosteæ (η) i (ζ) ustanavlivaetsØ na osnove poslednih dvuh sootnoxeniæ iz (4.40).

Takim obrazom, moßno utverßdat~, qto sootnoxeniØ (4.40) ustanavliva¸t vzaimno-odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu polnymi mnoßestvami {ζ} i {η} korneæ uravneniæ (4.7) i (4.5), ØvlØ- ¸wihsØ regulØrnymi funkciØmi ζ = ζ(–) i η = η(k) svoih argumentov. Esli ße uqest~, qto iz predel~nyh sootnoxeniæ kh → 0 i kh(−iη(k)) → 0, (4.41) v silu (4.40), sledu¸t sootnoxeniØ

– → 0 i –ζ(–) → 0 (4.42)

(i naoborot), to svoæstvo ravenstv (4.40) ustanavlivat~ vzaimno-odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu kornØmi ζ = ζ(–) i η = η(k) uravneniæ (4.7) i (4.5) rasprostranitsØ i na osobye korni obsußdaemyh uravneniæ.

Nakonec, kak sledstvie sformulirovannyh poloßeniæ, prihoditsØ utverßdat~, qto sootnoxeniØ (4.40) ustanavliva¸t vzaimno-odnoznaqnoe sootvetstvie i meßdu mnoßestvami {ζ = ζ_n(–)} i {η = η_n(k)} neosobyh korneæ uravneniæ (4.7) i (4.5), opredelØemyh, v sootvetstvii s p. 5, sootnoxeniØmi vida (4.25), t.e.

–ζn(–) → hkn ≠ 0 pri – → 0, (4.43)

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 87 i kh[−iη_n(k)] → –_n ≠ 0, esli k → 0. (4.44)

(Zametim, qto v sootvetstvii s (4.25) zdes~ sledovalo by pisat~

–ζn(–) ↛ 0 pri – → 0, kh[−iη_n(k)] ↛ 0, esli k → 0. Odnako faktiqeski vypolnØ¸tsØ bolee sil~nye sootnoxeniØ, vypisannye v (4.43) i (4.44).)

Ukazannoe svoæstvo sootnoxeniæ (4.40) imeet i oqevidnyæ prikladnoæ smysl, tak kak ono pozvolØet poluqat~ znaqeniØ kornØ ζ = ζ_n(–), kak rexeniØ uravneniØ (4.7), po izvestnym znaqeni- Øm korneæ η = η_n(k) uravneniØ (4.5) (i naoborot). Pravda, zdes~ ostaetsØ nebol~xoe “osloßnenie”, svodØweesØ k tomu, qto, naprimer, korn¸-rexeni¸ η = η_n(k) uravneniØ (4.5), naædennomu lix~ pri vewestvennyh znaqeniØh argumenta k > 0 moßet otveqat~ po (4.40) koren~-rexenie

ζ_n(–) = 1 −iη_n(k) uravneniØ (4.7), argument kotorogo – = kh[−iηn(k)] ≡ x + iy okazyvaetsØ kompleksnym i probega¸wim toqki nekotoroæ linii γ_0 na kompleksnoæ ploskosti (–). A dlØ priloßeniæ trebu- ¸tsØ korni ζ = ζ_n(–) uravneniØ (4.7) pri vewestvennyh znaqeniØh – > 0.

Pofftomu prihoditsØ ewe vospol~zovat~sØ izvestnym faktom analitiqnosti funkcii ζ = ζ_n(–) (znaqeniØ kotoroæ opredeleny tol~ko v toqkah kompleksnoæ linii γ_0) i prodolßit~ analitiqeski ee znaqeniØ vdol~ vybrannoæ drugoæ linii γ do neobhodimyh toqek – vewestvennoæ poluosi – > 0. Odnako takaØ operaciØ prodolßeniØ (trebu¸waØ znaniØ prodolßaemogo kornØ lix~ v odnoæ ishodnoæ toqke – = –_0) ne vyzyvaet kakih-libo zatrudneniæ.

10. Pust~ ζ = ζn(–) – proizvol~nyæ neosobyæ koren~ urav-

neniØ (4.7), a η = η_n(k) – otveqa¸wiæ emu neosobyæ koren~

88 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV uravneniØ (4.5). Meßdu takimi kornØmi imeet mesto vzaimnoodnoznaqnaØ svØz~ ζ_n(–) ⇌ η_n(k), opredelØemaØ sootnoxeniØmi (4.40).

Kak neosobyæ, koren~ η = η_n(k) uravneniØ (4.5) udovletvorØet sootnoxeni¸

kh[−iη_n(k)] = – ↛ 0, (pri k → 0), (4.45)

iz kotorogo, v qastnosti, sleduet η_n(k) → ∞. Pofftomu dlØ sootvetstvennogo po (4.40) kornØ ζ = ζ_n(–) uravneniØ (4.7) spravedlivo Δ_3[ζ_n(–), –] = 0 i ζ_n(–) → 0, pri (k → 0),

otkuda, vsledstvie regulØrnosti Δ_3(ζ, –) po ζ i po –, vytekaet ravenstvo Δ_3(0, –) ≡ Δ_3(0, –_n) = 0.

A ffto oznaqaet, qto pri k → 0 peremennaØ – iz (4.45) imeet predelom odin iz korneæ –_n uravneniØ

Δ_3(0, –_n) = 0, (4.46)

opredelØ¸wego mnoßestvo korneæ (ζ = 0, – = –_n) uravneniØ (4.7), prohodØwih qerez toqku ζ = 0, kak qerez kompleksnyæ uzel.

Uravnenie (4.46) otnositel~no –_n imeet (kak uravnenie v regulØrnyh funkciØh) sqetnoe mnoßestvo korneæ, i dopuskaet prostoe analitiqeskoe predstavlenie ih, razreximoe v Øvnoæ forme. Pri fftom vse ego korni okazyva¸tsØ prostymi.

Qtoby v fftom ubedit~sØ dostatoqno vospol~zovat~sØ rezul~- tatami p. 2 i 3 i preobrazovat~ vyraßeniØ determinantov Δ_3(ζ, –) i Δ_2(ζ, –) iz (1.37) i (1.19) k racional~nomu ih vidu.

Deæstvitel~no, iz predstavleniØ determinanta Δ_3(ζ, –) v forme razloßeniØ (4.15) po Laplasu pri uqete, qto pri ζ = 0 iz (4.17) sleduet Q_5 = Q_6poluqaetsØ

Δ_3(0, –) = e^−–^{(α1+β1)}P_2Q_2 { P_3Q_3 P_2Q_2 [ e^2–^{β1} +

P_1Q_1 P_3Q_3 ] + +e^2–^{α1} [ e^2–^{β1} +

P_4Q_4 P_2Q_2 ] } . (4.47)

Pri fftom vsledstvie otsutstviØ v vyraßenii Δ_3(ζ, –) toqek vetvleniØ pri ζ = γ_1 i ζ = δ_1 vezde dalee pri ζ = 0 moßno polagat~

α_1 = iγ_1, β_1 = iδ_1.

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 89 ZnaqeniØ ße g_ν(0), α_ν(0) i β_ν (0) pri indeksah ν = 0 i ν = 2 sleduet opredelØt~ ravenstvami

g_ν = −δ^2_ν , α_ν = iγ_ν (−)^{aν} , β_ν = iδ_ν (−)^{bν} , (ν = 0, 2), (4.48) gde kombinaciØmi veliqin

a_ν = { 0, Im α_ν(0) > 0 1, Im α_ν(0) < 0 } i b_ν = { 0, Im β_ν (0) > 0 1, Im β_ν (0) < 0 } (4.49)

opredelØetsØ list rimanovoæ poverhnosti (ζ), na kotorom v okrestnosti toqki ζ = 0 rassmatriva¸tsØ neosobye korni ζ = ζ_n(–).

Opredeliteli P_r(ζ), Q_r(ζ) iz (4.16) legko vyqislØ¸tsØ v toqke ζ = 0, qto privodit k sootnoxeniØm P_1(0) = −(β_1g_2μ_2 − β_2g_1μ_1)(α_1g_2μ_2 − α_2g_1μ_1), P_2(0) = −(β_1g_2μ_2 − β_2g_1μ_1)(α_1g_2μ_2 + α_2g_1μ_1), P_3(0) = (β_1g_2μ_2 + β_2g_1μ_1)(α_1g_2μ_2 − α_2g_1μ_1), P_4(0) = (β_1g_2μ_2 − β_2g_1μ_1)(α_1g_2μ_2 + α_2g_1μ_1), Q_1(0) = −(β_1g_0μ_0 − β_0g_1μ_1)(α_1g_0μ_0 − α_0g_1μ_1), Q_2(0) = −(β_1g_0μ_0 + β_0g_1μ_1)(α_1g_0μ_0 + α_0g_1μ_1), Q_3(0) = −(β_1g_0μ_0 + β_0g_1μ_1)(α_1g_0μ_0 − α_0g_1μ_1), Q_4(0) = −(β_1g_0μ_0 − β_0g_1μ_1)(α_1g_0μ_0 + α_0g_1μ_1), v pravye qasti kotoryh nußno ewe podstavit~ znaqeniØ ζ = 0. Pri fftom dlØ otnoxeniæ opredeliteleæ iz (4.47) poluqa¸tsØ sledu¸wie vyraßeniØ

U_s(0) =

−P_1Q_1 P_3Q_3 = −P_4Q_4 P_2Q_2 = (β_1g_2μ_2 − β_2g_1μ_1)(β_1g_0μ_0 − β_0g_1μ_1) (β_1g_2μ_2 + β_2g_1μ_1)(β_1g_0μ_0 + β_0g_1μ_1) = = (δ_2μ_2 − δ_1μ_1(−)^{b2} )(δ_0μ_0 − δ_1μ_1(−)^{b0} ) (δ_2μ_2 + δ_1μ_1(−)^{b2} )(δ_0μ_0 + δ_1μ_1(−)^{b0} ) , (4.50) U_p(0) = −

P_3Q_3 P_2Q_2 == (α_1g_2μ_2 − α_2g_1μ_1)(α_1g_0μ_0 − α_0g_1μ_1) (α_1g_2μ_2 + α_2g_1μ_1)(α_1g_0μ_0 + α_0g_1μ_1) = = (γ_1δ^2 μ_2 − γ_2δ^2_1 μ_1(−)^{a2} )(γ_1δ^2_0μ_0 − γ_0δ^2_1μ_1(−)^{a0} ) (γ_1δ^2 μ_2 + γ_2δ^2_1 μ_1(−)^{a2} )(γ_1δ^2_0μ_0 + γ_0δ^2_1μ_1(−)^{a0} ) , Naliqie ravenstva P_1Q_1 P_3Q_3 = P_4Q_4 P_2Q_2

90 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV v (4.50) privodit k predstavleni¸ figurnoæ skobki iz (4.47) v forme proizvedeniØ [ e^{i2}–^{δ1} +

P_1Q_1 P_3Q_3 ] [ e^{i2}–^{γ1} +

P_3Q_3 P_2Q_2 ] . Vsledstvie fftogo, pri uqete oboznaqeniæ (4.50), dispersionnoe uravnenie (4.46) (t.e. uravnenie (1.37) pri ζ = 0) dopuskaet zapis~ v vide Δ_3(0, –) ≡ Ce^{−i}–^{(γ1+δ1)}S_p(–)S_s(–) = 0, (4.51) gde C = P_2(0)Q_2(0) = const, a funkcii S_p(–) i S_s(–) opredelØ¸tsØ ravenstvami S_p(–) = e^{i2}–^{γ1} − U_p(0), S_s(–) = e^{i2}–^{δ1} − U_s(0).

(4.52)

Takim obrazom, pri ζ = 0 dispersionnoe uravnenie (1.37) (prinima¸wee vid (4.46)), rasweplØetsØ na dva nezavisimyh uravneniØ S_p(0) = 0 i S_s(0) = 0, polnye mnoßestva rexeniæ kotoryh predstavlØ¸tsØ v vide

–n =^{−i}_{2γ1} ln |Up(0)| +^1_{2γ1} [2nπ + arg Up(0)],

–m =^{−i}_{2δ1} ln |Us(0)| +^1_{2δ1} [2mπ + arg Us(0)],

(4.53)

pri celoqislennyh znaqeniØh n i m.

11. Vsluqae ße dispersionnogo uravneniØ (1.19) zadaqi dlØ

dvuhsloænoæ sredy iz p. 1 §1, dlØ privedeniØ uravneniØ (4.7) k racional~noæ forme sleduet vospol~zovat~sØ formulami (4.22), (4.16) i (4.23) p. 3. Iz nih sleduet, qto pri ζ = 0 levaØ qast~ dispersionnogo uravneniØ (1.19) Δ_2(ζ, –) = 0 moßet byt~ predstavlena v vide

Δ_2(0, –) = −μ^2_1δ^4_1 P_2e^−–^{(α1+β1)} { P_3 P_2 [ e^{+2}–^{β1} −

P_1 P_3 ] + +e^2–^{α1} [ e^2–^{β1} +

P_4 P_2 ] } , (4.54)

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 91 gde P_1 P_3 = −P_4 P_2 = β_1g_2μ_2 − β_2g_1μ_1 β_1g_2μ_2 + β_2g_1μ_1 | | | |_{ζ=0}, P_3 P_2 = − α_1g_2μ_2 − α_2g_1μ_1 α_1g_2μ_2 + α_2g_1μ_1 | | | |_{ζ=0}. (4.55)

Pri fftom znaqeniØ g_k, α_k i β_k pri ζ = 0 dolßny opredelØt~sØ po (4.48) i (4.49).

Takim obrazom, dispersionnoe uravnenie (1.19) dlØ sluqaØ dvuhsloænoæ sredy pri znaqenii ζ = 0 predstavlØetsØ v forme proizvedeniØ

Δ_2(0, –) = −μ^2_1δ^4_1 P_2(0)e^−–^{(α1+β1)}S_p(–)S_s(–) = 0, (4.56)

v kotorom funkcii S_p(–) i S_s(–) opredelØ¸tsØ vyraßeniØmi (4.52) pri uslovii, qto veliqiny U_p(0) i U_s(0) ime¸t teper~ znaqeniØ

U_p(0) = γ_1δ^2 μ_2 − γ_2δ^2_1 μ_1(−)^{a2} γ_1δ^2 μ_2 + γ_2δ^2_1 μ_1(−)^{a2} , U_s(0) = δ_2μ_2 − δ_1μ_1(−)^{b2} δ_2μ_2 + δ_1μ_1(−)^{b2} . (4.57)

Poluqennye zdes~ (i v p. 10) rezul~taty dopuska¸t dal~neæxie priloßeniØ v sledu¸wih dvuh napravleniØh. Vo-pervyh, v probleme poiska neosobyh korneæ ζ = ζ_n(–) uravneniØ (4.7) pri nebol~xih ih indeksah n ⩾ 0 v raboqeæ qastotnoæ polose iz (3.6), putem analitiqeskogo prodolßeniØ naædennyh znaqeniæ {ζ = 0, – = –_n} korneæ pri kompleksnyh znaqeniØh – = –_n – v trebu¸wu¸sØ oblast~ vewestvennyh znaqeniæ – > 0. TakaØ problema, predstavlØ¸waØ dlØ naxih issledovaniæ osnovnoæ interes, obsußdaetsØ v p. 12.

I, vo-vtoryh, v poboqnoæ dlØ nas zdes~ zadaqe na postroenie (na osnovnom liste ploskosti (η)) glavnyh qlenov asimptotiqeskih predstavleniæ pri kh → 0, η_n(n) → ∞ korneæ η = η_n(k) dispersionnogo uravneniØ (4.5), zapisannogo v forme metoda konturnyh integralov. Rexenie takoæ zadaqi, sostavlØ¸wee osnovnoe soderßanie stat~i [8], poluqaetsØ iz rezul~tatov (4.45) i (4.46) trivial~nym putem.

Deæstvitel~no, na osnovanii izloßennogo v svØzi s formulami (4.45) i (4.46), sootnoxenie (4.45) moßet byt~ perepisano v

92 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV vide kh[−iη_n(k)] = – → –_n. Ots¸da srazu ße sleduet sootnoxenie η_n(k) ≈ i–n kh , (kh → 0), (4.58)

v kotorom pod –_n nußno ponimat~ vyraßeniØ –_n ili –_m iz (4.53) pri znaqeniØh U_p(0) i U_s(0) iz (4.50), ili iz (4.57) sootvetstvenno v sluqaØh trehsloænoæ i dvuhsloænoæ sred. V raskrytoæ forme iz (4.58) poluqaetsØ sootnoxenie

η_n(k) = 1 kh { 1 2γ_1 ln |U_p(0)| + i 2γ_1

[2nπ + arg U_p(0)] } (4.59)

(i analogiqno dlØ η_m(k)) dlØ glavnogo qlena asimptotiqeskogo predstavleniØ korneæ uravneniØ (4.5) zadaqi dlØ trehsloænoæ (ili dvuhsloænoæ) sredy. Takoe predstavlenie v toqnosti sovpadaet s asimptotiqeskimi predstavleniØmi dlØ korneæ η = η_n(k) uravneniØ (4.5), poluqennymi v stat~e [8].

OstaetsØ otmetit~, qto na osnovnom liste ploskosti (ζ) (kogda v (4.48) a_ν = b_ν = 0) okazyvaetsØ |U_p(0)| < 1. Vsledstvie fftogo korni η = η_n(k) i η = η_m(k) iz (4.59) raspolaga¸tsØ v poluploskosti Re η < 0

i predstavlØ¸t soboæ (pri −∞ < { n m } < ∞) mnoßestva, sim-

metriqnye otnositel~no vewestvennoæ osi. Na neosnovnyh ße listah ploskosti (η) takie korni mogut raspolagat~sØ i v poluploskosti Re η > 0.

12. VozvrawaØs~ k probleme korneæ ζ = ζn(k) dispersionnogo

uravneniØ (4.7), prohodØwih qerez uzlovu¸ toqku ζ = 0, obsudim snaqala vopros ob otobraßenii po (4.40) korneæ η = η_n(k) uravneniØ (4.5) s osnovnogo lista ploskosti (η) na kompleksnu¸ ploskost~ (ζ). Pri fftom budem polagat~, qto razrezy na ploskosti (η) provodØtsØ vdol~ mnimoæ osi meßdu toqkami vetvleniØ

η = ±i/γ_ν i η = ±i/δ_ν i, qto arg^0α_ν = arg^0β_ν = 0 pri η > 0.

Na osnovanii sootnoxeniØ

ζ(–) ≡^1_{−iη(k)} (4.60)

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 93 iz (4.40) netrudno ubedit~sØ, qto 2-oæ i 3-iæ kvadranty osnovnogo lista ploskosti (η) otobraßa¸tsØ sootvetstvenno v 4-yæ i v 3-iæ kvadratnty ploskosti (ζ). Listy ße rimanovoæ poverhnosti, otveqa¸wie fftim kvadrantam, opredelØ¸tsØ na osnovanii poslednih sootnoxeniæ iz (4.40), iz kotoryh sleduet

arg α_ν = arg^0α_ν + arg ζ

i analogiqno dlØ β_ν . Promeßutki, v kotoryh nahodØtsØ znaqeniØ arg^0α i arg ζ, kogda koren~ η = η_n(k) raspolagaetsØ v ukazannyh vtorom i tret~em kvadrantah, legko opredelØ¸tsØ i pokazyva¸t, qto vypolnØ¸tsØ neravenstva 0 < { arg α_ν arg β_ν } < π. Takim obrazom okazyvaetsØ, qto otobraßenie korneæ η = η_n(k) na korni ζ = ζ_n(–) osuwestvlØetsØ na osnovnyh listah ploskosteæ (η) i (ζ). (Vsledstvie ße fftogo pri ispol~zovanii predstavleniæ (4.53) i (4.50), ili (4.53) i (4.57) sleduet polagat~ a_ν = b_ν = 0 dlØ veliqin iz (4.48), vhodØwih v vyraßeniØ (4.50) i (4.57)).

Qto ße kasaetsØ suti rezul~tatov, poluqennyh v p. 10 i 11, to v osnovnom oni svodØtsØ k sledu¸wim trem utverßdeniØm:

1) Mnoßestva neosobyh korneæ η = η_n(k) i ζ = ζ_n(–) dispersionnyh uravneniæ (4.5) i (4.7) (v forme metoda konturnyh integralov i metoda Lemba) nahodØtsØ vo vzaimno-odnoznaqnom sootvetstvii.

2) Mnoßestva neosobyh korneæ η = η_n(k) uravneniØ (4.5) nahoditsØ vo vzaimno-odnoznaqnom sootvetstvii s mnoßestvom {–_n} rexeniæ – = –_n uravneniØ (4.46) (v regulØrnyh funkciØh). I, nakonec, kak sledstvie takih dvuh utverßdeniæ.

3) Mnoßestvo vseh neosobyh korneæ ζ = ζ_n(–) uravneniØ (4.7) nahoditsØ vo vzaimno odnoznaqnom sootvetstvii so mnoßestvom korneæ uravneniØ (4.46), ili, qto to ße, so mnoßestvom {ζ = 0, – = –_n} korenæ uravneniØ (4.7), prohodØwih qerez kompleksnu¸ uzlovu¸ toqku ζ = 0.

Iz fftogo sleduet, qto l¸boæ neosobyæ koren~ ζ = ζ_n(–) dispersionnogo uravneniØ (4.7) pri vewestvennom argumente – > 0, moßet byt~ poluqen iz sootvetstvennogo kornØ (ζ = 0, – = –_n)

94 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV putem analitiqeskogo ego prodolßeniØ vdol~ podhodØwe vybrannoæ krivoæ γ na kompleksnoæ ploskosti peremennoæ – (sm. p. 6–8). V kaqestve posledneæ moßno, v qastnosti, brat~ uglovu¸ lini¸ γ, sostoØwu¸ iz uqastka

– =^0–n + iy, (0 ⩽ y ⩽ y0), (4.61)

parallel~nogo mnimoæ osi, gde, naprimer,

0–n =^1_{2γ1} [2πn + arg Up(0)], y0 = −^1_{2γ1} ln |Up(0)| > 0, (4.62)

i uqastka

– =^0–n + k, (k > 0 ili k < 0),

sovpada¸wego s otrezkom vewestvennoæ osi. Samo ße prodolßenie osuwestvlØetsØ na baze rexeniØ zadaqi Koxi dlØ uravneniØ (4.30) pri sootvetstvu¸wih naqal~nyh dannyh, rexaemoæ pri pomowi iteracionnogo metoda N~¸tona.

13. Uße upominalos~, qto problema osobyh korneæ dispersi-

onnyh uravneniæ (1.19) i (1.37) dlØ dvuhsloænoæ i trehsloænoæ sred okazyvaetsØ zadaqeæ, dostavlØ¸weæ mnogo hlopot, esli stavit~ cel~¸ opredelenie vsego mnoßestva takih korneæ, raspoloßennyh na mnogolistnyh rimanovyh poverhnostØh. Na pervom fftape svoego rexeniØ ona svoditsØ k nahoßdeni¸ naqal~nyh znaqeniæ ζ = ζ_n(0) korneæ pri ih argumente – = 0 iz uravneniæ

Δ_2(ζ, 0) = 0, Δ_3(ζ, 0) = 0,

levye qasti kotoryh dopuska¸t suwestvennye uproweniØ putem vyqitaniØ sootvetstvu¸wih strok opredeliteleæ drug iz druga, perestanovkoæ nekotoryh stolbcov s posledu¸wim primeneniem teoremy Laplasa. V rezul~tate vyØsnØetsØ, qto ukazannye uravneniØ privodØtsØ sootvetstvenno k uravneni¸ ReleØ

g^2 − 4ζ^2α_2β_2 = 0 (4.63)

v sluqae dvuhsloænoæ sredy, i k uravneni¸

Δ(ζ, μ_0, μ_2) ≡ | | | | | | | ζ, β_0, ζ, −β_2 α_0, ζ, −α_2, ζ 2μ_0ζα_0, μ_0g_0, −2μ_2ζα_a, μ_2g_2 μ_0g_0, 2μ_0ζβ_0, μ_2g_2, −2μ_2ζβ_2

| | | | | | | = 0 (4.64)

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 95 v sluqae trehsloænoæ sredy.

Korni uravneniØ ReleØ, opredelennye na 4-h listnoæ poverhnosti (ζ), legko nahodØtsØ qislennymi metodami. Opredelenie ße korneæ uravneniØ (4.64) na ego 16-ti listnoæ rimanovoæ poverhnosti okazyvaetsØ suwestvenno bolee sloßnoæ zadaqeæ. Putem iskl¸qeniØ radikalov, uravnenie moßet byt~ svedeno k algebraiqeskomu uravneni¸ 64-oæ stepeni, ne dopuska¸wemu ffffektivnogo rexeniØ. Pofftomu zdes~ celesoobrazno poloßit~, naprimer, μ_0 = σμ_2 i pereæti snaqala k vspomogatel~nomu uravneni¸

Δ(ζ, σμ_2, μ_2) ≡^0Δ(ζ, σ) = 0, (4.65)

obrawa¸wemusØ v uravnenie (4.64) pri

σ = σ_0 ≡ μ_0/μ_2,

i – svodØwemusØ k fflementarnomu uravneni¸ 0 Δ(ζ, 0) ≡ −μ^2(g^2 − 4ζ^2α_2β_2)(ζ^2 − α_0β_0) = 0 (4.66)

pri σ = 0.

Vosem~ korneæ ζ =^0ζ_k(0) takogo uravneniØ, raspolaga¸wihsØ na 16-ti listnoæ poverhnosti (ζ), legko opredelØ¸tsØ qislenno. DlØ poluqeniØ rexeniæ uravneniØ (4.64) ostaetsØ prodolßit~ analitiqeski ffti korni po parametru σ v promeßutok 0 ⩽ σ ⩽ σ_0 = μ_0/μ_2 v ramkah zadaqi Koxi

d^0ζ dσ = − 0 Δ_σ(ζ, dσ) 0 Δ_ζ (ζ, σ) , ζ | |_{σ=0} =^0ζ_k

dlØ vspomogatel~nogo uravneniØ (4.65). Pri fftom prihoditsØ

vnimatel~no sledit~ za perehodami korneæ ζ =^0ζ_k(σ) s lista na list poverhnosti (ζ) (esli takie perehody proishodØt).

Na vtorom fftape rexeniØ problemy osobyh korneæ dispersionnyh uravneniæ (1.19) i (1.37) prihoditsØ prodolßat~ analitiqeski v oblast~ znaqeniæ – > 0 naædennye rexeniØ uravneniæ (4.63) i (4.64). �to proizvoditsØ na baze rexeniØ zadaqi Koxi dlØ uravneniØ (4.30) pri naqal~nyh usloviØh ζ = ζ_k(0), kogda

96 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV

– = 0. Pri fftom takße sleduet vnimatel~no sledit~ za vozmoß-

nymi perehodami korneæ s odnogo lista rimanovoæ poverhnosti na drugoæ.

Opisannyæ sposob opredeleniØ osobyh korneæ dispersionnyh uravneniæ (primenimyæ bukval~no i v sluqae mnogosloænyh paqek tonkih sloev) rabotaet ffffektivno. Odnako on privodit k trudno-obozrimym rezul~tatam vsledstvie raspredeleniØ korneæ na mnogolistnoæ rimanovoæ poverhnosti (ζ), iz kotoroæ tol~ko osnovnoæ list, a takße qasti neskol~kih neosnovnyh listov (primyka¸wih k nemu), igra¸t rol~ v koliqestvennoæ ocenke volnovyh poleæ. Pofftomu pri fftom podhode k probleme bol~xaØ qast~ raboty idet faktiqeski vpustu¸. �to zastavlØet iskat~ bolee ffffektivnyh podhodov k probleme.

14. Pri vynußdennom otkaze (upominavxemsØ uße neodnokrat-

no) ot popytok polnogo izuqeniØ povedeniØ vseh korneæ ζ = ζ_n(–) dispersionnyh uravneniæ rassmatrivaemogo tipa na kompleksnoæ ploskosti (ζ), lokal~nye metody takogo izuqeniØ priobreta¸t osobo vaßnoe znaqenie. A iz lokal~nyh podhodov k probleme korneæ upomØnutyh uravneniæ naibolee ffffektivnymi i xiroko primenimymi okazyva¸tsØ podhody, osnovannye na dvuh klassiqeskih teoremah Koxi o kornØh regulØrnyh funkciæ (otnosØwihsØ k samym osnovam teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo).

UsloviØ primeneniØ fftih teorem mogut byt~ sformulirovany sledu¸wim obrazom.

Pust~ l – prostoæ zamknutyæ kontur, ne pereseka¸wiæ sam sebØ, ograniqiva¸wiæ oblast~ (B) kompleksnoæ ploskosti (ζ). Esli funkciØ f(ζ) ≡ Δ(ζ, –), (– = const) (4.67)

regulØrna v oblasti (B) vplot~ do l, i na konture l udovletvorØet uslovi¸ |f(ζ)| > 0, (ζ ∈ l), to spravedlivy sledu¸wie dve teoremy Koxi:

Teorema 1. Qislo korneæ uravneniØ (4.67) v oblasti (B) oprede-

lØetsØ vyraßeniem N = 1 2πi ∮ f^′(ζ) f(ζ) dζ =

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 97 = 1 2π Δ | |_{(l)} arg f(ζ) ≡ 1 2π Δ | |_{(l)} arg Δ(ζ, –), (4.68)

gde simvol Δ | (l) oznaqaet prirawenie (funkcii arg f(ζ)) pri obhode kontura l odin raz v poloßitel~nom napravlenii (t.e. – protiv qasovoæ strelki). Pri fftom kratnye korni uqityva¸tsØ v znaqenii N stol~ko raz, kakovy ih kratnosti.

Teorema 2. Esli, krome vyxeukazannogo, uravnenie (4.67) imeet

v oblasti (B) tol~ko prostye korni ζ = ζ_k, to summa znaqeniæ vseh korneæ Σζ_k v oblasti (B) opredelØetsØ vyraßeniem ∑ (B) ζ_k = 1 2πi ∮ (l) ζ f^′(ζ) f(ζ) dζ, (4.69)

gde f(ζ) imeet znaqenie iz (4.67).

Privedennye teoremy nahodØt cennye priloßeniØ v problemah izuqeniØ i ocenki korneæ dispersionnyh uravneniæ rassmatrivaemyh interferencionnyh zadaq. NesmotrØ na sloßnost~ funkcional~noæ zavisimosti ot ζ levyh qasteæ dispersionnyh uravneniæ (1.19) i (1.37) komp~¸ter legko (i dostatoqno bystro) vyqislØet integraly iz (4.68) i (4.69). Pri fftom vsledstvie zavedomoæ otnositel~noæ medlennosti izmeneniØ po ζ determinanta Δ(ζ, –) i ego sostavlØ¸wih, vo vseh interesu¸wih nas sluqaØh nizkoqastotnyh volnovyh poleæ pri vyqislenii integralov okazyvaetsØ opravdannym primenenie qislennogo differencirovaniØ Δ(ζ, –) po peremennoæ ζ. V rezul~tate, vyqislitel~nye algoritmy ocenok poØvleniØ, raspoloßeniØ i peremeweniØ korneæ v issleduemoæ oblasti (B) (ograniqennoæ konturom l), osnovannye na formulah (4.68) i (4.69), dopolnennye analitiqeskim prodolßeniem korneæ vdol~ sootvetstvu¸wih promeßutkov znaqeniæ –, okazyva¸tsØ ves~ma ffffektivnymi. Takie algoritmy ØvlØ¸tsØ naibolee prostym i nadeßnym sredstvom opredeleniØ korneæ dispersionnyh uravneniæ, peresekaemyh konturom λ iz (3.2) pri ego deformacii v sootvetstvu¸wie stacionarnye linii fazovyh funkciæ. Imenno oni i byli poloßeny (v konce koncov) v osnovu rexeniØ problemy korneæ vo vtoroæ qasti fftogo issledovaniØ.

OstaetsØ ewe podqerknut~, vo-pervyh, qto obsußdaemye algoritmy snima¸t upominavxiesØ ranee zatrudneniØ v probleme

98 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV osobyh korneæ, tak kak oni da¸t ocenku vseh korneæ (neosobyh i osobyh), deæstvitel~no peresekaemyh konturom λ pri ego racional~noæ deformacii, (qto i trebuetsØ!). I, vo-vtoryh, qto naliqie neskol~kih nezavisimyh sposobov opredeleniØ korneæ dispersionnyh uravneniæ pozvolØet sopostavlØt~ poluqaemye v nih rezul~taty i, tem samym usilivaet argumenty v pol~zu pravil~nosti privodimyh okonqatel~nyh rezul~tatov.

Qto ße kasaetsØ ill¸strirovannoæ storony issledovaniØ, to ee okazalos~ celesoobraznym otnesti ko vtoroæ qasti nastoØweæ stat~i [7], publikuemoæ v fftom ße tome ßurnala.

§5. O vyqislenii poleæ ob¨emnyh i golovnyh interferencionnyh voln.

PredstavleniØ poleæ interferencionnyh mod

Pri obsußdenii problem, svØzannyh s vyqisleniem volnovyh poleæ, vozbußdaemyh v rassmatrivaemyh dvuhsloænoæ i trehsloænoæ sredah, takße celesoobrazno ishodit~ snaqala iz simvoliqeskogo predstavleniØ summarnyh volnovyh poleæ povtornymi integralami tipa (3.1) i (3.2). Pri fftom, radi neskol~ko b&ol~xeæ prostoty izloßeniØ, dostatoqno rassmatrivat~ tol~ko ploskie volnovye polØ, hotØ vse izloßennoe dalee praktiqeski bez izmeneniæ primenimo i k polØm, oblada¸wim osevoæ simmetrieæ, ravno kak i k obwemu sluqa¸ nizkoqastotnyh volnovyh poleæ.

1. Kak izvestno, koliqestvennoe izuqenie interferencionnyh

volnovyh poleæ v sloistyh sredah optimal~nymi metodami trebuet postanovok zadaq na issledovanie poleæ, uqityva¸wih prostranstvenno-vremennye oblasti (RT), v kotoryh pole izuqaetsØ. Podintegral~nye funkcii v integralah tipa (3.2) ime¸t Øvno vyraßennyæ oscillØcionnyæ harakter, qto vyzyvaet izvestnye zatrudneniØ pri popytkah qislennoæ ocenki volnovyh poleæ. Preodolet~ takie zatrudneniØ estestvennym putem udaetsØ, obyqno, lix~ v sluqaØh, kogda pri postanovke zadaqi na issledovanie poleæ v predstavleniØh poleæ poØvlØ¸tsØ nekotorye otnositel~no “bol~xie” parametry. Pri fftom v zadaqah rassmatrivaemogo tipa takovymi okazyva¸tsØ veliqiny

λ_{dom} h , x h i H h , (5.1)

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 99 gde λ_{dom} – dominiru¸waØ dlina volny registriruemogo polØ, x – ffpicentral~noe rasstoØnie toqki nabl¸deniØ polØ i H – rasstoØnie (vdol~ normali) ot toqki nabl¸deniØ polØ do tonkogo sloØ.

Ograniqenie snizu veliqiny λ_{dom}/h > q^{−1}, ffkvivalentnoe neravenstvu

– ≡^{ωh}_{vs1} < 2πq, (5.2)

fiziqeski oznaqaet, qto issledovaniØ proizvodØtsØ v nizkoqastotnoæ polose spektra Fur~e. Esli veliqina q > 0 iz (5.2) mala, to pri l¸byh znaqeniØh x > 0 kratnye otraßennye volny v sloe interferiru¸t drug s drugom i, sledovatel~no, primenenie interferencionnogo predstavleniØ (3.1), (3.2) polØ adekvatno suwestvu dela. Esli ße veliqina q > 1 vozrastaet, to kratnye volny, nabl¸daemye pri malyh znaqeniØh x > 0, peresta¸t interferirovat~ v to vremØ, kak takie ße volny v oblastØh b&ol~xih znaqeniæ x osta¸tsØ ewe v zone interferencii. Pofftomu pri otnositel~no bol~xih znaqeniØh q v (5.2) primenenie predstavleniØ polØ v forme integralov (3.1) i (3.2) v sluqae dostatoqno bol~xih znaqeniæ x adekvatno deæstvitel~nosti, a primenenie ih pri malyh znaqeniØh x > 0 fiziqeski uße ne opravdano, vsledstvie qego ono dolßno (ili moßet) privodit~ k vyqislitel~nym zatrudneniØm. V takom sluqae sleduet pol~zovat~sØ drugim (toqnym) matematiqeskim predstavleniem volnovogo polØ, otveqa¸wim uqetu mnoßestva kratnyh voln, prihodØwih k toqke nabl¸deniØ polØ posledovatel~no drug za drugom. Izloßennye soobraßeniØ vsegda sleduet uqityvat~ pri qislennom izuqenii volnovyh poleæ, predstavlennyh interferencionnymi integralami tipa (3.1) i (3.2), i – osobenno v sluqaØh vstreqi s zatrudneniØmi pri ocenke poleæ.

Kak ukazyvalos~ v §3, pri nizkoqastotnosti izuqaemogo volnovogo polØ (dostatoqnoæ dlØ obespeqeniØ fiziqeskoæ interferencii ocenivaemyh poleæ) ustranenie oscillØcionnyh zatrudneniæ v ocenkah polØ dostigaetsØ pri poØvlenii v fazovoæ funkcii bol~xih parametrov x h ≫ 1 i H h ≫ 1, (5.3)

pozvolØ¸wih pribegat~ k ffffektivnym metodam konturnogo integrirovaniØ, opisannym v §3.

100 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV

V sluqae neravenstv x h ⩽ 1, H h ≫ 1 (5.4)

dlØ ocenki integralov vida (3.2), rasprostranennyh po stacionarnym konturam, moßno primenØt~ takie ße metody. Odnako vyqety v kornØh dispersionnogo uravneniØ, peresekaemyh ishodnym putem integrirovaniØ (λ) pri ego deformacii v stacionarnye linii fazovoæ funkcii, okazyva¸tsØ lixennymi bystro zatuha¸wego pri bol~xih znaqeniØh x mnoßitelØ exp[−–ψ(ζ, x)]. �to privodit v sluqae bol~xih znaqeniæ q iz (5.2) k neobhodimosti uqeta oqen~ bol~xogo qisla interferencionnyh mod, kotorye pri malyh znaqeniØh x > 0 ne maly po modul¸ i lixeny samostoØtel~nogo fiziqeskogo smysla.

Esli ße okazyvaetsØ H h ⩽ 1, x h ≫ 1, (5.5)

to naibolee racional~nym sposobom ocenki integralov tipa (3.2) ØvlØetsØ razloßenie ih v rØdy po vyqetam v pol¸sah, sovpada¸wih so vsemi kornØmi dispersionnogo uravneniØ (3.7), peresekaemyh konturom λ pri ego deformacii na beskoneqnost~ v poluploskosti Im ζ ⩽ 0. Pri fftom razrezy ot toqek vetvleniØ ζ = γ_k i ζ = δ_k sleduet deformirovat~ v ukazannu¸ poluploskost~ i sovmewat~ so stacionarnymi liniØmi l_{γk} i l_{δk} naibystreæxego vozrastaniØ real~noæ qasti fazovoæ funkcii, opredelØemymi uravneniØmi

Im ψ(ζ, x) = Im ψ(γ_k , x) i Im ψ(ζ, x) = Im ψ(δ_k, x)

i sovpada¸wimi praktiqeski s poluprØmymi

Re ζ = γ_k i Re ζ = δ_k pri Im ζ < 0.

V rezul~tate takoæ deformacii kontur λ svoditsØ k petlØm Γ_{γk} i Γ_{δk} , ohvatyva¸wimi ukazannye razrezy. Peresekaemye ße im korni ζ = ζ_n(–) dispersionnogo uravneniØ okazyva¸tsØ raspoloßennymi kak na osnovnom (ishodnom) liste kompleksnoæ ploskosti (ζ), tak i na uqastkah poboqnyh listov, nahodØwihsØ sprava ot prodeformirovannyh razrezov. Pri fftom v sluqae sil~- nogo vypolneniØ neravenstva x/h ≫ 1 poluqa¸wiesØ rØdy po vyqetam okazyva¸tsØ bystroshodØwimisØ.

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 101 Nakonec, v sluqae vypolneniØ neravenstv x h ⩽ 1, H h ⩽ 1 (5.6)

nikakaØ deformaciØ ishodnogo puti integrirovaniØ λ ne uluqxaet situaci¸, svØzannu¸ s ocenkoæ integrala (3.2). Zdes~ sleduet otkazat~sØ ot predstavleniØ vozbußdaemogo v srede polØ v forme interferencionnyh integralov tipa (3.2) i (3.1), i obratit~sØ k rassmotreni¸ fftogo ße polØ v forme naloßeniØ (beskoneqnogo) mnoßestva kratnyh (neinterferencionnyh) mnogokratno otraßennyh voln [10, 11]. V oblasti znaqeniæ iz (5.6) intensivnosti (ili amplitudy) kratnyh voln bystro zatuha¸t pri uveliqenii ih kratnosteæ. Pofftomu v upomØnutom naloßenii uqetu podleßit sravnitel~no nebol~xoe qislo voln s naimen~ximi ih kratnostØmi (n_p + m_s).

V priloßeniØh naibolee qasto vstreqaetsØ neobhodimost~ poluqeniØ koliqestvennyh ocenok volnovyh poleæ iz (3.1) i (3.2) v sluqaØh vypolneniØ neravenstv (5.3)–(5.5). Pofftomu v osnovu posledu¸wego moßno poloßit~ sluqaæ neravenstv (5.3), a rezul~taty dlØ sluqaev (5.4) i (5.5) – poluqat~ iz nego kak “predel~nye” v smysle qislennoæ ih realizacii.

Zdes~ ostaetsØ lix~ otmetit~, qto znak “mnogo bol~xe” v sootnoxeniØh (5.3)–(5.5) ne sleduet ponimat~ bukval~no. VhodØwie v nih veliqiny, naprimer, h i H ime¸t smysl pokazateleæ mery oscillØcii funkciæ vida exp(i–h) i exp(i–H), harakterizu¸wih kaqestvenno vozmoßnu¸ stepen~ oscillØcii funkciæ X_n(ζ, –) (ili Δ(ζ, –)) i exp[−–ψ(ζ, x)], vhodØwih pod znak integrala v (3.2). Pri takom smysle veliqin h i H uße pri H = 4h moßno polagat~, qto vypolnØetsØ neravenstvo h ≪ H.

2. Pri obrawenii k koliqestvennoæ ocenke volnovyh poleæ,

predstavlennyh v forme povtornyh integralov (3.1), (3.2) metoda Lemba, moßno rekomendovat~ priderßivat~sØ sledu¸weæ posledovatel~nosti deæstviæ.

1) V sootvetstvii s oblast~¸ (RT ), gde trebuetsØ proizvesti ocenku volnovogo polØ, zadannogo v forme integralov (3.1) i (3.2), vybiraetsØ profil~ (ili profili) Ox s piketnymi toqkami x = x_p (p = 1, 2, . . . , N ), v kotoryh predpolagaetsØ ocenivat~ pole.

2) DlØ kaßdoæ toqki x = x_p profilØ stroitsØ stacionarnaØ liniØ λ_0 naibystreæxego vozrastaniØ real~noæ qasti fazovoæ

102 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV funkcii ψ = ψ(ζ, x, . . . ) iz (3.3), prohodØwaØ qerez ee sedlovu¸ toqku, a takße – podobnye ße linii l_γ i l_δ s verxinami v vozmoßnyh toqkah vetvleniØ ζ = γ i ζ = δ podintegral~noæ funkcii X_n(ζ, –) iz (3.2), ne ohvatyvaemyh sverhu konturom λ_0 (sm. p. 8, §3). V rezul~tate opredelØetsØ kusoqnaØ oblast~ (V), toqki kotoroæ pereseka¸tsØ ishodnym konturom λ iz (3.2) pri ego deformacii v stacionarnyæ kontur λ_0 i v petli Γ_γ i Γ_δ, ohvatyva¸wie prodeformirovannye razrezy l_γ i l_δ . Pri fftom dlØ naglØdnosti i udobstva posledu¸wih ocenok rekomenduetsØ postroennyæ stacionarnyæ kontur λ_0, a takße (vozmoßno) i kontury l_γ i l_δ , snabßat~ repernymi otmetkami ρ = ρ_k, (ρ_k < ρ_{k+1}), gde ρ_k = Re ψ(ζ_k, x), (ζ_k ∈ λ_0). (5.7)

Po repernym toqkam ζ = ζ_k kontura λ_0 sleduet stroit~ stacionarnye linii Re ψ(ζ, x) = ρ_k > 0 (5.8)

postoØnstva znaqeniæ ffksponenty

N (ζ) ≡ | exp[−ψ(ζ, x)] | = exp[− Re ψ(ζ_k, x)], (5.9)

pozvolØ¸wih legko ocenivat~ porØdok veliqin

| exp[−–ψ(ζ, x)] | (5.10)

ffksponencial~nyh mnoßiteleæ podintegral~nyh funkciæ iz (3.2). A ffto daet vozmoßnost~ ocenivat~ porØdki veliqin vyqetov podintegral~nyh funkciæ iz (3.2) v kornØh ζ = ζ_p(–) dispersionnogo uravneniØ (3.7), i na osnovanii fftogo otbrasyvat~ korni ζ = ζ_p(–), ne suwestvennye dlØ ocenki veliqiny integrala (3.2).

3) Na uqastkah oblasteæ (V) iz p. 2) proizvoditsØ poisk korneæ ζ = ζ_n(–) dispersionnogo uravneniØ (3.7). Naqinat~ zdes~ sleduet so sluqaØ osobyh korneæ, naliqie (i znaqeniØ) – ili otsutstvie kotoryh na osnovnom liste rimanovoæ poverhnosti (ζ) (a takße – na uqastkah poboqnyh ee listov, prilega¸wih k osnovnomu – ) ustanavlivaetsØ na osnovanii teoremy No 2 Koxi (sm. p. 14, §4) s utoqneniem poluqennyh znaqeniæ ζ = ζ_n po N~¸-

tonu. Naædennye takim obrazom znaqeniØ korneæ ζ =^∘ζ_k zatem prodolßa¸tsØ analitiqeski po – > 0 vo vse toqki – raboqeæ qastotnoæ polosy (3.6).

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 103 Qto ße kasaetsØ neosobyh korneæ ζ = ζ(–) uravneniØ (3.7), nahodØwihsØ pri – = 0 na beskoneqnosti, i prihodØwih v rassmatrivaemu¸ qast~ oblasti (V) pri nekotoryh znaqeniØh – >^∘–, to ih takße udobno opredelØt~ po estestvennym algoritmam, osnovannym na teoremah Koxi (o kornØh). Pri fftom tol~ko teoremu No 2 prihoditsØ primenØt~ pri kaßdom znaqenii – =^∘–_k iz takoæ posledovatel~nosti

∘–1 <^∘–2 <^∘–3 < . . . (5.11)

znaqeniæ^∘–_k > 0, pri kotoryh v rassmatrivaemoæ qasti oblasti (V) qislo korneæ izmenØetsØ na edinicu pri izmenenii na edinicu indeksa k u qlena posledovatel~nosti iz (5.11).

Ne kasaØs~ detaleæ vpolne oqevidnogo algoritma (soqeta¸- wego rezul~taty primeneniØ teoremy No 2 pri – =^∘–_k s analitiqeskim prodolßeniem naædennogo kornØ ζ = ζ_k(^∘–_k) v oblast~ znaqeniæ – >^∘–_k i s vyqitaniem vyqislennogo znaqeniØ ζ_k(^∘–_{k+1}) iz rezul~tata primeneniØ teorema No 2 pri znaqenii – =^∘–_{k+1}) lix~ otmetim, qto obsußdaemyæ sposob postroeniØ korneæ v oblasti (V) okazyvaetsØ ves~ma ffffektivnym. On pozvolØet isqerpyva¸we polno opredelØt~ znaqeniØ korneæ dispersionnogo uravneniØ (3.7), nahodØwihsØ v oblasti (V), ili prohodØwih qerez nee, priqem zatraty maxinnogo vremeni na ego primenenie okazyva¸tsØ neznaqitel~nymi.

3. Odnako opredelenie korneæ dispersionnogo uravneniØ v

oblasti (V) moßno proizvodit~ i pri pomowi algoritma iz p. 12, §4, osnovannogo na analitiqeskom prodolßenii v raboqu¸ qastotnu¸ polosu (3.6) korneæ ζ = ζ_p(–), prohodØwih v kompleksnye “momenty” – = –_n i – = –_m iz (4.53), (4.50), ili iz (4.53), (4.57) qerez uzlovu¸ toqku ζ = 0. Takie prodolßeniØ osuwestvlØ¸tsØ vdol~ (kompleksnyh) liniæ – = γ_p(y), (0 < y < y_0) na ploskosti (–) do vyhoda toqki – = γ_p(y) na vewestvennu¸ os~ pri nekotorom znaqenii – =^∘–_p = γ_p(y_0). Pri fftom po linii ζ = l^0_p(–) korneæ ζ = ζ_p(–) na ploskosti (ζ), otveqa¸weæ toqkam kompleksnoæ linii – = γ_p(y), ustanavlivaetsØ naliqie ili otsutstvie perehodov toqek ζ = ζ_p(–) (pri – = γ_p(y)) na drugie listy kompleksnoæ ploskosti (ζ).

Qto ße kasaetsØ vewestvennyh znaqeniæ – =^∘–_p s otveqa¸wi-

104 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV

mi im znaqeniØmi^∘ζ_p = ζ_p(^∘–_p) korneæ dispersionnogo uravneniØ (3.7), to oni ispol~zu¸tsØ v kaqestve naqal~nyh dannyh dlØ analitiqeskogo prodolßeniØ korneæ v oblasti – < –^0_p i – > –^0_p znaqeniæ vewestvennogo argumenta – s cel~¸ vyhoda v raboqu¸ qastotnu¸ polosu (3.6).

Ukazannyæ sposob opredeleniØ korneæ dispersionnogo uravneniØ (3.7) dostatoqno ffffektiven. Ego celesoobrazno primenØt~ dlØ kontrolØ pravil~nosti rezul~tatov, poluqennyh na osnove primeneniØ teorem Koxi.

K izloßennomu ostaetsØ ewe prisovokupit~, qto v zakl¸qenie izuqeniØ korneæ ζ = ζ_p(–) dispersionnogo uravneniØ (3.7), raspolaga¸wihsØ na teh ili inyh uqastkah oblasti (V) (opredelennoæ v razdele p. 2). ili – prohodØwih qerez nih, rekomenduetsØ na rassmatrivaemyh uqastkah listov ploskosti (ζ) stroit~ linii l̃_p korneæ ζ = ζ_p(–) uravneniØ (3.7), otveqa¸wih znaqeniØm – iz raboqeæ qastotnoæ polosy (3.6). Takie linii sleduet snabßat~ repernymi otmetkami znaqeniæ argumenta –, otveqa¸wego harakternym ih toqkam. Pri fftom rassmotrenie liniæ korneæ ζ = ζ_p(–) sleduet proizvodit~ sovmestno so stacionarnymi liniØmi iz (5.8) (postoØnstva veliqin iz (5.9)), qtoby na osnovanii repernyh otmetok moßno bylo sudit~ o porØdke veliqiny ffksponencial~nogo mnoßitelØ | exp[−–ψ(ζ, x)]| iz (5.10) v toqkah oblasti (V). Takoe rassmotrenie predostavlØet vse neobhodimye osnovaniØ dlØ uqeta (ili dlØ iskl¸qeniØ iz uqeta) korneæ ζ = ζ_p(–) dispersionnogo uravneniØ, popada¸wih v oblast~ (V), vyqety podintegral~nyh funkciæ iz (3.2) v kotoryh sleduet (ne sleduet) prinimat~ vo vnimanie pri summarnoæ ocenke volnovogo polØ, predstavlØemogo integralami (3.1) i (3.2).

4. Zatronutye v p. 2 voprosy, sostavlØ¸wie soderßanie osnov-

noæ vspomogatel~noæ zadaqi issledovaniØ, okazalis~ svØzannymi s deformacieæ ishodnogo puti integrirovaniØ λ iz (3.2) v stacionarnu¸ lini¸ λ_0 (naibystreæxego vozrastaniØ Re ψ) fazovoæ funkcii ψ, prohodØwu¸ qerez sedlovu¸ toqku ζ = ζ_0, a takße – v petli Γ_γ i Γ_δ, ohvatyva¸wie razrezy l_γ i l_δ s verxinami v toqkah vetvleniØ ζ = γ i ζ = δ “medlenno izmenØ¸weæsØ” qasti X_n(ζ, –) podintegral~noæ funkcii, prodeformirovannye v podobnye ße stacionarnye linii. V rezul~tate takoæ deformacii spektral~naØ funkciØ Φ iz (3.2) okazyvaetsØ predstavlen-

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 105 noæ summoæ Φ = 1 2πi ∫ (λ0+Γ_γ +Γ_δ ) X_n(ζ, –)e^−–^{ψ(ζ,x)}dζ − ∑ (q) I_q (x, –) (5.12)

integralov po trem stacionarnym konturam λ_0, Γ_γ i Γ_δ , a takße – mnoßestva vyqetov podintegral~noæ funkcii iz (3.2) vo vseh kornØh ζ = ζ_n(–) dispersionnogo uravneniØ (3.7), pereseqennyh konturom λ pri ukazannoæ ego deformacii. Podhody i metody izuqeniØ i ocenki integralov suwestvenno otliqa¸tsØ ot podhodov k izuqeni¸ poleæ interferencionnyh mod, otveqa¸wih slagaemym I_p(x, –) iz (5.12). Vsledstvie fftogo ih estestvenno i rassmatrivat~ razdel~no.

Takim obrazom, dal~neæxie issledovaniØ podrazdelØ¸tsØ na dve nezavisimye qasti, priqem pervaØ iz nih posvØwena volnovym polØm ob¨emnyh i golovnyh interferencionnyh voln, svØzannyh s izuqeniem i ocenkoæ integralov, tipa integralov iz (5.12).

5. Esli petli Γγ i Γδ, ohvatyva¸wie razrezy lγ i lδ , uße so-

vmeweny s beregami razrezov, to vo vseh toqkah ζ puteæ integrirovaniØ v integralah iz (5.12) okazyvaetsØ

Im ψ(ζ, x) = c_0(x) = const (5.13)

pri sootvetstvu¸wih znaqeniØh postoØnnoæ c_0(x). Vsledstvie fftogo osnovnoæ ffksponencial~nyæ mnoßitel~ exp [ − –ψ(ζ, x)^] pod znakom integralov v (5.12) ne oscilliruet i monotonno ubyvaet po modul¸ naibystreæwim obrazom pri udalenii peremennoæ toqki ζ vdol~ konturov λ_0, l_γ i l_δ sootvetstvenno ot toqek ζ = ζ_0, ζ = γ i ζ = δ. Pri fftom podintegral~nye funkcii X_n(ζ, –) iz (3.2) ime¸t pol¸sy (kak pravilo, 1-go porØdka) v kornØh ζ = ζ_p(–) dispersionnogo uravneniØ (3.7), kotorye mogut vyhodit~ i na puti integrirovaniØ λ_0, l_γ i l_δ.

Esli pri rassmatrivaemom znaqenii – (iz raboqego qastotnogo intervala (3.6)) ni odin iz korneæ ζ = ζ_p(–) dispersionnogo uravneniØ (3.6) ne peresekaet toqek ζ = ζ_0, ζ = γ i ζ = δ, to kaßdyæ iz puteæ integrirovaniØ celesoobrazno razbivat~ na dve qasti

λ_0 = λ^+_0 + λ^−_0 , Γ_γ = l^+_γ − l^−_γ , Γ_δ = l^+_δ − l^−_δ (5.14)

106 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV sootvetstvenno toqkami ζ = ζ_0, ζ = γ i ζ = δ, gde znaqkom + (znaqkom −) pomeqeny uqastki stacionarnyh konturov, obhodimyh ot toqek ζ = ζ_0, ζ = γ i ζ = δ na beskoneqnost~ v poloßitel~- nom (v otricatel~nom) napravlenii. Takimi ße znaqkami (+, −) pomeqa¸tsØ i funkcii X_n(ζ, –) iz (3.2) integralov, rasprostranennyh na qastiqnye puti integrirovaniØ iz (5.14). Nakonec, v kaßdom iz integralov, rasprostranennyh po sootvetstvu¸wemu qastiqnomu stacionarnomu puti iz (5.14), proizvoditsØ zamena peremennoæ integrirovaniØ ζ na novu¸ peremennu¸ ρ ≡ ρ(ζ) = ψ(ζ, x) − ic_0(x) ≡ Re ψ(ζ, x) > 0, (5.15) meßdu kotorymi suwestvuet (vsledstvie monotonnosti izmeneniØ funkcii ρ(ζ) pri izmenenii ζ vdol~ stacionarnogo kontura) oqevidnaØ vzaimno-odnoznaqnaØ svØz~ ζ ⇄ ρ s sootvetstvu¸weæ obratnoæ funkcieæ ζ = ζ(ρ). (5.16)

ProizvodØ ukazannye zameny peremennoæ integrirovaniØ i uqityvaØ formulu dζ = dρ ψ^′_ζ [ζ(ρ), x] , (5.17)

v kotoroæ pod ζ = ζ(ρ) podrazumevaetsØ funkciØ (5.16), otveqa¸waØ rassmatrivaemomu qastiqnomu puti integrirovaniØ iz (5.14), oqevidno, poluqaem posledovatel~no sledu¸wie vyraßeniØ:

Φ_γ ≡ 1 2πi ∫ (Γ_γ ) X_n(ζ, –)e^−–^{ψ(ζ,x)}dζ =

= e^{−i}–^{cγ} 1 2πi ∫ l+_γ [ X^+_n (ζ, –) − X^−_n (ζ, –) ψ^′_ζ (ζ, x) ] ζ=ζ_γ (ρ) e^−–^ρ dρ, (5.18)

Φ_δ ≡ 1 2πi ∫ (Γ_δ) X_n(ζ, –)e^−–^{ψ(ζ,x)}dζ =

= e^{−i}–^{cδ} 1 2πi ∫ l+_δ [ X^+_n (ζ, –) − X^−_n (ζ, –) ψ^′_ζ (ζ, x) ] ζ=ζ_δ (ρ) e^−–^ρ dρ, (5.19)

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 107

Φ_0 ≡ 1 2πi ∫ (λ0) X_n(ζ, –)e^−–^{ψ(ζ,x)}dζ =

= e^{−i}–^{c0} 1 2πi ∞∫ 0 [ X_n[ζ^+(ρ), –] ψ^′_ζ [ζ^+(ρ), x] − X_n[ζ^−(ρ), –] ψ^′_ζ (ζ^−(ρ), x] ] e^−–^ρ dρ, (5.20)

v kotoryh oboznaqeno

c_γ = Im ψ(γ, x), c_δ = Im ψ(δ, x), c_0 = Im ψ(ζ_0, x). (5.21)

Zdes~ l^+_γ i l^+_δ – pravye berega razrezov l_γ i l_δ (sovpada¸wih so stacionarnymi liniØmi naibystreæxego vozrastaniØ veliqiny Re ψ(ζ, x)), iduwih ot toqek vetvleniØ ζ = γ i ζ = δ na beskoneqnost~, a ζ = ζ_γ (ρ) i ζ = ζ_δ(ρ) funkcii tipa (5.16) dlØ takih liniæ. Qto ße kasaetsØ funkciæ ζ = ζ^+(ρ) i ζ = ζ^−(ρ) iz (5.20), to ffto funkcii tipa (5.16) dlØ polukonturov λ^+_0 i (−λ^−_0 ) iz (5.14). Pri fftom znaki (−) pered funkciØmi X^−_n v (5.18), (5.19) i pered funkcieæ X_n[ζ^−(ρ), –] v (5.20) – sledstvie togo obstoØtel~stva, qto poloßitel~nye napravleniØ liniæ l^−_γ , l^−_δ i λ^−_0 protivopoloßnym napravleniØm vozrastaniØ veliqin ρ iz (5.15).

V integralah (5.18) i (5.19) vyraßeniØ

X^+_n (ζ, –) − X^−_n (ζ, –)

oboznaqa¸t raznost~ (v tekuweæ toqke ζ = ζ(ρ)) znaqeniæ funkcii X_n(ζ, –) s pravogo (poloßitel~nogo) i s levogo (otricatel~- nogo) beregov razrezov l_γ i l_δ. Pri fftom vyraßenie

ψ^′_ζ ≡ ψ^′_ζ [ζ(ρ), x] (5.22)

iz znamenatelØ podintegral~nyh funkciæ v (5.18) i (5.19) v nul~ nigde ne obrawaetsØ, a integrirovanie vypolnØetsØ v beskoneqnyh predelah 0 < ρ < ∞.

Naprotiv togo, vyraßenie (5.22) obrawaetsØ v nul~ v sedlovoæ toqke ζ = ζ_0, v okrestnosti kotoroæ spravedlivy razloßeniØ

ψ^′_ζ (ζ, x) = ψ^{′′}_ζ2 (ζ_0, x)(ζ − ζ_0) + . . . , ρ ≡ ψ(ζ, x) − ic_0(x) = 1 2 ψ^{′′}_ζ2 (ζ_0, x)(ζ − ζ_0)^2 + . . . ,

ψ^{′′}_ζ2 (ζ_0, x) = e^{−i π2} | |ψ^{′′}_{ζ2} (ζ_0, x) | |. (5.23)

108 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV

Vtoroe iz nih ustanavlivaet vid funkciæ iz (5.16) v okrestnosti toqki ζ = ζ_0

ζ^+ − ζ_0

ζ^− − ζ_0 } = { + − } | | | 2 ψ^{′′}_{ζ2} (ζ_0, x) | | | | 1/2 e^{i π4} √ ρ (5.24)

dlØ uqastkov λ^+_0 i λ^−_0 iz (5.14) kontura λ_0. Pervoe ße sootnoxenie iz (5.23) (pri uqete ravenstv (5.24)) privodit k porØdkovym predstavleniØm

ψ^′_ζ (ζ^+, x) ψ^′_ζ (ζ^−, x) } = { + − } √ 2|ψ^{′′}_ζ2(ζ_0, x)| e^{i π4} √ ρ, (5.25)

spravedlivym v okrestnosti toqki ζ = ζ_0. Na osnovanii fftogo moßno utverßdat~, qto v okrestnosti toqki ρ = 0 vyraßenie v kvadratnyh skobkah pod znakom integrala v (5.20) predstavlØetsØ v sledu¸weæ forme

[ ] = a √ ρ ( 1 + O(ρ) ) , a = √ 2e^{i π4} X_n(ζ_0, –) √ |ψ^{′′}_{ζ2}(ζ_0, x)| . (5.26)

Takim obrazom, osobennost~ v toqke ρ = 0 podintegral~noæ funkcii v (5.20) okazyvaetsØ integriruemoæ. Vsledstvie fftogo pri vyqislenii znaqeniæ funkcii Φ_0 moßno pol~zovat~sØ vyraßeniem (5.20), esli nißniæ predel integrirovaniØ (nul~) zamenit~ na dostatoqno maloe qislo ε > 0. (Pri fftom absol¸tnaØ oxibka vyqisleniØ integrala okaßetsØ veliqinoæ porØdka a √ ε/2π.) Odnako dlØ bolee toqnogo vyqisleniØ integrala (5.20) moßno ustranit~ ego osobennost~ v toqke ρ = 0. DlØ fftogo dostatoqno proizvesti, naprimer, poqlennoe vyqitanie iz podintegral~- noæ funkcii integrala (5.20) znaqeniØ podintegral~noæ funkcii sledu¸wego tabliqnogo integrala 1 2πi ∞∫ 0 a √ ρ e^−–^ρdρ = a 2i √ π–^. (5.27)

V rezul~tate poluqitsØ predstavlenie

Φ_0(–, x) = a 2i √ π–^{e−i–c0(x,) +} e^{−i}–^{c0(x,)} 2πi ×

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 109 × ∞∫ 0 {[ X_n(ζ^+(ρ), –) ψ^′_ζ (ζ^+(ρ), x, ) − X_n(ζ^−(ρ), –) ψ^′_ζ (ζ^−(ρ), x, ) ] − a √ ρ } e^−–^ρdρ, (5.28)

postoØnnaØ a v kotorom imeet znaqenie iz (5.26).

6. Pri poluqenii vyraßeniæ (5.18)–(5.20) i (5.28) predpolaga-

los~, qto pri rassmatrivaemom znaqenii qastotnogo parametra

– > 0 ni odin iz korneæ dispersionnogo uravneniØ (3.7) ne so-

vpadaet s toqkami vetvleniØ ζ = γ i ζ = δ “medlenno izmenØ¸- weæsØ” qasti X_n(ζ, –) podintegral~noæ funkcii iz (3.2), a takße – s sedlovoæ toqkoæ ζ = ζ_0 fazovoæ funkcii ψ(ζ, x, ). Pomimo ße fftogo sqitalos~, qto vse integraly iz (5.12) suwestvu¸t. Qtoby ocenit~ zn&aqimost~ takih predpoloßeniæ sleduet utoqnit~ obwiæ vopros o smysle konturnyh integralov ot regulØrnyh funkciæ, kogda na ih putØh integrirovaniØ raspolaga¸tsØ korni ζ = ζ_p(–) dispersionnogo uravneniØ (3.7).

Esli uqest~ diskretnost~ raspoloßeniØ korneæ dispersionnogo uravneniØ na kompleksnoæ ploskosti (ζ), a takße – fakt po- ØvleniØ korneæ ζ = ζ_p(–) na puti integrirovaniØ l lix~ putem “sblißeniØ” (ζ_p → ζ_0) kornØ ζ_p = ζ_p(–) s nekotoroæ toqkoæ ζ_0 ∈ l, prinadleßaweæ konturu l_0, to stanovitsØ oqevidnym, qto vyØsnenie postavlennyh voprosov svoditsØ, v osnovnoæ svoeæ qasti, k svoæstvam integralov tipa Koxi f(ζ) = 1 2πi ∫ (l) F (ζ^′) ζ^′ − ζ dζ^′ (5.29)

ot regulØrnoæ funkcii F (ζ) pri gladkom (t.e. nepreryvnom s nepervymi proizvodnymi) puti integrirovaniØ l. Dostatoqnye dlØ naxeæ celi ego svoæstva svodØtsØ k sledu¸wemu.

Pust~ l – gladkiæ napravlennyæ kontur, soedinØ¸wiæ toqki A i B kompleksnoæ ploskosti (ζ) v oblasti, gde F (ζ) regulØrna, i pust~ ζ = ζ_0 – nekotoraØ vnutrennØØ toqka fftogo kontura. Nazovem pravoæ (levoæ) storonoæ kontura l taku¸ qast~ ploskosti (ζ), kotoraØ ostaetsØ sprava (sleva), esli peremewat~sØ vdol~ l v poloßitel~nom ego napravlenii. Togda, esli toqka ζ → ζ_0 stremitsØ k toqke ζ_0 ∈ l (vdol~ nekasatel~nogo puti l_0), to funkciØ f(ζ) iz (5.29) stremitsØ k predelu, ravnomu lim ζ0→ζ0 f(ζ) = ∓ F (ζ_0) 2 + P V 1 2πi ∫ (l) F (ζ^′) ζ^′ − ζ_0 dζ^′, (5.30)

110 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV v kotorom znak (−) (znak +) sootvetstvuet stremleni¸ ζ → ζ_0 sprava (sleva) ot l. Pri fftom znak P V pered integralom oznaqaet, qto integral ponimaetsØ v smysle glavnogo znaqeniØ (Koxi).

Esli ße v koncevoæ toqke ζ = B = γ kontura l funkciØ F (ζ) obrawaetsØ v nul~, naprimer, kak funkciØ

F (ζ) = √ ζ − γ F_1(ζ), (5.31)

gde F_1(ζ) – regulØrna v okrestnosti toqki ζ = γ, to pri stremlenii (ζ → γ) toqki ζ k toqke ζ = γ vdol~ nekasatel~nogo puti integral (5.29), (5.31) stremitsØ, oqevidno, k predelu, ravnomu nesobstvennomu integralu

lim_{ζ→γ} f(ζ) = 1 2πi γ∫ A F_1(ζ^′) √ ζ^′ − γ dζ^′. (5.32)

K izloßennomu zdes~ sleduet prisovokupit~, vo-pervyh, qto pri dal~neæxem primenenii privedennyh utverßdeniæ k integralam iz (5.12) (ili k integralam iz (5.18)–(5.20)) suwestvennym ØvlØetsØ lix~ fakt suwestvovaniØ predelov, kogda koren~ ζ = ζ_p(–) dispersionnogo uravneniØ priblißaetsØ k toæ ili inoæ toqke ζ = ζ_0 puti integrirovaniØ. Vo-vtoryh ße, qto vtoraØ qast~ utverßdeniØ, svØzannaØ s formuloæ (5.32), otnositsØ v rassmatrivaemyh zadaqah lix~ k sluqaØm koncevyh toqek ζ = γ i ζ = δ, ØvlØ¸wihsØ verxinami razrezov, vdol~ beregov kotoryh (v protivopoloßennyh napravleniØh) proizvoditsØ integrirovanie. Pofftomu v okrestnosti verxiny, naprimer, ζ = γ podintegral~naØ funkciØ (igra¸waØ zdes~ rol~ funkcii F (ζ) iz (5.29)) predstavlØetsØ v vide

F (ζ) = F_0(ζ) + √ ζ^2 − γ^2 F_1(ζ), (5.33)

gde F_0(ζ) i F_1(ζ) – regulØrnye funkcii. Vsledstvie otsutstviØ u funkcii F_0(ζ) vetvleniæ, integral vida (5.29), (5.33) vdol~ beregov razreza svoditsØ k integralu vida f(ζ) = 1 2πi γ∫ A √ (ζ^′)^2 − γ^2 ζ^′ − ζ F_1(ζ^′)dζ^′,

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 111 toßdestvennogo po strukture integralu (5.29), (5.31). Takim obrazom, iz naliqiØ predela (5.32) sleduet suwestvovanie predelov u integralov vida (5.18) i (5.19) pri stremlenii kornØ ζ = ζ_p(–) k verxinam ζ = γ i ζ = δ ih razrezov.

7. Teper~ uße moßno obratit~sØ k obsußdeni¸ voprosov, svØ-

zannyh s prisutstviem na putØh integrirovaniØ integralov iz (5.12), ili iz (5.18)–(5.20) korneæ ζ = ζ_p(–) dispersionnogo uravneniØ (3.7). V sootvetstvii s §4 i §5, zdes~ sleduet razliqat~ dva sposoba “vyhoda” korneæ ζ = ζ_p(–) na stacionarnye puti integrirovaniØ ukazannyh integralov. Pervyæ iz nih sootvetstvuet deformacii (pri nekotorom znaqenii – = –_0) ishodnogo puti integrirovaniØ λ iz (3.2) v stacionarnye linii λ_0, Γ_γ i Γ_δ , oboznaqaemye summarno kak kontur l_0. (Zametim, qto zdes~ i dalee predpolagaetsØ, qto petli Γ_γ i Γ_δ uße stØnuty v berega razrezov l_γ i l_δ.) Vtoroæ ße sposob – otveqaet sluqa¸ uße zakonqennoæ pri – = –_0 deformacii kontura λ v stacionarnyæ kontur l_0 (t.e. v kontury λ_0, Γ_γ i Γ_δ), kotorye pereseka¸tsØ kornØmi ζ = ζ_p(–) dopolnitel~no vsledstvie peremeweniØ poslednih po ploskosti (ζ) pri vozrasta¸wih znaqeniØh – > –_0 qastotnogo parametra –.

V pervom sluqae raspoloßenie prodeformirovannogo kontura l_0 razdelØet mnoßestvo korneæ ζ = ζ_p(–) uravneniØ (3.7) na tri gruppy: a) na gruppu R korneæ, uße pereseqennyh konturom λ pri ego deformacii v kontur l_0; v) na gruppu korneæ, ne zatronutyh ewe konturom λ. I, nakonec, s) na vozmoßnu¸ gruppu korneæ (sostoØxu¸, kak pravilo, iz odnogo kornØ), oqutivxihsØ na konture l_0.

Korni 1-oæ gruppy pri pereseqenii ih konturom λ integrala (3.2) vydelØ¸t iz polØ Φ(x, –) summu vyqetov podintegral~noæ funkcii iz (3.2) (s obratnym znakom) vo vseh kornØh gruppy R. Korni 2-oæ gruppy v vyqislenii polØ Φ ne uqastvu¸t. Qto ße kasaetsØ korneæ ζ = ζ_p(–) tret~eæ gruppy, to oni mogut vyhodit~ na kontur l_0 (pri nekotorom znaqenii – = –_0) tol~ko iz oblasti znaqeniæ ζ, raspoloßennyh sprava ot kontura l_0 (na kotoryæ natalkivaetsØ kontur λ pri deformacii ego v stacionarnyæ kontur l_0). Pri fftom poØvlenie v podintegral~noæ funkcii X_n(ζ, –) integrala iz (3.2) (pri λ = l_0) kornØ ζ = ζ_0 uravneniØ (3.7) na puti integrirovaniØ, svØzannoe faktiqeski s naliqiem

112 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV u funkcii X_n(ζ, –) mnoßitelØ, podobnogo mnoßitel¸ vida F_n(ζ, –) ζ − ζ_0 , (ζ ∈ l_0) (5.34)

pridaet integralu (3.2) znaqenie, ØvlØ¸weesØ predelom pri ζ_p(–) → ζ_0 ot integrala (3.2), v kotorom u mnoßitelØ iz (5.34) v vyraßenii X_n(ζ, –) znaqenie ζ_0 zameneno na znaqenie kornØ ζ = ζ_p(–), raspoloßennogo sprava ot kontura l_0 i stremØwegosØ k toqke ζ = ζ_0 kak k praktiqeskomu predelu (sm. p. 6).

Vo vtorom ße sluqae, kogda kontur l_0 (t.e. kakoæ-to iz konturov λ_0, Γ_γ i Γ_δ) fiksirovan, a vyhod korneæ ζ = ζ_p(–) uravneniØ (3.7) na kontur l_0 osuwestvlØetsØ v rezul~tate peremeweniØ korneæ po ploskosti (ζ) pri vozrastanii ih argumenta – > –_0, sleduet razliqat~ podsluqai stremleniØ kornØ ζ = ζ_p(–) k toqke ζ = ζ_0 ∈ l_0 s pravoæ, ili s levoæ storony ot kontura l_0.

Esli koren~ ζ = ζ_p(–) dispersionnogo uravneniØ (3.7), nahodØwiæsØ sprava ot kontura l_0, stremitsØ k toqke ζ = ζ_0 ∈ l_0 (t.e. ζ_p → ζ_0), to integral (3.2) pri λ = l_0 s funkcieæ X_n(ζ, –), soderßaweæ mnoßitel~

F_0(ζ, –) ζ − ζ_p(–)

(5.35)

tipa (5.34), stremitsØ k predelu, kotoryæ, kak raz, i opredelØet znaqenie integrala (3.2) pri λ = l_0 i ζ_0 = ζ_p(–) ∈ l_0 (soderßawego na svoem puti integrirovaniØ koren~ ζ = ζ_0 dispersionnogo uravneniØ).

Esli ße koren~ ζ = ζ_p(–) uravneniØ (3.7), nahodØwiæsØ sleva ot kontura l_0 i, sledovatel~no, uße vnesxiæ svoæ vklad v spektral~nu¸ funkci¸ Φ (ravnyæ minus vyqetu a_{−1}(~ζ_p) ≡ I_0(x, z, –) podintegral~noæ funkcii v korne ζ = ζ_p(–)), stremitsØ k toqke ζ_0 ∈ l_0, to znaqenie integrala (3.2) pri λ = l_0 s funkcieæ X_n(ζ, –), soderßaweæ (faktiqeski) mnoßitel~ tipa (5.35), minus znaqenie I_0(x, z, –) upomØnutogo vyqeta, stremØtsØ sovmestno k predelu, kotoryæ kak raz i opredelØet znaqenie integrala (3.2) (pri λ = l_0) i ζ_0 = ζ_p(–) ∈ l_0. Pri fftom ukazannye predely pri ζ_p(–) → ζ_0 ∈ l_0 sprava i sleva, kak netrudno videt~, odinakovy.

Takim obrazom, v sluqae poØvleniØ kornØ ζ = ζ_n(–) uravneniØ (3.2) v toqke ζ_p(–) = ζ_0 ∈ l_0 puti integrirovaniØ λ = l_0 integrala

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 113 (3.2), sleduet ustanovit~, kakim putem koren~ ζ = ζ_p(–) uravneniØ (3.7) vyxel v toqku ζ_0 ∈ l_0. Posle fftogo iskomoe znaqenie integrala (3.2) pri λ = l_0 i ζ_p(–) = ζ_0 ∈ l_0 sleduet opredelØt~ posredstvom praktiqeskogo predela, tip kotorogo vybiraetsØ na osnovanii vyxeizloßennogo.

8. ObratimsØ, nakonec, ko vtoroæ (nezavisimoæ) qasti naxeæ

problemy, svØzannoæ s ocenkoæ vkladov v summarnoe volnovoe pole vyqetov podintegral~noæ funkcii (ishodnogo predstavleniØ polØ) iz (3.2) v pol¸sah, sovpada¸wih s kornØmi ζ = ζ_p(–) dispersionnogo uravneniØ (3.7), peresekaemyh konturom λ iz (3.2) pri ego racional~noæ deformacii. PolØ, otveqa¸wie takim vyqetam, prinadleßat k tipu interferencionnyh mod, predstavlØ¸wih suwestvennyæ prikladnoæ interes, tak kak oni nesut prØmu¸ informaci¸ o vnutrennem stroenii sloistoæ sredy. Pofftomu po povodu vyqisleniØ takih poleæ, ravno kak i nekotoryh ih svoæstv, umestno sdelat~ neskol~ko zameqaniæ, priqem snaqala – kasa¸wihsØ tehniki vyqisleniØ vyqetov.

V analitiqeskom predstavlenii interferencionnyh volnovyh poleæ v forme povtornyh integralov vida (3.1), (3.2) metoda Lemba, vnutrennie (spektral~nye) integraly ime¸t strukturu vida (3.2) s funkcional~nymi kofffficientami X_n(ζ, –), udovletvorØ¸wimi nekotoroæ lineænoæ algebraiqeskoæ sisteme uravneniæ (3.4), uqityva¸weæ usloviØ vozbußdeniØ sredy, a takße – kontakty na granicah razdela ee sloev. Rexenie sistemy uravneniæ (3.4) dopuskaet predstavlenie po Krameru v forme otnoxeniØ (3.5), v znamenatel~ kotorogo vhodit levaØ qast~ dispersionnogo uravneniØ (3.7). V sootvetstvii s fftim dlØ vyqeta podintegral~noæ funkcii iz (3.2) v prostom pol¸se ζ = ζ_0(–) (sovpada¸wem s kornem dispersionnogo uravneniØ) poluqaetsØ izvestnoe vyraßenie:

a_{−1} [ζ_0(–), x; –] =

~Δ_n(ζ, –) ∂ ∂ζ Δ(ζ, –) e^−–^{ψ(ζ,x)} | | |_{ζ=ζ0(x)}. (5.36)

Odnako pri qislennoæ ocenke integralov tipa (3.2) v sluqae sistem uravneniæ (3.4) vysokogo porØdka pribegat~ k formule Kramera necelesoobrazno. Znaqitel~no vygodnee opredelØt~ funkcional~nye kofffficienty X_n(ζ, –) iz (3.2) neposredstvenno putem qislennogo rexeniØ sistemy uravneniæ (3.4). Pri fftom, estestenno, prihoditsØ izmenØt~ i sposob vyqisleniØ vyqetov.

114 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV

V zadaqah rassmatrivaemogo tipa pri vyqislenii vyqetov vpolne ffffektivnym okazyvaetsØ sledu¸wiæ qislennyæ podhod (uqityva¸wiæ diskretnost~ raspoloßeniØ na ploskosti (ζ) korneæ ζ = ζ_n(–) dispersionnogo uravneniØ (3.7)).

Po korn¸ ζ = ζ_0(–), v kotorom nußno vyqislit~ vyqet podin-

tegral~noæ funkcii iz (3.2), opredelØetsØ toqka ζ =^∘ζ i otrezok

prØmoæ ζ_0^∘ζ tak, qto vse toqki otrezka okazyva¸tsØ raspoloßennymi “daleko” ot drugih korneæ ζ = ζ_p(–) ≠ ζ_0 uravneniØ (3.7).

OpredelØØ na otrezke ζ_0^∘ζ posledovatel~nost~ toqek, naprimer, vida ζ_m = ζ_0 + 2^{−m}(^∘ζ − ζ_0), (m ⩾ 0) (5.37)

vvedem v rassmotrenie peremennu¸ veliqinu

a_m = (ζ_m − ζ_0) X_n(ζ_m, –) e^−–^{ψ(ζm ,x)}, (– = const), (5.38)

gde pod X_n(ζ_m, –) podrazumevaetsØ rexenie sistemy uravneniæ (3.4), postroennoæ dlØ toqek ζ = ζ_m iz (5.37). Pri uqete principial~noæ vozmoßnosti predstavleniØ vida (3.5) dlØ takogo rexeniØ, a takße – regulØrnosti po ζ funkcii Δ(ζ, –), Øsno, qto teoretiqeskim predelom veliqiny (5.38) pri ζ_m → ζ_0 ØvlØetsØ vyqet iz (5.36). Pofftomu (vsledstvie dostatoqno vysokoæ gladkosti nizkoqastotnyh volnovyh poleæ) ime¸tsØ vse osnovaniØ polagat~, qto i qislennyæ predel veliqin a_m pri m → ∞ dast znaqenie, ves~ma blizkoe k vyqetu. Pri fftom process m → ∞ zdes~ sleduet ponimat~ ne formal~no, a tak, qto pri m → ∞ toqka ζ_m priblißaetsØ k korn¸ ζ = ζ_0(–) na malye rasstoØniØ, pri kotoryh process utoqneniØ znaqeniæ kornØ ζ = ζ_0(–) po N~¸tonu ewe ne vstreqaet zatrudneniæ, a priblißeniØ a_m i a_{m+1} otliqa¸tsØ drug ot druga uße prenebreßimo malo.

Estestvenno, qto ukazannyæ podhod, baziru¸wiæsØ na dopuwenii o dostatoqnoæ gladkosti izuqaemyh nizkoqastotnyh poleæ, nußdaetsØ v qislennom podtverßdenii. Proizvedennye proverki, osnovannye kak na sopostavlenii rezul~tatov, poluqaemyh po formulam (5.36)–(5.38), tak i na ocenke skorosti stremleniØ k predelu peremennoæ a_m iz (5.38), podtverdili ves~ma vysoku¸ ffffektivnost~ takogo podhoda, kotoryæ ispol~zovalsØ nami pri vyqisleniØh. K izloßennomu umestno ewe dobavit~, qto vybor otrezka prØmoæ ζ_0^∘ζ, vdol~ kotoroæ toqka ζ_m iz (5.37)

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 115 ustremlØetsØ k korn¸ ζ = ζ_0(–) (pri fiksirovannom znaqenii –) – bezrazliqen. Neobhodimo lix~, qtoby v ego toqkah vypolnØlos~ neravenstvo | Δ(ζ_m, –) |> δ, gde δ > 0 ne slixkom ewe malo, opredelØ¸wee uslovie korrektnosti rexeniØ sistemy uravneniæ (3.4).

9. V sootvetstvii s (5.38) vyqet podintegral~noæ funkcii iz

(3.2) v prostom pol¸se, opredelØemom kornem ζ = ζ_0(–) dispersionnogo uravneniØ, predstavlØetsØ v vide

a_0(x, –) = A(–) exp[−–ψ(ζ_0, x)], (5.39) gde A(–) = lim_{ζm →ζ0} p^[(ζm − ζ0) Xn (ζm, –)^], (5.40)

priqem simvol limp oznaqaet praktiqeskiæ (qislennyæ) predel pri ζ_m → ζ_0(–) (v smysle, ukazannom v p. 8).

Esli predstavit~ fazovu¸ funkci¸ iz (3.3) v forme dvuh slagaemyh ψ(ζ_0, x) = ixζ_0(–) + f(ζ_0),

gde f(ζ) qast~ fazovoæ funkcii, ne zavisØwaØ ot koordinaty x, to dlØ vyqeta v korne

ζ_0(–) = ξ_0(–) − iη_0(–), (η_0(–) > 0) (5.41)

dispersionnogo uravneniØ poluqitsØ sledu¸wee predstavlenie

a_0(x, –) = A(–) e^−–^{f(ζ0)} e^−–^{xη0(}–^) exp[−i–xξ_0(–)] ≡

≡ B(–) e^−–^{xη0(}–^) exp[−i–xξ_0(–)]. (5.42)

Takoæ vyqet vsegda rassmatrivaetsØ sovmestno so vremenn&ym mnoßitelem exp(i–τ ), zaimstvovannym u vnexnego integrala iz (3.1). �to privodit k volnovomu obrazovani¸

u_0(x, τ, –) = B(–) e^−–^{xη0(}–^) exp [i–(τ − xξ_0(–))] (5.43)

tipa zatuha¸weæ monohromatiqeskoæ volny, nazyvaemomu stacionarnoæ modoæ, otveqa¸weæ korn¸ ζ = ζ_0(–) iz (5.41) dispersionnogo uravneniØ (3.7). Uroven~ otnositel~noæ intensivnosti takoæ mody opredelØetsØ mnoßitelem

N = |exp[−–ψ(ζ_0, x)]| (5.44)

116 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV iz (5.39), po znaqeni¸ kotorogo sleduet rexat~ vopros o tom, prinimat~ li fftu modu vo vnimanie (N > δ_0) pri ocenkah polØ, ili net (N < δ_0). V kaqestve ße graniqnoæ veliqiny δ_0 zdes~, povidimomu, dostatoqno vybrat~ znaqenie

δ_0 = exp(−4) ∼ 2.10^{−2}. (5.45)

Stacionarnye mody vida (5.43) ØvlØ¸tsØ abstrakcieæ, ili (toqnee) – promeßutoqnym (spektral~nym) predstavleniem nestacionarnoæ mody. Pri nestacionarnyh vozdeæstviØh nad sredoæ (iz §1) vozbußda¸tsØ ne oni, a nestacionarnye mody, t.e. – rezul~tat ih podstanovki vo vnexniæ integral Fur~e tipa (3.1), privodØwiæsØ k vidu

~u_0(x, τ ) = Re –0∫ 0 F ( i–^{vs1}_h ) B(–) e^{−–xη0 (–)} exp i–[τ − xξ0(–)] d–,

(5.46) gde F (i–^{vs1}_h ) – spektral~naØ funkciØ iz (1.4) zavisimosti istoqnika ot vremeni. Pofftomu izuqenie interferencionnyh mod, vozbußda¸wihsØ v rassmatrivaemyh sredah, svoditsØ k razrabotke sposobov koliqestvennoæ ocenki integralov vida (5.46) pri tom, ili inom vybore spektral~noæ funkcii F (i–^{vs1}_h ) istoqnika, i pri teh, ili inyh znaqeniØh prostranstvenno-vremennoæ oblasti nabl¸deniØ (ili registracii) polØ. Pri fftom vsledstvie nezavisimosti drug ot druga zadaq na ocenku ob¨emnyh interferencionnyh voln, a takße – na ocenku i izuqenie interferencionnyh nestacionarnyh mod, spektral~nye funkcii istoqnikov v takih zadaqah takße moßno vybirat~ nezavisimymi sposobami.

Takim obrazom, osnovnaØ zdes~ zadaqa svoditsØ k izuqeni¸ nestacionarnyh mod tipa (5.46) v zavisimosti ot vida spektral~noæ funkcii istoqnika, a takße – ot oblasti znaqeniæ (x, τ ), v kotoroæ pole izuqaetsØ.

10. V oblasti primenimosti obsußdaemogo podhoda (t.e. – kogda

vypolnØ¸tsØ neravenstva vida (5.3)–(5.5) i rassmatrivaetsØ dostatoqno nizeoqastotnaØ spektral~naØ polosa (3.6) vozbußdeniØ polØ) put~ integrirovaniØ λ iz (3.2) pri svoeæ racional~noæ deformacii peresekaet, obyqno, ne tak mnogo korneæ ζ = ζ_n(–) dispersionnogo uravneniØ (3.7). Pri fftom uroven~ otnositel~-

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 117 noæ intensivnosti zatuha¸wih mod okazyvaetsØ (pri ne slixkom malyh znaqeniØh peremennoæ x > 0) prenebreßimo malym v smysle (5.44). Nezatuha¸wie ße mody, vozbußda¸wiesØ daleko ne pri l¸byh znaqeniØh parametrov γ_k i δ_k sredy (v sluqaØh vozdeæstviæ, raspoloßennyh dostatoqno blizko k tonkomu slo¸) mogut privnosit~ zametnyæ vklad v volnovoe pole, osobenno na bol~xih rasstoØniØh x > 0 v oblastØh, prilega¸wih k slo¸.

V oblasti otqetlivoæ registracii takoæ mody iz (5.46) (v kotoroæ η_0(–) = 0 i ξ_0(–) = ζ_0(–)) dolßna okazat~sØ dostatoqno maloæ dispersiØ ee fazovoæ skorosti v_f (–) = [ζ_0(–)]^{−1} tak, qtoby veliqina τ_0 − x_0ζ_0(–)

obrawalas~ v nul~ (naprimer, pri – = –_0/2) i izmenØlas~ neznaqitel~no po sravneni¸ s π/–_0 pri izmenenii parametra – v real~noæ qastotnoæ polose primenØemogo signala.

Bolee otqetlivo usloviØ, obespeqiva¸wie tipiqnu¸ registraci¸ nestacionarnoæ mody, moßno sformulirovat~ v sluqaØh, kogda moda realizuetsØ v forme uzkopolostnogo volnovogo paketa

u = Re ffi–_{+Δ} ∫ ffi– c(–) exp i–[τ − xζ0(–)] d–, (5.47)

s gladkoæ medlenno-izmenØ¸weæsØ funkcieæ c(–) i s fazovoæ funkcieæ, dopuska¸weæ dostatoqno horoxu¸ approksimaci¸ pervymi dvumØ, ili tremØ qlenami ee razloßeniØ v rØd Teælora.

Esli spravedlivo razloßenie

φ(–) ≡ –τ − x–ζ0(–) = φ(^∘–) + φ^′(^∘–)(– −^∘–) + Δ2(–,^∘–), (5.48) gde φ(^∘–) =^∘– T_0, T_0 = τ − x v_f (^∘–) ; v_f (–) = 1 ζ_0(–) , φ^′(^∘–) = T, T ≡ τ − x v_g(^∘–) ; v_g(–) = 1 d d– [–ζ^0(–)] , (5.49)

118 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV s ostatoqnym qlenom, udovletvorØ¸wim ocenke

| Δ_2(–,^∘–) |= | | | | d^2

2d–^{2 [}–^{ζ0(}–^{)]xΔ2} | | | | ≪ π, (5.50)

to dlØ paketa (5.47) poluqaetsØ priblißennoe predstavlenie

u = Re Δ∫ 0 c(^∘– + y)e^i ffi–_{T0} exp iT ydy =

= c(^∘–)

2 sin^Δ_2 T T cos[^∘– T_0 + χ]. (5.51)

Zdes~ T i T_0 ime¸t znaqeniØ iz (5.49), a fazovoe smewenie daetsØ vyraßeniem

χ = arctg ( Δ 2 T ) + arg c(^∘–).

Mnoßitel~

A(T ) =

2 sin^Δ_2 T T = 2 sin^Δ_2 [τ −^x_{vg(} ffi–_) ]

[τ −^x_{vg(} ffi–_) ] , opredelØ¸wiæ ogiba¸wu¸ volnovogo paketa, imeet repernye otmetki (pravda, sil~no razmytye pri malyh znaqeniØh Δ), naprimer, T = 0, T = π/Δ i t.d. Pofftomu pole (5.51) volnovogo paketa imeet harakter volny, rasprostranØ¸weæsØ s gruppovoæ skorost~¸ v_g(^∘–) iz (5.49), podobnoæ modulirovannomu kolebani¸ s ogiba¸weæ A(T ) i s qastotnym zapolneniem

cos[^∘– T_0 + χ] ≡ cos [_∘ – ( τ − x v_f (^∘–) )] . Po rezul~tatam registracii takoæ volny fazovaØ skorost~ v_f (–) opredelØetsØ dostatoqno toqno, a gruppovaØ skorost~ v_g(–) – priblißenno (vsledstvie razmytosti volnovogo paketa). Pri fftom predstavlenie paketa formuloæ (5.51) spravedlivo, lix~ kogda vypolnØetsØ ocenka (5.50), t.e. – pri dostatoqno malyh znaqeniØh ffpicentral~nogo rasstoØniØ x > 0. Na nekotorom promeßutke vozrasta¸wih znaqeniæ x (uße ne udovletvorØ¸wih

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 119 uslovi¸ (5.50)) moßno dat~ podobnoe ße opisanie rasprostraneniØ volnovogo paketa pri uqete treh pervyh qlenov razloßeniØ (5.48). Pri fftom vyØsnØetsØ, qto prostranstvennaØ lokalizaciØ paketa razmyvaetsØ s uveliqeniem znaqeniØ x. Odnako na fftom my ne budem zdes~ zaderßivat~sØ.

11. V sluqae bol~xih znaqeniæ τ i x, kak volnovoæ paket, tak i

nezatuha¸waØ moda

u = Re –0∫ 0 c(–) exp i–[τ − xζ0(–)] d–, (5.52)

rasprostranennaØ po vseæ raboqeæ qastotnoæ polose iz (3.6), dopuska¸t priblißennu¸ ocenku po metodu stacionarnoæ fazy (ili – po metodu perevala). Pri fftom, obyqno, taku¸ ocenku proizvodØt v ramkah kaqestvennogo podhoda Bromviqa, pridavaØ eæ asimptotiqeskiæ smysl pri x = vτ i τ → ∞.

Pri takom podhode polaga¸t

–[τ − xζ0(–)] = [ – −^x_τ –ζ0(–) ] τ ≡ ψ_0(–)τ, ψ_0(–) = – − v–ζ_0(–), (5.53)

i pol~zu¸tsØ izvestnoæ kaqestvennoæ ocenkoæ integralov ∫ Δ– c(–) exp[iψ0(–)τ ]d– ∼ O ( 1 aτ ) , (τ → ∞), esli v promeßutke Δ– okazyvaetsØ |ψ^′_0(–)| ⩾ a > 0, i b–+ε∫ b–−ε c(–) exp[iψ0(–)τ ]d– ∼ O ( 1 √ |ψ^{′′}_0 (^–)|τ ) , esli toqka – = ^– ØvlØetsØ stacionarnoæ dlØ funkcii ψ_0(–) (t.e. v neæ ψ^′_0(–) = 0). Iz takih ocenok dela¸t zakl¸qenie, qto pri x ≫ 1 moda (5.52) vedet sebØ kak (sil~no) razmazannyæ “signal”, rasprostranØ¸wiæsØ s gruppovoæ skorost~¸ iz (5.49) i s intensivnost~¸, ubyva¸weæ kak ( √ τ )^{−1}.

V sluqaØh, kogda v predstavlenii (5.52) mody funkcii c(–) i ζ_0(–) regulØrny v dostatoqno xirokoæ okrestnosti promeßutka

120 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV integrirovaniØ (0, –_0)b dlØ ocenki integrala moßno primenØt~ metod perevala, dopuska¸wiæ, kak izvestno, (sm., naprimer, [2], §4) ocenki pogrexnosteæ vyqisleniæ pri τ ≫ 1.

Pust~, naprimer, na promeßutke integrirovaniØ 0 < – < –_0 funkciØ

ψ^′_0(–) = 1 − v d d–^[–^{ζ0(}–^{)]}

iz (5.53) monotonno vozrastaet ot otricatel~nogo znaqeniØ ψ^′_0(0) < 0 do poloßitel~nogo znaqeniØ ψ^′_0(–_0) > 0, prohodØ qerez znaqenie ψ^′_0(^–) = 0 v sedlovoæ toqke – = ^– na ploskosti (–)). Togda put~ integrirovaniØ v (5.52) moßno prodeformirovat~ v (sostavnoæ) beskoneqnyæ kontur

L = l(0) + λ_0 − l(–_0), (5.54)

obrazovannyæ stacionarnymi liniØmi l(0) i l(–_0) (naibystreæxego ubyvaniØ veliqiny Re[iψ_0(–)]), vyhodØwimi iz koncevyh toqek – = 0 i – = –_0 promeßutka (0, –_0) iz (5.52), a takße – soedinitel~nm beskoneqnym stacionarnym konturom λ_0, prohodØwim qerez sedlovu¸ toqku – = ^– kak ukazano na ris. 3.

Ris. 3.

V rezul~tate integral (5.52) predstavitsØ v vide

u = Re ∫ (L) c(–) exp[iψ0(–, x)τ ]d–, (5.55)

summy integralov po stacionarnym liniØm, vhodØwih v sostavl kontura L, v kotoryh funkciØ exp[iψ_0(–, x)τ ] ne oscilliruet i

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 121 ubyvaet naibystreæxim obrazom pri udalenii ot toqek – = 0,

– = ^– i – = –0.

Suwestvenno podqerknut~, qto pri takom podhode pole mody iz (5.52) moßet byt~ oceneno koliqestvenno i pri umerennyh znaqeniØh τ i x = vτ , esli integraly po stacionarnym liniØm ocenivat~ qislenno.

V zakl¸qenie izloßennogo sleduet ostanovit~sØ na qislennoæ realizacii ukazannogo podhoda k ocenke integralov vida (5.52) v naxih zadaqah, v kotoryh izvesten lix~ fakt suwestvovaniØ regulØrnyh funkciæ ζ = ζ_0(–) i c(–), a takße – sposoby qislennogo opredeleniØ ih znaqeniæ v l¸boæ toqke kompleksnoæ ploskosti (–). SituaciØ zdes~ svoditsØ k sledu¸wemu.

Pri postroenii mody (5.52) funkciØ ζ = ζ_0(–) kornØ (dispersionnogo uravneniØ), poroßda¸wego modu, vyqislØetsØ v toq-

kah – promeßutka integrirovaniØ (0, –0). Pofftomu, ishodØ iz

takih znaqeniæ, netrudno ih prodolßit~ v l¸bu¸ toqku ploskosti (–) na osnove uravneniØ dζ d–^= −Δ–(ζ, –) Δ_ζ(ζ, –)

≡ F (ζ, –). (5.56)

�togo, oqevidno, dostatoqno dlØ postroeniØ stacionarnyh liniæ l(0), l(–_0) i λ_0, vyhodØwih iz toqek – = 0, – = –_0 i

– = ^– sootvetstvenno po napravleniØm d– = −idρ, d– = idρ i d– = ±e^{iπ/4}dρ, gde dρ > 0. Deæstvitel~no, v toqkah –, naprimer,

linii l(0) dolßno vypolnØt~sØ sootnoxenie d[iψ_0(–)] = iψ^′_0(–)d– = −dρ < 0, iz kotorogo sleduet differencial~noe uravnenie d–_{dρ =} i 1 − v[ζ(–) + –ζ^′(–)] = i 1 − v[ζ + –F (ζ, –)]

, (5.57)

predstavlØ¸wee sovmestno s uravneniem (5.56) polnu¸ sistemu uravneniæ dlØ opredeleniØ toqek stacionarnoæ linii l(0) po naqal~nym dannym – = 0, ζ = ζ_0(0). Analogiqno obstoit delo i v sluqae stacionarnyh liniæ l(–_0) i λ_0. Pri fftom trivial~naØ raznostnaØ shema, otveqa¸waØ sisteme uravneniæ (5.56), (5.57), svoditsØ, naprimer, k sledu¸wemu ζ_{n+1} = ζ_n + F (ζ_n, –_n) (–_{n+1} − –_n),

–n+1 = –n +^{iΔρ}

1 − v[ζ_n + –_nF (ζ_n, –_n)] . (5.58)

122 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV

§6. Svodka integral~nyh predstavleniæ izuqaemyh volnovyh poleæ i zakl¸qitel~nye zameqaniØ k stat~e Pri postanovke i rexenii zadaq na koliqestvennoe izuqenie interferencionnyh volnovyh poleæ qislennymi metodami ves~ma polezno imet~ pered soboæ ves~ svod formul i sootnoxeniæ, kotorymi polØ opredelØ¸tsØ. Vsledstvie fftogo predstavlØlos~ celesoobraznym sobrat~ voedino v nastoØwem paragrafe vse osnovnye sootnoxeniØ, opredelØ¸wie kak postanovku rassmatrivaemyh zadaq, tak i matematiqeskie ih rexeniØ. Pri fftom, qtoby ne otryvat~ vypisyvaemye vyraßeniØ ot osnovnogo teksta stat~i, povidimomu, umestno bylo snabßat~ ih dvoænymi simvolami-nomerami, ukazyva¸wimi, vo-pervyh, na sootvetstvu¸wee mesto v razdele stat~i, gde sootnoxenie privedeno vpervye, a takße – porØdkovym nomerom v tekste nastoØwego paragrafa. PoØsneniØ ße k formulam zdes~ svedeny k minimumu.

Nakonec, ostaetsØ ewe otmetit~, qto po svoemu soderßani¸ paragraf podrazdelen na tri qasti, priqem poslednØØ iz nih posvØwena zakl¸qitel~nym zameqaniØm k stat~e.

RAZDEL I. Tonkiæ uprugiæ sloæ 0 < ~z < h,

(ν = 1), nahodØwiæsØ v ßestkom kontakte

s uprugim poluprostransvom ~z > h, (ν = 2) 1. Ploskoe vnexnee vozdeæstvie ⃗t_n | | | | ez=0 = δ(~x)f(t)⃗k_1, (1.2)

f(t) = 1 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ F (s)e^{st} ds, (σ > 0). (1.4) (6.1)

SostavlØ¸wie polØ smeweniæ u ≡ u_x = ∂φ_ν ∂x − ∂ψ_ν ∂z , w ≡ u_z = ∂φ_ν ∂z + ∂ψ_ν ∂x . (6.2)

Analitiqeskie predstavleniØ potencialov φ_ν ψ_ν } = Re v_{s1} πh^2 ∞∫ 0 Φ_ν (x, z, –) Ψ_ν (x, z, –) } F ( i v_{s1} h –^) –e^{i–τ} d–,^{(1.13)}_{(6.3)}

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 123 Φ_1 Ψ_1 } = 1 2π ∫ (λ) [ X^+_1 e–^{zα1} + X^−_1 e^−–^{zα1} ] i [ Y^+_1 e–^{zβ1} + Y^−_1 e^−–^{zβ1} ] } e^{−i}–^{xζ} dζ, (1.14) Φ_2 Ψ_2 } = 1 2π ∫ (λ) X^−_2 e^−–^{(z−1)α2} iY^−_2 e^−–^{(z−1)β2} } e^{−i}–^{xζ} dζ, (6.4) Ispol~zuemye oboznaqeniØ

α_ν = √ ζ^2 − γ^2_ν , β_ν = √ ζ^2 − δ^2_ν , g_ν = 2ζ^2 − δ^2_ν ,

γ_ν = v_{s1} v_{pν} , δ_ν = v_{s1} v_{sν} , – =^{ωh}_{vs1} , τ = v_{s1} h t, x = x̃ h , z = z̃ h , H = H̃ h . (1.15) (6.5)

Koordinaty x, r i vremØ τ zdes~ i dalee bezrazmerny.

Vetvi radikalov opredeleny (na osnovnom liste ploskosti (ζ)) usloviØmi

arg α_ν = arg β_ν = π 2 , (ζ = 0) (1

.16) (6.6) pri provedenii razrezov vdol~ vewestvennoæ osi ot toqek vetvleniØ na beskoneqnost~ bez pereseqeniØ mnimoæ osi.

Za perviqnyæ put~ integrirovaniØ λ v (6.4) beretsØ prØmaØ

ζ = k exp(iχ_0), (−∞ < k < ∞), (6.7)

gde χ_0 > 0 skol~ ugodno malo.

Funkcional~nye kofffficienty X^±_ν i Y^±_ν iz (6.4) opredelØ¸tsØ iz algebraiqeskoæ sistemy uravneniæ

(Δ_2) × (X) = (b_0) (1.17)(6.8)

pri znaqenii xestirØdnoæ matricy (Δ_2) iz (1.18) i matricstolbcov (X) = (X^−_1 , Y^−_1 , X^+_1 , Y^+_1 , X^−_2 , Y^−_2 )^+,

(b_0) = ( 0, − h^2

–^{2 , 0, 0, 0, 0}

)_+ , (6.9)

zapisannyh v forme transponirovannyh matric-strok.

124 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV

Dispersionnoe uravnenie sredy imeet vid

Δ_2(ζ, –) = 0, (1.19) (6.10)

gde Δ_2(ζ, –) – opredelitel~ matricy iz (1.18).

2. DvuhsloænaØ sreda iz p.1 v sluqae osesimmetriqnogo normal~nogo vozdeæstviØ ⃗t_z | | | z=0 = − δ(r) πr f(t)⃗k_1, (1 .2) (6.11)

gde f(t) imeet znaqenie iz (6.1) ili (1.4).

SostavlØ¸wie polØ smeweniæ ⃗u_ν = q_ν(r, z, τ )⃗r_1 + w_ν (r, z, τ )⃗k_1, q_ν = ∂φ_ν ∂r − ∂ψ_ν ∂z , w_ν = ∂φ_ν ∂z + ∂ψ_ν ∂r + ∂ψ_ν r . (6.12)

Potencialy voln v sloe (ν = 1) i v poluprostranstve (ν = 2) opredelØ¸tsØ integralami (6.3) pri sledu¸wih znaqeniØh podintegral~nyh funciæ Φ_ν i Ψ_ν :

Φ_1 Ψ_1 } = –_{4πh ⌣}^∫ (λ) [ X^+_1 e–^{zα1} + X^−_1 e^−–^{zα1} ] H^{(2)}_0 (–rζ) [ Y^+_1 e–^{zβ1} + Y^−_1 e^−–^{zβ1} ] H^{(2)}_1 (–rζ) } ζ dζ, Φ_2 Ψ_2 } = – 4πh ⌣ ∫ (λ) X^−_2 e^−–^{(z−1)α2} H^{(2)}_0 (–rζ) Y^−_2 e^−–^{(z−1)β2} H^{(2)}_1 (–rζ) } ζ dζ. (1.21) (6.13)

Pri fftom funkcional~nye kofffficienty X^±_ν i Y^±_ν opredelØ¸tsØ iz preßneæ ße sistemy uravneniæ (6.8); veliqiny α_ν i β_ν ime¸t preßnie ße znaqeniØ iz (6.5) i (6.6), a put~ integrirovaniØ λ otliqaetsØ ot kontura λ iz (6.4) tol~ko tem, qto on obhodit toqku ζ = 0 vetvleniØ funkciæ HankelØ po beskoneqno-maloæ nißneæ poluokrußnosti.

3. DvuhsloænaØ sreda iz p.1 v sluqae sosredotoqennogo normal~nogo istoqnika, priloßennogo v toqke 0^′ (r̃ = 0, z̃ = z̃0 > h) poluprostranstva (ν = 2). (Takoæ sluqaæ v §1 i §2 ne ras-

smatrivalsØ.)

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 125 Plotnost~ sily istoqnika ⃗F = δ(r̃) πr̃ δ(z̃ − z̃_0)f(t)⃗k_1 (6.14)

pri f(t) iz (1.4).

SostavlØ¸wie polØ smeweniæ qerez potencialy vyraßa¸tsØ po formulam (6.12).

Potencialy φ_ν i ψ_ν , (ν = 1 i 2) opredelØ¸tsØ formulami (6.3), v kotoryh

Φ_1 Ψ_1 } = – 4πh ⌣ ∫ (λ) [ X^+_1 e–^{zα1} + X^−_1 e^−–^{zα1} ] H^{(2)}_0 (–rζ) [ Y^+_1 e–^{zβ1} + Y^−_1 e^−–^{zβ1} ] H^{(2)}_1 (–rζ) } ζ dζ, (6.15)

Φ_2 Ψ_2 } = – 4πh ⌣ ∫ (λ) [ X^+_2 e–^{(z−1)α2} +X^−_2 e^−–^{(z−1)α2} ] H^{(2)}_0 (–rζ) [ Y^+_2 e–^{(z−1)β2} +Y^−_2 e^−–^{(z−1)β2} ] H^{(2)}_1 (–r̃ζ) } ζ dζ (6.16) pri puti integrirovaniØ λ takom ße, kak i v (6.13).

Pri fftom veliqiny X^+_2 i Y^+_2 , prinima¸wie zdes~ znaqeniØ

X^+_2 Y^+_2 } = −h^2 2μ_2δ^2–^2β_2 { β_2 e^−–^{(z0−1)}α_2, ζ e^−–^{(z0−1)}β_2, (6.17)

opredelØ¸tsØ iz vspomogatel~noæ zadaqi dlØ polØ istoqnika (6.14), deæstvu¸wego v bezgraniqnoæ srede s parametrami poluprostranstva ν = 2. (PodobnaØ zadaqa dlØ trehsloænoæ sredy obsußdalas~ v naqale p. 5 §1, pravda, v predstavleniØh metoda konturnyh integralov.)

Uqet usloviæ

⃗t_z^{(1)} | | z=0 = 0; ⃗u_1 = ⃗u_2, ⃗t_z^{(1)} = ⃗t_z^{(2)}, (z = 1)

na granicah razdela z = 0 i z = 1 sredy privodit dlØ neizvestnyh funkcional~nyh kofffficientov X^±_1 , Y^±_1 , X^−_2 i Y^−_2 iz (6.15) i (6.16) k algebraiqeskoæ sisteme uravneniæ

(Δ_2) × (X) = (^∘b), (6.18)

(v toqnosti takogo ße tipa, kak i sistema iz (6.8)), gde matricy

(X) = (X^−_1 , Y^−_1 , X^+_1 , Y^+_1 , X^−_1 , Y^−_1 )^+

(^∘b) = 0, 0,^∘b_3,^∘b_4,^∘b_5,^∘b_6)^+

(6.19)

126 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV zapisany v forme transponirovannyh matric-strok. Pri fftom znaqeniØ^∘b_k iz (6.19) vyraßa¸tsØ qerez veliqiny X^+_2 , Y^+_2 iz (6.17) po formulam ∘ b_3 = ζX^+_2 + β_2Y^+_2 ;^∘b_4 = α_2X^+_2 + ζY^+_2 , ∘ b_5 = 2μ_2ζα_2X^+_2 + μ_2g_2Y^+_2 ;^∘b_6 = μ_2g_2X^+_2 + 2μ_2ζβ_2Y^+_2 , (6.20) a matrica (Δ_2) iz (6.18), sovpada¸waØ s matriceæ (Δ_2) iz (6.8), imeet znaqenie iz (1.11).

OstaetsØ otmetit~, qto po pol¸ smeweniæ ⃗u(r, 0, τ ) v toqkah profilØ x = r > 0 na poverhnosti z = 0 sredy moßno sudit~ ob iskaßa¸wih svoæstvah “Verhneæ qasti razreza” – tipa tonkogo sloØ SV – po otnoxeni¸ k signalam, podhodØwim k dnevnoæ poverhnosti iz glubiny sredy.

4. DvuhsloænaØ sreda iz p.1, v sluqae sosredotoqennogo kasatel~nogo vozdeæstviØ ⃗t_z | | = − δ(r) πr f(t)⃗i (2 .27) (6.21)

pri f(t) iz (6.1).

VyraßeniØ sostavlØ¸wih polØ smeweniæ

⃗u = u_r ⃗r_1 + u_θ ⃗θ_1 + u_z⃗k_1, (2 .6) (6.22) qerez potencialy φ, ψ_1 i ψ_2

u_r = ∂φ ∂r − cos θ ∂ψ_1 ∂z + 1 r ∂ψ_2 ∂θ , u_θ = 1 r ∂φ ∂θ + sin θ ∂ψ_1 ∂z − ∂ψ_2 ∂r , u_z = ∂φ ∂z + cos θ ∂ψ_1 ∂r − sin θ r ∂ψ_2 ∂θ . (2.7) (6.23)

Potencialy opredelØ¸tsØ formulami (pri ν = 1 i 2) φ_ν ψ_{2ν} } = Re v_{s1} πh^2 ∞∫ 0 cos θΦ_ν (z̃, r̃, –) sin θΨ_{2ν} (z̃, r̃, –) } F ( i v_{s1} h –^) –e^{i–τ} d–,

ψ_{1ν} = Re v_{s1} πh^2 ∞∫ 0 Ψ_{1ν} (z̃, r̃, –)F ( i v_{s1} h –^) –e^{i–τ} d–,

(2.33) (6.24)

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 127 Φ_1 Ψ_{21} Ψ_{11}

= –_{4πh ⌣}^∫ (λ)

[ X^+_1 e–^{zα1} + X^−_1 e^−–^{zα1} ] H^{(2)}_1 (–rζ) [ Y^+_{21} e–^{zβ1} + Y^−_{21} e^−–^{zβ1} ] H^{(2)}_1 (–rζ) − [ Y^+_{11} e–^{zβ1} + Y^−_{11} e^−–^{zβ1} ] H^{(2)}_0 (–rζ) ζ dζ,

Φ_2 Ψ_{22} Ψ_{12} = – 4πh ⌣ ∫ (λ) X^−_2 e^−–^{(z−1)α2} H^{(2)}_1 (–rζ) Y^−_{22} e^−–^{(z−1)β2} H^{(2)}_1 (–rζ) −Y^−_{12} e^−–^{(z−1)β2} H^{(2)}_0 (–rζ) ζ dζ. (2.34) (6.25)

priqem put~ integrirovaniØ λ vybran tak ße, kak i v (6.13) i (6.16).

Funkcional~nye kofffficienty X^±_ν , Y^±_{2ν} i Y^±_{1ν} iz (6.25) opredelØ¸tsØ iz sistemy uravneniæ

(L^{(2)}) × (X^−_1 , Y^−_{11}, X^+_1 , Y^+_{11}, X^−_2 , Y^−_{12}, Y^−_{21}, Y^+_{21}, Y^−_{22})^+ = = ( 0, − h^2

–^{2 , 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0}

)_+ , (2.37) (6.26)

gde simvol + sverhu – znak transponirovaniØ, a matrica (L^{(2)}) opredelØetsØ tabliceæ iz (2.38).

Sistema uravneniØ (6.26) rasweplØetsØ na dve sistemy uravneniæ: na nezavisimu¸ sistemu xesti uravneniæ tipa SH

(Δ_2) × (X^−_1 , Y^−_{11}, X^+_1 , Y^+_{11}, X^−_2 , Y^−_{12})^+ = ( 0, − h^2

–^{2 , 0, 0, 0, 0}

)_+

, (2

.39) (6.27)

s matriceæ (Δ_2), v toqnosti sovpada¸weæ s matriceæ iz (6.8) i (6.18). I – na sistemu uravneniæ tipa SV

μ_1β_1, −μ_1β_1, 0 μ_1β_1e^−–^{β1} , −μ_1β_1e–^{β1} , −μ_2β_2 −e^−–^{β1} , −e–^{β1} , 1 × Y^−_{21} Y^+_{21} Y^−_{22} = l_1 l_2 l_3 , (2.40) (6.28)

v kotoroæ veliqiny l_q opredelØ¸tsØ vyraßeniØmi

l_1 = 2μ_1α_1(X^+_1 − X^−_1 ) + μ_1ζ(Y^+_{11} + Y^−_{11}),

l_2 = 2μ_1α_1(X^+_1 e–^{α1} − X^−_1 e^−–^{α1} )+

+ μ_1ζ(Y^+_{11} e–^{β1} + Y^−_{11} e^−–^{β1} ) + 2μ_2α_2X^−_2 − μ_2ζY^−_{12} ,

l_3 = X^+_1 e–^{α1} + X^−_1 e^−–^{α1} − X^−_2 .

(2.41)

(6.29)

qerez rexeniØ nezavisimoæ sistemy uravneniæ (6.27).

128 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV

RAZDEL II. Tonkiæ uprugiæ sloæ H̃_0 < z̃ < H_0 + h,

(ν = 1), kontaktiru¸wiæ (ßestko) s uprugimi

poluprostranstvami: z̃ < H̃0, (ν = 0) i z̃ > H0 + h, (ν = 2) 5. Ploskoe normal~noe vozdeæstvie

⃗F_1 = δ(x̃) δ(z̃) f(t)⃗k_1 (1.22) (6.30)

s funkcieæ f(t) iz (6.1).

SostavlØ¸wie polØ smeweniæ ⃗u = u_x⃗i + u_z ⃗k_1 opredelØ¸tsØ po (6.2).

Potencialy φ_ν i ψ_ν predstavlØ¸tsØ integralami Fur~e iz (6.3) s funkciØmi Φ_ν i Ψ_ν , opredelØemymi konturnymi integralami:

Φ_ν Ψ_ν } = 1 2π ∫ (λ) [X^+_ν e–^{(z−H̃)αν} + X^−_ν e^−–^{(z−H̃)αν} ] i[Y^+_ν e–^{(z−H)βν} + Y^−_ν e^−–^{(z−H)βν} ] } e^{−i}–^{xζ} dζ, Φ_2 Ψ_2 } = 1 2π ∫ (λ) X^−_2 e^−–^{(z−H−1)α2} iY^−_2 e^−–^{(z−H−1)β2} } e^{−i}–^{xζ} dζ. (1.35) (6.31)

Zdes~ primeneny oboznaqeniØ iz (6.5), put~ integrirovaniØ λ opredelen po (6.7), a veliqiny X i H_0 (ravno kak r i τ ) bezrazmerny.

DlØ uqeta vozdeæstviØ istoqnika (6.30) na volnovoe pole v podintegral~nyh funkciØh vyraßeniæ Φ_0 i Ψ_0 iz (6.31) sleduet polagat~ X^−_0 Y^−_0 } = h^2 2μ_0δ^2_0 –^2β_0 { β_0 e^−–^{H0α0} , ζ e^−–^{H0β0} . (6.32)

Pri fftom dlØ neizvestnyh funkcional~nyh kofffficientov X^±_ν , Y^±_ν , (ν = 0, 1, 2) iz (6.31) poluqaetsØ sistema uravneniæ

(Δ_3) × (X) = (b), (1.36)(6.33)

v kotoroæ vos~mirØdnaØ kvadratnaØ matrica (Δ_3) vypisana v (1.38), a (X) i (b) – oboznaqa¸t matricy-stolbcy, zapisyvaemye

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 129 v forme transponirovannyh matric-strok

(X) = (X^+_0 , Y^+_0 , X^−_1 , Y^−_1 , X^+_1 , Y^+_1 , X^−_2 , Y^−_2 )^+,

(b) = (b_1, b_2, b_3, b_4, 0, 0, 0, 0)^+,

(1.39) (6.34)

ZnaqeniØ b_q vyraßa¸tsØ qerez znaqeniØ X^−_0 i Y^−_0 iz (6.32) sledu¸wim obrazom

b_1 = ζX^−_0 − β_0Y^−_0 ; b_2 = −α_0X^−_0 + ζY^−_0 ,

b_3 = −μ_0(2ζα_0X^−_0 − g_0Y^−_0 ); b_4 = μ_0(g_0X^−_0 − 2ζβ_0Y^−_0 ).

(1.40) (6.35)

Dispersionnoe uravnenie ploskoæ trehsloænoæ sredy imeet vid Δ_3(ζ, –) = 0, (1.37)(6.36)

gde Δ_3(ζ, –) – opredelitel~ matricy (Δ_3) iz (1.38).

6. Sosredotoqennoe osesimmetriqnoe normal~noe vozdeæstvie_⃗

F_1 = δ(r) πr δ(z) f(t) ⃗k_1 (1.23)(6 .37)

s funkcieæ f(t) iz (6.1).

SostavlØ¸wie polØ smeweniæ v sloØh ν = (0, 1, 2) sredy vyraßa¸tsØ qerez potencialy φ_ν i ψ_ν posredstvom (6.12).

Potencialy polØ predstalØ¸tsØ integralami Fur~e (6.3) pri (ν = 0, 1, 2), podintegral~nye funkcii Φ_ν i Ψ_ν kotoryh vyraßa- ¸tsØ sledu¸wimi integralami

Φ_ν Ψ_ν } = – 4πh ⌣ ∫ (λ) [ X^+_ν e–^{(z−H0)αν} + X^−_ν e^−–^{(z−H0)αν} ] H^{(2)}_0 (–rζ) [ Y^+_ν e–^{(z−H0)βν} + Y^−_ν e^−–^{(z−H0 )βν} ] H^{(2)}_1 (–rζ) } ζ dζ,

(ν = 0, 1) i

Φ_2 Ψ_2 } = – 4πh ⌣ ∫ (λ) X^−_2 e^−–^{(z−H0−1)α2} H^{(2)}_0 (–rζ) Y^−_2 e^−–^{(z−H0−1)β2} H^{(2)}_1 (–rζ) } ζ dζ, (1.42) (6.38)

put~ integrirovaniØ λ v kotoryh opredelen tak ße, kak i v (6.13).

Funkcional~nye kofffficienty X^±_ν i Y^±_ν iz (6.38) opredelØ- ¸tsØ v toqnosti tak ße, kak i v sluqae ploskogo vozdeæstviØ iz (6.30).

130 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV

7. TrehsloænaØ sreda iz p.5 v sluqae sosredotoqennogo kasatel~nogo vozdeæstviØ

⃗F_1 = δ(r) πr δ(z) f(t)⃗i (2 .48) (6.39)

pri f(t) iz (6.1).

SostavlØ¸wie polØ smeweniæ iz (6.22) opredelØ¸tsØ formulami (6.23). Potencialy φ_ν , ψ_{2ν} i ψ_{1ν} predstavlØ¸tsØ integralami Fur~e iz (6.24), v kotoryh funkcii Φ_ν, Ψ_{2ν} i Ψ_{1ν} da¸tsØ formulami

Φ_ν Ψ_{2ν} Ψ_{1ν} = = – 4πh ⌣ ∫ (λ)

[ X^+_ν e–^{(z−H0 )αν} + X^−_ν e^−–^{(z−H0)αν} ] H^{(2)}_1 (–rζ) [ Y^+_{2ν} e–^{(z−H0)βν} + Y^−_{2ν} e^−–^{(z−H0 )βν} ] H^{(2)}_1 (–rζ) − [ Y^+_{1ν} e–^{(z−H0)βν} + Y^−_{1ν} e^−–^{(z−H0 )βν} ] H^{(2)}_0 (–rζ) ζ dζ,

Φ_2 Ψ_{22} Ψ_{12}

= –_{4πh ⌣}^∫ (λ) X^−_2 e^−–^{(z−H0 −1)α2} H^{(2)}_1 (–rζ) Y^−_{22} e^−–^{(z−H0−1)β2} H^{(2)}_1 (–rζ) −Y^−_{12} e^−–^{(z−H0−1)β2} H^{(2)}_0 (–rζ) ζ dζ. (2 .34) (6.40)

vida (6.25), v kotoryh z zameneno na (z − H_0). Put~ integrirovaniØ λ zdes~ prohodit tak ße, kak i v (6.25).

Funkcional~nye kofffficienty X^±_ν , Y^±_{1ν} i Y^±_{2ν} iz (6.40) opredelØ¸tsØ iz sistemy uravneniæ

(L^{(3)}) × (X) = (b), (2.58)(6.41)

gde (X) i (b) – matricy-stolbcy

(X) ≡(X^+_0 , Y^+_{10}, X^−_1 , Y^−_{11}, X^+_1 ,

Y^+_{11}, X^−_2 , Y^−_{12}, Y^+_{20}, Y^−_{21}, Y^+_{21}, Y^−_{22})^+,

(b) ≡(b_1, b_2, b_3, b_4, 0, 0, 0, 0, b_9, b_{10}, 0, 0)^+,

(2.58) (6.42)

a matrica (L^{(3)}) opredelØetsØ tabliceæ iz (2.61). (Dalee sm. poslednie qetyre stranicy §2, kotorye naæti v tekste stat~i ne predstavlØet truda.)

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 131 RAZDEL III

Zakl¸qitel~noe zameqanie k stat~e, estestvenno, dolßno bylo by kasat~sØ, preßde vsego, soderßaniØ stat~i, predloßennoæ qitatelØm, vozmoßnyh ee dostoinstv i nedostatkov i, koneqno, – planov na buduwee v napravleniØh, razviva¸wih zatronutu¸ v stat~e tematiku.

1. Esli sledovat~ takomu obrazcu, to umestno bylo by naqat~ s

pereqisleniØ oqevidnyh nedostatkov stat~i, ØvlØ¸wihsØ v znaqitel~noæ stepeni, sledstviem obweæ situacii, v kotoroæ naxi issledovaniØ proteka¸t. Vsledstvie kraæne stesnennogo material~nogo poloßeniØ naxih nauqnyh sotrudnikov, pri provedenii issledovaniæ prihoditsØ obrawat~sØ za (nekotoroæ) material~noæ podderßkoæ k “nauqnym proektam” (grantam) RFFI s obØzatel~nymi (utverßdennymi) planami rabot, s eßegodnymi otqetami o prodelannoæ rabote i s obØzatel~nym izloßeniem rezul~tatov raboty v forme nauqnyh stateæ dlØ solidnyh ßurnalov. Pri ser~eznom otnoxenii k delu ffto zastavlØet pisat~ stat~i ewe v processe vypolneniØ issledovaniæ (kogda net ewe polnogo predstavleniØ o poluqennyh rezul~tatah), pisat~ naspeh, qtoby “osvobodit~ ruki” k rabotam po sledu¸wemu proektu, vydvigaemomu srazu ße po okonqani¸ sroka deæstviØ tekuwego proekta issledovaniæ.

Takim obrazom, napisanie stateæ (kak ser~eznyh nauqnyh otqetov o prodelannoæ rabote) – “naspeh” stanovitsØ tipiqnym dlØ sistemy rabot po grantam. Tak i v nastoØweæ stat~e “rabota naspeh i nekotoroe mnogoslovie” prosmatriva¸tsØ otqetlivo vo vseh ee razdelah, osnovnoe soderßanie kotoryh vse ße – produkt original~nogo tvorqestva, grexawego veroØtno inogda, slabym interesom k tekuweæ literature.

Otsutstvie v nastoØweæ stat~e ill¸strativnogo materiala takße ØvlØetsØ sledstviem vyxeizloßennogo, a takße – togo obstoØtel~stva, qto original~nyæ rasqetnyæ material po izuqeni¸ interferencionnyh processov i Øvleniæ naqal poluqat~sØ u nas lix~ nedavno (posle priobreteniØ v 1997 g. komp~¸tera Pentium 200). Seæqas takoæ material moßet poluqat~sØ v koliqestvah, namnogo prevyxa¸wih vozmoßnosti ego osmyslivaniØ, sistematizacii i izloßeniØ v dostatoqno polnoæ fiziqeski-korrektnoæ forme. Pofftomu snova voznikaet proble-

132 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV ma – v privleqenii k rabote neobhodimyh nauqnyh sotrudnikov i laborantov-vyqisliteleæ, qtoby sledstviØ iz qislennyh ocenok interferencionnyh volnovyh poleæ dovesti do urovnØ special~nogo razdela teorii rasprostraneniØ seæsmiqeskih voln. V fftom sledovalo by videt~ odnu iz osnovnyh naxih zadaq na blißaæxee buduwee.

2. Izloßennye v stat~e rezul~taty otnosØtsØ k sluqa¸ odnogo

tonkogo uprugogo sloØ tipa SV , nahodØwegosØ v ßestkom kontakte s uprugimi poluprostranstvami. PredstavlØlo by suwestvennyæ interes ego obobwenie na sluqai mnogosloænyh paqek tonkih sloev tipa SV , a takße – na sluqai prisutstviØ v takih paqkah i sloev, s neßestkimi (graniqnymi) kontaktami. Iz rezul~tatov stat~i uße otqetlivo vidna vozmoßnost~ (i daße prostota) takih obobweniæ, priqem pervyæ (i osnovnoæ) xag v obobweniØh na sluqai mnogosloænyh paqek uße faktiqeski sdelan vo vtoroæ qasti nastoØweæ stat~i [7].

Bylo by kraæne interesno (i praktiqeski oqen~ polezno) postavit~ issledovaniØ na rasprostranenie voln v seæsmiqeskih sredah, soderßawih paqki tonkih sloev s tem, qtoby ustanovit~ zavisimosti qastotnyh svoæstv vozbußda¸wihsØ v nih volnovyh poleæ ot strukturnyh osobennosteæ paqek. Podobnye voprosy, voznika¸wie vsledstvie oqevidnoæ nerazliqimosti detaleæ v strukturno-vewestvennom stroenii paqki na osnovanii (daße dostatoqno polnyh) nabl¸deniæ polØ v nizkoqastotnoæ spektral~noæ polose, tesno soprikasa¸tsØ s problemoæ “ukrupneniØ parametrov tonkosloistyh paqek”. Pri fftom zdes~, preßde vsego, sleduet vyØsnit~ vopros o tom, kakie parametry paqek i s kakoæ toqnost~¸ nahodØt svoe otobraßenie v svoæstvah nizkoqastotnyh interferencionnyh volnovyh poleæ, poroßdaemyh paqkoæ.

3. PrimenØemye v stat~e metody issledovaniØ volnovyh poleæ

Øvno ukazyva¸t na prØmu¸ zavisimost~ meßdu interferencionnymi processami v sloistoæ srede i qastotnoæ polosoæ spektra Fur~e sosredotoqennogo istoqnika, vozbußda¸wego volnovoe pole. Pri fftom vstreqa¸tsØ sluqai poleæ, ime¸wih na bol~xih ffpicentral~nyh rasstoØniØh Øvno vyraßennyæ interferencionnyæ harakter, a na malyh (rasstoØniØh) predstavlØ¸- wih soboæ prØmoe naloßenie kratnyh otraßenno-prelomlennyh voln, prohodØwih sloi paqki posledovatel~no drug za drugom

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 133 bez zametnoæ interferencii. Takie sluqai estestvenno tolkovat~ kak sledstvie izvestnogo matematiqeskogo fakta, sosto- Øwego v tom, qto l¸boe pole smeweniæ v sloisto-odnorodnyh uprugih sredah s plosko-parallel~nymi granicami razdela dopuskaet prostye predstavleniØ v dvuh, matematiqeski ffkvivalentnyh formah. Ili v forme povtornyh interferencionnyh integralov, podobnyh predstavleniØm volnovyh poleæ v §1 i §2 nastoØweæ stat~i. Ili ße v forme summy koneqnogo qisla N (t) slagaemyh (neograniqenno vozrasta¸wego pri t → ∞), predstavlØ¸wih soboæ polØ smeweniæ vsevozmoßnyh otraßennoprelomlennyh kratnyh (neinterferencionnyh) voln. Neinterferencionnye ob¨emnye volny, vozbußdaemye sosredotoqennymi istoqnikami v sloicto-odnorodnyh uprugih sredah, vsestoronne izuqalis~ v 50-e–70-e gody, priqem togda ße byli razrabotany ffffektivnye algoritmy koliqestvennoæ (i kaqestvennoæ) ih ocenki, v tom qisle, i metod summirovaniØ mnoßestva kratnyh voln, vozbußdaemyh v proizvol~nyh paqkah uprugih plosko-parallel~nyh sloev [9–12].

PredstavlØlo by nesomnennyæ interes neskol~ko modernizirovat~ metod summirovaniØ mnoßestva kratnyh (otraßennoprelomlennyh) voln, prisposobiv ego k sovremennym komp~¸teram, i proizvesti sopostavlenie vozmoßnosteæ v ocenke volnovyh poleæ fftim metodom s vozmoßnostØmi, dostavlØemymi razvivaemym nami zdes~ podhodom k izuqeni¸ interferencionnyh volnovyh Øvleniæ. Ime¸tsØ osnovaniØ polagat~, qto upomØnutye metody budut dopolnØt~ drug druga v tom smysle, qto odin metod legko privodit k horoxim rezul~tatam v usloviØh, v kotoryh vtoroæ metod vstreqaetsØ s (temi ili inymi) zatrudneniØmi i naoborot. Pri fftom, nesomnenno, dolßny byt~ obnarußeny i nekotorye promeßutoqnye oblasti, v kotoryh oba metoda privodØt k dostatoqno toqnym (pravil~nym) rezul~tatam.

ObstoØtel~noe obsußdenie takogo roda voprosov pozvolilo by detal~no sopostavit~ ukazannye metody kak v smysle ih prikladnoæ ffffektivnosti v izuqenii volnovyh poleæ, tak i v smysle ih matematiqeskoæ suwnosti. Pri fftom naqinat~ sledovalo by s rassmotreniØ sluqaev malyh, a takße bol~- xih ffpicentral~nyh rasstoØniæ. IssledovaniØ v takoæ oblasti nesomnenno obewa¸t byt~ ves~ma interesnymi v matematikovyqislitel~nom smysle i plodotvornymi v prikladnom otno-

134 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV xenii dlØ razvitiØ teorii seæsmiqeskih volnovyh poleæ.

4. Esli ishodit~ iz potrebnosteæ teorii rasprostraneniØ seæ-

smiqeskih voln i ee priloßeniæ, to nesomnenno kraæne vaßnym sleduet sqitat~ poluqenie fiziqeskih sledstviæ iz qislennoæ ocenki interferencionnyh volnovyh poleæ v kusoqnoodnorodnyh uprugih sredah, soderßawih paqki tonkih sloev i vozbußdaemyh istoqnikami razliqnyh tipov. Pri fftom ishodnoe (“opornoe”) predstavlenie o takih sledstviØh dolßno formirovat~sØ v rezul~tate qislennyh ocenok poleæ (s posledu¸- weæ fiziqeskoæ ih interpretacieæ) pri dostatoqno redkoæ seti parametrov sredy, odnako s predloßeniem obwedostupnoæ metodiki poluqeniØ neobhodimogo rasqetnogo materiala dlØ l¸- byh promeßutoqnyh sluqaev upomØnutyh parametrov. Nesomnennyæ interes zdes~ predstavlØ¸t i polØ, vozbußdaemye v sredah, soderßawih lix~ odin tonkiæ uprugiæ sloæ, kak v zadaqah iz §1 i §2. S ih sistematiqeskogo izuqeniØ pri prostranstvennososredotoqennyh nizkoqastotnyh istoqnikah kak prØmogo, tak i “inducirovannogo” tipov, kak raz i sleduet naqinat~ issledovaniØ.

Odnako bolee intrigu¸wim okazyvaetsØ vopros o priloßenii uße razrabotannyh metodov issledovaniØ k izuqeni¸ interferencionnyh volnovyh poleæ, vozbußdaemyh v paqkah, sostoØwih iz neskol~kih tonkih sloev (ponaqalu – nemnogosloænyh, qtoby ne zaputat~sØ v obilii parametrov sredy). Zdes~ sleduet, preßde vsego, vyØsnit~, kak “spravlØ¸tsØ” razrabotannye uße metody issledovaniØ poleæ s zametnymi usloßneniØmi osnovnyh promeßutoqnyh (vspomogatel~nyh) zadaq, svØzannyh s raspoloßeniem i peremeweniem korneæ ζ = ζ_n(–) dispersionnyh uravneniæ na qastØh oblasti (V), a takße – s vypolneniem qislennogo integrirovaniØ vdol~ stacionarnogo kontura λ_0 fazovoæ funkcii, prohodØwego qerez sedlovu¸ ee toqku. V zavisimosti ot otvetov na takie voprosy opredelitsØ hod issledovaniæ pri obobweniØh predloßennyh metodov na mnogosloænye paqki tonkih sloev, a takße, vozmoßno, i na odin iz prØmyh podhodov k probleme ukrupneniØ parametrov tonkosloistyh paqek. Rexenie posledneæ (problemy), po-vidimomu, moßno bazirovat~ na prØmom podbore parametrov “ukrupnennyh” paqek,^{∗)} u kotoryh raspolo-

�)Strukturno bolee prostyh.

RAZRABOTKA INȷENERNYH PODHODOV 135 ßenie korneæ ζ = ^ζ_n(–) dispersionnyh uravneniæ na osnovnyh uqastkah oblasteæ (V) ploskosti (ζ), gde veliqiny | –^^ζn(–) | ewe neveliki, “malo” otliqaetsØ ot podobnogo ße raspoloßeniØ korneæ ζ = ζ_n(–) dispersionnogo uravneniØ issleduemoæ paqki.

Detali v takom podhode k probleme budut stanovit~sØ vse bolee Øsnymi po mere nakopleniØ opyta v vyqislenii korneæ dispersionnyh uravneniæ v rassmatrivaemyh zadaqah na izuqenie interferencionnyh volnovyh poleæ. Ustanovlennyæ ße uße fakt dostatoqno bystrogo i ffffektivnogo vyqisleniØ korneæ dispersionnyh uravneniæ rassmatrivaemogo tipa daet veskie osnovaniØ nadeØtsØ na vozmoßnost~ praktiqeskoæ realizacii takogo podhoda. K izloßennomu zdes~ nußno ewe prisovokupit~, qto v kaqestve dopolnitel~nogo vaßnogo kriteriØ kaqestva podbora dlØ zadannoæ tonkosloistoæ paqki ee “ukrupnennogo otobraßeniØ” sleduet ispol~zovat~ i seæsmogrammy interferencionnyh ob¨emnyh voln (ili daße tol~ko ih fragmenty), poluqaemye putem qislennogo integrirovaniØ po stacionarnomu konturu λ_0 fazovoæ funkcii spektral~nogo (vnutrennego) integrala v predstavleniØh polØ smeweniæ v forme metoda Lemba.

Literatura

1. Interferencionnye volny v sloistyh sredah I. — Zap. nauqn. semin.

POMI 214 (1994).

2. G. I. Petraxen~, L. A. Molotkov, P. V. Krauklis, Volny v sloi-

sto-odnorodnyh uprugih sredah II, x5. Nauka, L. (1985).

3. G. I. Petraxen~, L. A. Molotkov, P. V. Krauklis, Volny v sloi-

sto-odnorodnyh uprugih sredah I, x13. Nauka, L. (1982).

4. Interferencionnye volny v sloistyh sredah II. — Zap. nauqn. semin.

POMI 225 (1996).

5. G. I. Petraxen~, O racional~nom metode rexeniØ zadaq dinamiqeskoæ

teorii uprugosti. — Uqenye zapiski Len. gos. universiteta 208 (1956),

6–56.

6. G. I. Petraxen~, Rasprostranenie uprugih voln v sloisto-izotropnyh

sredah. — Uqenye zapiski LGU 162 (1952), 102–135.

7. V. V. Rexetnikov, Razrabotka inßenernyh podhodov k izuqeni¸ inter-

ferencionnyh volnovyh poleæ, vozbußda¸wihsØ v paqkah tonkih uprugih sloev II. (Qislennye metody ocenki poleæ. Kratkiæ obzor poluqaemyh rezul~tatov). — NastoØwiæ tom ßurnala.

8. L. A. Molotkov, N. S. Smirnova, K voprosu o kolebaniØh tonkogo upru-

gogo sloØ, zakl¸qennogo meßdu dvumØ uprugimi poluprostranstvami. —

136 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV V kn.: Voprosy dinamiqeskoæ teorii rasprostraneniØ seæsmiqeskih voln. tom 10, s. 21–42, Nauka, L. (1970).

9. G. I. Petraxen~, N. S. Smirnova, G. I. Makarov, Ob asimptotiqeskih

predstavleniØh cilindriqeskih funkciæ. — Uqenye zapiski LGU, Ser.

Mat., vyp. 27 170 (1953), 7–95.

10. N. S. Smirnova, Vyqislenie volnovyh poleæ v okrestnosti osobyh to-

qek I i II. — V kn.: Voprosy dinamiqeskoæ teorii rasprostraneniØ

seæsmiqeskih voln. vyp. VI, s. 30–59, Nauka, L. (1962).

Petrashen G, I., Reshetnikov V. V. The development of engineering approaches to the study of interference wave fields excited in packets of thin elastic layers. (I). (the construction of wave fields of the SV type and the discussion of rational methods of quantitative evaluation of them.).

The methods of the quantitative study of interference wave fields in thin-layered elastic media are developed. The problems for the simplest thin-layered media are formulated, exact mathematical solutions of them are given in the Fourier type. The methods of the quantitative estimation of the wave fields in the sufficiently low-frequency band of their spectrum are discussed. The problems of the quantitative studing the roots of dispersion equations and the numerical integration in the complex plane are considered in detail.

Postupilo 12 marta 1998 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova AN SSSR