Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 252, 1998 g.

N. D. Lebedeva

HARAKTERIZACI˚ ODNOGO KLASSA TEL V R^3

§1. Postanovka zadaqi i rezul~taty

Vypukloe telo Q (t.e. vypuklyæ kompakt s vnutrennimi toqkami) v R^n nazyvaem kvazisimpleksom (oboznaqenie KS), esli ono obladaet sledu¸wim svoæstvom.

(^∗). Pri l¸bom parallel~nom proektirovanii (ne obØzatel~no ortogonal~nom) tela Q na l¸bu¸ giperploskost~ proekciØ l¸byh dvuh protivopoloßnyh graneæ tela Q ne soderßitsØ strogo vnutri proekcii vsego Q.

Gran~¸ tela Q nazyva¸t ego pereseqenie s opornoæ giperploskost~¸. Dve razliqnye grani nazyva¸t protivopoloßnymi, esli sootvetstvu¸wie opornye giperploskosti parallel~- ny. Oboznaqennoe KS motiviruetsØ tem, qto v R^2 svoæstvo (^∗) harakterizuet sredi vypuklyh tel imenno simpleksy.

Zadaqu opisat~ vid vseh KS pri n > 2 postavil B. Dekster (ustnoe soobwenie) v svØzi s zadaqami osveweniØ. V nastoØweæ rabote ffta zadaqa rexaetsØ dlØ sluqaØ n = 3.

Teorema A. DlØ togo, qtoby vypukloe telo Q v R^3 bylo KS, neob-

hodimo i dostatoqno, qtoby Q bylo libo vypuklym konusom (t.e. vypukloæ oboloqkoæ dvumernogo vypuklogo kompakta i toqki, ne leßaweæ v ego ploskosti), libo useqennoæ trehgrannoæ piramidoæ.

V posledniæ sluqaæ my vkl¸qaem i useqennu¸ trehgrannu¸ prizmu; osnovaniØ useqennoæ piramidy ili prizmy mogut byt~ ne parallel~ny.

Teorema A budet sledstviem teorem V i S. Qtoby ih sformulirovat~, napomnim, qto toqka x ∈ Q nazyvaetsØ ffksponirovannoæ, esli ona ØvlØetsØ gran~¸ tela Q. Mnoßestvo ffksponirovannyh toqek oboznaqaetsØ exp Q. Obobwennym rebrom tela Q my budem nazyvat~ l¸boæ maksimal~nyæ (t.e. neprodolßimyæ) otrezok na granice ∂Q tela Q.

Teorema V. Vypukloe telo Q ⊂ R^3 ØvlØetsØ KS togda i tol~ko

togda, kogda vypolneno sledu¸wee uslovie. 149

150 N. D. LEBEDEVA

(^{∗∗}). L¸bye dve ffksponirovannye toqki tela Q soedinØ¸tsØ obobwennym rebrom.

Teorema S. Svoæstvo (^{∗∗}) vypuklogo tela Q ⊂ R^3 ffkvivalentno

tomu, qto Q ØvlØetsØ konusom ili useqennoæ trehgrannoæ piramidoæ.

Teorema S dokazyvaetsØ v §2, a teorema V v §3. Znakom ⟨ ⟩ my oboznaqaem lineænu¸ oboloqku stoØwih vnutri fftih skobok toqek.

§2. Dokazatel~stvo teoremy S

Legko proverit~, qto konus i useqennaØ trehgrannaØ piramida obladaet svoæstvom (^{∗∗}). Predpoloßim, qto telo Q obladaet svoæstvom (^{∗∗}), no ne ØvlØetsØ konusom.

1. Po teoreme Kreæna–Mil~mana Q ØvlØetsØ zamykaniem vypukloæ oboloqki svoih ffksponirovannyh toqek. Pofftomu suwestvu- ¸t 4 ffksponirovannyh toqki x_1, x_2, x_3, x_4 ∈ exp Q, slußawie verxinami nekotorogo trehmernogo simpleksa Δ. Ploskosti, soderßawie grani Δ, razbiva¸t v R^3 dopolnenie k Δ na 14 neograniqennyh mnoßestv treh tipov: prilega¸wie k granØm Δ, prilega¸wie k rebram Δ, prilega¸wie k verxinam Δ. Legko ubedit~sØ, qto strogo vnutri kaßdoæ iz fftih qasteæ ne mogut nahodit~sØ ffksponirovannye toqki tela Q. Naprimer, esli by toqka x ∈ exp Q leßala vnutri mnoßestva, prilega¸wego k verxine x_4, to otrezok xx_4 ne byl by obobwennym rebrom.

Oboznaqim M (x_1x_2x_3x_4) mnoßestvo toqek, ØvlØ¸weesØ ob¨- edineniem ploskosteæ vseh qetyreh graneæ simpleksa s verxinami x_1, x_2, x_3, x_4. Esli vse ostal~nye toqki mnoßestva exp Q leßat na odnoæ iz fftih ploskosteæ, to Q – konus, qto iskl¸qeno po predpoloßeni¸. Po toæ ße priqine exp Q ne isqerpyvaetsØ vzØtymi qetyr~mØ toqkami.

2. Rassmotrim ewe odnu ffksponirovannu¸ toqku. Ona leßit v ploskosti odnoæ iz graneæ Δ, no ne v samoæ grani i ne na prodolßenii ee storon. Perenumeruem zanovo naxi pØt~ toqek tak, qto toqki x_1x_2x_3x_4 obrazu¸t vypuklyæ ploskiæ qetyrehugol~- nik, ris. 1, a toqka x_5 ne leßit v ploskosti ⟨x_1x_2x_3x_4⟩. Poskol~ku Q ne konus (s verxinoæ x_5), dolßna naætis~ ewe odna toqka x_6 ∈ exp Q, ne leßawaØ v ploskosti ⟨x_1x_2x_3x_4⟩. Qtoby vyØsnit~ ee vozmoßnoe poloßenie, zametim, qto ona dolß-

HARAKTERIZACI˚ ODNOGO KLASSA TEL V R^3 151 na prinadleßat~ kaßdomu iz qetyreh mnoßestv M (x_1x_2x_3x_5),

M (x_1x_2x_4x_5), M (x_1x_3x_4x_5), M (x_2x_3x_4x_5), t.e. prinadleßit~ ih pe-

reseqeni¸. �to pereseqenie sostoit iz ploskosti ⟨x_1x_2x_3x_4⟩ i treh prØmyh a = ⟨x_1x_2x_5⟩ ∩ ⟨x_3x_4x_5⟩, b = ⟨x_1x_4x_5⟩ ∩ ⟨x_2x_3x_5⟩,

c = ⟨x_2x_4x_5⟩ ∩ ⟨x_1x_3x_5⟩ = 0x_5, gde 0 – toqka pereseqeniØ diago-

naleæ ploskogo qetyrehugol~nika x_1x_2x_3x_4, Ris. 1. No toqka x_6 ne leßit v ploskosti ⟨x_1x_2x_3x_4⟩. Ne moßet ona leßat~ i na prØmoæ c: togda otrezok x_5x_6 ne byl by obobwennym rebrom. Znaqit, toqka x_6 leßit na prØmoæ a ili na prØmoæ b.

Ne naruxaØ obwnosti moßno za sqet perenumeracii toqek

x_1, x_2, x_3, x_4 sqitat~, qto toqka x_6 leßit na prØmoæ a, pritom

imenno s toæ storony ot toqki x_5, kak ffto izobraßeno na Ris. 1.

Ris. 1.

3. VypuklaØ oboloqka tak vybrannyh toqek x1, . . . , x6 ØvlØetsØ useqennoæ trehgrannoæ piramidoæ Π (prizmoæ v sluqae

x_1x_2‖x_4x_3) s osnovaniØmi x_1x_5x_4 i x_2x_6x_3. Qtoby dokazat~ teo-

remu S my ubedimsØ, qto u tela Q bol~xe net ffksponirovannyh toqek, i Q = Π.

Ploskosti pØti graneæ useqennoæ piramidy Π razbiva¸t (stratificiru¸t) prostranstvo R^3 na koneqnoæ qislo qasteæ (strat). Sed~maØ ffksponirovannaØ toqka x_7 tela Q ne moßet leßat~ na granice ∂Π i na prodolßeniØh reber Π. No, v kakoæ by iz ostal~nyh strat ona ni leßala, sredi toqek x_1, . . . , x_6 naædutsØ takie qetyre toqki x_i, x_j, x_k, x_l, qto x_7 ne prinadleßit

M (x_ix_j x_kx_l). Takim obrazom dlØ toqki x_7 prosto net mesta, i Q = Π.

Teorema S dokazana.

152 N. D. LEBEDEVA §3. Dokazatel~tvo teoremy V

DlØ grani s normal~¸ ν tela Q budem oboznaqat~ exp(ν) mnoßestvo ffksponirovannyh toqek samoæ grani. (Oni, voobwe govorØ, ne obØzany byt~ ffksponirovannymi dlØ Q.) My dokaßem ffkvivalentnost~ sledu¸wih treh svoæstv.

1.^0 L¸bye dve ffksponirovannye toqki tela Q soedinØ¸tsØ obobwennym rebrom.

2.^0 Telo Q ØvlØetsØ KS.

3.^0 Odnovremenno vypolnØ¸tsØ sledu¸wie trebovaniØ: a) DlØ l¸boæ toqki A ∈ exp Q i l¸boæ normali ν iz otnositel~noæ vnutrennosti konusa normaleæ k Q v toqke A i dlØ l¸boæ toqki B ∈ exp(−ν) toqki A i B soedinØ¸tsØ obobwennym rebrom.

b) DlØ l¸boæ toqki A ∈ exp Q i l¸boæ normali ν iz konusa normaleæ k Q v toqke A suwestvuet ffkstremal~naØ toqka B tela Q, prinadleßawaØ grani s vnexneæ normal~¸ −ν, takaØ, qto A i B soedinØ¸tsØ obobwennym rebrom.

v) DlØ l¸byh dvuh protivopoloßnyh graneæ tela Q suwestvu- ¸t dve leßawie v raznyh iz fftih graneæ toqki, ffksponirovannye dlØ samih graneæ i takie, qto oni soedinØ¸tsØ obobwennym rebrom.

�kvivalentnost~ 1^0 ⇐⇒ 2^0 sovpadaet s utverßdeniem teoremy V. Dokazatel~stvo ffkvivalentnosteæ 1^0 ⇐⇒ 2^0 ⇐⇒ 3^0 provedem po sheme 1^0 =⇒ 2^0 =⇒ 3^0 =⇒ 1^0. Budem ispol~zovat~ standartnye oboznaqeniØ: ∂X – granica mnoßestva X, t.e. ∂X = cl X \ int X;

relint X – otnositel~naØ vnutrennost~ X.

1. Dokazatel~stvo implikacii 1^0 =⇒ 2^0.

1.1. Vyberem l¸bye dve protivopoloßnye grani i v kaßdoæ iz nih po odnoæ ffkstremal~noæ toqke. Pust~ ffto budut toqki A i B. �ti toqki moßno approksimirovat~ posledovatel~nostØmi

A_i → A, B_i → B ffksponirovannyh toqek tela Q. Vvidu 1^0 otrezki A_iB_i – obobwennye rebra. Pofftomu i A – obobwennoe rebro.

1.2. Rassmotrim telo F , ograniqennoe parallel~nymi opornymi k Q ploskostØmi, soderßawimi toqki A, B, i opornoæ k Q ploskost~¸, soderßaweæ obobwennoe rebro AB. Togda Q ⊂ F . Legko videt~, qto pri parallel~nom proektirovanii tela F na l¸bu¸ ploskost~ proekciØ hot~ odnoæ iz toqek A, B popadaet

HARAKTERIZACI˚ ODNOGO KLASSA TEL V R^3 153 na granicu proekcii tela F , a potomu i na granicu proekcii tela Q. �to dokazyvaet 2^0.

2. Dokazatel~stvo implikacii 2^0 =⇒ 3^0. Vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ:

P (ν) – opornaØ ploskost~ s vnexneæ normal~¸ ν rassmatri-

vaemogo vypuklogo tela Q ⊂ R^3;

G(ν) = P (ν) ∩ Q – gran~ s normal~¸ ν tela Q;

p(ν_1) – opornaØ prØmaØ s vnexneæ normal~¸ ν_1 (v ploskosti)

k dvumernomu vypuklomu kompaktu M ;

g(ν_1) = p(ν_1) ∩ M – gran~ s normal~¸ ν_1 kompakta M .

2.1. Lemma. Pust~ M1, M2 – vypuklye kompakty, leßawie soot-

vetstvenno v parallel~nyh R^2 ploskostØh R^2_1, R^2 prostranstva

R^3. Oboznaqim S^1 mnoßestvo vseh ediniqnyh vektorov v R^2; S^1

moßno rassmatrivat~ kak okrußnost~. DlØ ν_1, ν_2 ∈ S^1 oboznaqim [ν_1ν_2] kratqaæxu¸ dugu ν_1ν_2 na S^1. Togda pri l¸byh ν_1, ν_2 ∈ S^1 suwestvuet ne bolee qem sqetnoe mnoßestvo ediniqnyh vektorov x ∈ [ν_1ν_2] ⊂ S^1, dlØ kotoryh hot~ odna iz graneæ g(x) kompakta M_1 i g(−x) kompakta M_2 ne ØvlØetsØ toqkoæ.

Spravedlivost~ fftogo utverßdeniØ sleduet iz togo, qto kaßdaØ ploskaØ zamknutaØ vypuklaØ krivaØ soderßit ne bolee qem sqetnoe koliqestvo prØmolineænyh uqastkov.

2.2. Lemma. Pust~ Q ØvlØetsØ KS i ν – normal~ k Q, a vektor

ν_1 ⊥ ν leßit v ploskosti P (ν). Togda, esli grani g(ν_1), g(−ν_1) sootvetstvenno graneæ G(ν), G(−ν) tela Q ØvlØ¸tsØ toqkami A i B, to otrezok AB ØvlØetsØ obobwennym rebrom tela Q.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim ploskost~ T , v kotoroæ leßat vektory ν i ν_1. Oboznaqim Pr ortogonal~noe proektirovanie na fftu ploskost~ i Q_T := PrQ. Oqevidno PrA ∪ PrB ∈ ∂Q_T . Po lemme 2.1 v ploskosti T dlØ poqti vseh ν_x ∈ [ν_1ν] sootvetstvu¸wie ν_x protivopoloßnye grani ploskogo vypuklogo kompakta Q_T ØvlØ¸tsØ toqkami. Pofftomu naædetsØ shodØwaØsØ k ν posledovatel~nost~

ν_i ∈ [ν_1ν], dlØ kotoryh sootvetstvu¸wie protivopoloßnye grani

kompakta Q_T sut~ toqki.

Pust~ p(ν_1) opornaØ prØmaØ s normal~¸ ν_1 v ploskosti P (ν) k grani G(ν) tla Q. Otmetim, qto Prp(ν_1) – toqka. Grani tela Q s normalØmi ν_i, −ν_i sut~ otrezki (byt~ moßet vyroßdennye), parallel~nye prØmoæ p(ν_1). T.e. G(ν_i) = a_ib_i ‖ a_ib_i = G(−ν_i).

154 N. D. LEBEDEVA

Pokaßem, qto G(ν_i) → A, G(−ν_i) → B. Deæstvitel~no, dliny otrezkov G(ν_i) stremØtsØ k nul¸; inaqe naxlas~ by podposledovatel~nost~ a_{ik}b_{ik} s dlinami bol~xe ε > 0, shodØwaØsØ k otrezku na prØmoæ p(ν_1), no gran~ g(ν_1) – toqka, imenno toqka A. Analogiqno ubeßdaemsØ, qto G(−ν_i) → B.

Zafiksiruem nomer i. Pust~ dlØ opredelennosti |a_ib_i| ¿ | a_ib_i |. Poskol~ku a_ib_i ‖ a_ib_i, to naædetsØ takoe napravlenie parallel~- nogo proektirovaniØ Pr_i (na ploskost~ T_i, ortogonal~nu¸ fftomu napravleni¸), pri kotorom Pr_i[a_ib_i] ⊃ Pr_i[ a_ib_i ]. Poskol~ku otrezki a_ib_i, a_ib_i – para protivopoloßnyh graneæ tela Q, kotoroe po predloßeni¸ 2^0 ØvlØetsØ KS, to hot~ odin iz koncov a_i, b_i proektiruetsØ v toqku na granice ∂Pr_iQ. Pust~ p_i – opornaØ prØmaØ v ploskosti T_i k Pr_iQ v fftoæ toqke. Rassmotrim v R^3 tu ploskost~

P_i, proekcieæ Pr_iP_i kotoroæ slußit prØmaØ p_i. Togda P_i – opornaØ

ploskost~ tela Q. Vyberem shodØwu¸sØ podposledosatel~nost~

P_{ik} iz takih ploskosteæ P_i. Predel~anØ opornaØ ploskost~ tela

Q budet soderßat~ toqki A i B. Znaqit, AB idet po granice tela Q. No toqki A i B byli ffksponirovannymi dlØ samih graneæ

G(ν), G(−ν) i potomu zavedomo ffkstremal~nymi dlØ Q. Pofftomu

na Q otrezok AB ne moßet prodolßat~sØ za svoi koncy. Itak, AB – obobwennoe rebro. Lemma 2.2 dokazana.

2.3. Teper~ svoæstva a), b), v) ustanavliva¸tsØ s pomow~¸ lemmy 2.2.

a) Pust~ A ∈ exp Q i ν – normal~ takoæ opornoæ ploskosti, dlØ kotoroæ G(ν) = A, a B ∈ exp(−ν). V ploskosti P (−ν) naædetsØ vektor ν_1, dlØ kotorogo gran~ g(−ν_1) grani G(−ν) budet odnoæ toqkoæ B. Pri fftom gran~ g(ν_1) grani G(ν) est~ toqka A. Po lemme 2.2 AB – obobwennoe rebro.

b) Pust~ A ∈ exp Q i ν – proizvol~naØ vnexnØØ normal~ k Q v toqke A. V ploskosti P (ν) naædetsØ takoæ ediniqnyæ vektor ν_1, qto gran~ g(ν_1) grani G(ν) est~ sama toqka A. Esli u grani G(−ν) tela Q gran~ g(−ν_1) ØvlØetsØ toqkoæ B, to po lemme 2.2 AB – obobwennoe rebro. Esli ße g(−ν) est~ otrezok B_1B_2, Ris. 2, to my v ploskosti P (−ν) ‖ P (ν) krome ν_1 rassmotrim ewe odin ediniqnyæ vektor ν_2. Po lemme 2.1, primenennoæ k ploskim vypuklym kompaktam G(ν), G(−ν) i duge [ν_1ν_2] naædetsØ posledovatel~nost~

ν_i ∈ [ν_1ν_2], shodØwaØsØ k ν_1 i takaØ, qto dlØ kaßdogo ν_i, i ¿ 3,

gran~ g(ν_i) grani G(ν) i gran~ g(−ν_i) grani G(−ν) odnovremenno ØvlØ¸tsØ toqkami. Togda g(ν_i) → A, g(−ν_i) shodØtsØ k odnomu iz

HARAKTERIZACI˚ ODNOGO KLASSA TEL V R^3 155

Ris. 2.

koncov B_1B_2 (v zavisimosti ot togo, v kaku¸ storonu vektor ν_2 otklonØetsØ ot ν_1). Po lemme 2.2 toqki g(ν_i) i g(−ν_i) soedinØlis~ obobwennym rebrom. V predele naædetsØ iduwiæ po ∂Q otrezok ot A do odnoæ iz toqek B_1, B_2. No toqka A ∈ exp Q, a toqki

B_1, B_2 ∈ ext Q, poskol~ku B_1, B_2 ∈ exp(−ν). Pofftomu upomØnu-

tyæ otrezok neprodolßim za svoi koncy i ØvlØetsØ obobwennym rebrom.

v) DlØ l¸boæ normali ν v ploskosti P (ν) moßno po lemme 2.1 vybrat~ takoæ vektor ν_1, qto gran~ g(ν_1) grani G(ν) i gran~

g(−ν_1) grani G(−ν) odnovremenno ØvlØ¸tsØ toqkami. Po lem-

me 2.2 ffti toqki soedinØ¸tsØ obobwennym rebrom.

Dokazatel~stvo implikacii 3^0 =⇒ 1^0.

3.1. Rassmotrim sferiqeskoe otobraßenie, t.e. otobraßenie granicy ∂Q tela Q v ediniqnu¸ sferu S^2 po sootvetstvi¸ ediniqnyh vnexnih normaleæ. Pri fftom toqke x ∈ ∂Q, v kotoroæ normal~ ne edinstvenna, otveqaet v S^2 celoe mnoßestvo. Budem oboznaqat~ A, B, . . . ffkstremal~nye toqki tela Q, a temi ße bukvami bez qerty A, B, . . . sferiqeskie obrazy fftih toqek. Obrazy vseh ffkstremal~nyh toqek v sovokupnosti pokryva¸t vs¸ sferu S^2. DlØ l¸boæ normali ν kaßdaØ ffksponirovannaØ toqka samoæ grani G(ν) ØvlØetsØ ffkstremal~noæ dlØ Q, t.e. exp(ν) ⊂ ext Q. Mnoßestvo, fflementami kotorogo ØvlØ¸tsØ sferiqeskie obrazy otdel~nyh ffkstremal~nyh toqek, budem oboznaqat~ Ψ. Malymi bukvami oboznaqaem toqki na sfere S^2, i kak (ab), [ab] oboznaqaem (sootvetstvenno otkrytyæ interval i zamknutyæ otrezok), kratqaæxiæ na sfere S^2.

156 N. D. LEBEDEVA

3.2. Zafiksiruem dve sfery σ, Σ s obwim centrom O tak, qtoby sfera σ leßala strogo vnutri tela Q, a Q leßalo strogo vnutri Σ, Ris. 3.

Ris. 3.

Pust~ r, R – radiusy fftih sfer. DlØ A ∈ ∂Q luq OA peresekaet Σ v nekotoroæ toqke O^′. Sferiqeskoe izobraßenie A toqki A soderßitsØ strogo vnutri sferiqeskogo izobraßeniØ konusa K, proektiru¸wego sferu σ iz O^′. Oboznaqim

ε = 2 arcsin r R > 0 ugol rastvora konusa K. Sferiqeskoe izobraßenie fftogo konusa est~ krug na sfere diametra π − ε. DlØ l¸boæ toqki A ∈ ∂Q mnoßestvo A ØvlØetsØ na S^2 zamknutym vypuklym mnoßestvom, leßawim vnutri kruga diametra π −ε, pofftomu dlØ l¸bogo m ∈ Ψ diam m < π − ε. 3.3. Pust~ A, B ∈ ext Q. Esli A B obobwennoe rebro, to A i B pereseka¸tsØ: im oboim prinadleßit normal~ k opornoæ ploskosti, v kotoroæ leßit A B. Obratno, esli A i B pereseka¸tsØ i

a ∈ A ∩ B, to otrezok A B leßit v opornoæ ploskosti s normal~¸

a i ØvlØetsØ obobwennym rebrom.

Esli A i B dvumerny, to int A ∩ int B = ?. Pofftomu pri dvumernyh A i B esli A ∩ B ≠ ?, to A ∩ B – obwiæ uqastok granicy dvuh vypuklyh mnoßestv i potomu fftot uqastok est~ libo toqka, libo – nekotoryæ otrezok [pq]. Vo vtorom sluqae obobwennoe

HARAKTERIZACI˚ ODNOGO KLASSA TEL V R^3 157 rebro A B ØvlØetsØ nastoØwim rebrom i l¸baØ toqka a ∈ [pq] ØvlØetsØ normal~¸ k odnoæ iz opornyh k Q vdol~ A B ploskosteæ.

3.4. Lemma. Pust~ A, B ∈ Ψ i B soderßit hotØ by odnu vnu-

trenn¸¸ toqku otkrytogo intervala (ab) ⊂ A. Togda B soderßit ves~ zamknutyæ otrezok [a, b].

Dokazatel~stvo. Rassmotrim opornye k Q ploskosti s vnexnimi normalØmi a i b. Oni obrazu¸t dvugrannyæ ugol (s nekotorym rebrom l), v kotorom leßit Q. Toqki A, B, q~imi sferiqeskimi obrazami ØvlØ¸tsØ figuriru¸wie v lemme mnoßestva A i B, obØzany leßat~ na rebre l. Znaqit, telo Q peresekaetsØ s l po otrezku. Poskol~ku A, B ∈ ext Q, to A, B – koncy fftogo otrezka. No togda B soderßit [a, b]. �

3.5. Pereædem k dokazatel~stvu implikacii 3^0 =⇒ 1^0. Dopustim, qto ona neverna. Togda, soglasno 3.3 suwestvuet vypukloe telo Q, oblada¸wee vsemi tremØ svoæstvami a), b), v) iz 3^0, no u Q suwestvu¸t dve ffksponirovannye toqki A, B, dlØ kotoryh A ∩

B = ?. Privedenie fftogo dopuweniØ k protivoreqi¸ razob¨em

na dva xaga.

(1) Dokaßem, pri sdelannom dopuwenii, qto dlØ l¸boæ toqki

b ∈ −B (−B ffto mnoßestvo, central~no simmetriqnoe B na S^2)

suwestvuet fflement m(b) ∈ Ψ, kotoryæ (kak mnoßestvo na S^2) obladaet qetyr~mØ svoæstvami: 1) m(b) ∋ b; 2) m(b) ∩ A ≠ ?; 3)

m(b)∩(−A) ≠ ?; 4) m(b)∩B ≠ ?. �tomu dokazatel~stvu posvØweny

punkty 3.6–3.18.

(2) Dokaßem, qto iz (1) sleduet naruwenie svoæstva v) iz 3^0, t.e. poluqim protivoreqie.

Pri dokazatel~stve (1) i (2) my budem dlØ vypuklyh mnoßestv X ⊂ S^2, ne ØvlØ¸wihsØ toqkami, ponimat~ pod relint X vnutrenn¸¸ qast~ dugi, esli X – duga, i vnutrennost~ X na S^2, esli X dvumerno. Analogiqno, pod ∂X budem ponimat~ otnositel~nu¸ granicu, t.e. koncy dugi, esli X – duga, i vs¸ granicu X v S^2, esli X dvumerno.

Pristupim k dokazatel~stvu (1).

3.6. Lemma. Pust~ A ∈ exp Q i a ∈ −A. Togda suwestvuet takaØ

toqka a ∈ A i takoe m ∈ Ψ, qto [aa] ⊂ m. Pri fftom A ne toqka, m ∩ A ⊂ ∂A, v qastnosti a ∈ ∂A, ε < |aa| < π − ε, i esli m i A

158 N. D. LEBEDEVA

dvumerny, a ih pereseqenie – otrezok [pq], to v kaqestve a moßno vzØt~ l¸bu¸ iz toqek a ∈ [pq]. Znaqenie ε sm. 3.2.

Dokazatel~stvo. Po svoæstvu b) iz 3^0 vyberem v grani G(a) tela Q (byt~ moßet ne edinstvenno vozmoßnu¸) toqku C ∈ ext Q tak, qto A C obobwennoe rebro. V kaqestve m voz~mem sferiqeskiæ obraz C toqki C, a v kaqestve a ediniqnu¸ vnexn¸¸ normal~ opornoæ k Q vdol~ A C ploskosti. Esli opornaØ vdol~ A C ploskost~ ne edinstvenna, to i vybor a ne edinstvenen.

Iz [aa] ⊂ m sleduet, qto A ne toqka: inaqe a = −A, a = A, |aa| = π, qto protivoreqit diam m < π − ε.

Esli by m ∩ A soderßalo hot~ odnu toqku ν ∈ relint A, to po 3.4 m ⊃ A, t.e. m ⊃ [−a, a], qto protivoreqit diam m < π − ε. Poskol~ku a ∈ −A, a ∈ A, to po 3.2 |aa| > ε. Krome togo |aa| < π−ε vvidu [aa] ⊂ m.

Nakonec, esli m i A dvumerny, a ih peresenie – otrezok [pq], to, soglasno 3.3, v kaqestve a moßno vzØt~ l¸bu¸ iz toqek a ∈

[pq]. �

3.7. Lemma. −A ∩ B = ?.

Dokazatel~stvo razob~em na rØd xagov 3.8–3.14. Nekotorye iz nih budut samostoØtel~nymi lemmami.

3.8. Snaqala ubedimØ, qto B ne peresekaetsØ s otnositel~noæ vnutrennost~¸ mnoßestva −A. Esli ffto ne tak, to suwestvuet toqka ν ∈ relint (−A) ∩ B. Togda B ffksponirovannaØ toqka dlØ Q, leßawaØ v grani G(ν). I po svoæstvu a) iz 3^0 toqki A i B soedinØ¸tsØ obobwennym rebrom. Togda (po 3.3) A i B pereseka¸tsØ, qto protivoreqit dopuweni¸ 3.4.

Analogiqno relint (−B)∩A = ?, i po simmetrii (−A)∩relint B =

?, (−B) ∩ relint A = ?. �

3.9. Iskl¸qim vozmoßnost~, qto ∂(−A)∩B ≠ ?. Dopustim, qto A ØvlØetsØ otrezkom [−p, −q] i ∂(−A)∩B = p. DlØ toqki p ∈ −A toqkoæ p moßet byt~ tol~ko toqka −q. Soedinim −q s q meridianom, prohodØwim qerez p. Voz~mem na −A = [pq] toqku ν na rasstoØnii |νp| < ε. DlØ toqki ν toße ν = −q. Mnoßestvo B soderßit vnutrenn¸¸ toqku p otrezka [νν] = [ν, −q] a po lemme 3.4 i ves~ fftot otrezok. Znaqit A ∩ B ∋ −q, qto protivoreqit dopuweni¸

A ∩ B = ?. Po analogiqnym soobraßeniØm pri ∂(−A) ∩ ∂B ≠ ?

mnoßestvo B takße ne moßet byt~ dugoæ.

HARAKTERIZACI˚ ODNOGO KLASSA TEL V R^3 159 DlØ dokazatel~stva lemmy 3.7 ostalos~ iskl¸qit~ vozmoßnost~, qto ∂(−A) ∩ ∂B ≠ ? kogda A i B dvumerny. 3.10. DlØ l¸boæ toqki a ∈ ∂(−A) interval (aa) ne peresekaet B. Inaqe po 3.4 B ⊃ [aa] i B ∩ A ≠ ? vopreki dopuweni¸.

Pri l¸bom a ∈ ∂(−A) kratqaæxu¸ [aa] moßno prodlit~ za toqku a do polnogo meridiana [−a a]. Vvidu |aa| < π − ε dlina prodlennogo uqastka [−a a] bol~xe ε. Krome togo, fftot “hvost”

[−a a] dliny > ε kratqaæxeæ [a a ] celikom leßit v −A, t.k. mno-

ßestvo −A vypuklo i v nem leßat koncy −a, a fftogo hvosta. Naliqie takogo hvosta u kaßdoæ kratqaæxeæ [a a ] my dalee nazyvaem svoæstvom (ε).

Est~ dve vozmoßnosti. 1) Interval (−a a) ⊂ int (−A). Togda kratqaæxaØ [a a ] za iskl¸qeniem ee naqal~noæ toqki a idet celikom vne mnoßestva −A. 2) Hvost [−a a] ves~ idet po granice

∂(−A). Togda [a a ] moßet na nekotorom naqal~nom uqastke (byt~

moßet odnotoqeqnom) idti po ∂(−A), a zatem – polnost~¸ otryvaetsØ ot mnoßestva −A.

3.11. Pust~ A, B dvumerny i ∂(−A) ∩ ∂B ≠ ?. Ni odno iz vypuklyh mnoßestva −A, B ne zahodit vnutr~ drugogo. Pofftomu

∂(−A)∩∂B est~ libo toqka, libo nekotoryæ otrezok [pq]. VtoraØ

vozmoßnost~ srazu otpadaet. Dostatoqno vzØt~ toqku a ∈ (pq). DlØ nee budet (a a) ∩ B ≠ ?, qto po 3.4 protivoreqit dopuweni¸

A ∩ B = ?. Znaqit ∂(−A) ∩ ∂B = x, gde x – toqka.

3.12. Rassmotrim vse nenulevye otrezki [cx] ⊂ −A i kaßdyæ iz nih prodlim za toqku x na dlinu π, t.e. do toqki −x. �ti prodolßeniØ zavedomo zapolnØt na sfere vnutrennost~ dvuugol~nika D meßdu dvumØ meridianami s koncami x i −x. Kaßdyæ iz graniqnyh meridianov dvuugol~nika D prinadleßit D tol~ko v tom sluqae, esli prodolßenie fftogo meridiana za toqku x hot~ na nebol~xom otrezke idet po granice ∂(−A).

3.13. Lemma B ⊂ D.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku u vypuklyh mnoßestv −A i B ih vnutrennie oblasti ne pereseka¸tsØ, to −A i B nestrogo otdelimy nekotoroæ bol~xoæ okrußnost~¸ l sfery. Esli toqka x byla vnutrenneæ toqkoæ otrezka, iduwego po granice ∂(−A), to fftot otrezok leßit na l, dvuugol~nik D sovpadaet s toæ zamknutoæ polusferoæ, v kotoroæ leßit B, i utverßdenie lemmy verno.

160 N. D. LEBEDEVA

Pust~ x ne leßit vnutri otrezka, iduwego po ∂(−A). Rassmotrim na S^2 krug s centrom x nastol~ko malogo radiusa δ > 0, qto

δ < ε/2 i ego granica peresekaet kak int A, tak i int B. Granicy

mnoßestv −A, B razbivaet fftot krug, Ris. 4, na qetyre sektora (s vozmoßno krivolineænymi granicami). Zamknutye sektory, prinadleßawie −A i B, razdelØ¸tsØ otkrytymi sektorami I i II.

Ris. 4.

KratqaæxaØ [x x] obØzana (krome naqala x) proæti v odnom iz sektorov I, II. Deæstvitel~no, (x x) ne peresekaet B. Esli by (x x) pereseklo −A, to po svoæstvu (ε) dlØ fftoæ kratqaæxeæ toqka x leßala by vnutri otrezka, iduwego po ∂(−A), qto uße iskl¸qeno. Oboznaqim II imenno tot sektor, v kotorom proxla kratqaæxaØ [x x]. Meridian μ_1, na kotorom leßit [x x], prinadleßit D i ostavlØet B strogo sleva ot sebØ.

Teper~ rassmotrim posledovatel~nost~ toqek a_i → x, leßawih na uqastke granicy ∂(−A), primyka¸wem k sektoru I. Kratqaæxie [a_ia_i] sami dlinnee ε i ime¸t “hvosty” dlinee ε, iduwie v −A i ne prohodØwie qerez x. Pofftomu kratqaæxie [a_i a_i], krome naqal~nyh toqek, prohodØt v sektore I. Vyberem iz kratqaæxih

[a_i a_i] shodØwu¸sØ podposledovatel~nost~. Ona soædetsØ k neko-

toroæ kratqaæxeæ [xp], p ∈ A. Po svoæstvu (ε) u vseh [a_i a_i] imelis~ hvosty dlinoæ > ε, leßawie v −A. Pofftomu i u [xp] est~ prodolßenie dliny ¿ ε za toqku x, leßawee v −A. Po fftoæ priqine [xp] ne idet po ∂(−A). I po fftoæ ße priqine [xp] – uqastok nekotorogo meridiana μ_2, prinadleßawego D. No iz-za naliqiØ

[a_i a_i] → [xp] fftot meridian ostavlØet B sprava ot sebØ (no na

fftot raz mnoßestva B moßet prilegat~ k meridianu μ_2 na nekotorom ego naqal~nom otrezke). Lemma 3.13 dokazana.

HARAKTERIZACI˚ ODNOGO KLASSA TEL V R^3 161

3.14. Izobrazim shematiqeski dvuugol~nik D i raspoloßenie otnositel~no nego mnoßestva −A, B, A, −B, Ris. 5. (Na risunke dlØ opredelennosti izobraßen variant, kogda granica ∂(−A) vblizi toqki x soderßala otrezok, pritom tol~ko s odnoæ storony ot toqki x. Sootvetstvenno odin iz graniqnyh meridianov dvuugol~nika D emu prinadleßit, a drugoæ – net.) Teper~ Øsno, qto dlØ toqki −x ∈ −B kratqaæxaØ [−x, −x], gde −x ∈ B neminuemo pereseqet svoimi vnutrennimi toqkami mnoßestvo A. No togda, po lemme 3.4, [−x, −x] ⊃ A, pofftomu A ∋ −x, i A ∩ B ≠ ? vopreki osnovnomu dopuweni¸.

Ris. 5.

Tem samym my zaverxili dokazatel~stvo lemmy 3.7. Znaqit, vse qetyre mnoßestva −A, B, A, −B poparno ne pereseka¸tsØ.

ObratimsØ teper~ k dokazatel~stvu (1).

3.15. Soglasno 3.6 mnoßestvo A ne odnotoqeqno. Dopustim, qto A est~ otrezok [−p, −q]. Togda dlØ toqki p ∈ −A toqkoæ p slußit −q, a dlØ toqki q ∈ −A toqkoæ q slußit −p. Kratqaæxie [p p] i [q q] ne pereseka¸t B. Oni ne pereseka¸tsØ i −B: esli by odna iz

nih peresekla −B, to drugaØ peresekla by B. Teper~, kaku¸ by iz toqek b ∈ −B my ni vzØli, kratqaæxaØ [b b] pereseqet ili (p p) ili (q q). No togda mnoßestvo m(b) ∈ Ψ, soderßawee [b b], (ono suwestvuet po lemme 3.6) soderßit i [p p] ili [q q]. Tem samym ffto m(b) peresekaet vse qetyre mnoßestva −A, B, A, −B, kak ffto trebuetsØ (1).

Analogiqno dokazyvaetsØ (1) esli B – otrezok.

3.16. Pust~ A i B dvumerny. Na granice ∂A zafiksiruem napravlenie obhoda. DlØ kaßdoæ toqki a ∈ ∂(−A) vyberem konkretnu¸ kratqaæxu¸ [a a], sm. lemmu 3.6.

Dopustim, qto suwestvuet mnoßestvo m ∈ Ψ, soderßawee

[a, a ], pritom dvumernoe i prilega¸wee k A po nekotoromu ot-

rezku [pq]. Sqitaem [pq] orientirovannym po obhodu ∂A. (Takoe

162 N. D. LEBEDEVA m, esli ono est~, edinstvenno.) V fftom sluqae soglasno 3.6 moßno zamenit~ a l¸boæ drugoæ toqkoæ iz [pq], budem sqitat~, qto v fftom sluqae a pomeweno imenno v toqke q.

Mnoßestvo T = S^2 \ (int A ∪ int − A) predstavlØet soboæ po- Øs, strogo vnutri kotorogo leßat B i −B. KaßdaØ iz vybrannyh kratqaæxih [a a] ne peresekaet B (no −B moßet peresekat~). Pri fftom l¸bye dve kratqaæxie [a_1 a_1], [a_2 a_2] ne mogut transversal~no peresekat~sØ vnutri poØsØ T . Deæstvitel~no, pri naliqii takogo pereseqeniØ naxlos~ by m ∈ Ψ, soderßawee obe ffti kratqaæxie, pritom dvumernoe i prilega¸wee k A po nenulevomu otrezku [a_1 a_2], qto protivoreqit pravilu vybora fftih kratqaæxih.

3.17. Razreßem poØs T po odnoæ kratqaæxeæ [a0 a0] iz qisla vybrannyh. Razrezannyæ poØs gomuomorfen prØmougol~niku, Ris. 6. Toqki mnoßestva ∂(−A) \ a_0 raspadutsØ na dva klassa: v zavisimosti ot togo, kak prohodit [a a] – sprava ili sleva ot B. (Esli vse toqki popadut v odin klass, to toqku a_0 otnesem k protivopoloßnomu klassu.) Na prØmoæ a^1_0a^2_0, Ris. 6, ffti dva klassa maßoriru¸t drug druga. Pofftomu naædetsØ toqka x ∈ a^1_0a^2_0, sleva ot kotoroæ toqki odnogo klassa, sprava – drugogo, i sama ona prinadleßit odnomu iz fftih klassov.

Ris. 6.

Pust~, dlØ opredelennosti, [x x] prohodit sprava ot B, kak pokazano na Ris. 6. Rassmotrim posledovatel~nost~ toqek a_i → x, leßawih na a^1_0a^2_0 sleva ot x. Iz kratqaæxih [a_i a_i] moßno vybrat~ podposledovatel~nost~, shodØwu¸sØ (pritom s odnoæ storony) k nekotoroæ kratqaæxeæ [xp]. Iz togo, qto kaßdaØ iz [a_i a_i] obla-

HARAKTERIZACI˚ ODNOGO KLASSA TEL V R^3 163 dala svoæstvom (ε), t.e. imela “hvost” dliny > ε, iduweæ v −A, to i kratqaæxaØ [xp] obladaet “hvostom” dliny ¿ ε, iduwim v −A. No −A vypuklo, pofftomu ugol sektora α ¿ π, sm. Ris. 6.

Rassmotrim tu bol~xu¸ okrußnost~ l sfery S^2, na kotoroæ leßit kratqaæxaØ [x x]. Mnoßestvo B leßit strogo po odnu storonu ot l, a −B po drugu¸. Pofftomu, kratqaæxaØ [x x] i kratqaæxaØ [a_i a_i] pri dostatoqno bol~xom nomere i ne pereseka¸t ne tol~ko B, no i −B. Oni na vnutrenneæ qasti poØsa T s dvuh storon strogo razdelØ¸t B i −B.

3.18. Teper~ legko zaverxit~ dokazatel~stvo (1). Kaku¸ by iz toqek b ∈ −B my ni vzØli, kratqaæxaØ [b b] peresekaet ili (x x) ili (a_ia_i) ili ße interval (b, b) soderßit toqku x ∈ −A. V pervyh dvuh sluqaØh mnoßestvo m(b) ∈ Ψ, kotoroe soderßit [b b], budet soderßat~ i odnu iz kratqaæxih [x x] ili [a_i a]_i, a potomu – imet~ obwie toqki s kaßdym iz mnoßestv A, B, −A, −B. V tret~em sluqae interval (b, b) pereseqet otrezok [x, x], qto i trebuetsØ. �

Pereædem k dokazatel~stvu (2).

3.19. Iz utverßdeniØ (1) sleduet, qto suwestvu¸t mnoßestva

{m_α | m_α ∈ Ψ}A_1 i {m_β | m_β ∈ Ψ}A_2 , takie qto ∪A_1 m_α ⊃ −B, ∪A_2 m_α ⊃ −A, pri fftom dlØ vseh γ ∈ A_1 ∪ A_2 mnoßestvo m_γ peresekaetsØ s mnoßestvami A, B, −B, −A. �to svoæstvo mnoßestv m_γ oboznaqim qerez (∗m_γ ). Strogo otdelim mnoßestva A i B bol~xoæ okrußnost~¸ l_1. Strogo otdelim A i −B bol~xoæ okrußnost~¸ l_2. Togda mnoßestva A, B, −A, −B strogo razdeleny okrußnostØmi l_1 i l_2. Oboznaqim qerez p – pereseqenie

l_1 i l_2. Pust~ l^+_2 i l^−_2 – dve razliqnye otkrytye poluokruß-

nosti, na kotorye toqki p i −p delØt l_2. L¸boe mnoßestvo

m_γ , γ ∈ A_1 ∪ A_2, po svoæstvu (∗m_γ ) soderßit toqki m^A_γ ∈ A, m^B_γ ∈ B, m^{−B}_γ ∈ −B, m^{−A}_γ ∈ −A i m_γ vypuklo. Togda esli t_1 = (m^B_x , m^{−A}_x ) ∩ l_2 ∈ l^+_2 , to t_2 = (m^A_γ , m^{−B}_γ ) ∩ l_2 ∈ l^−_2 i t_1, t_2 ∈ m_x.

Interval (t_1, t_2) ∈ m_γ soderßit toqku p ili −p. Analogiqno nahodim interval (t_3, t_4) ∈ l_1 ∩ m_γ , (t_3, t_4) soderßit p ili −p. Togda suwestvuet takaØ okrestnost~ U ⊂ m_γ , qto U ∋ p ili U ∋ −p. T.k. vypuklye oblasti razliqnyh m_γ ne mogut peresekat~sØ, to mnoßestv m_γ ne bol~xe dvuh. Esli by m_γ bylo odno, to m_γ soderßalo by −A i m_γ peresekalos~ by s A. No diam m_γ < π − ε.

164 N. D. LEBEDEVA Takim obrazom my imeem dva mnoßestva m_1, m_2, takie qto: m_1 ∪ m_2 ⊃ −B ∪ −A, m_i ∩ A ≠ ?, m_i ∩ B ≠ ?. 3.20. Pereseqenie mnoßestv m1 i m2 otrezok. Pust~ l – bol~xaØ okrußnost~, soderßawaØ fftot otrezok. Togda m_1 ∩ l = m_2 ∩ l ⊃ (−A ∩ l) ∪ (−B ∩ l). Togda suwestvuet toqka h ∈ l, dlØ kotoroæ pereseqenie mnoßestva {h} ∪ {−h} s mnoßestvom (m_1 ∩ l) ∪ (B ∩ l) ∪ (A ∩ l) pusto.

Dopolnenie mnoßestva m_1 ∪m_2 ∪B ∪A na sfere – tri odnosvØznye komponenty. Ne terØØ obwnosti, moßno sqitat~, qto h leßit v komponente H^+, granica kotoroæ ∂H^+ ⊂ ∂A ∪ ∂m_1 ∪ ∂m_2, togda – h leßit v komponente H^−, dlØ kotoroæ ∂H^− ⊂ ∂B ∪ ∂m_1 ∪ ∂m_2. Zametim, qto ∂H^+ ∩ ∂H^− = ?.

Iz usloviØ 3v) sleduet, qto dlØ l¸boæ toqki y ∈ S^2 suwestvu- ¸t mnoßestva ω, ω^′ ∈ Ψ so svoæstvami: 1) ω ∋ y, 2) ω^′ ∋ −y, 3) ω ∩ ω^′ ≠ ?.

V kaqestve ω i ω^′ dostatoqno vzØt~ obrazy teh toqek, ffksponirovannyh dlØ graneæ s normalØmi y i −y, o kotoryh utverßenie 3v).

Primenim ffto k toqke h = y. Suwestvuet toqka x ∈ ω ∩ ω^′. Tak kak cl H^+ ∩ cl H^− = ?, to libo x /∈ cl H^+, libo x /∈ cl H^−. DlØ opredelennosti budem sqitat~, qto x ∈ cl H^+. Togda interval

(hx) peresekaet ∂H^+, znaqit (hx) peresekaet libo ∂A, libo ∂m_1,

libo ∂m_2. Esli interval (hx) peresekaet mnoßestva ∂m_1, to po lemme 3.4, toqka h ∈ m_1 – ffto protivoreqie. Analogiqno, esli

(hx) peresekaet ∂A ili ∂m_2. �

Lebedeva N. D. Description of a class of solids in R^3. Let Q ⊂ R^3 be a compact convex solid suth that for each parallel (not necessarily orthogonal) projection onto any plane no two antipodal faces of the solid are projected strictly inside the projection of all Q. Then Q is either a cone with a convex base or a frustrum of a trihedral pyramid or a prism (possibly with nonparallel bases).

Postupilo 13 aprelØ 1998 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet