Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 252, 1998 g.

R. N. Karasëv

O TRANSVERSAL˚H SEME`STV TRANSL˚TOV DVUMERNOGO VYPUKLOGO KOMPAKTA

V izvestnom obzore [1] (sm. [2, 3], a takße [4], gl. 2.1, str.407, gipoteza 6.2), Gr¸nbaumom byla postavlena sledu¸waØ zadaqa: suwestvuet li dlØ semeæstva translØtov vypuklogo kompakta na dvumernoæ ploskosti, v kotorom l¸bye dva mnoßestva pereseka¸tsØ, 3-transversal~, to est~ takie tri toqki, qto kaßdoe mnoßestvo semeæstva soderßit hot~ odnu iz nih. V literature privedeny qastiqnye rexeniØ v sluqae evklidovyh krugov [5, 6], treugol~nikov [7], central~no-simmetriqnyh mnoßestv [8] ili mnoßestv postoØnnoæ xiriny [9]. V nastoØweæ rabote daetsØ polnoe rexenie fftoæ zadaqi (rezul~tat anonsirovan v [13]):

Teorema 1. DlØ l¸bogo semeæstva F = {K + x : x ∈ X} translØ-

tov vypuklogo kompakta K v R^2, v kotorom l¸bye dva mnoßestva pereseka¸tsØ, suwestvuet 3-transversal~.

V [4] soderßitsØ takße informaciØ po povodu analogiqnyh utverßdeniæ v R^n, n ¿ 3, a imenno: ob ocenke porØdka transversali semeæstva translØtov vypuklogo kompakta, v kotorom l¸bye dva mnoßestva semeæstva pereseka¸tsØ. Dalee iz formulirovki teoremy 2 budet vidno, qto ffta zadaqa analogiqna voprosu o razrezanii figur na men~xie qasti (zadaqa Borsuka), a takße zadaqe o pokrytii figury ee umen~xennymi kopiØmi (zadaqa Hadvigera).

Snaqala pereformuliruem utverßdenie teoremy 1. DlØ dvuh mnoßestv A i B poloßim A − B = {a − b : a ∈ A, b ∈ B}.

Teorema 2. Esli X − X ⊆ K − K dlØ mnoßestva X ∈ R^2 i vy-

puklogo kompakta K, to X moßno pokryt~ tremØ translØtami kompakta −K.

Tak kak K − K – central~no-simmetriqno, to uslovie X − X ⊆

K − K ne menØetsØ pri zamene K na −K, tak qto dalee, pri

Pri rabote nad dannoæ stat~eæ avtory Rabota vypolnena pri podderßke granta RFFI 96-01-01054. 67

68 R. N. KARAS^¨EV dokazatel~stve teoremy 2, my budem ustanavlivat~ pokrytie X tremØ translØtami K.

Lemma 1. Teoremy 1 i 2 ffkviavlentny.

Dokazatel~stvo. Pokaßem, qto teorema 1 sleduet iz teoremy

2. Tak kak K + x_1 ∩ K + x_1 ≠ ?, dlØ l¸byh x_1, x_2 ∈ X naædetsØ takaØ toqka p, qto p = x_1 + y_1 i p = x_2 + y_2, gde y_1, y_2 ∈ K ili, inaqe x_1 − x_2 = y_2 − y_1, qto i oznaqaet X − X ⊆ K − K.

Po teoreme 2 suwestvu¸t takie toqki x_1, x_2, x_3, qto dlØ l¸- boæ toqki x ∈ X naædetsØ takoe i = 1, 2, 3 i y ∈ K, qto x = x_i − y ili, inaqe govorØ, dlØ x_i ∈ x + K, qto i trebuetsØ v teoreme 1.

V obratnu¸ storonu utverßdenie dokazyvaetsØ temi ße rassußdeniØmi v obratnom porØdke.

Opredelenie. DlØ ograniqennogo mnoßestva X ⊂ R^n xirinoæ

w(X, K, e) v napravlenii e ∈ S^n�^1 (S^n�^1 – ediniqnaØ sfera) otnositel~no vypuklogo kompakta K budem nazyvat~ otnoxenie rasstoØniæ meßdu parallel~nymi opornymi giperploskosØtmi k X i K, s napravlØ¸wim vektorom e. Vypuklyæ kompakt X budem nazyvat~ telom postoØnnoæ xiriny otnositel~no K, esli w(X, K, e) = const. Oqevidno, qto w(X, K, e) = 2w(X, K − K, e), w(X − X, K, e) = 2w(X, K, e), w(X, K, e) = w(X − X, K − K, e) i qto w(X, K, e) ravno rasstoØni¸ meßdu parallel~nymi opornymi giperploskostØmi X i K, s napravlØ¸wim vektorom e, v banahovoæ metrike d_B(x, y), zadavaemoæ ediniqnym xarom B_1 = K − K.

ProstaØ lemma 2 ob¨ØsnØet geometriqeskiæ smysl vkl¸qeniØ X − X ⊆ K − K. Lemma 2. Sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny: (1) X − X ⊆ K − K. (2) X imeet diametr diam X 6 1, v metrike d_B(x, y),

B_1 = K − K.

(3) w(X, K, e) 6 1.

Dokazatel~stvo. (1)⇔(2). Oqevidno.

(2)⇒(3). Imeem, w(X, K, e) = w(X − X, K − K, e) i tak kak X − X ⊆ K − K, to w(X, K, e) = w(X − X, K − K, e) 6 1. (3)⇒(1). Tak kak w(X, K, e) = w(X − X, K − K, e) 6 1. Mnoßestva K − K i X − X central~no-simmetriqny s centrom v 0, a K − K – vypuklo i pofftomu ØvlØetsØ pereseqeniem central~no simmetriqnyh polos s centrom v 0. Tak kak w(X, K, e) =

O TRANSVERSAL˚H SEME`STV TRANSL˚TOV 69

w(X −X, K −K, e) 6 1, to vypuklaØ oboloqka conv (X −X) ⊆ K −K i X − X ⊆ K − K. Iz lemmy 2 sleduet, qto mnoßestvo X v teoreme 2 moßno sqitat~ vypuklym, tak kak uslovie (3) lemmy 2 ne menØetsØ pri zamene X na conv X.

Lemma 3. Esli B dvumernoe banahovo prostranstvo s ediniqnym

xarom B_1, mnoßestvo X ⊂ B, diam X 6 1, to suwestvuet takoe F , qto X ⊆ F i w(F, B_1, e) = 1/2 dlØ vseh e ∈ S^1.

Zameqanie. Lemma 3 ØvlØetsØ izvestnym utverßdeniem, odna-

ko okazalos~ zatrudnitel~no naæti mesto, gde privedeno dokazatel~stvo. Privedem ee dokazatel~stvo, soverxenno analogiqnoe dokazatel~stvu teoremy o tom, qto mnoßestvo diametra 1 v evklidovom prostranstve moßno pomestit~ v telo postoØnnoæ xiriny 1 (sm. [10], p. 64, a takße [11, 12]).

˚sno, qto mnoßestva v lemme 3 moßno sqitat~ vypuklymi kompaktami, tak kak perehod k zamykani¸ vypukloæ oboloqki ne menØet diametrov i xirin mnoßestv. Teper~ lemma 3 moßet byt~ vyvedena iz sledu¸weæ lemmy 4 s ispol~zovaniem lemmy Corna, no my oboædemsØ bez posledneæ (kak ffto sdelano v [8], pri dokazatel~stve qastnogo sluqaØ lemmy 3).

Lemma 4. Esli X ⊂ B – takoe zamknutoe vypukloe mnoße-

stvo v dvumernom banahovom prostranstve B, qto diam X 6 1 i w(X, B_1, e) < 1/2 dlØ nekotorogo e ∈ S^1, to X moßno zakl¸qit~ v takoe X_0, X ≠ X_0, qto diam X_0 6 1.

Dokazatel~stvo lemmy 4. Pust~ e takoe, qto w(X, B1, e) < 1/2.

Predpoloßim protivnoe, qto w(X ∪ {p}, B_1, e_0) > 1/2 dlØ l¸boæ toqki p ∈ B i nekotorogo e_0 – to est~ suwestvu¸t dve opornye prØmye k conv (X ∪ {p}) s napravlØ¸wim vektorom e_0 s rasstoØniem meßdu nimi > 1. Tak kak diam X 6 1, to w(X, B_1, e)) 6 1/2 dlØ vseh e. Pofftomu ffti dve prØmye ne mogut byt~ opornymi k X – to est~ odna iz nih prohodit qerez p.

Itak, pust~ w(X, B_1, e_0) = 1/2 − ε, ε > 0 dlØ nekotorogo e_0. Tak kak xirina w(X, B_1, e) zavisit ot e ∈ S^1 nepreryvno, to suwestvu¸t takie e_1 i e_2 – blißaæxie k e_0 protiv i po qasovoæ strelke, qto w(X, B_1, e_0) = w(X, B_1, e_0) = 1/2 − ε/2. V samom dele, togda diam X 6 1 − ε, i esli vzØt~ taku¸ toqku p /∈ X, qto

d_B(p, X) 6 ε, to diam X ∪ {p} = 2w(X ∪ {p}, B_1, e_0) 6 1. Protivore-

qie.

70 R. N. KARAS^¨EV

Voz~mem opornye k X prØmye v napravleniØh e_1 i e_2 i pust~ P – parallelogramm, imi obrazovannyæ. Pust~ opornye prØmye k P v napravlenii e pereseka¸t ego v verxinah p_1 i p_2. Dokaßem, qto w(P, B_1, e_0) > 1/2 − ε, ε > 0.

Predpoloßim protivnoe i rassmotrim parallelogramm P 0, obrazovannyæ opornymi prØmymi k B_1 v napravleniØh e_1 i e_2. Oqevidno, qto P 0 podoben P s kofffficientom 1/(1 − ε/2), sledovatel~no w(P 0_{, B1, e0)} 6^{1/2 − ε} 1/2 − ε/2 < 1. No ffto nevozmoßno, tak kak P 0 soderßit B_1.

Ots¸da sleduet, qto libo p_1 /∈ X, libo p_2 /∈ X. Pust~ ffto, naprimer, p_1. Ugolok parallelogramma okolo p_1 ne prinadleßit X, i v nem moßno vzØt~ taku¸ toqku p, qto d_B (p, X) = ε/2.

Dokaßem, qto mnoßestvo w(X ∪{p}, B_1, e) 6 1/2 dlØ vseh e ∈ S^1. Predpoloßim protivnoe, qto w(X ∪ {p}, B_1, e) 6 1/2 dlØ nekotorogo e ∈ S^1. Tak kak odna iz opornyh k X ∪ {p} prØmyh v napravlenii e prohodit qerez p, to legko videt~ (sm. ris. 1), qto vektor e leßit meßdu e_1 i e_2 na toæ ße duge, qto i e_0, a dlØ vseh e na fftoæ duge w(X, B_1, e) 6 1/2 − ε tam xirina X ne bol~xe

1 − ε/2, no rasstoØnie ot p do X ne bol~xe ε/2, to est~ xirina X ∪ {p} v fftom napravlenii ne bolee 1 – znaqit X ∪ {p} vse taki

podhodit.

Ris. 1.

Dokazatel~stvo lemmy 3. Pust~ X – mnoßestvo v formulirov-

ke lemmy. Opredelim posledovatel~nost~ vypuklyh kompaktov

O TRANSVERSAL˚H SEME`STV TRANSL˚TOV 71

{X_n}_n¿_0. Pust~ X_0 = conv X, a sqitaØ opredelennym X_n opre-

delim X_{n+1} sledu¸wim obrazom: rassmotrim vse vypuklye kompaktnye mnoßestva diametra, ne bol~xego edinicy, soderßawie

X_n, tak kak ih plowad~ ograniqena sverhu (naprimer, plowad~¸

ediniqnogo kruga), to sredi fftih mnoßestv naædetsØ nekotoroe mnoßestvo – oboznaqim ego X_{n+1} – takoe, qto vypukloe mnoßestvo, soderßawee X_n, imeet plowad~, prevyxa¸wu¸ plowad~

X_{n+1} ne bolee qem na 10�^n. Pust~ X = S X_n, togda X imeet

diametr, ne bol~xiæ 1. Dokaßem, qto xirina X v l¸bom napravlenii ravna 1. V protivnom sluqae po lemme 3 naxlos~ by vypukloe i kompaktnoe mnoßestvo X0 diametra, ne bol~xego 1, takoe, qto X ⊂ X0, a, znaqit, naxlos~ by nekotoroe n takoe, qto raznost~ meßdu plowadØmi X i X0 bol~xe 10�^n, no suwestvovanie takogo X0 protivoreqit opredeleni¸ X_{n+1}. Znaqit, xirina X v l¸bom napravlenii deæstvitel~no ravna 1.

Takim obrazom, teper~ teorema 2 s pomow~¸ lemmy 3 moßet byt~ vyvedena iz svoego qastnogo sluqaØ:

Teorema 3. Esli X, K ⊂ R^2 vypuklye kompakty i X −X = K −K,

to X moßno pokryt~ tremØ translØtami kompakta K.

Zameqanie. Uslovie X−X = K−K ravnosil~no tomu, qto X i K

ime¸t odinakovu¸ xirinu v l¸bom napravlenii (sm. lemmu 2).

Teper~ sformuliruem lemmu, kotoraØ budet igrat~ osnovnu¸ rol~ v dokazatel~stve teoremy 3:

Lemma 5. Pust~ ΔA1B1C1 sostavlen iz seredin storon ΔABC.

Esli prØmaØ l ne peresekaet ΔA_1B_1C_1, to l obrazuet s nekotorymi dvumØ storonami treugol~nika ABC treugol~nik plowadi, bol~xeæ, qem plowad~ treugol~nika ABC.

Dokazatel~stvo lemmy 5. Dostatoqno rassmotret~ dva suwe-

stvenno razliqnyh sluqaØ (sm. ris. 2 i 3):

1) PrØmaØ l ne peresekaet ΔABC i toqka A naibolee udalena ot l. Togda, oqevidno, l obrazuet s prØmymi AB i AC treugol~- nik bol~xeæ plowadi, qem S_{ΔABC} .

2) PrØmaØ l peresekaet storony AB i AC i luq BC v toqkah F , E i D, sootvetstvenno. Togda iz usloviØ lemmy sleduet, qto AE < EC. Legko videt~, qto simmetriqnyæ ΔDEC otnositel~no toqki E treugol~nik soderßit ΔAF E, a, sledovatel~no,

S_{ΔAF E} < S_{ΔDEC} . Znaqit, S_{ΔBF D} > S_{ΔABC} .

72 R. N. KARAS^¨EV

Ostal~nye sluqai svodØtsØ k fftim pereoboznaqeniem verxin treugol~nika. DlØ udobstva izloßeniØ vvedem nekotorye oboznaqeniØ (sm. ris. 4).

Ris. 2. Ris. 3

Ris. 4.

Pust~ a – vektor na ploskosti, a X – nekotoryæ vypuklyæ kompakt. Togda pust~ l_+(a, X) i l�(a, X) – opornye prØmye k X, perpendikulØrnye a, priqem takie, qto (a, (l_+(a, X) − l�(a, X))) > 0 (vnexnie skobki oboznaqa¸t skalØrnoe proizvedenie v R^2), to est~ l_+ leßit ot naqala 0 dal~xe qem l�, esli smotret~ vdol~ a. Za m(a, X) oboznaqim prØmu¸, delØwu¸ popolam xirinu X v napravlenii, perpendikulØrnom a, inaqe govorØ, m(a, X) =

O TRANSVERSAL˚H SEME`STV TRANSL˚TOV 73

(l_+(a, X)+ l�(a, X))/2. Zametim, qto summa ili raznost~ dvuh pa-

rallel~nyh prØmyh – prØmaØ, parallel~naØ im oboim (v smysle

l_1 − l_2 = {x − X : x ∈ l_1, X ∈ l_2}).

Dokazatel~stvo teoremy 3. Snaqala my postroim Øvnu¸ kon-

strukci¸ treh translØciæ K, a potom dokaßem, qto poluqaemye translØty pokryva¸t X.

DlØ l¸bogo vektora a ≠ 0 rassmotrim prØmu¸ l(a) = l_+(a, X)−

l_+(a, K). Na samom dele ime¸t mesto ravenstva l(a) = l�(a, X) −

l�(a, K) = m(a, X − K), kotorye sledu¸t iz togo, qto mnoßestva X i K ime¸t ravnye xiriny v napravlenii, perpendikulØrnom a (sm. ris. 5).

Ris. 5 Ris. 6.

Poslednee iz fftih ravenstv pokazyvaet, qto pri zamene vektora a na protivopoloßnyæ l(a) ne menØetsØ. Oqevidno l(a) – nepreryvno zavisit ot a. DlØ treh vektorov a_1, a_2 i a_3 oboznaqim plowad~ treugol~nika, obrazovannogo prØmymi l(a_1), l(a_2) i

l(a_3) kak S(a_1, a_2, a_3). Tak kak m(a_1, X −K) i m(a_2, X −K) pereseka-

¸tsØ vnutri X − K, to, oqevidno, plowad~ treugol~nika, obrazovannogo l(a_1), l(a_2) i l(a_3) ne prevoshodit veliqiny^1_2 D^2 sin φ, gde φ – ugol meßdu l(a_1) i l(a_2), a D – diametr X − K. Znaqit

74 R. N. KARAS^¨EV

S(a_1, a_2, a_3) stremitsØ k nul¸, kogda kakie-to dva iz napravle-

niæ l(a_1), l(a_2), l(a_3) stremØtsØ drug k drugu, pofftomu ee moßno sqitat~ nepreryvnoæ funkcieæ napravleniæ a_1, a_2 i a_3. Pri normirovke ‖a_i‖ = 1 plowad~ S stanovitsØ funkcieæ na kompakte

S^1×S^1×S^1 i pri nekotoryh a_1, a_2 i a_3 dostigaet maksimuma. Esli

maksimum raven nul¸, to ffto oznaqaet, qto vse l(a) pereseka¸tsØ v odnoæ toqke t. Togda K+t pokryvaet X, tak kak opornye prØmye k nim v l¸bom napravlenii sovpada¸t (t ∈ l_+(a, X) − l_+(a, K) ⇒

0 ∈ l_+(a, K + t) − l_+(a, X) ⇒ l_+(a, K + t) = l_+(a, X)), i utverßdenie

teoremy verno. Inaqe pust~ t_1, t_2 i t_3 – serediny sootvetstvu- ¸wih storon treugol~nika so storonami na prØmyh l(a_1), l(a_2) i

l(a_3). V kaqestve iskomyh translØciæ voz~mem K_i = K + t_i.

Zamenoæ znakov k a_i moßno dobit~sØ togo, qto (a_i, t_i − t_i) > 0

(i ≠ j), qto i budet v dal~neæxem podrazumevat~sØ (sm. ris. 6).

Voz~mem na granice K toqki y_i, prinadleßawie l�(a_i, K). Dokaßem, qto y_i + t_i − t_j leßit v K (ffto budet oznaqat~, qto

y_i + t_i ∈ K_j , i, j = 1, 2, 3, sm. ris. 7).

Ris. 7.

Dokaßem ffto, naprimer, dlØ y_1 + t_1 − t_2 i y_1 + t_1 − t_3, tak kak situaciØ ne menØetsØ pri vybore raznyh i = 1, 2, 3. V takom sluqae ffto budet sledovat~ iz togo, qto l_+(a_2, K) ili l_+(a_3, K) ne moßet peresekat~ K strogo meßdu l�(a_1, K) i l�(a_1, K) + t_1 − t_2 = l�(a1, K) + t1 − t3 (poslednØØ prØmaØ soderßit toqki y1 + t1 − t2 i

y_1 + t_1 − t_3 – sm. ris. 7) – v fftom sluqae vypuklaØ oboloqka toqek

kasaniØ l_+(a_2, K) i l_+(a_3, K) i toqki y_1 soderßit y_1, y_1 + t_1 − t_2

O TRANSVERSAL˚H SEME`STV TRANSL˚TOV 75 i y_1 + t_1 − t_3 i sama soderßitsØ v K. Bez ograniqeniØ obwnosti dokaßem dlØ odnoæ prØmoæ, qto l_+(a_3, K) ne moßet kasat~sØ K strogo meßdu l�(a_1, K) i (l�(a_1, K) + t_1 − t_2. Sdvinem vse na vektor t_2 i budem rassmatrivat~ K_2 vmesto K. Togda nam nußno dokazat~, qto l_+(a_3, K_2) ne kasaetsØ K_2 strogo meßdu l�(a_1, K_2) i l�(a1, K2)+ t1 − t2 = l�(a1, K)+ t1 = l�(a1, X) (poslednee ravenstvo sleduet iz togo, qto t_1 ∈ l(a_1) = l�(a_1, X) − l�(a_1, K)). Predpoloßim protivnoe i voz~mem napravlenie a, nemnogo otliqa¸weesØ ot a_3 v storonu vraweniØ k a_1 – togda pri dostatoqno malom otliqii ot a_3 prØmye l_+(a_3, K) i l_+(a, K_2) budut peresekat~sØ meßdu l�(a_1, K_2) i l�(a_1, X) (sm. ris. 8 – l_+(a_3, K_2) kasaetsØ K_2 strogo meßdu l�(a_1, K_2) i l�(a_1, X)).

Ris. 8.

No posmotrim teper~ na prØmye l_+(a_3, X) i l_+(a, X). PrØmaØ

l_+(a_3, X) otliqaetsØ ot l_+(a_3, K_2) sdvigom na vektor t_3 − t_2 v

storonu a_3 (tak kak t_3 ∈ l_+(a_3, X) − l_+(a_3, K_2), to est~ t_3 − t_2 ∈

l_+(a_3, X) − l_+(a_3, K_2)). Po lemme 5 prØmaØ l(a) peresekaet tre-

ugol~nik iz t_1, t_2 i t_3, a, v dannom sluqae, obØzana peresekat~ otrezok meßdu t_2 i t_3. Tak kak l(a) = l_+(a, X) − l_+(a, K) =

l_+(a, X) − l_+(a, K_2) + t_2, to prØmaØ l_+(a, X) otliqaetsØ ot prØ-

moæ l_+(a, K_2) sdvigom na vektor, men~xiæ t_3 − t_2, v storonu a_3, a ffto oznaqaet, qto l_+(a_3, X) i l_+(a, X) pereseka¸tsØ po drugu¸ storonu ot prØmoæ l�(a_1, X) po sravneni¸ s X takße, kak i prØ-

76 R. N. KARAS^¨EV mye l_+(a_3, K_2) i l_+(a, K_2) (sm. ris. 8). Iz risunka 8 takße vidno, qto pri takom raspoloßenii vse tri prØmye l_+(a, X), l_+(a_3, X) i l�(a1, X) ne mogut byt~ opornymi dlØ X – protivoreqie.

Itak, po dokazannomu toqki y_i +t_i prinadleßat vsem K_j . Predpoloßim, qto K_j ne pokryva¸t X. Pust~ C = conv S_{i=1,2,3} K_i. Dokaßem,qto X ⊆ C. Rassmotrev prØmu¸, perpendikulØrnu¸ nekotoromu napravleni¸ a, otdelØ¸wu¸ kakie-to toqki X ot C, poluqim protivoreqie s lemmoæ 5, tak kak v fftom sluqae vyhodit, qto prØmye l_+(a, X) − l_+(a, K_i) leßat po odnu storonu ot naqala koordinat, to est~ vse tri toqki t_i leßat po odnu storonu ot l(a) – protivoreqie s lemmoæ 5.

A tak kak y_i + t_i prinadleßat vsem K_j , to C otliqaetsØ ot

S_{i=1,2,3 Ki na ob¨edinenie mnoßestv, leßawih vnutri treugol~-}

nikov T_i, natØnutyh na toqki y_i + t_j (j = 1, 2, 3, sm. ris. 9).

Ris. 9.

No ΔT_i leßit po drugu¸ storonu ot l�(a_i, X) po sravneni¸ s X i, pofftomu, ne mexaet S_{i=1,2,3} K_i pokryvat~ X.

Teorema 3 dokazana.

Literatura

1. L. Danzer, B. Grünbaum, V. Klee, Helly’s theorem and its relatives. Convexity, Proc. of Symposia in Pure Math., Am. Math. Soc., Providence, RI, 7, 101–180 (1963).

2. L. Dancer, B. Gr¸nbaum, V. Kli, Teorema Helli i ee primenenie. Mir, M. (1968).

3. B. Gr¸nbaum, �t¸dy po kombinatornoæ geometrii i teorii vypuklyh tel. Nauka, M. (1971).

O TRANSVERSAL˚H SEME`STV TRANSL˚TOV 77

4. J. Eckhoff, Helly, Radon and Carathéodory type theorems. Handbook of Convex Geometry, ed. by P. M. Gruber and J. M. Wills. Amsterdam, North-Holland (1993).

5. H. Hadwiger, H. Debrunner, V. Klee, Combinatorial geometry in the plane. Holt, Rinehart and Winston, New York (1964).

6. G. Hadviger, G. Debrunner, KombinatornaØ geometriØ na ploskosti. Nauka, M. (1965).

7. G. D. Chakerian, S. K. Stein, Some intersection properties of convex bodies. — Proc. Am. Math. Soc. 18 (1967), 109–112.

8. B. Grünbaum, On intersection of similar sets. — Portugal Math. 18 (1959), 155–164.

9. G. D. Chakerian, G. T. Sallee, An intersection theorem for sets of constant width.

— Duke Math. J. 36 (1969), 165–170.

10. T. Bonnesen, W. Fenchel, Theorie der convexen Körper. Berlin (1934).

11. V. G. BoltØnskiæ, I. C. Gohberg, Razbienie figur na men~xie qasti.

Nauka, M. (1971).

12. H. Maehara, A remark on certain completion of a convex set. — Math. Jap. 1 (1991), 47–49.

13. R. N. Karasev, O transversalØh semeæstva translØciæ dvumernogo vypuklogo kompakta. Sovrem. probl. mat. i informat. ˚roslavskiæ gos. un-t (1997), 19–21.

Karasev R. N. On transversals of the family of translates of twodimensional convex compact.

The following theorem gives an affirmative answer to Grünbaum’s old equistion. Let K be the family of translates of a convex compact set

K ⊂ R^2. If every two elements of K have a common point, then there

exist three points A, B, C ∈ R^2 such that every element of K contains some of these points.

Postupilo 20 i¸nØ 1998 g. Moskovskiæ fiziko-tehniqeskiæ institut