Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 252, 1998 g.

V. A. Zalgaller

ZAMEQANIE O VYPUKLOM k–UGOL^NIKE MINIMAL^NO` PLOWADI, OPISANNOM OKOLO VYPUKLOGO n–UGOL^NIKA

Pust~ na ploskosti R^2 fiksirovan vypuklyæ n-ugol~nik P i n > k ¿ 3. Cel~ nastoØweæ zametki dokazat~ sledu¸wee utverßdenie.

Teorema. Sredi vseh vypuklyh k-ugol~nikov Q, soderßawih P ,

suwestvu¸t (vozmoßno v edinstvennom qisle) k-ugol~niki minimal~noæ plowadi. Sredi nih vsegda suwestvuet hotØ by odin takoæ k-ugol~nik Q_0 minimal~noæ plowadi, qto ne menee qem na k − 1 iz storon Q_0 leßat storony P . Pri fftom seredina kaßdoæ iz storon Q_0 prinadleßit P ; esli na (edinstvenno vozmoßnoæ) storone q mnogougol~nika Q_0 net storony P , to v seredine fftoæ storony q leßit verxina P .

Pri k ¿ 4 u Q_0 est~ storony q, v koncah kotoryh ugly β_1, β_2 mnogougol~nika Q_0 v summe bol~xe π. Na kaßdoæ takoæ storone q obØzatel~no leßit storona P , priqem ffta storona P soderßit strogo vnutri sebØ (a ne na konce) seredinu storony q.

My nadeemsØ, qto ffta teorema pomoßet programmistam sozdat~ ffkonomnyæ vyqislitel~nyæ algoritm poiska takogo Q_0, kogda mnogougol~nik P zadan svoimi verxinami.

Lemma 1. Sredi vseh Q ⊃ P suwestvuet k-ugol~nik naimen~xeæ

plowadi; on moßet byt~ ne edinstvennym.

Dokazatel~stvo. Vyberem bol~xoæ pravil~nyæ k-ugol~nik

Q_1 ⊃ P i pust~ ego plowad~ A(Q_1) = S_1. Zafiksiruem krug D (s centrom v centre Q_1) stol~ bol~xogo radiusa, qto dlØ l¸- boæ toqki x ∈ R^2 \ D plowad~ A(conv (P ∪ x)) > S_1. Pust~ teper~ Q_1, Q_2, . . . minimiziru¸waØ plowad~ posledovatel~nost~ k-ugol~nikov, soderßawih P , priqem plowadi A(Q_i) s rostom i razve lix~ ubyva¸t. Togda vse Q_i soderßatsØ v kruge D. Po

Rabota qastiqno podderßana grantom RFFI 96–01–681. 33

34 V. A. ZALGALLER “principu vybora” BlØxke [1], §18 iz Q_i moßno vybrat~ podposledovatel~nost~, shodØwu¸sØ k nekotoromu vypuklomu mnogougol~niku Q̄, kotoryæ budet soderßat~ P . Qislo m storon Q̄ ne bol~xe k. No, vvidu n > k ¿ m mnogougol~nik Q̄ ≠ P , i esli by bylo m < k, to ot Q̄ moßno bylo by otseq~ odnu iz verxin, sohraniv vkl¸qenie v nego P i umen~xiv plowad~. Znaqit, m = k, i Q̄ est~ k-ugol~nik, realizu¸wiæ minimum plowadi.

Privedem dva primera, naglØdno pokazyva¸wih vozmoßnost~ needinstvennosti k-ugol~nika Q ⊃ P minimal~noæ plowadi.

1). Pust~ n = 6, k = 4 i P poluqen iz pravil~nogo xestiugol~nika sil~nym udlinneniem dvuh protivopoloßnyh storon, ris. 1. U soderßawego P qetyrehugol~nika, minimiziru¸wego plowad~, dve storony poædut po dlinnym storonam P , a dve drugie storony mogut idti vdol~ l¸byh opornyh k P v toqkah M i N prØmyh.

Ris. 1. Ris. 2.

2). Pust~ n = 4, k = 3 i P ediniqnyæ kvadrat, ris. 2. Kaku¸ by toqku N na ediniqnom otrezke EF (pripodnØtom nad P na vysotu 1) my ni vzØli, prØmye AB, N D, N C ograniqat treugol~nik LM N naimen~xeæ plowadi sredi treugol~nikov, soderßawih kvadrat P . Krome togo, l¸boæ iz treugol~nikov LM N moßno otraßat~ otnositel~no oseæ simmetrii kvadrata. �

Lemma 2. Pust~ vnutri sektora s verxinoæ A fiksirovana toq-

ka M i ABCD – parallelogramm s centrom M i dvumØ storonami na graniqnyh luqah sektora, ris. 3. Togda otrezok BD (delØwiæsØ toqkoæ M popolam) otsekaet treugol~nik ABD strogo men~- xeæ plowadi, qem l¸boæ drugoæ prohodØwiæ qerez M , otrezok U V s koncami na storonah sektora. Odin iz koncov U , V leßit na storone parallelogramma ABCD. Imenno fftot konec my oboznaqaem U , a sootvetstvu¸wu¸ storonu parallelogramma oboznaqa-

ZAMEQANIE O VYPUKLOM k –UGOL^NIKE 35

Ris. 3.

em AB. Prevoshodstvo plowadi AU V nad plowad~¸ ABD strogo vozrastaet s priblißeniem toqki U k A vdol~ otrezka BA.

Deæstvitel~no, plowad~ ABD ravna polovine plowadi upomØnutogo parallelogramma, a plowad~ AU V krome poloviny plowadi fftogo parallelogramma soderßit “dovesok” v vide plowadi treugol~nika DW V , kotoraØ rastet s priblißeniem U k A vdol~ BA.

Dokazatel~stvo teoremy pri k = 3. Pust~ ABC – treugol~nik

minimal~noæ plowadi, opisannyæ vokrug P .

Privedem k protivoreqi¸ dopuwenie, qto ni na odnoæ storone ABC net storon P . Pri takom dopuwenii na kaßdoæ storone ABC dolßna leßat~ odna verxina P . Po lemme 2 ffti verxiny dolßny leßat~ toqno v seredinah L, M , N storon ABC, ris. 4.

Ris. 4. Ris. 5.

36 V. A. ZALGALLER Podvergnem ploskost~ affinnomu preobrazovani¸ f, posle kotorogo f(ABC) okaßetsØ pravil~nym treugol~nikom. Posle qego, ostaviv nepodvißnym f(P ), nemnogo povernem pravil~nyæ treugol~nik f(ABC) vokrug ego centra. Pri fftom ego storony “otorvutsØ” ot f(P ), no on po-preßnemu budet ohvatyvat~ f(P ). Teper~ soverxim obratnoe affinnoe preobrazovanie f�^1. Mnogougol~nik P vernetsØ na mesto, a treugol~nik ABC zaæmet novoe poloßenie A0B0C0, ohvatyvaØ P i ne kasaØs~ P , no budet imet~ tu ße plowad~, qto i ABC. Ot A0B0C0 moßno pereæti k treugol~niku men~xeæ plowadi, soderßawemu P . No ffto protivoreqit minimal~nosti plowadi ABC.

Itak, hot~ na odnoæ iz storon ABC (pust~ ffto storona AB) leßit storona P . Esli ewe na odnoæ iz storon ABC est~ storona P , to teorema (s uqetom lemmy 2) verna. Dopustim, qto na storonah AC i BC est~ tol~ko po odnoæ verxine P . Po lemme 2 ffti verxiny P leßat v seredinah M i N storon AC i BC, ris. 5. Budem nepreryvno smewat~ toqku C vlevo parallel~no prØmoæ AB. Pri fftom prØmye AB, CM , CN vse vremØ ograniqiva¸t treugol~nik postoØnnoæ plowadi (ego vysota postoØnna, a osnovanie ravno 2M N ). Smewenie prodolßaem do teh por, poka ili na prØmoæ CN ili prØmoæ CM poØvitsØ storona P . �

Ris. 6.

Teorema pri k = 3 byla po-vidimomu izvestna. V [2] predloßen algoritm sloßnosti O(n log^2 n) nahoßdeniØ Q_0 pri k = 3, v [3] algoritm uluqxen do sloßnosti O(n).

Pereædem k sluqa¸ k ¿ 4. Pust~ k ¿ 4, Q – vypuklyæ kugol~nik, q – odna iz storon Q, β_1 i β_2 – vnutrennie ugly Q

ZAMEQANIE O VYPUKLOM k –UGOL^NIKE 37 v koncah rebra q. Budem govorit~, qto mnogougol~nik Q rasxirØetsØ pri rebre q, esli β_1 + β_2 < π.

Lemma 3. Pri k ¿ 4 vypuklyæ k-ugol~nik Q libo ne rasxirØetsØ

ni pri odnom rebre, libo rasxirØetsØ tol~ko pri odnom rebre, libo rasxirØetsØ tol~ko pri dvuh, pritom smeßnyh, rebrah.

Dokazatel~stvo. Pridadim vsem rebram qi mnogougol~nika Q

napravlenie v porØdke obhoda po qasovoæ strelke, ris. 6, i oboznaqim α_i > 0 ugly povorota pri perehode ot rebra q_i�_1 k rebru

q_i. Summa vseh k uglov^kP_{i=1} α_i = 2π. Esli pri rebre q_i mnogougol~-

nik Q rasxirØetsØ, t.e. β_i + β_{i+1} < π, to α_i + α_{i+1} > π. Esli by Q rasxirØlsØ pri dvuh ne sosednih rebrah q_i, q_j, my by imeli neravenstva α_i + α_{i+1} > π, α_j + α_{j+1} > π dlØ razliqnyh uglov α_i,

α_{i+1}, α_j, α_{j+1}. No ffto protivoreqit toßdestvu^kP_{i=1} α_i = 2π. �

Lemma 4. Pust~ k ¿ 4, Q k-ugol~nik minimal~noæ plowadi, soder-

ßawiæ P , i na koncah storony q mnogougol~nika Q summa uglov β_1, β_2 mnogougol~nika Q bol~xe π. Togda na storone q leßit storona P i poslednØØ soderßit strogo vnutri sebØ seredinu M storony q. Deæstvitel~no, pri β_1 + β_2 > π prodolßeniØ smeßnyh s q storon Q obrazu¸t sektor, ot kotorogo q otsekaet nekotoryæ treugol~nik T , leßawiæ vne Q, ris. 7. Esli toqka M ne prinadleßit P ili ØvlØetsØ verxinoæ P , to po lemme 2 naædetsØ povorot prØmoæ BD, na kotoroæ leßit q, vokrug toqki M , pri kotorom plowad~ treugol~nika T vozrastaet; sootvetstvenno plowad~ Q umen~xaetsØ, a vkl¸qenie Q ⊂ P sohranitsØ. �

Dokazatel~stvo teoremy pri k ¿ 4. Pust~ Q minimal~nyæ po

plowadi k-ugol~nik, soderßawiæ P . Esli pri storone q mnogougol~nika Q summa β_1 + β_2 > π, to soglasno lemme 4 na q leßit storona P . Esli β_1 + β_2 = π i na q net storony P , to seredina M storony q ØvlØetsØ verxinoæ P . V fftom sluqae povorot q vokrug M ne menØet plowad~ mnogougol~nika Q, i moßno povernut~ q v poloßenie, pri kotorom na q budet leßat~ storona P (s koncom v toqke M ).

Po lemme 3 u Q moßet byt~ odna ili dve smeßnye storony, dlØ kaßdoæ iz kotoryh β_1 +β_2 < π. Pust~ q – odna iz fftih storon.

38 V. A. ZALGALLER

Ris. 7.

Na neæ libo leßit storona P , libo v ee seredine M leßit verxina P . Nam ostaetsØ iskl¸qit~ vozmoßnost~, qto takih storon dve q_1, q_2, qto oni smeßny i na kaßdoæ iz nih net storon P , a tol~ko v seredinah M_1, M_2 fftih storon leßat verxiny P . Na ris. 8 izobraßena takaØ situaciØ. A_1, A_2, A_3, A_4, A_5 – posledovatel~nye verxiny mnogougol~nika Q. (Pri k = 4 A_1 = A_5), q_1 = A_2A_3, q_2 = A_3A_4.

Ris. 8.

Provedem qerez toqku A_3 prØmu¸, parallel~nu¸ diagonali

ZAMEQANIE O VYPUKLOM k –UGOL^NIKE 39 A_2A_3 mnogougol~nika Q. �ta prØmaØ pereseqet luq A_1A_2 v nekotoroæ toqke O_1 i obrazuet sektor A_1O_1A_3. Ona pereseqet takße luq A_5A_4 v nekotoroæ toqke O_2 i obrazuet sektor A_5O_2A_3. Esli nemnogo smestit~ verxinu A_3 vdol~ prØmoæ O_1O_2, to novye luqi A_3M_1 i A_3M_2 budut otsekat~ ot fftih sektorov treugol~niki bol~xeæ qem ran~xe plowadi (lemma 2), i sootvetstvenno plowad~ Q umen~xitsØ. �to protivoreqit minimal~nosti Q. �

Literatura

1. V. BlØxke, Krug i xar. M.: Nauka, 1967.

2. V. Klee, M. Laskowski, Finding the smallest triangles containing a given convex polygon. J. of Algorithms 6 (1985), 359–375.

3. O’Rourke et. al., An optimal algorithm for finding minimal enclosing triangles.

J. of Algorithms 7 (1986), 258–269.

Zalgaller V. A. A note on convex k-gons of minimal area circumscribed around a convex n-gon.

For one of there k-gons of minimal area circumscribed around a convex n-gon, k − 1 sides of the n-gon lie on the sides of the k-gon. All midpoints of the sides of the k-gon belong to the n-gon.

Postupilo 15 marta 1998 g. Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN