Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 251, 1998 g.

A. L. Pirozerskiæ

REDUKCI˚ DRINFEL^DA-SOKOLOVA DL˚ RAZNOSTNOGO OPERATORA LAKSA S PERIODIQESKIMI GRANIQNYMI USLOVI˚MI V SLUQAE GL^(N, C((λ^{−1}))^)

1. Vvedenie

Nelineænye differencial~nye uravneniØ tipa KdF moßno postroit~ razliqnymi sposobami. S odnoæ storony, moßno rassmotret~ uravneniØ Laksa vida dΛ dt = [A, Λ] , gde Λ = d dx + l + q(x), q(x) – nißnetreugol~naØ matrica, i

l = 0 1 0 · · · 0 0 0 1 · · · 0 . . . . . . ... . . 0 0 0 · · · 1 λ 0 0 · · · 0

. (1.1)

�to uravnenie okazyvaetsØ invariantnym otnositel~no kalibrovoqnyh preobrazovaniæ Λ −→ Λ̃ = SΛS^{−1} , gde S – funkciØ so znaqeniØmi v gruppe nißnetreugol~nyh matric s edinicami na diagonali [1]. Vybrav predstavitelØ v klasse kalibrovoqnoæ ffkvivalentnosti tak, qtoby v q(x) byla nenulevoæ tol~ko poslednØØ stroka, poluqim nekotoroe uravnenie dlØ skalØrnogo differencial~nogo operatora n-go porØdka.

Drugoæ podhod sostoit v neposredstvennom postroenii skalØrnyh uravneniæ Laksa^{dL}_{dt} = [A, L], gde A, L – skalØrnye differencial~nye operatory, ishodØ iz algebry psevdodifferencial~nyh simvolov [1, 6]. Osnovnym momentom zdes~ ØvlØetsØ postroenie drobnyh stepeneæ operatora L, kotorye ØvlØ¸tsØ, vo- 233

234 A. L. PIROZERSKI` obwe govorØ, psevdodifferencial~nymi. (Drugoæ sposob, osnovannyæ na postroenii formal~nyh sobstvennyh funkciæ, daet te ße rezul~taty).

SvØz~ meßdu fftimi dvumØ podhodami k postroeni¸ nelineænyh uravneniæ tipa KdF byla pokazana v rabote Drinfel~da i Sokolova [1], gde takße byli postroeny analogi uravneniæ KdF i mKdF dlØ proizvol~nyh algebr Kaca-Mudi.

PredstavlØet interes obobwenie fftoæ konstrukcii na sluqaæ raznostnyh Laksovyh uravneniæ. K nastoØwemu vremeni imeetsØ bol~xoe koliqestvo rabot, posvØwennyh issledovaniØm kak matriqnyh [2, 4, 5, 7, 8], tak i skalØrnyh [2, 3] raznostnyh uravneniæ Laksa, odnako diskretnogo analoga redukcii Drinfel~da– Sokolova (DRDS) v ukazannyh rabotah postroeno ne bylo. V vyxedxih nedavno preprintah [9, 10] na osnove gamil~tonova podhoda postroen variant DRDS dlØ sluqaØ matriqnogo raznostnogo operatora bez spektral~nogo parametra.

V nastoØweæ rabote dlØ postroeniØ DRDS ispol~zuetsØ metod odeva¸wih preobrazovaniæ. Poluqeny kalibrovoqnoinvariantnye raznostnye uravneniØ Laksa vida dΛ(n) dt = A(n + 1)Λ(n) − Λ(n)A(n), (1.2)

gde Λ(n) = l + q(n), q(n) – nißnetreugol~naØ matrica. DlØ uravneniæ vida (1.2) postroeno semeæstvo zakonov sohraneniØ {ξ_i}, priqem okazyvaetsØ, qto potoki, poroßdaemye raznymi ξ_i, kommutiru¸t. Pokazano, qto voznika¸wie posle redukcii uravneniØ na klass ffkvivalentnosti analogiqny skalØrnym raznostnym uravneniØm tipa KdF, postroennym v [2, 3]. Poluqeny formuly, svØzyva¸wie ξ_i s zakonami sohraneniØ h_j dlØ skalØrnogo uravneniØ.

Rabota sostoit iz vvedeniØ i treh razdelov. V razdele 2 v ramkah metoda odeva¸wih preobrazovaniæ issledu¸tsØ matriqnye raznostnye uravneniØ vida (1.2). Dokazana kalibrovoqnaØ invariantnost~ fftih uravneniæ i kommutativnost~ sootvetstvu- ¸wih potokov. PrivodØtsØ dve teoremy o formal~noæ diagonalizacii Laksova operatora. Odna iz nih pozvolØet postroit~ semeæstvo zakonov sohraneniØ, vtoraØ imeet bol~xoe znaqenie pri dokazatel~stve togo fakta, qto uravneniØ na klass ffkvivalentnosti sovpada¸t so skalØrnym uravneniem Laksa, priqem

REDUKCI˚ DRINFEL^DA–SOKOLOVA 235 poluqivxiesØ funkcii f_i okazyva¸tsØ kofffficientami razloßeniØ operatora sdviga na rexetke po drobnym stepenØm skalØrnogo Laksova operatora L, kak dokazano v razdele 4.

V razdele 3 izlaga¸tsØ, s ispol~zovaniem formalizma drobnyh stepeneæ, nekotorye izvestnye fakty otnositel~no skalØrnogo raznostnogo uravneniØ Laksa. �ti rezul~taty byli, posuwestvu, poluqeny v rabotah [2, 3] (v [3] rassmatrivalis~ analogiqnye uravneniØ dlØ q-raznostnogo operatora).

Razdel 4 posvØwen sobstvenno redukcii i dokazatel~stvu togo, qto uravneniØ (1.2), rassmatrivaemee kak uravneniØ na klass kalibrovoqnoæ ffkvivalentnosti, sovpada¸t s raznostnymi skalØrnymi uravneniØmi, opisannymi v razdele 3. Dokazatel~- stva osnovany na postroenii nekotorogo modulØ na prostranstve funkciæ na Zso znaqeniØmi C ((λ^{−1} ))^l i ØvlØ¸tsØ blizkimi k sootvetstvu¸wim dokazatal~stvam iz raboty Drinfel~da i Sokolova ([1], §3).

Avtor blagodaren M. A. Semenovu-TØn-Xanskomu za postanovku zadaqi i mnogoqislennye poleznye obsußdeniØ.

2. Matriqnye raznostnye uravneniØ Laksa

V fftom razdele my budem issledovat~ raznostnye uravneniØ Laksa vida: dΛ dt =^h [A, Λ]^{def}≡ h AΛ − ΛA, (2.1)

gde A, Λ – periodiqeskie funkcii na Zs periodom N , prinima¸- wie znaqeniØ v gl(l, C [λ]) – prostranstve matric l × l, fflementy kotoryh ØvlØ¸tsØ polinomami ot spektral~nogo parametra λ. Zdes~ i dalee predpolagaetsØ, qto l i N vzaimno prosty.^hA oboznaqaet deæstvie operatora sdviga ĥ na A: hA(n) ≡ ( ĥA ) (n) = A(n + 1)

Operator Λ imeet vid

Λ(n) = l + q(n), (2.2)

gde q(n) – nißnetreugol~naØ matrica s proizvol~nymi fflementami na glavnoæ diagonali, a l zadana formuloæ (1.1).

Uravnenie (2.1) ØvlØetsØ usloviem sovmestnosti dlØ sistemy {^ hΨ = ΛΨ d dt Ψ = AΨ (2.3)

236 A. L. PIROZERSKI` Zdes~ Ψ – fundamental~naØ matrica rexeniæ, ee moßno normirovat~ usloviem Ψ(0) = E, gde E oboznaqaet ediniqnu¸ matricu.

Umnoßenie Ψ sleva na matriqnoznaqnu¸ funkci¸ S poroßdaet kalibrovoqnoe preobrazovanie operatora Λ:

Λ −→^h SΛS^{−1} (2.4)

V dal~neæxem, v razdele 4, budet udobnee rassmatrivat~ ne uravnenie (2.1), a soprØßennoe: dQ dt = [B, Q]^h ≡ BQ − Q^hB, (2.5) gde Q(n) = Θ + p(n), Θ ≡ l^T (2.6)

a p(n) – verhnetreugol~naØ matrica.

Kalibrovoqnoe preobrazovanie dlØ Q opredelØetsØ sledu¸- wim obrazom:

Q −→ V Q^hV^{−1}. (2.7)

V fftom razdele teoremy budut formulirovat~sØ parallel~no dlØ uravneniæ vida (2.1) i (2.5).

Predloßenie 2.1. Pust~ Λ imeet vid (2.2). Suwestvuet i edin-

stvenna periodiqeskaØ funkciØ S, prinima¸waØ znaqeniØ v gruppe

N − nißnetreugol~nyh matric s edinicami na glavnoæ diagonali,

takaØ, qto_h SΛS^{−1} = Λ_{can} ≡ l + q_{can}, (2.8) gde q_{can}(n) = 0 · · · 0 . . ... . . w_{l−1}(n) · · · w_0(n) , (2.9)

priqem matriqnye fflementy S^i_j (n), w_i(n) ØvlØ¸tsØ polinomami ot matriqnyh fflementov q. ⨀ Predstavim Λ v vide:

Λ(n) = l + l−1∑ i=0 d_i(n)Λ^{−i}, d_i(n) = diag ( 0, . . . , 0, d^i(n), . . . , d^{l−1}_i (n) ) (2.10)

REDUKCI˚ DRINFEL^DA–SOKOLOVA 237 i analogiqno

S(n) = E + l−1∑ i=1 s_i(n)Λ^{−i}, s_i(n) = diag ( 0, . . . , 0, s^i(n), . . . , s^{l−1}_i (n) ) (2.11)

Λ_{can}(n) = l + l−1∑ i=0 w_i(n)Λ^{−i}, w_i(n) = diag (0, . . . , 0, w_i(n)) (2.12)

Perepisav (2.8) v vide^hSΛ = L_{can}S, podstaviv (2.10)–(2.12) i priravnØv qleny pri odinakovyh stepenØh l (ffto vozmoßno, tak kak l¸boæ fflement iz gl(l, C ((λ^{−1} ))) odnoznaqno predstavlØ-

etsØ v vide^n ∑ i=−∞ a_il^i s diagonal~nymi a_i), poluqim sledu¸wu¸

rekurrentnu¸ sistemu:

s_{i+1}(n+1)−^σ s_{i+1}(n) = −d_i(n)+w_i(n)+F_i(n), i = 0, . . . , l−1, (2.13)

gde F_i(n) = diag ( 0, . . . , 0, F^i_i (n), . . . , F^{l−1}_i (n) ) – nekotoryæ polinom ot matriqnyh fflementov s_1, . . . , s_i, d_0, . . . , d_{i−1} i w_0, . . ., w_{i−1};^σ oboznaqaet soprØßenie s matriceæ l:^σ s = lsl^{−1} i po opredeleni¸

s_l(n) ≡ 0.

Uravnenie (2.13) pri i < l − 1 predstavlØ¸t soboæ rekurrentnu¸ sistemu na kofffficienty s^{i+1}_{i+1} , . . ., s^{l−1}_{i+1}:

− s^{i+1}_{i+1} (n) = −d^i(n) + F^i_i (n), s^{i+1}_{i+1} (n + 1) − s^{i+2}_{i+1} (n) = −d^{i+1}_i + F^{i+1}_i (n), . . s^{l−1}_{i+1} (n + 1) = −d^{l−1}_i (n) + w_i(n) + F^{l−1}_i (n)

(2.14)

Legko videt~, qto iz pervogo uravneniØ v (2.14) odnoznaqno opredelØetsØ s^{i+1}_{i+1}(n) dlØ vseh n, iz vtorogo – s^{i+2}_{i+1} i tak dalee. Poslednee uravnenie v (2.14), kotoroe moßno rassmatrivat~ kak uslovie razreximosti, ØvlØetsØ uravneniem na w_i, poskol~ku vse s^j_{i+1} uße opredeleny iz predyduwih uravneniæ.

Poslednee uravnenie v (2.13) imeet vid

−d^{l−1}_{l−1}(n) + w_{l−1}(n) + F^{l−1}_{l−1} (n) = 0

i odnoznaqno opredelØet w_{l−1}. �

Sledstvie:

238 A. L. PIROZERSKI`

Predloßenie 2.2. Pust~ Q imeet vid (2.6). Suwestvuet i edin-

stvenna periodiqeskaØ funkciØ V , prinima¸waØ znaqeniØ v gruppe

N + verhnetreugol~nyh matric s edinicami na glavnoæ diagonali,

takaØ, qto V Q^hV^{−1} = Q_{can} ≡ Θ + p_{can}, (2.15) gde p^T_{can} imeet vid (2.9)

Teorema 2.3. Suwestvuet formal~nyæ rØd T0 vida

T_0(n) = E + ∞∑ i=1 t_i(n)Λ^{−i}, t_i(n) ∈ Diag, t_i(n + N ) = t_i(n) (2.16)

takoæ, qto Λ_0 =^h T_0ΛT_0^{−1} imeet vid

Λ_0 = l + ∞∑ i=0 ξ_iΛ^{−i} (2.17)

gde ξ_i ∈ C ne zavisØt ot koordinaty n. RØd T_0 opredelen s toqnost~¸ do umnoßeniØ sleva na proizvol~nyæ rØd S vida

S = E + ∞∑ i=0 s_iΛ^{−i}, s_i ∈ C , s_i(n) = s_i(m) ∀m, n, (2.18)

a Λ_0 opredelen odnoznaqno. ⨀ PodstavlØØ (2.16), (2.17) i (2.10) v ravenstvo^hT_0Λ = Λ_0T_0 i priravnivaØ kofffficienty pri odinakovyh stepenØh l, poluqim:

t_{i+1}(n + 1) −^σ t_{i+1}(n) = −d_i(n) + ξ_i(n) + F_i(n), i = 0, . . ., ∞, (2.19) gde F_i(n) = − i∑ j=1 t_j (n+1)^σ �j d_{i−j}(n)−j+ i∑ j=1 σ�(i�j) t_j (n)−(i − j)ξ_{i−j}, i > 1 (2.20) – funkciØ ot ße izvestnyh t_j , ξ_j0, i po opredeleni¸ F_0(n) ≡ 0.

Zameqanie 2.1 Esli Λ imeet vid (2.10), to dj(n) ≡ 0 pri j > l−1.

My dokaßem teoremu dlØ operatora bolee obwego vida – imenno, budem sqitat~, qto d_j (n) – proizvol~nye diagonal~nye matricy, voobwe govorØ, otliqnye ot nulØ pri vseh j ∈ Z_+.

Opredelim operator J ∈ End (Diag(l, B_N )), gde B_N – prostranstvo N -periodiqeskih funkciæ na Z, sledu¸wim obrazom:

(J u) (n) = u(n + 1) −^σ u(n), u ∈ Diag (l, B_N ). (2.21)

REDUKCI˚ DRINFEL^DA–SOKOLOVA 239

Lemma 2.1. 1) ˚dro operatora J odnomerno i sostoit iz posto-

Ønnyh po n matric, kratnyh ediniqnoæ; 2) KerJ ⋂ ImJ = {0}.

Iz lemmy 2.1 srazu sleduet razreximost~ rekurrentnoæ sistemy uravneniæ (2.19).

Pokaßem teper~, qto proizvol v opredelenii T_0 svoditsØ k umnoßeni¸ ego sleva na rØd vida (2.18). Oqevidno, qto esli

T_0 udovletvorØet uslovi¸ teoremy, to ST_0 takße udovletvorØet

emu. Obratno, pust~^hT_0ΛT_0^{−1} = Λ_0 i^hT̃_0ΛT̃^{−1}_0 = Λ̃_0, togda

hSΛ_0 S^{−1} = Λ̃_0, (2.22)

gde Λ_0, Λ̃_0 ime¸t vid (2.17) i

S = T̃_0T_0^{−1} = E + ∞∑ i=0 s_j (n)Λ^{−i}, s_i(n) = s_i(n + N ), s_i(n) ∈ Diag.

(2.23) ZapisyvaØ dlØ (2.22) sistemu, analogiqnu¸ (2.19), poluqim:

(J s_{i+1}) (n) = −ξ_i + ξ̃_i + F_i(n), (2.24)

F_i(n) = − i∑ j=1 σ�(i�j) s_j(n)−(i − j)ξ̃_{i−j} − s_j (n + 1)ξ_{i−j} , i > 1, F_0(n) ≡ 0 (2.25) Rassmotrim pervoe uravnenie rekurrentnoæ sistemy (2.24):

(Js_1) (n) = −ξ_0 + ξ̃_0 (2.26)

PravaØ qast~ (2.26) ØvlØetsØ postoØnnoæ matriceæ, kratnoæ ediniqnoæ, i v sootvetstvii s utverßdeniem 1) lemmy 2.1 prinadleßit Ødru J. Togda iz vtorogo utverßdeniØ toæ ße lemmy sleduet

ξ_0 = ξ̃_0, s_1(n) = α_1E, α_1 ∈ C (2.27)

PodstavlØØ (2.27) v (2.25) poluqim F_1(n) = 0. Takim obrazom po indukcii poluqaem, qto Λ_0 = Λ̃ i S imeet vid (2.18), qto i trebovalos~ dokazat~. �

Iz teoremy 2.3 sleduet analogiqnaØ teorema dlØ soprØßennogo operatora.

240 A. L. PIROZERSKI`

Teorema 2.4. Suwestvuet formal~nyæ rØd U0 vida

U_0(n) = E + ∞∑ i=1 Θ^{−i}u_i(n), u_i(n) ∈ Diag, u_i(n + N ) = u_i(n) (2.28)

takoæ, qto Q_0 = U_0Λ^hU_0^{−1} imeet vid

Q_0 = Θ + ∞∑ i=0 ζ_iΘ^{−i} (2.29)

gde ζ_i ∈ C ne zavisØt ot koordinaty n. RØd U_0 opredelen s toqnost~¸ do umnoßeniØ sleva na proizvol~nyæ rØd V vida

V = E + ∞∑ i=0 v_iΘ^{−i}, v_i ∈ C , v_i(n) = v_i(m) ∀m, n , (2.30)

a Q_0 opredelen odnoznaqno. Esli Q = Λ^T , to ζ_i ≡ ξ_i i moßno poloßit~ U_0 = ( T^{−1}_0 )_T . Sledstvie. Λ0 (Q0) invarianten otnositel~no kalibrovoqnyh

preobrazovaniæ vida (2.4) ( (2.7) sootvetstvenno).

Teoremy 2.3, 2.4 budut igrat~ vaßnu¸ rol~ pri postroenii tak nazyvaemogo h-centralizatora dlØ Λ i Q.

Opredelenie 2.1. h-centralizatorom (levym) operatora Λ na-

zyvaetsØ mnoßestvo hZΛ = { u ∈ gl ( l, B ((λ^{−1} ))^)|^h[u, Λ] ≡^h uΛ − Λu = 0^}

Analogiqno opredelØetsØ h-centralizator (pravyæ) dlØ Q:

Z^h Q = { v ∈ gl ( l, B ((λ^{−1} ))^)|[v, Q]^h ≡ vQ − Q^hv = 0^} Predloßenie 2.5. Pust~^hT0ΛT0^{−1} = Λ0 (sootvetstvenno

U_0Q^hU_0^{−1} = Q_0). Togda u ∈^hZΛ_0 ⇐⇒ φ_0(u) = T_0^{−1}uT_0 ∈^hZΛ, i sootvetstvenno v ∈ Z^h Q_0 ⇐⇒ χ_0(v) = U_0^{−1}vU_0 ∈ Z^h Q.

Sledu¸wee predloßenie Øvno opisyvaet^hZ (Λ_0).

REDUKCI˚ DRINFEL^DA–SOKOLOVA 241

Predloßenie 2.6.

hZΛ_0 = C ((Λ^{−1} )), Z^h Q_0 = C ((Θ^{−1} )). ⨀ Oqevidno, qto C ((Λ^{−1} )) ⊂^hZΛ_0. Obratno, pust~ u ∈^hZΛ_0.

Predstavim u v vide u(n) = M∑ j=−∞ u_j (n)l^j , u_j(n) ∈ Diag (2.31)

Iz usloviØ^huΛ_0 = Λ_0u sleduet u_M ∈ KerJ, sledovatel~no

u_M l^M ∈ C ((Λ^{−1} )) ⊂^hZΛ_0. Poloßim u^1 = u − u_M l^M . u^1 ∈^hZΛ_0

i naqinaetsØ so stepeni l^{M−1}, k neæ moßno primenit~ to ße rassußdenie i t.d. �

Sledstvie._{hZΛ = {φ0(u)|u ∈} C ((Λ^{−1} ))^} i Z^h Q = { χ_0(v)|v ∈ C ((Θ^{−1} )) } . Opixem teper~ drugoæ sposob postroeniØ Z^h Λ.

Teorema 2.7. Suwestvuet formal~nyæ rØd T1 vida

T_1(n) = E + ∞∑ i=1 t̃_i(n)Λ^{−i}, t̃_i(n) = diag ( 0, t̃^1_i (n), . . . , t̃^{l−1}_i (n) ) , (2.32)

s periodiqeskimi kofffficientami t̃_i(n), takoæ qto Λ_1 =^h T_1ΛT_1^{−1} imeet vid

Λ_1(n) = l + ∞∑ i=0 f_i(n)Λ^{−i}, f_i(n) ∈ C (2.33)

RØdy T_1 i Λ_1 opredeleny odnoznaqno. ⨀ Analogiqno tomu, kak ffto delalos~ pri dokazatel~stve teoremy 2.3, poluqim rekurrentnu¸ sistemu uravneniæ ( Jt̃_{i+1} ) (n) = −d_i(n) + f_i(n) + F_i(n), i = 0, . . ., ∞, (2.34)

gde F_i(n) opredelØ¸tsØ formuloæ, analogiqnoæ (2.20) i zavisit ot uße izvestnyh t̃_j , f_j . Pust~ W_1 – prostranstvo N - periodiqeskih funkciæ so znaqeniØmi v prostranstve diagonal~nyh matric vida t̃ = ( 0, t̃^1, . . ., t̃^{l−1} ) . Operator J v (2.34) rassmatrivaetsØ kak operator iz W_1 v Diag (l, B_N ).

242 A. L. PIROZERSKI`

Lemma 2.2. 1) ˚dro J trivial~no; 2) pust~

W_2 = {f ∈ Diag (l, B_N ) |f(n) = f_nE, f_n ∈ C } ,

togda J(W_1) u W_2 = Diag (l, B_N ).

Iz lemmy sleduet razreximost~ uravneniæ (2.34) i edinstvennost~ T_1, Λ_1. �

DlØ soprØßennogo operatora spravedliva analogiqnaØ

Teorema 2.8. Suwestvuet formal~nyæ rØd U1 vida

U_1(n) = E + ∞∑ i=1 Θ^{−i}ũ_i(n), ũ_i ∈ W_1, (2.35)

takoæ qto Q_1 = U_1Q^hU_1^{−1} imeet vid

Q_1(n) = Θ + ∞∑ i=0 g_i(n)Θ^{−i}, g_i(n) ∈ C (2.36)

RØdy U_1 i Q_1 opredeleny odnoznaqno. Esli Q = Λ^T , to g_i(n) = f_i(n)

i U_1 = ( T_1^{−1} )_T . Pust~ φ_1(u) = T_1^{−1}uT_1 i χ_0(v) = U_0^{−1}vU_0 . Analogiqno predloßeniØm 2.5, 2.6 dokazyvaetsØ

Predloßenie 2.9. 1)^hZΛ1 = C ((Λ^{−1} )) i Z^h Q1 = C ((Θ^{−1} ));

2)^hZΛ = { φ_1(u)|u ∈ C ((Λ^{−1} )) } i Z^h Q = { χ_1(v)|v ∈ C ((Θ^{−1} )) } . Takim obrazom, my poluqili dva predstavleniØ dlØ hcentralizatora Λ. OkazyvaetsØ, qto φ_0(u) = φ_1(u). �to ØvlØetsØ prostym sledstviem sledu¸weæ lemmy:

Lemma 2.3. Pust~^hT Λ1T^{−1} = Λ0, gde T imeet vid (2.16), togda T ∈ B N^((l^{−1})^) – prostranstvu N -periodiqeskih funkciæ so znaqe-

niØmi v C ((Λ^{−1} )). ⨀ V sootvetstvii s teoremoæ (2.1) i zameqaniem (2.1) k neæ suwestvuet formal~nyæ rØd T vida (2.16), takoæ, qto vypolneno ravenstvo_h

T Λ_1T^{−1} = Λ_0 (2.37)

Kofffficienty rØda T opredelØ¸tsØ uravneniØmi, analogiqnymi (2.19):

(Jt_{i+1}) (n) = −f_i(n) + ξ_i + F_i(n), i = 0, . . . , ∞ (2.38)

REDUKCI˚ DRINFEL^DA–SOKOLOVA 243 Rassmotrim pervoe iz fftih uravneniæ:

(Jt_1) (n) = −f_0(n) + ξ_0 (2.39)

PravaØ qast~ v (2.39) proporcional~na ediniqnoæ matrice, oboznaqim kofffficient proporcional~nosti qerez α_0(n) ≡ −f_0(n) +

ξ_0. Iz (2.39) i (2.21) sleduet, qto

t_1(n) =^{σn} t_1(0)n + n−1∑ i=0 α_0(i) (2.40)

NakladyvaØ uslovie periodiqnosti t_1(N ) = t_1(0), imeem N−1∑ i=0 α_0(i) = 0 (2.41) i t_1(0) = β_1(0)E,

poskol~ku N i l vzaimno prostye. Togda iz (2.40) sleduet, qto

t_1(n) = ( β_1(0) + n−1∑ i=0 α_0(i) ) E. (2.42)

Podstaviv (2.42) v formulu (2.20) dlØ F_i(n), poluqim, qto

F_1(n) ∼ E. Po indukcii poluqaem nußnoe utverßdenie. �

Sledstvie. φ0(u) = φ1(u) i χ0(v) = χ1(v). ⨀ Deæstvitel~no, iz ravenstv^hT_iΛT_i^{−1} = Λ_i, i = 0, 1 i

hT Λ_1T^{−1} = Λ_0, i teoremy 2.3 sleduet, qto T T_1 = ST_0, gde

S ∈ C ((Λ^{−1} )). UqityvaØ, qto T ∈ B N^((l^{−1})^), imeem:

φ_1(u) = T_1^{−1}uT_1 = T_0^{−1}S^{−1} T uT^{−1}ST_0 = φ_0(u).�

Pereædem teper~ k postroeni¸ uravneniæ. L¸boæ fflement M ∈ gl ( l, C ((λ^{−1} ))^) dopuskaet predstavlenie M = n∑ i=−∞ α_iλ^i = m∑ j=−∞ β_j l^j = m0∑ j=−∞ γ_j Θ^j

gde α_i ∈ gl(l), a β_j , γ_j ∈ Diag (l), priqem α_i, β_j, γ_j opredelØ¸tsØ odnoznaqno. Vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ: M_+^{def}≡ ∑ i¿0^{αiλ} i, M_−^{def}≡ ∑ i<0 α_iλ^i;

244 A. L. PIROZERSKI` M^{+ def}≡ ∑ j¿0^{βj l} j, M^{− def}≡ ∑ j<0 β_j l^j ;

+ M^{def}≡ ∑ j¿0^{γj Θ} j,^− M^{def}≡ ∑ j<0 γ_j Θ^j ;

Predloßenie 2.10. Pust~ M ∈^hZΛ. Togda^h[M^+, Λ],^h[M+, Λ] –

ne zavisØwie ot λ nißnetreugol~nye matricy. ⨀ �to prostoe sledstvie ravenstva^h[M^+, Λ] = −^h[M^−, Λ]. �

Predloßenie 2.11. Pust~^~M ∈ Z^h Q. Togda^{[+ ~}M, Q^{]h},^{[ ~}M+ , Q^{]h}

– ne zavisØwie ot λ verhnetreugol~nye matricy.

Iz predloßeniæ 2.10 i 2.11 vytekaet samosoglasovannost~ sledu¸wih uravneniæ dlØ operatora Λ: dΛ dt =^h [A_1, Λ], A_1 = φ_+ (u), u ∈ C ((Λ^{−1} )) (2.43) dΛ dt =^h [A_2, Λ], A_2 = φ^+ (u), u ∈ C ((Λ^{−1} )) (2.44)

i dlØ operatora Q: dQ dt = [B_1, Q]^h, B_1 = χ_+ (v), v ∈ C ((Θ^{−1} )) (2.45) dQ dt = [B_2, Q]^h, B_2 = χ^+ (v), v ∈ C ((Θ^{−1} )) (2.46)

Predloßenie 2.12. Λ udovletvorØet (2.43) (sootvetstvenno

(2.44) dlØ nekotorogo u ∈ C ((Λ^{−1} )) togda i tol~ko togda, kogda Q = Λ^T udovletvorØet (2.45) (sootvetstvenno (2.46)) s v = −u^T .

V ostavxeæsØ qasti fftogo razdela budet dokazano, qto uravneniØ (2.43) i (2.44) kalibrovoqno-invariantny i privodØt k odnomu i tomu ße uravneni¸ na klass ffkvivalentnosti, kofffficienty ξ_i rØda po l dlØ Λ_0 ØvlØ¸tsØ integralami dvißeniØ i potoki, sootvetstvu¸wie razliqnym u kommutiru¸t. Qtoby ne uveliqivat~ gromozdkost~ izloßeniØ, formulirovki teorem privodØtsØ tol~ko dlØ operatora Λ. DlØ soprØßennogo operatora Q spravedlivy analogiqnye utverßdeniØ.

REDUKCI˚ DRINFEL^DA–SOKOLOVA 245

Opredelenie 2.2. Budem govorit~, qto uravnenie kalibrovoqno-

invariantno (ili sohranØet kalibrovoqnu¸ ffkvivalentnost~), esli iz togo, qto dva rexeniØ fftogo uravneniØ Λ(t) i ~L(t) kalibrovoqno-ffkvivalentny v naqal~nyæ moment vremeni t_0, t.e.

hSΛ(t_0)S^{−1} = ~L(t_0), (2.47)

gde S – N -periodiqeskaØ funkciØ, prinima¸waØ znaqeniØ v grup-

pe N − nißnetreugol~nyh matric s ediniqnoæ glavnoæ diagona-

l~¸, sleduet, qto ffti rexeniØ kalibrovoqno-ffkvivalentny v l¸- boæ moment vremeni.

Teorema 2.13. UravneniØ (2.43) i (2.44) sohranØ¸t kalibrovoqnu¸

ffkvivalentnost~ i opredelØ¸t odno i toße uravnenie na klass ffkvivalentnosti. ⨀ Pokaßem snaqala, qto uravnenie (2.43) kalibrovoqnoinvariantno. Pust~ Λ, ~L – dva rexeniØ (2.43) i v moment vremeni

t_0 vypolneno (2.47). Poloßim ^L(t)^{def}≡^h SΛ(t)S^{−1} ∀t ∈ R. (2.48) ^L(t) ØvlØetsØ rexeniem (2.43). Deæstvitel~no, neposredstvenno

proverØetsØ, qto^{d bL}_{dt} =^h [ Â_1, ^L ] , gde Â_1(Λ) = SA_1(Λ)S^{−1} , i nußno pokazat~, qto Â_1(Λ) = A_1( ^L). Iz (2.48) i teoremy 2.3 sleduet, qto T_{0, bL(t)} = H(t)T_{0,Λ(t)}S^{−1} , gde H(t) ∈ C ((Λ^{−1} )), pofftomu φ_{0, bL}(u) =

Sφ_{0,Λ}(u)S^{−1} . Poskol~ku S ne zavisit ot λ, to

A_1( ^L) ≡ [ φ_{0,} b_L(u) ] + = S[φ_{0,Λ}(u)]_+S^{−1} = Â_1(Λ).

Itak, ^L(t) – rexenie (2.43) i ^L(t_0) = ~L(t_0), togda v silu edinstvennosti rexeniØ zadaqi Koxi ^L(t) = ~L(t) pri vseh t, i iz (2.48) sleduet kalibrovoqnaØ invariantnost~ uravneniØ (2.43). Pust~ teper~ Λ(t) – rexenie uravneniØ (2.44), ~L(t) – rexenie (2.43), i v moment vremeni t_0 vypolneno^hS_0 ~L(t_0)S_0^{−1} = Λ(t_0). My pokaßem, qto Λ(t) i ~L(t) budut kalibrovoqno-ffkvivalentny pri vseh t, qto dokazyvaet odnovremenno kalibrovoqnu¸ ffkvivalentnost~ (2.44) i sovpadenie sootvetstvu¸wih uravneniæ na klass ffkvivalentnosti (napomnim, qto v sootvetstvii s predloßeniem 2.1 mnoßestvo klassov kalibrovoqnoæ ffkvivalentnosti operatorov Λ vzaimno-odnoznaqno otoßdestvlØetsØ s mnoßestvom operatorov Λ_{can} vida (2.8)).

246 A. L. PIROZERSKI`

Pust~ S(t) – rexenie uravneniØ dS dt = [A_2 (Λ(t)) − A_1 (Λ(t))] S (2.49)

s naqal~nym usloviem S(t_0 ) = S_0. Legko videt~, qto raznost~

A_2(Λ) − A_1(Λ) est~ ne zavisØwaØ ot λ nißnetreugol~naØ matrica

s nulevoæ diagonal~¸, pofftomu (2.49) samosoglasovano i razreximo v klasse N_−: S(t) = p − exp t∫ t0 [A_2 (Λ(t)) − A_1 (Λ(t))] dt S_0.

Poloßim

^L(t) =^h S(t) ~L(t)S^{−1}(t). (2.50)

Neposredstvenno proverØetsØ, qto d ^L dt =^h [ A, ^L ] , (2.51) gde A = dS dt S^{−1} + SA_1( ~L)S^{−1} (2.52)

Kak bylo dokazano vyxe, SA_1( ~L)S^{−1} = A_1 (_h S ~LS^{−1} ) . Ots¸da, uqityvaØ (2.49) nahodim:

A = A_2 (Λ(t)) − A_1 (Λ(t)) + A_1( ^L) (2.53)

SqitaØ Λ(t) zadannoæ funkcieæ, moßno rassmatrivat~ (2.51) s A, zadannym formuloæ (2.53), kak uravnenie na ^L. Rexenie

Λ(t) takße udovletvorØet (2.51) (smotri (2.53)), i pri t = t_0 Λ(t_0) = ^L(t_0), sledovatel~no, v silu edinstvennosti rexeniØ za-

daqi Koxi, Λ(t) = ^L(t) pri vseh t, qto i trebovalos~ dokazat~.

�

Teorema 2.14. Λ0(t) ØvlØetsØ integralom dvißeniØ dlØ uravne-

niæ (2.43), (2.44). ⨀ Dokaßem naprimer, qto^{dΛ0}_{dt} = 0, gde proizvodnaØ vyqislØetsØ v sootvetstvii s (2.44). V uslovii teoremy 2.3 moßno potrebovat~, naprimer, qtoby Tr ∑_{N−1} n=0 t_i(n) = 0 dlØ l¸bogo i,

REDUKCI˚ DRINFEL^DA–SOKOLOVA 247 togda T_0 budet opredelen odnoznaqno. DifferenciruØ po t ravenstvo Λ_0 =^h T_0ΛT_0^{−1}, poluqim

dΛ_0 dt =^h [ ~A^−_2 , Λ_0 ] (2.54) gde ~A^−_2 = ∂_tT_0 T_0^{−1} − T_0φ^−(u)T_0^{−1} (2.55)

(Zdes~ uqteno, qto^h[A_2, Λ] = −^h[φ^−(u), Λ].)

Zapisav ~A^−_2 v vide

~A^−_2 (n) = ∞∑ i=1 a_i(n)Λ^{−i}, a_i(n) ∈ Diag (2.56)

i razlagaØ (2.54) v rØd po l, poluqim dξ_i dt = (J a_{i+1}) (n) + F_i(n), i = 0, . . . , ∞ (2.57) gde F_i(n) = i∑ j+1 ( a_j(n + 1) −^{σ−(i−j)}a_j (n)−(i − j) ) ξ_{i−j}, i > 1 (2.58)

i F_0(n) ≡ 0. Rassmotrim pervoe iz uravneniæ (2.57): dξ_0 dt = (J a_1) (n). (2.59)

Iz lemmy 2.1 i (2.59) sleduet^{dξ0}_{dt} = 0 i

a_1(n) = α_1 · E, α_1 ∈ C (2.60)

Togda iz (2.60) i (2.58) vidno, qto F_1(n) = 0 ∀n. Po indukcii poluqaem, qto Λ_0(t) = const i ~A^−_2 ∈ C ((Λ^{−1} )). Analogiqno proverØetsØ, qto Λ_0 ØvlØetsØ integralom dvißeniØ dlØ uravneniØ (2.43). �

Lemma 2.4. Pust~ M = φ0,Λ(v), v ∈ C ((Λ^{−1} )). Togda^{dM}_{dt} =

[A_1, M] v silu uravneniØ (2.43) i^{dM}_{dt} = [A_2, M] v silu (2.44). ⨀ Neposredstvenno proverØetsØ, qto dM dt = [ M, T_0^{−1} dT_0 dt ] . (2.61)

248 A. L. PIROZERSKI` S drugoæ storony, pri dokazatel~stve teoremy 2.14 bylo pokazano, qto ~A^−_2 ∈ C ((Λ^{−1} )). Pofftomu 0 = [ ~A^−_2 , v ] = T_0^{−1} [ ~A^−_2 , v ] T_0 = [ T_0^{−1} dT_0 dt − φ^−_0 (u), M ] . (2.62)

UqityvaØ (2.61) i to, qto [φ_0(u), M] = 0, poluqim^{dM}_{dt} = [A_2, M]. Analogiqno dokazyvaetsØ vtoroe sootnoxenie. �

Teorema 2.15. Rassmotrim uravneniØ tipa (2.43) dΛ dt =^h [φ_+(u), Λ], u ∈ C ((Λ^{−1} )), (2.63) dΛ dτ =^h [φ_+(v), Λ], v ∈ C ((Λ^{−1} )). (2.64)

Togda^{d2Λ}_{dtdτ} =^{d2Λ}_{dτdt} , gde proizvodnye vyqislØ¸tsØ v silu uravneniæ (2.63), (2.64).

Analogiqnoe utverßdenie verno i dlØ uravneniæ tipa (2.44). ⨀ Iz (2.63), (2.64) i lemmy 2.4 sleduet:

d^2Λ dtdτ = I_1(u, v) + I_2(u, v), (2.65)

d^2Λ dτ dt = I_1(v, u) + I_2(v, u), (2.66) gde I_1(u, v) =^h [[φ_+(u), φ(v)]_+ , Λ], (2.67)

I_2(u, v) =^h [ φ_+ (v),^h [φ(u)_+ , Λ] ] . (2.68) Imeem:

I_1(u, v) =^h[−[φ_−(u), φ_+ (v)]_+ , Λ] =^h [[φ_+(v), φ(u)]_+ , Λ]

+^h[[φ_+ (u), φ_+(v)]_+ , Λ] = I_1(v, u) +^h [[φ_+(u), φ_+(v)], Λ]

(2.69) (Zdes~ my vospol~zovalis~ tem, qto [φ(u), φ(v)] = 0, i oqevidnym svoæstvom [φ_−(u), φ_−(v)]_+ = 0). Analogiqnym obrazom, uqityvaØ, qto [_h

φ_+ (u),^h φ_+(v) ] = ĥ ([φ_+(u), φ_+(v)])

poluqim

I_2(u, v) = I_2(v, u) −^h [[φ_+(u), φ_+ (v)], Λ] (2.70)

Takim obrazom, I_1 + I_2 simmetriqna otnositel~no perestanovki u i v, qto i trebovalos~ dokazat~. �

REDUKCI˚ DRINFEL^DA–SOKOLOVA 249

3. SkalØrnye raznostnye uravneniØ Laksa

V fftom razdele rassmatrivaetsØ formalizm drobnyh stepeneæ dlØ skalØrnyh raznostnyh uravneniæ Laksa, t.e. uravneniæ vida: dΛ dt = [A, L], (3.1)

gde A, L - raznostnye operatory s kofffficientami iz kol~ca

B N N -periodiqeskih funkciæ na Z, i L imeet vid

L(n) = D^l + a_{l−1}(n)D^{l−1} + · · · + a_0(n). (3.2)

Zdes~ dlØ operatora sdviga ispol~zovano oboznaqenie D vmesto ĥ, kak ffto bylo v razdele 2, qtoby razliqat~ oblast~ deæstviØ operatora.

(D a)(n)^{def}≡ a(n + 1) (3.3)

Opredelim algebru ψΔO_N psevdoraznostnyh operatorov kak algebru formal~nyh rØdov vida A(n) = m∑ i=−∞ a_i(n)D^i, a_i(n + N ) = a_i(n) (3.4)

s estestvennym kommutacionnym sootnoxeniem D · a =^h a · D. Zadadim funkcional sleda na ψΔO_N formuloæ

Tr A = N−1∑ n=0 ResA(n), (3.5) gde ResA(n) ≡ a_0(n).

Legko pokazat~, qto Tr udovletvorØet estestvennomu uslovi¸

Tr AB = Tr BA (3.6)

Predloßenie 3.1. DlØ l¸bogo operatora L vida (3.2) suwestvu-

et edinstvennyæ operator P ∈ ψΔO_N vida

P = D + ∞∑ i=0 p_i(n)D^{−i} (3.7)

250 A. L. PIROZERSKI`

takoæ, qto P^l = L. Operator P nazyvaetsØ kornem stepeni l iz L i oboznaqaetsØ L^{1/l}. ⨀ PodstavlØØ (3.7) i (3.2) v vyraßenie P^l = L, poluqim rekurrentnu¸ sistemu uravneniæ na kofffficienty p_i: ( 1 + ĥ + · · · + ĥ^{l−1} ) p_i = F_i, (3.8)

gde F_i(n) ∈ B_N – izvestnaØ funkciØ ot p_j, j < i i kofffficientov operatora L. Zaverxaet dokazatel~stvo sledu¸waØ

Lemma 3.1. Operator G = 1 +^^h + · · · +^^h^{l−1} obratim v klasse B N . ⨀ Prostranstvo B_N koneqnomerno, pofftomu dostatoqno dokazat~, qto KerG trivial~no. Pust~ G f = 0, f ∈ B_N , togda

f(n) = f(n + l), ∀n t.e. f imeet dva vzaimno-prostyh perioda

– N i l, sledovatel~no f(n) = const, i znaqit f ≡ 0. � Oboznaqim qerez Z(L) centralizator L v algebre ψΔO_N .

Predloßenie 3.2. L¸boæ fflement M ∈ Z(L) dopuskaet sledu¸-

wee predstavlenie

M (n) = m∑ i=−∞ c_iL^{i/l}, c_i ∈ C . (3.9) ⨀ Pust~ M (n) =

∑_m0 j=−∞ bj(n)D j . Iz usloviØ [M, L] = 0 sleduet b_m0 (n) = b_m0(n + l) i znaqit b_m0 (n) = const. Poloßim M_1 = M − b_m0 L^m 0_{/l}. Oqevidno, M_1 imeet men~xiæ porØdok i prinadle-

ßit centralizatoru L, pofftomu k nemu primenimo to ße rassußdenie. Po indukcii poluqaem predstavlenie (3.9). � Pust~ A = ∑_m i=−∞ aiD i. Vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ:

A_+ = ∑ i¿0^{ai(n)D} i, A_− = ∑ i<0 a_i(n)D^i. Predloßenie 3.3. Pust~ M ∈ Z(L), togda [M+, L] soderßit

tol~ko neotricatel~nye stepeni D ne vyxe l − 1. ⨀ �to oqevidnoe sledstvie sootnoxeniØ [M_+ , L] = −[M_−, L].

�_{Iz predloßeniØ 3.3 vytekaet, qto sledu¸wee uravnenie na L}

ØvlØetsØ samasoglasovannym: dL dt = [A, L], A = M_+, M = m∑ i=0 c_iL^{i/l}, c_i ∈ C (3.10)

REDUKCI˚ DRINFEL^DA–SOKOLOVA 251

Zameqanie. Bez ograniqeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto ci =

0, esli i kratno l. Deæstvitel~no, v fftom sluqae ( L^{i/l} ) + = L^{i/l} kommutiruet s L.

DlØ togo, qtoby dokazat~ kommutativnost~ potokov, opredelØemyh ØravneniØmi vida (3.10) pri raznyh M , i postroit~ semeæstvo zakonov sohraneniØ, nam potrebuetsØ sledu¸waØ lemma:

Lemma 3.2. Esli^{dL}_{dt} = [A, L], to^d_{dt}^(L^{r/l )} =^[A, L^{r/l]}.

Dokazatel~stvo analogiqno dokazatel~stvu lemmy 2.4 iz raboty [1].

Iz lemmy 3.2 i formuly (3.6) sleduet

Predloßenie 3.4. Funkcionaly

H_m = 1 m TrL^{m/l} , m ∈ N (3.11)

ØvlØ¸tsØ zakonami sohraneniØ dlØ uravneniØ (3.10).

DlØ H_m moßno poluqit~ drugoe predstavlenie. Razloßim operator D po stepenØm L^{1/l} (ffto vsegda vozmoßno):

D = L^{1/l} + ∞∑ i=0 f_i(n)L^{−i/l}, f_i ∈ B_N (3.12)

Teorema 3.5 [[3]]. Pust~ hm ∈ B N opredelØ¸tsØ sootnoxeniem ∑ m>0 h_mt^{−m} = −ln 1 + ∑ i¿0^{fit} −i−1 , (3.13) gde ln(1 + x) = ∑ m>0 (−1)^{m+1} x^m m , (3.14)

a f_i ∈ B_N opredelØ¸tsØ formuloæ (3.12). Togda h_m − 1 m ResL^{m/l} = ( 1 − ĥ ) g_m (3.15)

dlØ nekotorogo g_m ∈ B_N , i sledovatel~no

H_m = N−1∑ n=0 h_m(n). (3.16)

252 A. L. PIROZERSKI`

Teorema 3.6. Pust~ dL dt = [M_+ , L] , M ∈ Z(L) (3.17) dL dτ = [ M̃_+ , L ] , M̃ ∈ Z(L). (3.18) Togda^{d2L}_{dtdτ} =^{d2L}_{dτdt} , gde proizvodnye vyqislØ¸tsØ v silu uravneniæ (3.17), (3.18). ⨀ �to sledstvie lemmy 3.2. Dokazatel~sto analogiqno dokazatel~stvu teoremy 2.15. �

4. Ravnosil~nost~ uravneniØ na klass kalibrovoqnoæ ffkvivalentnosti i skalØrnogo uravneniØ Laksa Pust~ Q – operator vida (2.6). Vvedem na B_N ((λ^{−1}))^l strukturu ΔO_N -modulØ sledu¸wim obrazom:

D ∘_Q η = Qĥη, a ∘_Q η = aη, ∀η ∈ B_N ((λ^{−1}))^l, a ∈ B_N . Aksio-

my modulØ vypolneny, poskol~ku Qĥa =^h aQĥ. Podprostranstvo

B N [λ]^l, oqevidno, ØvlØetsØ podmodulem.

Predloßenie 4.1 [[1]]. L¸boæ fflement η ∈ B N [λ]^l predstavlØ-

etsØ odnoznaqno v vide η = (_m ∑ i=0 b_iΘ^i ) Ψ, b_i ∈ B_N (4.1)

gde b_m(n) ne obrawaetsØ v nol~ toßdestvenno, esli η ≠ 0 i

Ψ = (1, 0, . . ., 0)^T (4.2)

Budem nazyvat~ qislo m porØdkom fflementa η i oboznaqat~ qerez ord , a sam kofffficient b_m – starxim kofffficientom i oboznaqat~ qerez π(η).

Predloßenie 4.2. DlØ ∀η ∈ B N [λ]^l suwestvuet i edinstvenen

P ∈ ΔO_N , takoæ, qto η = P ∘_Q Ψ , pri fftom stepen~ P ravna porØdku η. ⨀ Neposredstvenno proverØetsØ, qto

ord (D ∘ η) = ord η + 1, (4.3)

π(D ∘ η) =^h π(η). (4.4)

REDUKCI˚ DRINFEL^DA–SOKOLOVA 253 Poloßim η_1 = η − π(η)D^{ord η} ∘ Ψ ; oqevidno ord η_1 < ord η. PrimenØØ to ße rassußdenie k η_1 i t.d., po indukcii poluqim trebuemoe utverßdenie. �

Postavim v sootvetstvie operatoru Q nekotoryæ operator L ∈

ΔO_N , opredelØemyæ sootnoxeniem

λΨ = L ∘_Q Ψ. (4.5)

V sootvetstvii s predloßeniem 4.2 L imeet vid

L = D^l + a_{l−1}D^{l−1} + · · · + a_0, a_i ∈ B_N (4.6)

Predloßenie 4.3. 1) kofffficienty L invariantny otnositel~-

no kalibrovoqnogo deæstviØ (2.7) gruppy N_+ (l, B_N ) – gruppy periodiqeskih funkciæ na Zso znaqeniØmi v gruppe verhnetreugol~nyh matric;

2) sootvetstvie (4.5) meßdu mnoßestvom operatorov L vida (4.6) i mnoßestvom klassov kalibrovoqnoæ ffkvivalentnosti operatorov Q biektivno. ⨀ Pust~ Q̃ = V Q^hV^{−1}, V ∈ N_+ (l, B_N ), togda

D^n ∘_{Q̃} Ψ = V (D^n ∘_Q Ψ ) , ∀n. (4.7)

Deæstvitel~no, v sootvetstvii s opredeleniem modulØ

D^n ∘_{Q̃} Ψ =V Q^hV^{−1}ĥ V Q^hV^{−1}ĥ · · · V Q^hV^{−1}ĥΨ = (4.8) =V Q^hV^{−1 h}V ĥQ^hV^{−1}ĥ · · · V Q^hV^{−1}ĥΨ = (4.9) =V Qĥ Qĥ · · · QĥΨ = V D^n ∘_Q Ψ (4.10) Zdes~ uqteno, qto V Ψ = Ψ i ĥΨ = Ψ . Iz (4.7) sleduet, qto

P ∘_{Q̃} Ψ = V P ∘_Q Ψ ∀P ∈ ΔO_N (4.11)

UmnoßaØ obe qasti (4.5) na V i uqityvaØ (4.11), poluqaem: λΨ = L ∘_Q Ψ = L ∘_{Q̃} Ψ. Utverßdenie 1) dokazano. DlØ dokazatel~stva vtorogo utverßdeniØ vyqislim L dlØ operatora Q kanoniqeskogo vida:

Q_{can} = 0 0 · · · 0 c_0 + λ 1 0 · · · 0 c_1 0 1 · · · 0 c_2 . . . . ... . . . . 0 0 · · · 1 c_{l−1} (4.12)

254 A. L. PIROZERSKI` Oqevidno,

D^i ∘_{Qcan} Ψ = Ψ_i, i = 1, . . ., l − 1, (4.13)

gde Ψ_i oboznaqaet stolbec, u kotorogo na i-tom meste stoit 1, a ostal~nye fflementy ravny nul¸ (fflementy numeru¸tsØ s 0),

Ψ ≡ Ψ_0. Iz (4.13) neposredstvenno sleduet, qto

D^l ∘_{Qcan} Ψ = l−1∑ j=0 c_jΨ_j + λΨ. (4.14)

Vyraßenie (4.14) sovmestno s (4.13) oznaqaet, qto L imeet vid (4.6) i a_i = −c_i. Poskol~ku soglasno predloßeni¸ 2.2 kaßdyæ klass kalibrovoqnoæ ffkvivalentnosti soderßit rovno predstavitelØ vida (4.12), sootvetstvie meßdu klassami kalibrovoqnoæ ffkvivalentnosti i operatorami vida (4.6) biektivno. �

Zameqanie 4.1. Ukazannoe vyxe sootvetstvie meßdu L i Q moß-

no poluqit~ i drugim sposobom. Pust~ Λ = Q_{can}^T . Togda vspomogatel~naØ lineænaØ zadaqa ĥΨ̃ = ΛΨ̃, gde Ψ̃ = (ψ̃_0, . . . , ψ̃_{l−1})^T ffkvivalentna uravneni¸ L̃ψ̃_0 = λψ̃_0, gde L̃ imeet vid (4.6). Moßno pokazat~, qto L̃ = L.

Vvedem teper~ na B_N ((λ^{−1}))^l strukturu ψΔO_N -modulØ. Deæstvie ΔO_N opredelim tak ße kak i ranee. Qtoby zadat~ deæstvie

D^{−1}, neobhodimo obrawat~ operator Q. On obratim v klasse ffn-

domorfizmov B_N ((λ^{−1}))^l:

Q^{−1} ≡ (Θ + p)^{−1} = ∞∑ i=0 (−1)^i ( Θ^{−1}p )_i Θ^{−1}. (4.15)

DlØ B N ((λ^{−1}))^l imeet mesto utverßdenie, analogiqnoe predlo-

ßeni¸ 4.1, imenno:

L¸boæ fflement η iz B_N ((λ^{−1}))^l odnoznaqno predstavlØetsØ v vide η = (_m ∑ i=−∞ b_iΘ^i ) Ψ, b_i ∈ B_N , (4.16)

gde b_m(n) ne obrawaetsØ v nol~ toßdestvenno, esli η ≠ 0. Tak ße kak i ranee vvoditsØ opredelenie porØdka i starxego kofffficienta. Vyraßenie (4.15) imeet smysl, poskol~ku Θ^{−1} ponißaet porØdok. Deæstvie D^{−1} na η ∈ B_N ((λ^{−1}))^l opredelØetsØ

REDUKCI˚ DRINFEL^DA–SOKOLOVA 255 estestvennoæ formuloæ

D^{−1} ∘_Q η = ĥ^{−1}Q^{−1}η.

Legko proveØetsØ, qto aksiomy modulØ vypolneny.

Predloßenie 4.4. DlØ ∀η ∈ B N ((λ^{−1}))^l suwestvuet edinstven-

nyæ P ∈ ψΔO_N , takoæ qto η = P ∘_Q Ψ , pri fftom ordP = ordη. ⨀ DokazyvaetsØ analogiqno predloßeni¸ 4.2.� Pust~ χ(v) ≡ χ_0(v) = χ_1(v), ∀v ∈ C ((Θ^{−1} )) opredeleno tak ße, kak v razdele 2. Imeet mesto sledu¸waØ

Teorema 4.5._{χ(Θm) = Lm/l ∘ Ψ}

(4.17) ⨀ Poskol~ku, v sootvetstvii so sledstviem predloßeniØ 2.6,

χ(Θ) ∈ Z^h Q, to [ χ(Θ), Qĥ ] ∘ η = 0, ∀η, t.e. umnoßenie na χ(Θ)

kommutiruet s deæstviem l¸bogo P ∈ ψΔO_N . Opredelim P sootnoxeniem χ(Θ)Ψ = P ∘ Ψ . Togda χ(Θ^m)Ψ = χ^m(Θ)Ψ = P^m ∘ Ψ . Poloßiv m = l i uqityvaØ, qto Θ^l = λ, poluqim P^l = L, qto i trebovalos~. �

Teorema 4.6. Uravnenie (2.46), rassmatrivaemoe kak uravnenie

na klass kalibrovoqnoæ ffkvivalentnosti, pri B_2 = χ^+ (v), v = ∑_m i=0 c_iΘ^i i vybore operatora L, opredelØemogo formuloæ (4.5), v kaqestve predstavitelØ klassa ffkvivalentnosti, sovpadaet so skalØrnym uravneniem Laksa (3.10) dlØ A = M_+ i M = − ∑_m i=0 c_iL^{i/l}. ⨀ Pust~ B_{N,t} oboznaqaet prostranstvo funkciæ ot dvuh peremennyh – n ∈ Z i t ∈ R, N -periodiqeskih po n i gladkih po t. Vvedem na B^l_{N,t}[λ] strukturu B_{N,t} [ D, D_t ≡^d_{dt} ] -modulØ, poloßiv D_t ∘ η = (_d dt − B_2 ) η i sohranØØ preßnim deæstvie D. Aksiomy modulØ vypolneny, tak kak [_d dt − B_2, Qĥ ] = 0 – ffto sledstvie urav-

neniØ (2.46), i [_d dt − B_2, f ] =^{df}_{dt} iz-za skalØrnosti f ∈ B_{N,t} .

Pust~ MΨ = −M̃ ∘_Q Ψ, M ≡ χ(v). Iz teoremy 4.5 sleduet, qto M̃ = − m∑ i=0 c_iL^{i/l} = M. (4.18)

256 A. L. PIROZERSKI`

Lemma 4.1. Pust~ MΨ = M ∘ Ψ , togda M^+Ψ = M+ ∘ Ψ . ⨀ Poskol~ku M^+ est~ polinom po Θ s kofffficientami iz

Diag (l, B_N ), to M^+ Ψ ∈ B_N [λ]^l, i v sootvetstvii s predloßeni-

em 4.2 suwestvuet P ∈ ΔO_N , takoæ, qto M^+Ψ = P ∘ Ψ . Togda

M^−Ψ = (M −P )∘Ψ i, tak kak M^−Ψ imeet otricatel~nyæ porØdok,

to v sootvetstvii s predloßeniem 4.4 M − P predstavlØet soboæ rØd po otricatel~nym stepenØm D, i sledovatel~no P = M_+ , qto i trebovalos~ dokazat~. �

Iz opredeleniØ deæstviØ D_t, formuly (4.18) i lemmy 4.1 sleduet:

D_t ∘ Ψ = −B_2Ψ = −M^+Ψ = M_+ ∘ Ψ = A ∘ Ψ.

UqityvaØ, qto L ∘ Ψ = λΨ , poluqaem [D_t − A, L] ∘ Ψ = 0. No

[D_t − A, L] =^{dL}_{dt} − [A, L] ∈ ΔO_N , sledovatel~no^{dL}_{dt} = [A, L], qto

i trebovalos~ dokazat~. �

Rassmotrim teper~ uravnenie dΛ dt =^h [A, Λ], A = φ^+ (u), u = m∑ i=0 c_il^i (4.19)

Poloßim Q = Λ^T . V sootvetstvii s predloßeniem 2.12 Q udovletvorØet uravneni¸ (f244) pri v = − ∑_m i=0 c_iΘ^i. Dalee, iz

predloßeniØ 2.1 sleduet, qto v kaßdom klasse kalibrovoqnoæ ffkvivalentnosti operatorov Λ suwestvuet edinstvennyæ predstavitel~ Λ_{can} vida

Λ_{can}(n) =

0 1 0 · · · 0 0 0 1 · · · 0 . . . . . . ... . . 0 0 0 · · · 1 λ − a_0(n) −a_1(n) · · · −a_{l−2} (n) −a_{l−1}(n) . (4.20) Poloßim

L = D^l + a_{l−1}D^{l−1} + · · · + a_0, a_i ∈ B_N . (4.21)

V sootvetstvii s zameqaniem 4.1 tak opredelennyæ L sovpadaet s L, zadavaemym formuloæ (4.5). Togda iz teoremy 4.6 sleduet

REDUKCI˚ DRINFEL^DA–SOKOLOVA 257

Teorema 4.7. Uravnenie (4.19), rassmatrivaemoe kak uravnenie

na klass kalibrovoqnoæ ffkvivalentnosti, pri vybore operatora L, opredelØemogo formuloæ (4.21), v kaqestve predstavitelØ klassa ffkvivalentnosti, sovpadaet so skalØrnym uravneniem Laksa (3.10) dlØ A = M_+ i M = ∑_m i=0 c_iL^{i/l}. Rassmotrim teper~ vopros o svØzi integralov dvißeniØ ξ_i i

H_m uravneniæ (2.44) i (3.10) sootvetstvenno.

Teorema 4.8.

D = L^{1/l} + ∞∑ i=0 f_i(n)L^{−i/l}, (4.22) gde f_i ∈ B_N opredelØetsØ formuloæ (2.33), a L – formuloæ (4.21) (ili, qto to ße samoe, formuloæ (4.5) dlØ Q = Λ^T ). ⨀ Poloßim Q = Λ^T . V sootvetstvii s teoremoæ 2.8 imeem

U_1Q^hU_1^{−1} = Θ + ∞∑ i=0 f_i(n)Θ^{−i}, (4.23) gde U_1(n) = E + ∞∑ i=1 Θ^{−i}ũ_i(n), ũ_i = diag ( 0, ũ^1_i (n), . . . , ũ^{l−1}_i (n) ) . (4.24)

Iz (4.24) sleduet, qto U_1Ψ = Ψ . UqityvaØ, qto χ(v) = χ_1(v) =

U_1^{−1}vU_1, iz (4.23) nahodim: Q = [ χ(Θ) + ∞∑ i=0 f_i(n)χ(Θ^{−i}) ] U^{−1}_1^hU_1. (4.25)

Pol~zuØs~ teoremoæ 4.5, formuloæ (4.25) i ravenstvom U_1Ψ = Ψ poluqaem D ∘_Q Ψ = QĥΨ = ( L^{1/l} + ∞∑ i=0 f_i(n)L^{−i/l} ) ∘_Q Ψ, otkuda vytekaet utverßdenie teoremy. �

Takim obrazom okazyvaetsØ, qto f_i, opredelØemye formuloæ (2.33), sovpada¸t s f_i, kotorye figurirovali v teoreme 3.5.

258 A. L. PIROZERSKI`

DlØ lineænoæ zadaqi ĥΨ = ΛΨ, gde Ψ(n) ∈ gl ( l, C ((λ^{−1} ))^), vve-

dem matricu monodromii M (Λ):

M (Λ) = Ψ(N )Ψ^{−1}(0) = x_{N−1∏} n=0 Λ(n) (4.26)

Kalibrovoqnomu preobrazovani¸ Λ vida (2.4) otveqaet soprØßenie monodromii:

M^{(h}T ΛT^{−1)} = T (0)M (Λ)T^{−1}(0). (4.27)

Soglasno lemme 2.3^hT Λ_1T^{−1} = Λ_0, gde Λ_0 i Λ_1 opredelØ¸tsØ formulami (2.17) i (2.33) sootvetstvenno, priqem T ∈ B_N ((l^{−1})), i sledovatel~no T (0) kommutiruet s M (Λ_1), pofftomu

M (Λ0) = M (Λ1) (4.28) Teorema 4.9. ln ( 1 + ∞∑ i=0 ξ_it^{−i−1} ) = − 1 N ∞∑ m=1 H_mt^{−m}, (4.29)

gde ξ_i opredelØ¸tsØ formuloæ (2.17), H_m – formuloæ (3.16) ili, qto toße samoe, formuloæ (3.11) v sootvetstvii s teoremoæ 3.5, i

ln(1 + x) = ∞∑ i=1 (−1)^{i+1} x^i i . (4.30) ⨀ Poskol~ku Λ_1 ∈ B_N ((l^{−1})) i Λ_0 ∈ C ((Λ^{−1} )), to vse Λ_1(n) kommutiru¸t meßdu soboæ i s Λ_0. UqityvaØ fftot fakt i umnoßaØ obe qasti (4.28) na l^{−N} , poluqim ( E + ∞∑ i=0 ξ_il^{−i−1} )_N = N−1∏ n=0 E + ∞∑ j=0 f_j (n)l^{−j−1} . (4.31)

Kommutativnoe kol~co C ((Λ^{−1} )) izomorfno kol~cu C ((t^{−1})), pofftomu v (4.31) moßno zamenit~ l na t. PrimenØØ k obeim qastØm (4.31) operaci¸ ln i pol~zuØs~ teoremoæ 3.5, poluqim ln ( 1 + ∞∑ i=0 ξ_it^{−i−1} ) = 1 N N−1∑ n=0 ln 1 + ∞∑ j=0 f_j (n)t^{−j−1} =

= − 1 N N−1∑ n=0 ∞∑ m=1 h_mt^{−m} = − 1 N ∞∑ m=1 H_mt^{−m}. �

REDUKCI˚ DRINFEL^DA–SOKOLOVA 259

Literatura

1. V. G. Drinfel~d, V. V. Sokolov , Algebry Li i uravneniØ tipa Korte-

vega-de-Friza. Sovremennye problemy matematiki. (Itogi nauki i teh-

niki.) t.24 str.81–180 M. VINITI 1984 .

2. B. A. Kuperschmidt , Discrete Lax Equations and Differential-Difference Calculus. Astérisque, 123 (1985) .

3. E. Frenkel , Deformations of the KDV hierarchy and related soliton equations.

Preprint q-alg/9511003 .

4. M. A. Semenov-Tian-Shansky , Dressing transformations and Poisson-Lie group actions. Publ. RIMS, Kyoto University 21, No. 6 (1985), 1203–1221 .

5. M. A. Semenov-Tian-Shansky , What in a classical R-matrix. Func. Anal. Appl.

17 (1983), 259–272 .

6. B. Khesin and I. Zakharevich , Poisson-Lie group of pseudodifferential symbols and fractional KP-KdV hierarchies. C. R. Acad. Sci. Paris, 316 (1993), Serie I, 621–626 .

7. L. A. TahtadßØn, L. D. Faddeev , Gamil~tonov podhod v teorii soli-

tonov publ M. Nauka, 1986.

8. A. L. Pirozerskiæ , Puassonovy struktury i integriruemye sistemy,

svØzannye s grafami. Zap. nauqn. semin. POMI 224 (1985), 279–299 . 9. E. Frenkel, N. Reshetikhin, M. A. Semenov-Tian-Shansky , Drinfeld-Sokolov reduction for difference operators and deformations of W -algebras. I. The case of Virasoro algebra. Preprint q-alg/9704011 .

10. M. A. Semenov-Tian-Shansky and A. V. Sevostyanov , Drinfeld-Sokolov reduction for difference operators and deformations of W-algebras. II. General semisimple case. Preprint q-alg/9702016 .

Pirozersky A. L. The Drinfeld–Sokolov reduction for a Lax difference operator with the periodic boundary conditions in the case gl(n, C ((λ^{−1} )).

Matrix difference equations of a special kind are investigated by means of the dressing equations method. It is shown that these equations are gauge invariant, the corresponding flows being commutative. It is proved that the equation for the gauge equivalence class and the Lax equation are equivalent.

Postupilo 16 fevralØ 1998 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet