Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 251, 1998 g.

A. I. Vinogradov BINARNYE ZADAQI.

SPEKTRAL^NY` PODHOD. II

V tome No. 245 fftogo sbornika za 1997 god opublikovana pervaØ qast~ fftoæ raboty, gde s pomow~¸ arifmetiqeskogo analoga Geæzenbergovskoæ nekommutativnosti dlØ μ-funkcii Mebiusa osuwestvlen perevod binarnyh zadaq teorii qisel na Øzyk srednego ot summ Klostermana. Tem samym poØvilas~ vozmoßnost~ primenit~ spektral~nu¸ tehniku mat.-fiziki (v duhe Sel~berga) k rexeni¸ fftih zadaq.

V fftoæ qasti raboty izloßeny konkretnye xagi po perevodu srednego ot summ Klostermana na spektral~nyæ Øzyk. Iz treh spektral~nyh komponent operatora Laplasa (nepreryvnoæ, diskretnoæ i koneqno-mernyh klassiqeskih prostranstv) naibolee vaßnymi v fftom sluqae ØvlØ¸tsØ koneqno-mernye prostranstva, pofftomu s nih my i naqinaem. NepreryvnaØ i diskretnaØ komponenty budut issledovany vsled za koneqno-mernymi prostranstvami. NumeraciØ paragrafov skvoznaØ.

Ssylki na formuly qasti I fftoæ raboty budut soprovoßdat~- sØ rimskoæ cifroæ I. Ssylki na formuly fftoæ qasti budut standartnymi. Spisok literatury v konce qasti I ØvlØetsØ obwim, no dlØ udobstva qitateleæ my povtorim ego i v konce fftoæ qasti snova.

§5. Sglaßiva¸wie funkcii

Naibolee tonkim mestom fftoæ qasti raboty ØvlØetsØ zamena harakteristiqeskoæ funkcii ψ poluotkrytogo intervala

(N_1, N^2]: ψ(c) = { 1, c ∈ (N_1 , N^2]

0, c ∉ (N_1 , N^2],

(5.1)

kotoraØ prisutstvuet v summe Klostermana (3.22), I:

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke fonda RFFI (Grant No. 96-01-00679), S.-Peterburg. 178

BINARNYE ZADAQI. II 179 ∑ c≡0 (mod δ) ψ(c) · S_c(m, n) · (·), (5.2) drugoæ funkcieæ, bolee gladkoæ na koncah.

�to svØzano s tem, qto spektral~nye predstavleniØ dlØ summy summ Klostermana v rabotah [4, 5] trebu¸t gladkosti vesovyh funkciæ, kotoroæ net u funkcii ψ(c).

Priblißat~ razryvnu¸ funkci¸ (5.1) udobnee vsego gladkimi finitnymi funkciØmi. No bol~xaØ dlina intervala (5.1) ne pozvolØet ispol~zovat~ odnu finitnu¸ funkci¸ dlØ vsego intervala (5.1), t.k. v fftom sluqae ee gladkost~ na odnom konce budet oqen~ krutoæ, s bol~xoæ proizvodnoæ, qto oslabit ocenki summy summ Klostermana. Pofftomu udobno razbit~ ves~ interval (5.1) toqkami geometriqeskoæ progressii M_k na “Øwiki” vida

ψ_k(c) = { 1, M_{k−1} < c 6 M_k, M_k = 2 · M_{k−1} 0, c ∉ (M_{k−1}, M_k), M_{k−1} = 2^{k−1} · N_1 (5.3)

gde 1 6 k 6 k_1. Pri fftom v silu proizvol~nogo vybora (1.14), I parametra N_1 ¿ N^13 ego vsegda moßno vybrat~ tak, qtoby vypolnØlos~ ravenstvo

2^{k1} · N_1 = N^2 (5.4)

s celym k_1 dlØ posledneæ toqki deleniØ. Pofftomu summu (5.2) moßno perepisat~ na Øzyke “Øwikov” (5.3) v novom vide k1∑ k=1 ∑ c≡0(δ) ψ_k(c) · S_c(m, n)(·). (5.5)

Harakteristiqesku¸ funkci¸ ψ_k(c) iz (5.3) budem priblißat~ gladkoæ finitnoæ funkcieæ f(x), qeæ argument x otnormirovan na intervale (5.3) po ego pravomu koncu x = c M_k = c 2^kN_1

. (5.6)

Toqnoe znaqenie funkcii f(x) opredelim pØt~¸ usloviØmi na

180 A. I. VINOGRADOV

poluosi x ¿ 0:

f(x) = 0, 0 6 x 6 1 4 0 6 f(x) 6 1,^1_4 6 x 6^1_2 f(x) = 1, 1 2 6 x 6 1

1 ¿ f(x) ¿ 0, 1 6 x 6 1 +^1_4 ,

f(x) = 0, x ¿ 1 + 1 4

(5.7)

Grafiqeski ffta funkciØ vyglØdit tak

Pri fftom na perehodnyh intervalah pod¨ema

(_1

4 6 x 6^1_2^) i

spuska ( 1 6 x 6 1 +^1_4^) budem sqitat~ funkci¸ f(x) monotonnoæ i

beskoneqno gladkoæ s ograniqennymi proizvodnymi do l¸bogo fiksirovannogo porØdka vkl¸qitel~no. Krome togo, ne naruxaØ obwnosti, moßno sqitat~ funkci¸ f(x) simmetriqnoæ otnositel~no centra ee nositelØ x_0 =^3_4 .

Pofftomu, esli my zamenim v summe (5.5) funkci¸ ψ_k(c) ee gladkim analogom f_k(c):

f_k(c) = f ( c M_k ) = f ( c 2^kN_1 ) , 1 6 k 6 k1

to summa (5.5) pereædet v novu¸ summu: k1∑ k=1 ∑ c≡0(δ) f_k(c) · S_c(m, n) · (·). (5.8)

BINARNYE ZADAQI. II 181

Vesovye funkcii f_k(c) v summe (5.8) udovletvorØ¸t vsem trebovaniØm gladkosti rabot [4, 5]. Edinstvennoe prepØtstvie, kotoroe maxaet nam zamenit~ summu (5.5) summoæ (5.8) sostoit v tom, qto sglaßennaØ funkciØ f_k(c) iz (5.8) zahvatyvaet “lixnie” summy Klostermana iz sosednih “Øwikov” na pod¨eme i spuske, qego net v ishodnoæ summe (5.5) s pervonaqal~noæ funkcieæ ψ_k(c). Na grafike ffto pereseqenie vyglØdit tak:

Qtoby kompensirovat~ fftot nedostatok nado uqest~, qto summy Klostermana S_c(m, n) na spuske funkcii f_k(c) uqityva¸tsØ vtoroæ raz na postoØnnom uqastke funkcii f_{k+1}(c), gde ona = 1 dlØ vseh k ∈ [1, k_1 − 1]. I naoborot, summy Klostermana na pod¨- eme funkcii f_{k+1}(c) uqityva¸tsØ vtoroæ raz na intervale posto- Ønnogo znaqeniØ funkcii f_k(c) = 1. Pofftomu iz summy (5.8) nado vyqest~ odin raz te summy Klostermana, kotorye uqityva¸tsØ dvaßdy. Oni opredelØ¸tsØ proizvedeniem funkciæ:

f_k(c) · f_{k+1}(c) = f(x_k) · f(x_{k+1}) (5.9)

dlØ vseh k ∈ [1, k_1 − 1], gde

x_k = 2 · x_{k+1} = c M_k = c 2^k · N_1 . Utverßdenie o proizvedenii (5.9) ne sovsem trivial~no iz-za raznoæ normirovki intervalov summirovaniØ v sosednih “Øwikah” pofftomu my kratko ego dokaßem. Kogda peremennaØ x_{k+1} iz (5.9) nahoditsØ na intervale pod¨ema^1_4 6 x_{k+1} 6^1_2 , peremennaØ

x_k sosednego “Øwika” sleva nahoditsØ na intervale^1_2 6 x_k 6 1,

t.k. x_k = 2 · x_{k+1}. Na fftom intervale f(x_k) = 1, pofftomu spravedlivo ravenstvo:

f_k(c) · f_{k+1}(c) = f_{k+1}(c), 1 4 6 xk+1 6^1_2.

182 A. I. VINOGRADOV

I naoborot, kogda peremennaØ x_k nahoditsØ na intervale spuska:

1 6 xk 6 1 +^1_4 , peremennaØ xk+1 sosednego “Øwika” sprava naho-

ditsØ v intervale:^1_2 6 x_{k+1} 6^1_2 +^1_8 , t.k. x_{k+1} =^1_2 x_k. Pofftomu

f(x_{k+1}) = 1 i sledovatel~no spravedlivo ravenstvo:

f_k(c) · f_{k+1}(c) = f_k(c), 1 6 x_k 6 1 + 1 4 . DlØ togo, qtoby ubedit~sØ, qto naxe proizvedenie (5.9) nikakih drugih znaqeniæ ne prinimaet, ego nado proverit~ na polnom nositele odnoæ iz peremennyh, naprimer, x_k. DlØ fftoæ peremennoæ ostalsØ ne proverennym tol~ko interval pod¨ema^1_4 6 x_k 6^1_2 . No dlØ fftogo intervala vtoraØ peremennaØ, iz (k + 1)-go Øwika,

x_{k+1} =^1_2 x_k leßit v intervale^1_8 6 x_{k+1} 6^1_4 , t.e. vne nositelØ

funkcii f(x_{k+1}) i pofftomu = 0.

Sledovatel~no proizvedenie (5.9) deæstvitel~no daet nam tol~ko f_k(c) na pod¨emah i spuskah, kogda k ∈ [1, k_1 − 1]. Pofftomu summu (5.8) sleduet zamenit~ raznost~¸ dvoænyh summ: k1∑ k=1 ∑ c≡0(δ) f_k(c) · S_c(m, n) · (·)−

− k1−1∑

k=1 ∑ c≡0(δ) f_k(c) · f_{k+1}(c) · S_c(m, n) · (·). (5.10)

Raznost~ dvoænyh summ (5.10) uße blizka k ishodnoæ summe (5.5). Otliqie tol~ko v levom pod¨eme funkcii f_1(c) samogo pervogo “Øwika” sleva i v spuske funkcii f_{k1} (c) samogo poslednego “Øwika” sprava. Pofftomu summy Klostermana (s vesom (·)) na samom pervom pod¨eme sleva i samom poslednem spuske sprava nado vyqest~ iz (5.10), qtoby ffta raznost~ dvoænyh summ sovpala s pervonaqal~noæ summoæ (5.5). Drugimi slovami, iz (5.10) nado vyqest~ veliqinu ravnu¸: ∑ c6N1_{c≡0(δ)} f_1(c) · S_c(m, n) · (·) + ∑ c>N2 c≡0(δ) f_{k1} (c) · S_c(m, n) · (·). (5.11)

Teper~ vspomnim, qto iz opredelØ¸wego ravenstva (3.22), §3.I sleduet, qto simvol vesa (·) vo vseh predyduwih summah imeet vid:

(·) = ε · exp(−ε · n) · W_{δ1} (Y /c), (5.12)

BINARNYE ZADAQI. II 183

pri fftom po uslovi¸ (1.10),I, Y = N^2. No po opredeleni¸ (2.2),I:

W_{δ1} (x) = ∑ d6x (d,δ1)=1 μ(d) d log^2 ( x δ_1 · d ) . (5.13)

Pofftomu, esli c > N^2, to summa (5.13) pusta i sledovatel~no vtoroe slagaemoe v (5.11) ravno nul¸. Sledovatel~no dlØ poluqeniØ pervonaqal~noæ summy (5.5) nado vyqest~ iz pervoæ dvoænoæ summy v (5.10) tol~ko pervoe slagaemoe (5.11): ∑ c6N1,_{c≡0(δ)} f_1(c) · S_c(m, n) · (·). (5.14)

No fftu summu my moßem ocenit~ ne pribegaØ k ee spektral~- noæ traktovke. DlØ fftogo dostatoqno obratit~ vnimanie na tot fakt, qto v okonqatel~noe ravenstvo (3.20),I summa (5.14) vhodit kak srednee po parametram n, m, δ, pofftomu s pomow~¸ ravenstva Hardi–Littlvuda (3.13),I, proqitannogo v obratnu¸ storonu, my snova moßem perevesti srednee summy (5.14) na pervonaqal~- nyæ Øzyk summ Ramanudßana i μ-funkcii Mebiusa i pridat~ eæ vid summy G_1(N ) iz (1.15),I s vesom f:

G_f (N ) = ∑ m=N2−x2>0 ∑ c6N1^f ( c 2N_1 ) · μ(c) c · r_c(m) · V_c(Y ). (5.15)

Iz opredeleniØ funkcii f v (5.7) sleduet, qto v intervale 1 6

c 6 N1 ona opredelØetsØ usloviØmi f ( c 2N_1 ) = 0, 1 6 c 6 1 2 N_1 0 6 f ( c 2N_1 ) 6 1,^1_2 N1 6 c 6 N1

Pri fftom na intervale c ∈

(_1 2 N_1, N_1 ] funkciØ f monotonno vozrastaet kak ffto vidno na ee grafiqeskom izobraßenii, pomewennom srazu za (5.7). Pofftomu raznost~ (1−f) ØvlØetsØ sglaßennoæ ediniceæ na konce intervala summirovaniØ.

i sledovatel~no asimptotika summy G_{1−f} (N ) toqno takaØ ße kak u ishodnoæ summy G_1(N ) v ravenstve (1.22),I.

Dal~xe ostaetsØ zametit~, qto spravedlivo ravenstvo

G_f (N ) = G_1(N ) − G_{1−f} (N ),

184 A. I. VINOGRADOV

kotoroe srazu ße sleduet iz opredeleniØ (5.15). Pofftomu dlØ

G_f (N ) spravedlivo ocenka:

G_f (N ) ≪ N · exp(− √ log N ). (5.16)

Tem samym my deæstvitel~no sveli ocenku ishodnoæ summy (5.5) k ocenke raznosti dvoænyh summ (5.10), qto ffkvivalentno dvum otdel~nym ocenkam. Snaqala ocenke summy ∑ c≡0(δ) f_k(c) · S_c(m, n) · (·) (5.17)

pri l¸bom fiksirovannom k ∈ [1, k_1] i zatem ocenke analogiqnoæ summy s proizvedeniem vesovyh funkciæ: ∑ c≡0(δ) f_k(c) · f_{k+1}(c) · S_c(m, n) · (·), (5.18)

dlØ l¸bogo fiksirovannogo k iz intervala 1 6 k 6 (k_1 − 1). Obe ffti summy ime¸t vesovye funkcii, kotorye udovletvorØ¸t vsem trebovaniØm rabot [4, 5], qto pozvolØet perevesti ih na spektral~nyæ Øzyk.

§6. Obratnoe preobrazovanie Mellina

Standartnym Øzykom spektral~nyh ocenok v rabotah [4, 5] ØvlØetsØ Øzyk rØdov Gekke, kofffficientami kotoryh ØvlØ¸tsØ arifmetiqeskie kofffficienty Fur~e sobstvennyh funkciæ. Pofftomu preßde qem pristupat~ k ocenkam summ (5.17) i (5.18), sleduet sperva perevesti funkci¸ f iz (5.7) na Øzyk obratnogo preobrazovaniØ Mellina: f(y) = 1 2πi ∫ Re s2=− 12

f̌(s_2 ) · y^{−s}2 ds_2, (6.1)

BINARNYE ZADAQI. II 185 gde f̌ (s_2) = ∞∫ 0 f(x) · x^{s2−1}dx. (6.2) DlØ unifikacii oboznaqeniæ s qast~¸ I fftoæ raboty my vzØli peremennu¸ integrirovaniØ s_2, ostaviv simvol s_1 integralu (1.11),I, qtoby otliqat~ ih, kogda ffti integraly vstretØtsØ dal~xe vmeste v dvoænom integrale.

V svØzi s tem, qto f(x) = 0 dlØ x 6 1/4, integral (6.2) absol¸tno shoditsØ v levoæ poluploskosti Re s_2 < 0. Krome togo, v svØzi s beskoneqnoæ gladkost~¸ f(x) integral (6.1) absol¸tno shoditsØ po s_2 na l¸boæ prØmoæ Re s_2 = −σ_2, σ_2 > 0, so skorost~¸ vyxe l¸boæ fiksirovannoæ stepeni s_2. Pofftomu ravenstvo (6.1) vpolne zakonno na prØmoæ Re s_2 = −^1_2 . Ego moßno proverit~ neposredstvennym sqetom pravoæ qasti, podstaviv (6.2) v (6.1) i pomenØv porØdki integrirovaniØ, s predvaritel~nym dvuhkratnym integrirovaniem po qastØm, v (6.2).

�tot fenomen ob¨ØsnØetsØ tem, qto nositel~ funkcii f otdelen ot nulØ, pofftomu vse vyqety v pol¸sah ravny nul¸.

Ispol~zuØ mnogokratnoe integrirovanie po qastØm v (6.2) moßno preobrazovat~ ffto ravenstvo k vidu:

f̌(s_2 ) = 1 s_2(s_2 + 1) . . . (s_2 + c) · ∞∫ 0 f^{(c+1)}(x) · x^{s2+c} · dx, (6.3)

gde c ¿ 1 – l¸boe fiksirovannoe celoe qislo.

L¸baØ proizvodnaØ f^{(n)} (x), n ¿ 1, tak ße ØvlØetsØ finitnoæ beskoneqno gladkoæ funkcieæ, nositelem kotoroæ ØvlØ¸tsØ dva intervala:

(_1 4 ,^1_2 ) i ( 1,^5_4 ) . Pofftomu ravenstvo (6.3) analitiqeski prodolßaetsØ na vs¸ kompleksnu¸ s_2-ploskost~ bez pol¸sov, tak kak vyqety v pol¸sah ravny 0. Pofftomu kontur integrala (6.1) moßno sdvigat~ na l¸bu¸ prØmu¸ Re s_2 = const.

V dal~neæxem nam potrebuetsØ vydelit~ qast~ shodimosti integrala (6.1) po s_2 dlØ drugih celeæ. Pofftomu pravu¸ qast~ (6.3) my ewe raz preobrazuem. DlØ fftogo voz~mem celoe qislo C-qetnym

C = 2 · C_2, C_2 ¿ 3 (6.4)

gde konstanta C_2 ¿ 3 – l¸boe fiksirovannoe celoe qislo. Pri fftom my namerenno soglasovali indeks u konstanty C_2 i pere-

186 A. I. VINOGRADOV

mennoæ integrirovaniØ s_2 , tak kak oni tesno svØzany meßdu soboæ v odnom integrale.

PodstavlØØ ravenstvo (6.4) v (6.3) perepixem ffto predstavlenie v novom vide:

f̌ (s_2) = f̌ (s_2) C2∏ i=1 (s_2 + C_2 + i)

, (6.5) gde f̌(s_2 ) = 1 s_2(s_2 + 1) . . . (s_2 + C_2) · ∞∫ 0 f^{(2C2+1)}(x) · x^{s2+2C2} dx. (6.6)

My razdelili proizvedenie v znamenatele (6.3) na dve poloviny, ostaviv dlØ funkcii f̌ v (6.6) tol~ko ego pervu¸ polovinu i vydeliv vtoru¸ polovinu otdel~no v znamenatel~ pravoæ qasti (6.5), t.k. on nam potrebuetsØ dlØ drugih celeæ v dal~neæxem. Pervoæ poloviny znamenatelØ v (6.6) vpolne dostatoqno dlØ obuspeqeniØ absol¸tnoæ shodimosti integrala (6.1) po s_2, esli C_2 ¿ 3.

Teper~ snova vernemsØ k summe (5.17) i vspomnim, qto

f_k(c) = f ( c M_k ) , gde M_k = 2^k · N_1. (6.7)

Esli perevesti parametr C na Øzyk spektral~nogo parametra x iz §4.I, kotoryæ my povtorim zdes~ dlØ udobstva x = 4π √ m · n c , (6.8)

togda ravenstvo (6.7) primet vid

f_k(c) = f ( 4π √ m · n x · M_k ) , 1 6 k 6 k1. (6.9)

PolagaØ v ravenstve (6.1) y =^{4π√m·n}_{x·Mk} my poluqim, blagodarØ ravenstvu (6.9), integral~noe predstavlenie funkcii f_k(c) na Øzyke spektral~nogo parametra x iz (6.8):

f_k(c) = 1 2πi ∫ Re s2=− 12

f̌ (s_2) · ( x · M_k 4π √ m · n )_{s2} ds_2. (6.10)

BINARNYE ZADAQI. II 187

Vse, qto bylo skazano vyxe ob integral~nom predstavlenii funkcii f_k(c) ostaetsØ vernym i dlØ proizvedeniØ fftih funkciæ:

F_k(c) = f_k(c) · f_{k+1}(c). (6.11)

Pri fftom pol~zuØs~ ravenstvom

f_k(c) · f_{k+1}(c) = f(x_k) · f(x_{k+1}) = f(x_k ) · f ( 1 2 x_k ) , gde x_k =^c_{Mk} , M_k = 2^k · N_1, opredelim funkci¸ F (y) ravenstvom F (y) = f(y) · f ( 1 2 y ) . (6.12)

Pri takom opredelenii ravenstva (6.11) i (6.12) soglasu¸tsØ meßdu soboæ.

Pofftomu i dlØ proizvedeniØ (6.11) spravedliv analog ravenstva (6.10):

f_k(c) · f_{k+1}(c) = 1 2πi ∫ Re s2=− 12

F̌ (s_2) · ( x · M_k 4π √ m · n )_{s2} ds_2, (6.13)

gde F̌ (s_2) opredelØetsØ ravenstvom (6.2) s zamenoæ v nem f na F iz ravenstva (6.12). V fftom sluqae osta¸tsØ spravedlivymi analogi ravenstv (6.3)–(6.6) dlØ funkcii F iz (6.12) vmesto f.

§7. Integral~nye predstavleniØ dlØ vesovyh funkciæ

V dal~neæxem my budem orientirovat~sØ na spektral~noe ravenstvo (1.19) raboty [5], t.k. ono vypisano dlØ obweæ kongruffnc-gruppy, kotoraØ nam i nußna, v to vremØ kak v rabote [4] ono vypisano dlØ gruppy SL(2, Z). �ta raznica suwestvenno umen~xaetsØ, kogda req~ idet o klassiqeskih summah Klostermana dlØ pary verxin (∞, ∞) kak u nas v fftoæ rabote. V fftom sluqae formal~naØ raznica rabot [4, 5] ostaetsØ tol~ko v zapisi nepreryvnoæ komponenty v pravoæ qasti ravenstva (1.19), [5]. LevaØ ße qast~ fftogo ravenstva sovpadaet s rabotoæ [4], esli sqitat~ SL(2, Z) gruppoæ Γ_0(1). V fftom sluqae parametr summirovaniØ γ v ravenstve (1.19), [5] sovpadaet s parametrom “C” matricy σ: σ = ( a b c d ) ∈ Γ_0(δ),

188 A. I. VINOGRADOV

t.e. zapis~ levoæ qasti ravenstva (1.19) [5] stanovitsØ toqno takoæ ße kak v rabote [4] s dopolnitel~nym usloviem delimosti: C ≡ 0 (mod δ). No preßde, qem vospol~zovat~sØ ravenstvom (1.19), [5] nam nado perevesti summu W_{δ1} (Y /c) iz (5.12) na Øzyk integral~nogo predstavleniØ s pomow~¸ razryvnogo integrala (0.9),I toqno takße, kak v sluqae ravenstva (1.11),I. Pri fftom my srazu vospol~zuemsØ argumentom fftoæ summy iz (4.7),I, perevedennym na Øzyk spektral~nogo parametra x iz ravenstva (6.8):

W_{δ1} (Y /c) = 1 2πi ∫ Re s1>3/2 ( Y · x δ_1 · 4π √ m · n )_{s1} · ds_1 s^3_1 · ζ_{δ1} (1 + s_1)

, (7.1)

gde ζ_n(s) = ζ(s) · ∏ p/n ( 1 −^1_{ps} ) . Krome togo, my vospol~zuemsØ ra-

venstvami (4.4),I i podstavim ih vmeste s (7.1) v summu (5.17). Posle peremeny porØdkov summirovaniØ i integrirovaniØ, qto zakonno, privedem summu (5.17) k novomu vidu integral~nogo srednego: π X √ m n · 1 2πi ∫ Re s1>3/2 (Y /δ_1)^{s1} · (4π √ m · n)^{−s1} s^3_1 · ζ_{δ1} (1 + s_1) · ∑ (φ_k)ds_1, (7.2)

gde ∑

(φ_k) = ∑ c≡0 (mod δ) s_c(m, n) c · φ_k ( 4π √ m · n c ) (7.3)

φ_k(x) = x^{1+s1} exp [ − 1 X ( x 2 )_2] · f ( 4π √ m · n x · M_k ) . (7.4)

V ravenstve (7.4) my vospol~zovalis~ ravenstvom (6.9). DlØ togo, qtoby okonqatel~no svesti summu (7.3) k summe (1.19), [5] vospol~zuemsØ integral~nym predstavleniem (6.10) i podstavim ego v (7.4). V fftom sluqae ravenstvo (7.4) primet vid integral~- nogo predstavleniØ:

φ_k(x) = 1 2πi ∫ Re s2=− 12

f̌ (s_2 ) · M^{s2}k (4π √ m · n)^{s2} · φ(x)ds_2, (7.5) gde φ(x) = x^{1+s1+s2} · exp [ − 1 X (x 2 )_2]

. (7.6)

BINARNYE ZADAQI. II 189

Po uslovi¸ Re s_1 > 3/2 i Re s_2 = −^1_2 , sledovatel~no Re(s_1 + s_2) > 1. Pofftomu funkciØ φ(x) iz (7.6) udovletvorØet vsem trebovaniem spektral~nogo ravenstvo (1.19), [5] i nam ostaetsØ tol~ko podstavit~ (7.5) v (7.3) i pomenØt~ porØdki summirovaniØ i integrirovaniØ, qto vpolne zakonno, t.k. summa i integral shodØtsØ absol¸tno i ravnomerno pri l¸boæ fiksirovannoæ real~noæ qasti Re s_1 > 3/2. Posle qego naxa summa (7.3) preobrazuetsØ k integral~nomu vidu: ∑ (φ_k) = 1 2πi ∫ Re s2=− 12

f̌ (s_2) · M^s2_k (4π √ m · n)^{s2} · ∑ (φ)ds_2, (7.7) gde ∑ (φ) = ∑ c≡0 (mod δ) s_c(m, n) c · φ ( 4π √ m · n c ) (7.8)

s funkcieæ φ iz (7.6). Summa (7.8) uße v toqnosti sootvetstvuet ravnstvu (1.19), [5] dlØ pary verxin (∞, ∞) kotorym my i vospol~zuemsØ dlØ perevoda ee na spektral~nyæ Øzyk. Posle qego podstavim (7.7) v (7.2) i poluqim predstavlenie ishodnoæ summy (5.17) dlØ k-go “Øwika” v vide dvoænogo integral~nogo srednego ot spektral~noæ summy (7.8): π X · 1 (2πi)^2 ∫∫ Re s1>3/2 Re s2=− 12

m^{1−s3} (Y /δ_1)^{s1} · f̌(s_2 ) · M^{s2}_k n^{s3} (4π)^{s1+s2} · s^3_1 · ζ_{δ1} (1 + s_1) · ∑ (φ)ds_1ds_2, (7.9)

gde dlØ sokraweniØ zapisi my vveli novyæ parametr

s_3 =

1 + s_1 + s_2 2 . (7.10)

Uslovie na vnutrennem s_1-konture: Re s_1 > 3/2, vybrano takim potomu, qto v dal~neæxem predstoit summirovanie po n ¿ 1, pofftomu dlØ obespeqeniØ absol¸tnoæ shodimosti rØda nußno uslovie Re s_3 > 1, qto v toqnosti sootvetstvuet uslovi¸ Re s_1 > 3/2, esli ishodit~ iz opredeleniØ (7.10) i usloviØ Re s_2 = −^1_2 na s_2 -konture.

Summirovanie po parametru m = N^2 − x^2 > 0 ØvlØetsØ koneqnym, pofftomu problem so shodimost~¸ fftoæ summy ne voznikaet.

190 A. I. VINOGRADOV

§8. Koneqnomernye prostranstva

Na pervom meste pravoæ qasti ravenstva (1.19), [5] stoit spektral~naØ qast~ summy (7.8), kotoraØ otveqaet vsem koneqnomernym klassiqeskim prostranstvam gruppy Γ_0(δ) po vsem celym qetnym vesam k ≡ 0 (mod 2), k ¿ 2. K tomu ße v naxem sluqae obe verxiny razloßeniØ (α, β) sovpada¸t i ravny ∞. Pofftomu indeksy verxin my opustim i vypixem fftu sostavlØ¸wu¸ v Øvnom vide dlØ naglØdnosti: 1 2π ∑ k≡0(2) (−1)^{k2} ∑ 16j6θk(δ) a_{j,k} · t^∗_{j,k}(m) · t^∗_{j,k}(n) · φ̃(k − 1). (8.1) Po puti my uprostili zapis~, vospol~zovavxis~ mul~tiplikativnoæ svØz~¸ kofffficientov Fur~e ψ_{j,k}(n) i sobstvennyh qisel operatorov Gekke t_{j,k}(n): ψ_{j,k}(n) = ψ_{j,k}(1) · t_{j,k}(n), (8.2) gde ψ_{j,k}(1) – normirovoqnyæ kofffficient.

Krome togo, vmesto obyqnogo sobstvennogo qisla operatora Gekke t_{j,k}(n) my vzØli ego normirovannu¸ formu: t^∗_{j,k}(n) = t_{j,k}(n) n^k

�1_2 . (8.3)

Ona udobna tem, qto iz ocenki DelinØ |t_{j,k}(n)| 6 τ (n) · n^k�^12 sleduet edinaØ ocenka normirovannyh sobstvennyh qisel dlØ vseh k: |t^∗_{j,k}(n)| 6 τ (n), (8.4) gde τ (n) – funkciØ qisla deliteleæ, a_{j,k} – normirovoqnyæ kofffficient: a_{j,k} = |ψ_{j,k}(1)|^2 · (k − 1)! (4π)^{k−1} . (8.5)

Iz opredelØ¸wego ravenstva (8.5) vidno, qto a_{j,k} vewestvenno i poloßitel~no, t.k. ψ_{j,k}(1) ≠ 0 (inaqe by j-aØ sobstvennaØ funkciØ byla toßdestvennym nulem).

θ_k(δ) – razmer prostranstva paraboliqeskih form vesa k dlØ

kongruffnc-gruppy Γ_0(δ).

BINARNYE ZADAQI. II 191

VesovaØ funkciØ φ̃ opredelØetsØ ravenstvom (1.21), [5], kotoroe my zdes~ vypixem dlØ naglØdnosti:

φ̃(k − 1) = ∞∫ 0 J_{k−1}(x) · φ(x) · dx x . (8.6)

DlØ funkcii BesselØ J_{2·z}(x), gde Re z > ε > 0, my vospol~zuemsØ predstavleniem:

J_{2·z}(x) = 1 2πi ∫ Re(s+z)>0 Re s=−ε, 0<ε6 14

Γ(s + z) Γ(1 − s + z) · ( x 2 )_{−2·s} ds. (8.7)

Vtoroe uslovie na s-konture (8.7): Re s < 0, nußno dlØ togo, qtoby integral (8.7) absol¸tno shodilsØ.

PodstavlØØ (8.7) v (8.6) pri z =^{k−1}_2 i menØØ porØdki integrirovaniØ, (qto zakonno pri uslovii Re s < 0), poluqaem preobrazovannoe ravenstvo (8.6):

φ̃(k − 1) = 1 2πi ∫

Re(s+^k�^1_2 )>0, Re s=−ε

Γ ( s +^{k−1}_2 ) Γ ( 1 − s +^{k−1}_2 ) · J_s(φ) ds, (8.8)

gde J_s(φ) = ∞∫ 0 φ(x) · ( x 2 )_{−2s} dx x . (8.9)

PodstavlØØ Øvnyæ vid φ(x) iz (7.6) v (8.9), poluqaem Øvnyæ vid integrala (8.9):

J_s(φ) = 2^{2s3−1} · X^{s3−s} · Γ(s_3 − s), (8.10) gde s_3 =

1 + s_1 + s_2 2 = σ_3 + it_3. (8.11)

Iz ravenstva (8.10) i usloviØ Re s = −ε < 0 sleduet, qto funkciØ

J_s(φ) regulØrna po s_3 v oblasti Re s_3 ¿ 0. No v dal~neæxem my

budem s neæ rabotat~ tol~ko v oblasti Re s_3 ¿^1_2 .

192 A. I. VINOGRADOV

DlØ Γ-Ødra integrala (8.8) po formule Stirlinga sleduet ocenka: Γ ( s + k − 1 2 ) · Γ^{−1} ( 1 − s + k − 1 2 ) ≪ 1 k^{1+2ε}

. (8.12)

Pri fftom konstanta v simvole I. M. Vinogradova ≪ absol¸tnaØ, esli ε ∈ ( 0,^1_4 ] . Krome togo, esli σ_3 ¿^1_2 i s = σ + it, togda iz formuly Stirlinga sleduet ewe odna ocenka:

Γ(s_3 − s) ≪ (1 + |t_3 − t|)^{σ3−σ− 12} · exp ( − π 2 |t_3 − t| ) . (8.13)

PolagaØ σ = −ε i podstavlØØ (8.13) i (8.12) v (8.8), poluqaem ocenku: φ̃ → Φ̃(k − 1) ≪ X^{σ3 +ε} k^{1+2ε}

. (8.14) �ta ocenka spravedliva v oblasti regulØrnosti Re(s_3 − s) ¿ ε s l¸bym fiksirovannym ε > 0. Ona obespeqivaet absol¸tnu¸ i ravnomernu¸ shodimost~ rØda (8.1) pri l¸bom fiksirovannom

ε > 0. �to srazu ße sleduet iz klassiqeskogo ravenstva dlØ

normirovoqnyh kofffficientov a_{j,k}: ∑ 16j6θk(δ)^{aj,k = 1 + 2π(−1)} k 2 · ∑ c≡0(δ) J_{k−1} ( 4π c ) · S_c(1, 1) c , (8.15)

gde S_c(1, 1) – summa Klostermana modulØ c i parametrov (1,1).

Detali, svØzannye s poluqeniem ravenstva (8.15), moßno naæti v rabotah [4, 5].

RØd sprava v (8.15) bystro i absol¸tno shoditsØ s rostom k ¿ 2. �to srazu sleduet iz povedeniØ funkcii BesselØ J_{k−1}(x) pri

x → 0. Iz predstavleniØ (8.7) sleduet ocenka pri ε =^{k−1}_2 − ε_1: J_{k−1} ( 4π c ) ≪ ( 4π c )_{k−1−2·ε1} , ε_1 ∈ ( 0, 1 4 ) . Pofftomu s uqetom ocenki A. VeælØ dlØ summ Klostermana:

S_c(1, 1) ≪ τ (c) · √ c, gde τ (c) – qislo deliteleæ c, rØd sprava v (8.15) absol¸tno shoditsØ pri vseh k ¿ 2 i ε_1 <^1_4 .

PodstavlØØ rØd (8.1) v Ødro integrala (7.9) na mesto summy ∑ (φ) my poluqim qast~ fftogo integrala, otveqa¸wego koneqnomernym prostranstvam. SummiruØ fftu qast~ po vsem n ¿ 1 i

BINARNYE ZADAQI. II 193 m = N^2 − x^2 > 0 i menØØ porØdki summirovaniØ i integriro-

vaniØ, qto zakonno pri Re s_3 > 1, my poluqim v Ødre koneqnu¸ summu: ∑ m=N2−x2>0 t^∗_{j,k}(m) · m^{1−s3} (8.16)

i beskoneqnyæ rØd:_∞ ∑ n=1 Λ(n) · t^∗_{j,k}(n) · n^{−s3} . (8.17)

U koneqnoæ summy (8.16) problem so shodimost~¸ net pri l¸byh znaqeniØh parametra s_3 ∈ C . Pofftomu my sosredotoqim vnimanie na beskoneqnom rØde (8.17).

BlagodarØ ocenke DelinØ (8.3), on absol¸tno shoditsØ v oblasti Re s_3 > 1 i v nem moßno vydelit~ glavnu¸ qast~: − L^′_{j,k} L_{j,k} (s_3), (8.18)

t.e. logarifmiqesku¸ proizvodnu¸ rØda Gekke: L_{j,k}(s) = ∞∑ n=1 t^∗_{j,k}(n) n^s = ∏ p ( 1 − t^∗_{j,k}(p) p^s + 1 p^{2s} )_{−1} , Re s > 1. Ots¸da sleduet ravenstvo: − L^′_{j,k} L_{j,k} (s_3) = ∞∑ n=1 Λ(n) · t^∗_{j,k}(n) n^{s3} − ∑ p log p p^{2s3} ( 1 − t_{j,k}(p) p^{s3} + 1 p^{2s3} )_{−1} . Pofftomu raznost~ meßdu rØdom (8.17) i logarifmiqeskoæ proizvodnoæ (8.18) absol¸tno shoditsØ v oblasti Re s_3 >^1_2 i problem s ee issledovaniem net. Pofftomu vse vnimanie my sosredotoqim na logarifmiqeskoæ proizvodnoæ (8.18). My prinØli gipotezu Rimana dlØ rØdov Gekke vseh kongruffnc-grupp. Pofftomu funkciØ (8.18) analitiqeski prodolßima kak celaØ funkciØ do prØmoæ

Re s_3 =^1_2 . V oblasti Re s_3 ¿^1_2 + ε, s l¸bym fiksirovannym ε > 0,

iz gipotezy Rimana sleduet ocenka: − L^′_{j,k} L_{j,k} (s_3 ) ≪ log^2(|s_3| + k + δ), (8.19)

gde δ – kongruffnc-modul~ gruppy avtomorfnosti Γ_0(δ). Pofftomu perenosØ s_1-kontur v integrale (7.9) vlevo na prØmu¸ Re s_1 =

194 A. I. VINOGRADOV 1 2 + 2ε, s uqetom ravenstva s_3 =^{1+s1+s3}_2 i usloviØ Re s_2 = −^1_2 ,

poluqaem na novom s_1-konture uslovie Re s_3 =^1_2 + ε, t.e. Ødro integrala (7.9) ostatetsØ regulØrnym pri takom perenose.

Na prØmoæ Re s_3 =^1_2 + ε my vospol~zuemsØ ocenkami (8.19) i (8.14) i v rezul~tate poluqim ocenku qasti integrala (7.9) dlØ koneqnomernyh prostranstv. �ta qast~ ne prevoshodit veliqiny porØdka

X^{− 12 +ε} · N · Y^{12 +ε}. (8.20)

Parametr N voznik v (8.20) kak ocenka sverhu dlØ summy (8.16) na prØmoæ Re s_3 =^1_2 + ε. Esli sqitat~ ε 6^1_4 , togda (8.20) uhodit v ostatok kak veliqina porØdka O(1), t.k. po uslovi¸

X ¿ N^{10}, Y = N^2.

Okonqanie spektral~nogo sqeta budet opublikovano v III-eæ qasti fftoæ raboty.

Literatura

1. I. M. Vinogradov, Predstavlenie neqetnogo qisla summoæ treh prostyh qisel. — Dokl. Akad. Nauk SSSR 15 (1937), 291–294.

2. A. Selberg, Discontinuous groups and harmonic analysis. — Proc. Intern.

Congress Mathem. (1962), 177–189, Stockholm.

3. A. I. Vinogradov, ı. V. Linnik, Ocenka summy qisla deliteleæ v korotkom otrezke arifmetiqeskoæ progressii. — UMN 12, No. 4 (1957), 277–280.

4. N. V. Kuznecov, Gipoteza Petersona dlØ paraboliqeskih form vesa nul~ i gipoteza Linnika. — Matem. Sbornik 111, No. 3 (1980), 333–383.

5. J.-M. Deshouillers, H. Jwaniec, Kloostermann sums and Fourier coefficients of cusp forms. — Invent. Math. 70, No. 2 (1982), 219–288.

6. G. H. Hardy, J. E. Littlwood, Some problems of partitio numerorum V. A further contribution to the study of Goldbach’s problem. — Proc. London Math. Soc. 22 (1994), 46–58.

7. H. L. Montgomery, Topics in multiplicative number theory. — L.N.M No. 227 (1971), Berlin Russkiæ perevod: 1974 “Mir” Moskva, Springer Verlag.

8. A. I. Vinogradov, Binarnye zadaqi. Spektral~nyæ podhod. — Zap. nauqn. semin. POMI 245 (1997), 130–149.

Vinogradov A. I. Binary problem. A spectral approach. II.

In this part of the work the “small arcs” of Part I (volume 245 of this edition)

are translated to the language of the spectral components of Laplace operator. The

necessary estimate for its algebraic-arithmetic part, i.e., for finite dimensional classical

spaces, is obtained.

Postupilo 24 marta 1997 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN