Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 250, 1998 g.

V. B. Filippov, N. ˚. Kirpiqnikova

DIFRAKCI˚ NA KLINOVIDNO` OBLASTI S ISKRIVLENNYMI GRAN˚MI

Vvedenie

Rassmotrim zadaqu difrakcii luqevogo polØ na klinovidnoæ oblasti s iskrivlennymi granØmi. DlØ opredelennosti budem rassmatrivat~ dvumernu¸ zadaqu s usloviØmi Dirihle na granice. Budem predpolagat~, qto vypolnØ¸tsØ usloviØ primenimosti korotkovolnovoæ asimptotiki, t.e. harakternye razmery tela: radius krivizny i diametr dostatoqno veliki po sravneni¸ s dlinoæ volny. Rexenie rassmatrivaemoæ zadaqi dlØ ideal~nogo klina (klin s ploskimi granØmi) horoxo izvestna i vyraßaetsØ v vide integrala Zommerfel~da (sm. naprimer [1]).

Metod poluqeniØ asimptotiki rexeniØ rassmatrivaemoæ zadaqi voshodit k metodu, predloßennomu v rabote [2] i sostoit v sledu¸wem: rasseØnnoe pole iwetsØ v vide summy geometrooptiqeskogo polØ i difrakcionnogo. Geometrooptiqeskoe pole nahoditsØ luqevym metodom, a difrakcionnoe pole iwetsØ vnaqale v maloæ okrestnosti rebra i zatem prodolßaetsØ vdol~ reber.

1. Rexenie v okrestnosti rebra

Pust~ pada¸wee pole

u^{inc}(x) = exp{ikτ_0(x)}U^{inc}(x),

U^{inc}(x) = ∑ j¿0^{Uj (} x)k^{−j} , x = (x, y) ∈ R^2 \ Ω

padaet na klinovidnu¸ oblast~ Ω, (sm. Ris. 1).

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (RFFI) (grant 96-01-00666). 263

264 V. B. FILIPPOV, N. ˚. KIRPIQNIKOVA

Ris. 1.

RasseØnnoe pole budem iskat~ vnaqale v okrestnosti O(k^{−1+ε}) rebra tela Ω. Vvedem polØrnye koordinaty s naqalom koordinat, pomewennym v verxine P verhnego rebra. �ækonal i amplitudu pada¸wego polØ moßno razloßit~ v okrestnosti rebra v rØd po obratnym stepenØm volnovogo qisla k; togda

u^{inc}(x) = e^{−ikr cos(φ−φ0)} ^U (x),

^U (x) = ∑ j¿0 ^U_j (kr, φ) k^{−j}. V dal~neæxem budem zanimat~sØ tol~ko glavnymi qlenami sootvetstvu¸wih asimptotik. V pervom priblißenii pada¸wee pole zapixetsØ v vide:

u^{inc}(x) = e^{−ikr cos(φ−φ0)}u^{inc}(P ), x = (r, φ), P = (0, 0).

RasseØnnoe pole u(x) v pervom priblißenii budet sovpadat~ s rexeniem zadaqi difrakcii na klinovidnoæ oblasti Ω^′ s prØmymi granØmi, ØvlØ¸wimisØ kasatel~nymi k granØm ishodnogo tela Ω. �to rexenie moßno naæti Øvno, v vide integrala Zommerfel~da (sm., naprimer, [1]) u = u^{inc}(P ) 2πi ∫ Γ e^{−ikr cos α}H_0(α + φ, φ_0, Φ) dα, (1.1)

H_0(α + φ, φ_0, Φ) = π 2Φ [ ctg π 2Φ (α + φ − φ_0) − ctg π 2Φ (α + φ + φ_0) ] . Kontur integrirovaniØ Γ sostoit iz dvuh petel~ D_1 i D_2 (sm. Ris. 2).

V zavisimosti ot togo, v kakoæ oblasti (osvewennoæ, poluteni ili teni) nahoditsØ toqka nabl¸deniØ, rexenie (1.1) moßet

DIFRAKCI˚ NA KLINOVIDNO` OBLASTI 265

Ris. 2.

byt~ podvergnuto dal~neæxim preobrazovaniØm. Nas v osnovnom budet interesovat~ rexenie v okrestnosti verhneæ i nißneæ granic tela Ω. Predpoloßim, qto pada¸wee volnovoe pole osvewaet rassmatrivaemoe telo Ω takim obrazom, qto verhnØØ gran~ φ = 0 budet nahodit~sØ v osvewennoæ oblasti, a nißnØØ gran~ φ = Φ v zone teni, t.e. 0 < φ_0 < Φ − π.

V okrestnosti verhneæ grani φ = 0, (0 < φ_0 < Φ − π) predstvlenie (1.1) dlØ polØ u moßno zamenit~ na summu vyqetov v polosah α = α_{1,2} i integral po konturam D_{1,2} (sm. Ris. 2):

u = u^{inc}(P ) 2∑ j=1 Res [ e^{−ikr cos αj} H_0(α_j + φ, φ_0, Φ) ] +

+ u^{inc} 2πi ∫ D1 +D2 e^{−ikr cos α}H_0(α + φ, φ_0, Φ) dα. Legko videt~, qto slagaemoe ravnoe summe vyqetov predstavlØet soboæ geometriqeskoe pole (pada¸waØ pl¸s otraßennaØ volna)

u^g(x) = u^{inc}(P ) [ e^{−ikr cos(φ−φ0)} − e^{−ikr cos(φ+φ0)} ] . (1.2)

DifrakcionnaØ volna predstavlØetsØ summoæ integralov po konturam D_1 i D_2. Preobrazuem ffti integraly v odin integral. DlØ fftogo sdelaem v nih zamenu α^′ = α ± π. Togda poluqim sledu¸wee predstavlenie dlØ difrakcionnogo polØ

u^d = − u^{inc}(P ) 2πi ∫ D0 e^{−ikr cos α}H(α + φ, φ_0, Φ) dα, (1.3) zdes~ kontur integrirovaniØ D_0 proveden v sootvetstvii s Ris. 3, a funkciØ H(α + φ, φ_0, Φ) opredelena ravenstvom

H(α + φ, φ_0, Φ) = H_0(α + φ − π, φ_0, Φ) − H_0(α + φ + π, φ_0, Φ).

266 V. B. FILIPPOV, N. ˚. KIRPIQNIKOVA

Ris. 3.

Posle fflementarnyh preobrazovaniæ podintegral~nogo vyraßeniØ v formule (1.3) i posle zameny peremennoæ integrirovaniØ po formule α = β−φ, vyraßenie (1.3) zapixetsØ sledu¸wim obrazom:

u^d = − u^{inc}(P ) 2πi ∫ D0 e^{ikr cos (β−φ)}H(β, φ_0, Φ) dβ, (1.4) gde H(β, φ_0, Φ) = 2 π Φ sin π^2 Φ sin^π_Φ φ_0 sin^π_Φ β D(β, φ_0, Φ) ,

D(β, φ_0, Φ) = ( cos π Φ (β − φ_0) − cos π^2 Φ )( cos π Φ (β + φ_0) − cos π^2 Φ ) . My poluqili vyraßenie dlØ rasseØnnogo pole v maloæ okrestnosti rebra v pervom priblißenii po parametru k → ∞. Mogut byt~ naædeny i posledu¸wie qleny asimptotiqeskogo razloßeniØ polØ, no my fftim zanimat~sØ ne budem. Naxa osnovnaØ cel~ – prodolßit~ ffto rexeniØ na oblast~ vne rebra i naæti kofffficienty vozbußdeniØ voln soskal~zyvaniØ i xepquweæ galerei.

2. Difrakcionnoe pole vne okrestnosti rebra

Vyraßenie dlØ difrakcionnogo polØ vne okrestnosti rebra budet zaviset~ ot togo, ØvlØ¸tsØ li grani tela Ω vypuklymi ili vognutymi poverhnostØmi. DlØ opredelennosti budem sqitat~, qto gran~, v okrestnosti kotoroæ budem iskat~ pole, ØvlØetsØ vypukloæ poverhnost~¸. Sluqaæ vognutoæ poverhnosti budet rassmotren niße.

DIFRAKCI˚ NA KLINOVIDNO` OBLASTI 267 Itak, pust~ verhnØØ gran~ S_1 ØvlØetsØ vypukloæ poverhnost~¸ ili, poskol~ku my rassmatrivaem dvumernu¸ zadaqu, vypukloæ krivoæ. Vvedem polugeodeziqeskie koordinaty (n, s), priqem n ¿ 0, s ¿ 0, n = 0 na S_1, s = 0 v rebre r = 0.

Estestvenno predpoloßit~, qto v okrestnosti grani S_1 difrakcionnoe pole predstavlØet volnu, rasprostranØ¸wu¸sØ vdol~ granicy, t.e. ego moßno predstavit~ v vide

u^d = e^{iks} U^d. (2.1)

Vvedem koordinaty σ, ν po formulam σ = ( kρ(0) 2 )_{1/3} s ρ(0)

, ν = 2 ( kρ(0) 2 )_{2/3} n ρ(0) , gde ρ(0) – radius krivizny grani S_1 v toqke s = 0.

Veliqinu U^d v (2.1) moßno iskat~ v vide rØda:

U^d = ∑ j¿0^{Uj (σ, ν) k} −j/3, pri fftom, glavnyæ qlen ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ ( 2 i ∂ ∂σ + ∂^2 ∂ν^2 − ν ) U_0 = 0.

V kaqestve rexeniØ voz~mem superpozici¸ qastnyh rexeniæ fftogo uravneniØ sledu¸wego vida

U_0(σ, ν) = B(φ_0, Φ) ∫ L0 e^{iσξ} w_1(ξ − ν)

w_1(ξ) dξ, (2.2) gde w_1(ξ) – pervaØ funkciØ �æri, kontur L_0 i liniØ korneæ funkcii �æri dany na Ris. 4, funkciØ B(φ_0, Φ) – proizvol~naØ funkciØ.

Ris. 4.

268 V. B. FILIPPOV, N. ˚. KIRPIQNIKOVA Vyraßenie (2.1), (2.2) dlØ funkcii u^d ØvlØetsØ prodolßeniem vyraßeniØ (1.4) dlØ difrakcionnogo polØ.

Pokaßem, qto v promeßutoqnoæ oblasti pri takih znaqeniØh s, kogda vypolnØ¸tsØ usloviØ ks ≫ 1 i σ ≪ 1, ffti vyraßeniØ sovpada¸t.

Poluqim snaqala asimptotiku dlØ integrala (1.4) pri kr ≫ 1;

φ ≪ 1. Vvedem dekartovy koordinaty s os~¸ x, napravlennoæ

vdol~ luqa φ = 0, po formulam

x = r cos φ; y = r sin φ,

i sdelaem zamenu peremennoæ integrirovaniØ po formule

cos β = γ.

Togda integral (1.4) primet vid:

u^d = − u^{inc}(P ) 2πi ∞∫ −∞ exp{ik(xγ + y √ 1 − γ^2)}

H(cos γ, φ_0, Φ) √ 1 − γ^2 dγ. (2.3)

Ris. 5.

Kontur integrirovaniØ obhodit toqki vetvleniØ γ = ±1 kak pokazano na Ris. 5.

Oqevidno, qto pri kx ≫ 1, y ≪ x, osnovnoæ vklad v integral daet okrestnost~ toqki γ = 1.

Sdelaem zamenu peremennyh

γ = 1 + ζ kx

DIFRAKCI˚ NA KLINOVIDNO` OBLASTI 269 i sohranim glavnoe znaqenie po kx. Togda integral (2.3) zapixetsØ sledu¸wim obrazom:

u^d =

A(φ_0, Φ) k x e^{ikx} ∞∫ ∞ e^i(^π�^ε) exp {iζ − μ √ ζ} dζ, (2.4) gde μ = k y √ 2 kx , A(φ_0, Φ) = 1 2π ( π Φ )_2 sin^{π2}_Φ sin^π_Φ φ_0 D(0, φ_0, Φ) u^{inc}(P ),

D(0, φ_0, Φ) = ( cos π Φ φ_0 − cos π^2 Φ )_2 = = 4 sin^2 π Φ ( φ_0 − π 2 ) sin^2 π Φ ( φ_0 + π 2 ) . ZaæmemsØ teper~ poluqeniem asimptotiki integrala (2.2) pri

σ ≪ 1, ν = O(1). Prodeformiruem kontur integrirovniØ v

nißn¸¸ poluploskost~ tak, qtoby on sovpadal s okrußnost~¸ |ζ| =^1_σ , sm. Ris. 6.

Ris. 6.

VspominaØ, qto σ ≪ 1 i, sledovatel~no, kontur udalen ot naqala koordinat, my moßem zamenit~ funkcii �æri v integrale (2.2) na ih asimptotiqeskie razloßeniØ

w_1(ξ) ∼ ξ^{−1/4} exp { 2 3 ξ^{3/2} } , − 5 3 π + ε < arg ξ < π 3 − ε.

270 V. B. FILIPPOV, N. ˚. KIRPIQNIKOVA UqityvaØ, qto ν = O(1), poluqim, qto na konture integrirovaniØ L_1, |ξ| ≫ 1, moßno takße napisat~ sledu¸wee razloßenie: 2 3 (ξ − ν)^{3/2} = 2 3 ξ^{3/2} − ν √ ξ + . . . , i, sledovatel~no, otnoxenie funkciæ �æri v integrale (2.2) budet imet~ asimptotiku vida

w_1(ξ − ν) w_1(ξ) = e^{−ν√ξ} [ 1 + O ( 1 σ )] . Esli teper~ sdelat~ v integrale (2.2) zamenu ξ = 1 σ ζ, to on primet vid

U_0(σ, ν) =

B(φ_0, Φ) σ ∞∫ ∞ e^i(^π�^ε) e^{iζ−μ√ζ} dζ, (2.5) gde μ = ν √ σ = ( kρ 2 )_{2/3} 2n ρ ( 2 kρ )_{1/6}√ ρ s = kn √ 2 ks . Veliqiny μ v formulah (2.4) i (2.5) sovpada¸t, poskol~ku x ∼ s, y ∼ n. SravnivaØ (2.1), (2.5) i (2.4), my vidim,qto vyraßeniØ dlØ diffrakcionnogo polØ sovpadut, esli vzØt~ veliqinu B(φ, Φ) v formule (2.5) ravnoæ

B(φ_0, Φ) =

A(φ_0, Φ) 2 ( 2 kρ(0) )_{2/3} , (2.6)

gde A(φ, Φ) opredelØetsØ v formule (2.4).

Takim obrazom, formula (2.1), (2.2) s funkcieæ B(φ_0, Φ), opredelØemoæ (2.6), daet prodolßenie vyraßeniØ (1.4) dlØ difrakcionnogo polØ, poluqennogo v okrestnosti rebra. Sleduet otmetit~, qto vyraßenie (2.1) s (2.2) samo spravedlivo pri ne slixkom bol~xih veliqinah σ. No ffto vyraßenie legko prodolßit~ na proizvol~nye s, esli vzØt~ σ i ν ravnymi σ = ( k 2 )_{1/3}^s∫ 0 ds ρ^{2/3}(s) ,

DIFRAKCI˚ NA KLINOVIDNO` OBLASTI 271 ν = ( 2 ρ(s) )_{1/3} n, i pered integralom (2.2) postavit~ otnoxenie ( ρ(0) ρ(s) )_{1/6} . OstanovimsØ teper~ na sluqae, kogda granica S_1 ØvlØetsØ vognutoæ poverhnost~¸. V fftom sluqae v kaqestve rexeniØ (2.2) sleduet vzØt~ superpozici¸ funkciæ �æri v(ξ + ν) i w_2(ξ + ν), a imenno:

U_0(σ, ν) = B(φ_0, Φ) ∫ L0 e^{iσξ} [ v(ξ + ν) v(ξ) − w_2(ξ + ν) w_2(ξ) ] dξ, (2.7) Kontur integrirovaniØ L_0 pokazan na Ris. 7.

Ris. 7.

V verhneæ poluploskosti integral shoditsØ za sqet ffksponenty, a v nißneæ poluploskosti – za sqet funkciæ �æri. Poskol~- ku funkciØ �æri v moßet byt~ predstavlena v vide v(ξ) = w_1(ξ) − w_2(ξ) 2i i vvidu togo, qto w_1(ξ) ffksponencial~no ubyvaet pri −π <

arg ξ < −π/3, a funkcii v(ξ) i w_2(ξ) ffksponencial~no rastut,

nahodim, qto vyraßenie v(ξ + ν) v(ξ) − w_2(ξ + ν) w_2(ξ) = v(ξ + ν)w_2(ξ) − v(ξ)w_2(ξ + ν) v(ξ)w_2(ξ) =

272 V. B. FILIPPOV, N. ˚. KIRPIQNIKOVA = 1 2i w_1(ξ + ν)w_2(ξ) − w_2(ξ + ν)w_1(ξ) w_1(ξ)w_2(ξ) ∼

∼ 1 2 e^{√ξν} − e^{−√ξν} e^{2/3ξ3/2} ffksponencial~no ubyvaet pri arg ξ = −^2_3 π.

Zdes~ my ispol~zovali asimptotiqeskie razloßeniØ v(ξ) ∼ 1 2 ξ^{−1/4} exp { − 2 3 ξ^{3/2} } , −π + ε < arg ξ < π − ε, w_2(ξ) ∼ −iξ^{−1/4} exp { − 2 3 ξ^{3/2} } , − 7 3 π + ε < arg ξ < − π 3 = ε. Poluqim asimptotiku integrala (2.7) pri σ ≪ 1. Zdes~ situaciØ bolee sloßnaØ, qem v sluqae vypukloæ oblasti. Deformacii kontura prepØtstvuet liniØ korneæ funkciæ �æri v(ξ) i w_2(ξ): korni funcii v(ξ) raspolaga¸tsØ na linii arg ξ = π, a korni funkcii w_2(ξ) – na linii arg ξ = −π/3 (sm. Ris. 7).

Asimptotiku integrala (2.7) pri σ ≪ 1 udaetsØ poluqit~, esli razbit~ fftot integral na dva: odin s otnoxeniem v(ξ +

ν)/v(ξ) i vtoroæ s otnoxeniem w_2(ξ + ν)/w_2(ξ). Kontur L_0 dlØ

pervogo integrala smestim tak, qtoby on sovpal s konturom L_1, a dlØ vtorogo – s konturom L_2 (sm. Ris. 8).

Ris. 8.

DIFRAKCI˚ NA KLINOVIDNO` OBLASTI 273 �to moßno sdelat~ poskol~ku pri fftom my ne pereseqem liniæ korneæ.

Legko pokazat~, qto integral po toæ qasti, gde arg ξ = −2/3π, budet ffksponencial~no mal, a na ostavxeæsØ qasti moßno vospol~zovat~sØ asimptotiqeskimi razloßeniØmi funkciæ v i w_2. V rezul~tate my poluqim takoe ße vyraßenie kak i v (2.5).

Takim obrazom, moßno sdelat~ vyvod, qto i v sluqae vognutoæ granicy kofffficient vozbußdeniØ B(φ_0, Φ) imeet takoæ ße vid, kak i dlØ vypukloæ, i zadaetsØ formuloæ (2.6). VyqislØØ integral (2.7) po vyqetam v kornØh funkcii �æri v(ξ), my moßem naæti kofffficienty vozbußdeniØ voln xepquweæ galerei.

Podqerknem, qto opisannaØ procedura pozvolØet naæti perviqnoe difrakcionnoe pole, t.e. rezul~tat difrakcii pada¸wego luqevogo polØ na rebro. Zametim, qto, esli u tela imeetsØ ewe odno ili neskol~ko reber, to ukazannym metodom moßno vyqislit~ i vtoriqnoe difrakcionnoe pole, t.e. rezul~tat difrakcii perviqnogo difrakcionnogo polØ na rebre i t.d.

V zakl¸qenie zametim, qto metod perenositsØ na sluqaæ drugih graniqnyh usloviæ.

Literatura

1. V. A. Borovikov, DifrakciØ na mnogougol~nikah i mnogogrannikah. Nauka, M., 1966, 455 s.

2. V. B. Philippov, Diffraction by a nonplanar screen. — Wave Motion 3 (1981), 78–81.

Philippov V. B., Kirpichnikova N. Ya. The diffraction from the wedgeshaped region with curved bounds.

A problem of the diffraction of the waves over-running on the wedgeshaped region Ω with curved bounds is considered. The incidence wave is given by the ray expansion. The scattered field is found as sum of the geometric-optical field and the diffractional field.

Postupilo 20 oktØbrØ 1997 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN