Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 250, 1998 g.

˚. V. Kurylev, M. Lassas

BAZISNOST^ PO ABELı–LIDSKOMU V NESAMOSOPR˚ȷENNO` OBRATNO` ZADAQE

§1. Vvedenie. Osnovnye rezul~taty

NastoØwaØ rabota posvØwena opisani¸ procedury vosstanovleniØ nesamosoprØßennogo fflliptiqeskogo differencial~nogo operatora vtorogo porØdka, zadannogo na mnogoobrazii s kraem, po ego graniqnym spektral~nym dannym Gel~fanda (GSDG). V sluqae operatora Xredingera, −Δ + q, zadannogo v ograniqennoæ oblasti R^m, m ¿ 2, zadaqa o vosstanovlenii vewestvennoanalitiqeskogo potenciala q byla rexena v [1]. DlØ sluqaØ neanalitiqeskogo q obratnaØ graniqnaØ spektral~naØ zadaqa byla rexena v [2, 3]. Metod, razvityæ v fftih rabotah, byl takße ispol~zovan dlØ dokazatel~stva edinstvennosti v zadaqe vosstanovleniØ potenciala po graniqnym dannym, zadannym na odnoæ qastote (operator Dirihle–v–Neæman). Bolee togo, metod [2, 3] moßet byt~ ispol~zovan i v sluqae nevewestvennyh potencialov i byl v dal~neæxem obobwen na sluqaæ nesamosoprØßennogo operatora Maksvella [4]. Odnako, naskol~ko nam izvestno, v nastoØwee vremØ ne suwestvuet obobweniØ metoda [2, 3] na sluqaæ nesamosoprØßennogo vozmuweniØ operatora Laplasa qlenami pervogo porØdka (samosoprØßennyæ sluqaæ rassmotren v [5]). Qto ße kasaetsØ obratnoæ zadaqi teorii rasseØniØ, to teorema edinstvennosti (ili, toqnee, opisanie sootvetstvu¸weæ gruppy preobrazovaniæ) dlØ vozmuweniØ operatora Laplasa mladximi qlenami byla dokazana v [6] s pomow~¸ preobrazovaniØ Radona. V rabote [7] byla proanalizirovana vzaimosvØz~ meßdu GSDG i graniqnymi spektral~nymi dannymi (GSD) kak dlØ sluqaØ nesamosoprØßennogo operatora Xredingera, tak i dlØ sluqaØ nesamosoprØßennogo operatora Maksvella. �ta svØz~ byla issledovana v [7] dlØ dokazatel~stva edinstvennosti v obratnoæ graniqnoæ spektral~noæ zadaqe dlØ ukazannyh operatorov. S drugoæ storony, obratnaØ graniqnaØ spektral~naØ zadaqa dlØ samosoprØßennyh fflliptiqeskih differencial~nyh operatorov 161

162 ˚. V. KURYLEV, M. LASSAS vtorogo porØdka, zadannyh na mnogoobrazii s kraem, byla rassmotrena v [8–10] s pomow~¸ GU-metoda [11–13]. V fftih rabotah bylo pokazano, qto GSD opredelØ¸t mnogoobrazie, a operator – s toqnost~¸ do nekotorogo preobrazovaniØ iz gruppy obobwennyh kalibrovoqnyh preobrazovaniæ.

V nastoØweæ rabote my ispol~zuem metody [7] i [8–10] dlØ analiza obratnoæ graniqnoæ spektral~noæ zadaqi dlØ nesamosoprØßennogo fflliptiqeskogo differencial~nogo operatora vtorogo porØdka na mnogoobrazii s kraem.

Pust~ (M, ∂M ) – kompaktnoe, svØznoe differenciruemoe (C^∞) mnogoobrazie, ∂M ≠ ⊥, dim M = m ¿ 1. Granica ∂M predstavlØet soboæ kompaktnoe differenciruemoe mnogoobrazie razmernosti m − 1, voobwe govorØ, nesvØznoe.

Pust~ a(x, D) – ravnomerno-fflliptiqeskoe differencial~noe vyraßenie vtorogo porØdka na M . V koordinatah x = (x^1, . . . , x^m) na M simvol a(x, D) imeet vid:

a(x, D)u := −a^{jl}(x)∂_j∂_lu + a^j(x)∂_j u + a^0(x)u, (1.1)

s vewestvennym poloßitel~no-opredelennym tenzorom [a^{jl}]^m_{j,l=1}. Vs¸du v dal~neæxem my predpolagaem beskoneqnu¸ gladkost~

a(x, D), a takße poØvlØ¸wegosØ vskore impedansa σ.

Simvol a(x, D) ili, toqnee, ego glavnaØ qast~ zadaet rimanovu metriku na M : dτ^2 = g_{jl}dx^jdx^l, [ g^{jl} ]_m j,l=1 = [ a^{jl} ]_m j,l=1. (1.2) S a(x, D) svØzan operator g_λ-operator Dirihle-v-Neæman: g_λ : f → u^f_λ | |_{∂M} , f ∈ C^∞(∂M ). (1.3) Zdes~ u^f_λ ∈ C^∞(M ) – ffto rexenie kraevoæ zadaqi ( a(x, D) − λ ) u^f_λ = 0 na M ; B u^f_λ | |_{∂M} = f, (1.4)

gde B – operator, zada¸wiæ graniqnoe uslovie Bu | |_{∂M} = ∂_νu + σu | |_{∂M} (1.5)

i ∂_ν – ffto normal~naØ proizvodnaØ v metrike (1.2). Operator g_λ opredelen pri vseh λ ∈ C , za iskl¸qeniem toqek spektra σ(A) operatora A vida Au = a(x, D)u, D(A) = { u ∈ H^2(M ) : Bu = 0 } . (1.6)

BAZISNOST^ PO ABELı––LIDSKOMU 163

Opredelenie 1. Para {∂M ; gλ, λ ∈ C \ σ(A)} nazyvaetsØ graniq-

nymi spektral~nymi dannymi Gel~fanda (GSDG) (M, A).

Pust~ ¶ ∈ C^∞ (M ) – kompleksno-znaqnaØ funkciØ i ¶ | |_{∂M} = 1, ¶ | |_M ≠ 0. (1.7)

FunkciØ ¶ poroßdaet preobrazovanie podobiØ operatora A, A → ¶ A¶^{−1}, (1.8) kotoroe ne menØet GSDG. PreobrazovaniØ (1.7). (1.8) obrazu- ¸t gruppu G, nazyvaemu¸ gruppoæ obobwennyh kalibrovoqnyh preobrazovaniæ, kotoraØ deæstvuet v prostranstve ravnomernofflliptiqeskih operatorov A na M .

Zadaqa. (ObobwennaØ obratnaØ zadaqa Gel~fanda [14, 1]). Pust~ pary (M_1, A_1) i (M_2, A_2) ime¸t te ße GSDS. Pokazat~, qto M_1 =

M_2(= M ) i A_1 i A_2 leßat v odnoæ i toæ ße orbite gruppy G

na M .

Zameqanie 1. Pod ravenstvom differenciruemyh mnogoobraziæ my ponimaem ih diffeomorfnost~.

V dannoæ rabote my privodim rexenie ukazannoæ zadaqi dlØ sluqaØ, kogda pole geodeziqeskih na (M, g) udovletvorØet nekotorym dopolnitel~nym usloviØm.

Pust~ p – gamil~tonian vida p(t, x, ω, ξ) = ω^2 − g^{jl} (x) ξ_j ξ_l. (1.9) Oboznaqim qerez q(s) ∈ T^∗(M × R_+) obobwennu¸ biharakteristiku gamil~toniana p, prinimaØ vo vnimanie vozmoßnoe otraßenie (difrakci¸) ee ot ∂M × R_+ (sm., naprimer, [15–17]). q(s) vstreqaet granicu v nedifrakcionnoæ toqke s = s_0, esli libo

(a) q(s_0)¯∈T^∗(∂M × R_+),

libo

(b) q(s_0) ∈ T^∗(∂M × R_+),

no biharakteristika q̃(s) ∈ T^∗( ~M × R_+), takaØ qto q̃(s_0) = q(s) vyhodit v dopolnenie ~M \ M pri malyh s − s_0. Zdes~ ~M – zamknutoe mnogoobrazie, soderßawee M , a q̃ – biharakteristika na ~M ×R_+, otveqa¸waØ gladkomu prodolßeni¸ p na T^∗( ~M ×R_+). Zameqanie 2. Sluqaæ (a) sootvetstvuet otraßeni¸ ot granicy, sluqaæ (b) – kasatel~nomu padeni¸ luqa na granicu, pri kotorom luq vyhodit za predely M .

164 ˚. V. KURYLEV, M. LASSAS

Opredelenie 2. (M, A) udovletvorØet uslovi¸ Bardo–Lebo–Rau-

ha (BLR-uslovie), esli libo

(a) l¸boæ luq imeet s graniceæ kontakt ne bolee qem koneqnogo porØdka i suwestvuet T > 0, takoe qto l¸baØ obobwennaØ biharakteristika prohodit qerez nedifrakcionnu¸ toqku za vremØ T , libo

(b) suwestvuet T > 0 i otkrytaØ koniqeskaØ okrestnost~ O mnoßestva ne-nedifrakcionnyh toqek na T^∗(M × [0, T ]) | |_{∂M×[0,T ]}, takie qto l¸baØ obobwennaØ biharakteristika prohodit qerez T^∗(M × [0, T ]) | |_{∂M×[0,T ]} \ O. Zameqanie 3. Uslovie BLR zavedomo vypolneno, esli M ⊂ R^m i A – ffto vozmuwenie ffvklidova laplasiana qlenami mladxego porØdka [15, 18].

Osnovnym rezul~tatom raboty ØvlØetsØ Teorema A. Pust~ (M1, A1) i (M2, A2) udovletvorØ¸t uslovi¸

BLR. Ih GSDG sovpada¸t v tom i tol~ko tom sluqae, kogda M_1 = M_2(= M ) i A_1 i A_2 leßat v odnoæ orbite gruppy G na M , t.e.

A_2 = ¶ A_1 ¶^{−1}, (1.10) gde ¶ udovletvorØet (1.7).

Vvidu ZameqaniØ 3 i Teoremy A vytekaet Sledstvie V. Pust~ M – oblast~ v R^m s gladkoæ graniceæ i A1,

A_2 – vozmuwenie ffvklidova laplasiana qlenami mladxego porØdka. A_1 i A_2 ime¸t odni i te ße GSDS, esli i tol~ko esli oni leßat v odnoæ orbite gruppy G na M .

Tak kak uslovie BLR ustoæqivo po otnoxeni¸ k C^2-vozmuweniØm metriki, imeet mesto Sledstvie S. Pust~ M ⊂ R^m i Ai, i = 1, 2 – fflliptiqeskie ope-

ratory vtorogo porØdka na M . Suwestvuet ε = ε(M ), takoe, qto pri ‖ ‖ a^{jl}_{(i)} − δ^{jl} ‖ ‖_{C2(M)} 6 ε, (1.11)

A_2 = X ∘ ¶A_1 ¶^{−1} ∘ X^{−1}, (1.12) esli A_1 i A_2 ime¸t odni i te ße GSDG. Zdes~ ¶ – funkciØ vida (1.7), a X – diffeomorfizm M , takoæ qto X | |_{∂M} = id | |_{∂M} . Nakonec,

a^{jl}_{(i)} – ffto kofffficienty vtorogo porØdka a_{(i)}(x, D).

BAZISNOST^ PO ABELı––LIDSKOMU 165

Plan raboty. §§2, 3 posvØweny izloßeni¸ neobhodimyh v dal~neæxem rezul~tatov spektral~noæ teorii fflliptiqeskih operatorov. V §4 my ustanavlivaem svØz~ meßdu GSDG i GSD, t.e. sledami na ∂M obobwennyh sobstvennyh funkciæ operatorov A i A^∗. V §5 privoditsØ predstavlenie kofffficientov Fur~e voln, poroßdaemyh graniqnymi istoqnikami. §6 posvØwen nekotorym rezul~tatam teorii graniqnogo upravleniØ. Spektral~- noe predstavlenie special~nogo klassa podprostranstv v L^2(M ), neobhodimyh dlØ vosstanovleniØ (M, A) izuqaetsØ v §7. V §§8, 9 my opisyvaem proceduru vosstanovleniØ (M, A) i dokazyvaem Teoremu A.

Osnovnoæ rezul~tat raboty (Teorema A) byl annonsirovan kak sovmestnyæ rezul~tat oboih avtorov na konferencii “Obratnye zadaqi, svØzannye s geometrieæ” (Tokio, sentØbr~ 1996) (sm.§XI (iii) [10]).

§2. Normal~nyæ spektr

V nastoØwem paragrafe my napomnim nekotorye fakty spektral~noæ teorii nesamosoprØßennyh operatorov (sm., naprimer, [19, 20]), neobhodimye v dal~neæxem. Pust~ A – zamknutyæ operator v gil~bertovom prostranstve H. �lement φ ⊂ D(A) ⊂ H nazyvaetsØ obobwennym sobstvennym vektorom (ili, v sluqae funkcional~nogo prostranstva H – funkcieæ) operatora A ( sokrawenie – (o.s.v.) ili (o.s.f.)), sootvetstvu¸wim sobstvennomu znaqeni¸ λ ∈ σ(A), esli

(A − λ)^p φ = 0 dlØ nekotorogo poloßitel~nogo p. (2.1)

Proektor Rissa P_λ, otveqa¸wiæ izolirovannoæ toqke spektra,

λ ∈ σ(A), opredelØetsØ konturnym integralom

P_λ = − 1 2πi ∮ Γ (A − z)^{−1} dz. (2.2)

Kontur Γ ⊂ C \ σ(A) okrußaet λ i ne soderßit inyh toqek σ(A). Proektor P_λ zadaet A-invariantnoe razloßenie H: H = H_λ · + G_λ, H_λ = P_λ H, G_λ = (I − P_λ)H, (2.3)

gde I – toßdestvennyæ operator. Oboznaqim qerez A | |_{Hλ} ograni-

qenie A na H_λ i qerez A | |_{Gλ} – na G_λ. Spektr σ(A | |_{Hλ} ) sostoit iz

166 ˚. V. KURYLEV, M. LASSAS

edinstvennoæ toqki λ, v to vremØ kak dlØ A | |_{Gλ} toqka λ – regu-

lØrnaØ toqka.

Toqka λ ∈ σ(A) – normal~naØ toqka spektra (nts), esli λ – izolirovannaØ toqka σ(A) i P_λ – koneqnomernyæ proektor,

dim H_λ = ν_λ < ∞. (2.4)

Pri fftom ( A | Hλ − λ )_{νλ} = 0 pri φ ∈ H_λ. (2.5)

t.e. H_λ sostoit iz o.s.v. operatora A sootvetstvu¸wih sobstvennomu qislu λ. Esli λ – n.t.s. A, to λ – n.t.s. A^∗. Sootvetstvu¸wee

A^∗ – invariantnoe razloßenie H = H^∗_λ · + G^∗_λ (2.6)

udovletvorØet sootnoxeniØm

H^∗_{λ̄} = H ⊖ G_λ; G^∗_{λ̄} = H ⊖ H_λ; dim H_λ = dim H^∗_{λ̄}(= ν_λ). (2.7)

Esli {φ_k}^{νλ}_{k=1} – bazis v H_λ, to suwestvuet edinstvennyæ biortogonal~nyæ bazis {ψ_k}^{νλ}_{k=1} v H^∗_{λ̄}; ⟨ φ_k, ψ_l ⟩_H = δ_{kl}, k, l, = 1, . . . , ν_λ. (2.8) V bazise {φ_k}^{νλ}_1 operator A | |_{Hλ} zadaetsØ matriceæ A, A = [ α_{ik} ]_{νk} i,k=1, A φk = νk∑ i=1 α_{ik} φ_i, (2.9) gde α_{ik} = ⟨ A φ_k, ψ_i ⟩_H. (2.10)

Togda operator A^∗ | |_{H∗λ̄} v bazise {ψ_k}^{νλ}_1 zadan matriceæ A^∗. Po-

skol~ku σ ( A | |_{Hλ} ) = λ, moßno vybrat~ bazis {φ_k}, tak qto A pri-

nimaet vid ßordanovoæ matricy, v qastnosti, α_{kk} = λ, k = 1, . . . , ν_λ. (2.11) Pri fftom operator A^∗ | |_{H∗λ̄} v biortogonal~nom bazise {ψ_k} zada-

etsØ soprØßenno-ßordanovoæ matriceæ A^∗.

Oboznaqim qerez r = r_λ qislo ßordanovyh blokov A i qerez

n_k, k = 1, . . . , r, – razmer kaßdogo iz ßordanovyh blokov. Pere-

numeruem φ_j, j = 1, . . . , ν_λ, s pomow~¸ dvuh indeksov k, l: φ_{k,l}, gde

BAZISNOST^ PO ABELı––LIDSKOMU 167 k ukazyvaet na ßordanov blok, a l – na pozici¸ vnutri bloka. Togda (A − λ)^p φ_{k,l} = φ_{k,l−p}, k = 1, . . . , r; l = 1, . . . , n_k, (2.12) priqem

φ_{k,l} = 0 pri l 6 0. (2.13)

Biortogonal~nyæ bazis {ψ_j} budet togda perenumerovan kak ψ_{k,l}, k = 1, . . . , r, l = 1, . . . , n_k, i ⟨ φ_{kl}, ψ_{ij} ⟩_H = δ_{ki} δ_{lj} . (2.14)

Pri fftom

(A^∗ − λ̄)^pψ_{k,l} = ψ_{k,l+p}, (2.15)

priqem

ψ_{k,l} = 0 pri l > n_k. (2.16)

Oboznaqim qerez J_λ ⊂ GL(ν_λ, C ) gruppu preobrazovaniæ bazisa

{φ_{k,l}} sohranØ¸wih ßordanovu strukturu A.

Predloßenie 1. Gruppa Jλ poroßdena semeæstvom preobrazo- vaniæ {T_{k,m,p}(c)}, gde k = 1, . . . , r; p = 1, . . . , n_k; m = 1, . . . , r; s n_m ¿ n_k − p + 1, i

(i) pri m = k i p = 1 T φ_{k,l} = cφ_{k,l}, c ∈ C , c ≠ 0; T φ_{j,l} = φ_{j,l} pri j ≠ k; (2.17) (ii) v inom sluqae T φ_{k,l} = φ_{k,l} + cφ_{m,l−p+1}, c ∈ C ; T φ_{j,l} = φ_{j,l} pri j ≠ k, (2.18) a takße perestanovkami ßordanovyh blokov v A.

(My napominaem, qto φ_{k,l} = 0 pri l 6 0.)

Dokazatel~stvo. UporØdoqim ßordanovy bloki v porØdke ubyvaniØ n_k:

μ = n_1 ¿ n_2 ¿ . . . ¿ n_r.

Oboznaqim qerez p_μ qislo blokov razmernosti μ, qerez p_{μ−1}- razmernosti μ−1, i t.d. Oqevidno, μp_μ +. . .+p_1 = ν_λ i D^μ H_λ = 0, gde qerez D my oboznaqili A | |_{Hλ} − λ. Rassmotrim posledovatel~nost~ podprostranstv H_λ: {0} = R ( D^μ) ⊂ R(D^{μ−1} ) ⊂ . . . ⊂ R(D) ⊂ R(D^0) = H_λ, (2.19)

168 ˚. V. KURYLEV, M. LASSAS

R(D^j ) poroßdeno vektorami {φ_{k,l}}, k = 1, . . . , p_μ + . . . p_{j+1}; l = 1, . . . , n_k − j. Dopustimoe preobrazovanie T , sohranØ¸wee ßordanovu formu A, φ_{k,l}^T→ ~φ_{k,l}, harakterizuetsØ tem, qto novye o.s.v. ~φ_{k,l} takße udovletvorØ¸t (2.12), (2.13) i semeæstvo { ~φ_{k,l}}, k = 1, . . . , p_μ +

. . . + p_{j+1}, l = 1, . . . , n_k − j, poroßdaet R(D^j ), j = 0, 1, . . . , μ.

Rassmotrim semeæstvo {φ_{k,1}}^{pμ}_{k=1}, poroßda¸wee R(D^{μ−1}). ˚sno, qto nevyroßdennoe lineænoe preobrazovanie C_μ ∈ GL(p_μ, C ) privodit k dopustimomu bazisu { ~φ_{k,1}}^{pμ}_{k=1} v R(D^{μ−1}). PrimenØØ toße preobrazovanie k o.s.v. {φ_{k,l}}^{pμ}_{k=1}; l = 2, . . . , μ, my poluqaem preobrazovanie iz gruppy J_λ.

Rassmotrim R(D^{μ−2}). Ono poroßdeno o.s.v. {φ_{k,1}, k = 1, . . . , p_μ+

p_{μ−1}; φ_{k,2}, k = 1, . . . , p_μ}. Poskol~ku {φ_{k,1}; k = 1, . . . , p_μ} uße vy-

brany, i Dφ_{k,2} = φ_{k,1}, edinstvenno vozmoßnymi preobrazovani- Ømi bazisa v R(D^{μ−2}) ØvlØ¸tsØ sledu¸wie preobrazovaniØ:

(i) Nevyroßdennoe lineænoe preobrazovanie C_{μ−1} ∈ GL(p_{μ−1}, C ) vektorov {φ_{k,1}}^{pμ+pμ−1}_{k=pμ+1} ;

(ii) Dobavlenie k vektoram φ_{k,1}, k = p_μ + 1, . . . , p_μ + p_{μ−1}, li-

neænoæ kombinacii vektorov φ_{k,1}, k = 1, . . . , p_μ;

(iii) Dobavlenie k vektoram φ_{k,2}, k = 1, . . . , p_μ, lineænoæ kom-

binacii vektorov φ_{k,1}, k = 1, . . . , p_μ + p_{μ−1}.

SoprovoßdaØ kaßdoe iz preobrazovaniæ (i)–(iii) sootvetstvu¸- wimi lineænymi preobrazovaniØmi vektorov φ_{k,j}, k = 1, . . . , p_μ,

j ¿ 3, i φk,j, k = pμ + 1, . . . , pμ + pμ−1, j ¿ 2, my poluqaem pre-

obrazovaniØ gruppy J_λ.

Rassmotrim R(D^{μ−s−1}). Ono poroßdeno bazisom R(D^{μ−s}), kotoryæ uße vybran, i vektorami { φ_{k,s+1}, k = 1, . . . , p_μ; φ_{k,s}, k = p_μ + 1, . . . , p_μ + p_{μ−1}; . . . ; φ_{k,1}, k = p_μ + . . . + p_{μ−s+1} + 1, . . . , p_μ + . . . + p_{μ−s} } . Vozmoßnye preobrazovaniØ fftih vektorov ime¸t sledu¸wiæ vid:

(i) Nevyroßdennoe lineænoe preobrazovanie C_{μ−s} ∈ GL(p_{μ−s}, C ) vektorov {φ_{k,1}, k = p_μ + . . . + p_{μ−s+1} + 1, . . . , p_μ + . . . + p_{μ−s}};

(ii) Dobavlenie k vektoram φ_{k,1}, k = p_μ +. . .+p_{μ−s+1} +1, . . . , p_μ + . . . + p_{μ−s}, lineænoæ kombinacii φ_{k,1}, k = 1, . . . , p_μ + . . . + p_{μ−s+1};

(iii) Dobavlenie k vektoram φ_{k,l}, k = 1, . . . , p_μ + . . . + p_{μ−s+1}, l = n_k −(μ−s−1), lineænoæ kombinacii φ_{k,1}, k = 1, . . . , p_μ +. . .+p_{μ−s}.

BAZISNOST^ PO ABELı––LIDSKOMU 169 SoprovoßdaØ kaßdoe iz preobrazovaniæ (i)–(iii) sootvetstvu¸- wimi lineænymi preobrazovaniØmi vektorov φ_{k,l}, k = 1, . . . , p_μ +

. . . + p_{μ−s}, l > n_k − (μ − s − 1), my poluqaem preobrazovaniØ grup-

py J_λ.

˚sno, qto opisannye preobrazovaniØ sootvetstvu¸t preobrazovaniØm, poluqennym fflementarnymi preobrazovaniØmi T_{k,m,p}, i opredelØ¸t grupp J_λ s toqnost~¸ do perestanovok ßordanovyh blokov. Kogda T ∈ J_λ – preobrazovanie bazisa {φ_{k,l}} v H_λ,

(T^∗)^{−1} – inducirovannoe preobrazovanie biortogonal~nogo ba-

zisa {ψ_{k,l}} v H^∗_{λ̄}. V qastnosti, pri T = T_{k,m,p}(c) imeem

(i) m = k, p = 1

(T^∗)^{−1} ψ_{k,l} = c̄^{−1} ψ_{k,l}; (T^∗)^{−1} ψ_{j,l} = ψ_{j,l}, j ≠ k; (2.20)

(ii) v inom sluqae (T^∗)^{−1} ψ_{m,l} = ψ_{m,l} − c̄ ψ_{k,l+p−1}; (T^∗)^{−1} ψ_{j,l} = ψ_{j,l}, j ≠ m. (2.21) Zameqanie 4. Esli my perenumeruem {ψj } v sootvetstvii s pe-

restanovkoæ {1, 2, . . . , ν} → {ν, . . . , 2, 1}, to (T^∗)^{−1} perehodit v preobrazovanie iz gruppy J_λ.

Rezol~venta ( A | |_{Hλ} −z)^{−1} – ffto meromorfnaØ operator-znaqnaØ

funkciØ z s edinstvennym pol¸som v z = λ. PorØdok pol¸sa raven μ i ( A | |_{Hλ} − z)^{−1} = − μ∑ p=1 ( A | |_{Hλ} − λ)^{p−1} (z − λ)^p . (2.22)

Tak kak λ – regulØrnaØ toqka A | |_{Gλ} , razloßeniØ (2.3), (2.22) po-

kazyva¸t, qto

(A − z)^{−1} = ( A | |_{Gλ} − z)^{−1}(I − P_λ) − μ∑ p=1 T_p (z − λ)^p , (2.23)

priqem pervyæ qlen v pravoæ qasti (2.23) analitiqen pri z = λ i T_p = ( A | |_{Hλ} − λ)^{p−1} P_λ. (2.24)

V biortogonal~nom bazise {φ_{k,l}}, {ψ_{k,l}}, T_p imeet vid

T_p f = r∑ k=1 nk∑ l=1 ⟨ f, ψ_{k,l} ⟩_H φ_{k,l−p+1}. (2.25)

170 ˚. V. KURYLEV, M. LASSAS V qastnosti, kogda H = L^2(M, g), T_p – ffto integral~nyæ operator s Ødrom T_p(x, y) = r∑ k=1 nk∑ l=1 φ_{k,l−p+1}(x) ψ_{k,l}(y). (2.26) §3. Summiruemost~ po Abel¸–Lidskomu

Kogda A – operator vida (1.1), (1.5), (1.6), ego spektr diskreten, σ(A) = {λ_j}^∞_{j=1}, i kaßdoe λ_j – normal~naØ toqka spektra [21, 22]. Preobrazovanie Fur~e F : L^2(M ) → C^∞ zadaetsØ predstavleniem F(f) = { F_{j,k,l} (f), j = 1, 2, . . . ; k = 1, . . . , r_j; l = 1, . . . , n^j_k } (3.1) F_{j,k,l} (f) = ⟨ f, ψ^j_{k,l} ⟩_H. (3.2) V ravenstvah (3.1), (3.2) i v dal~neæxem indeks j sootvetstvuet nomeru sobstvennogo qisla λ_j , a qisla ν_j, r_j, n^j_k ime¸t tot ße smysl, qto i v §2 s λ = λ_j , t.e. r^j = r^j_{λj} i t.d. Imeet mesto razloßenie f ∼ ∞∑ j=1 rj∑ k=1 njk∑ l=1 F_{j,k,l} (f) φ^j_{k,l}, (3.3) priqem summiruemost~ ponimaetsØ v smysle AbelØ–Lidskogo [23]. DlØ opredeleniØ summiruemosti, rassmotrim kontur Γ ⊂ C , Γ ∩ σ(A) = ⊥. Oboznaqim qerez P_{Γ,β}(τ ), τ, β ¿ 0, modificirovannyæ proektor Rissa, otveqa¸wiæ Γ P_{Γ,β}(τ ) f = − 1 2πi ∮ Γ e^{−zβ τ} (A − z)^{−1} f dz. (3.4) Ispol~zuØ kofffficienty Fur~e F_{j,k,l}, perepixem (3.4) v vide P_{Γ,β}(τ )f = ∑ λj vnutri Γ rj∑ k=1 njk∑ l=1 l−1∑ p=0 · {[ ∂^p ∂z^p e^{−τzβ} ]| | |_{z=λj} F^{j,k,l} (f) φ^jk,l−p } . (3.5)

BAZISNOST^ PO ABELı––LIDSKOMU 171

Teorema 2 (Kacnel~son–Agranoviq). Pust~ A – operator vida (1.1), (1.5), (1.6). β > m − 1 – proizvol~no. Suwestvuet posledovatel~nost~ qisel α_n, α_n → ∞ pri n → ∞ takaØ qto

f = lim_{τ→+0} f_τ , (3.6) gde f_τ = = ∞∑ n=0 { ∑ αn6Re λj<αn+1 rj∑ k=1 njk∑ l=1 njk∑ p=0 [ ∂^p ∂z^p e^{−τzβ} ]| | |_{z=λj} F^{j,k,l} (f) φ^jk,l−p }

= ∞∑ n=0 [ ∑ αn6Re λj<αn+1 k,l f^j_{k,l}(τ )φ^j_{k,l} ] . (3.7)

Shodimost~ v (3.7) – ffto shodimost~ v L^2-metrike.

Posledovatel~nost~ α_n zavisit tol~ko ot β i σ(A).

Teorema 2 – ffto, po suwestvu, qastnyæ sluqaæ Teoremy 9.2.3 [21] i Teoremy 6.2.4 [22]. Odnako, v silu togo, qto v sluqae obratnoæ zadaqi my ne znaem spektra σ(A_0) samosoprØßennogo operatora A_0, blizkogo k A, prØmoæ perenos dokazatel~stva ukazannyh teorem na sluqaæ Teoremy 2 nevozmoßen, i my privodim kratkoe dokazatel~stvo Teoremy 2.

Dokazatel~stvo. Naqnem s nekotoryh zameqaniæ:

(i) Ispol~zuØ kalibrovoqnoe preobrazovanie, moßno dobit~sØ togo, qto σ = 0 v graniqnom uslovii (1.5).

(ii) SdvigaØ spektr σ(A) vdol~ vewestvennoæ osi, moßno sqi-

tat~, qto σ(A) leßit vnutri sektora | arg z |< θ, priqem βθ 6 π/4. Vyberem kontur Γ v (3.4), ograniqiva¸wiæ sektor | arg z |< θ (sm. ris. 1), i vetv~ z^β , provodØ razrez vdol~ otricatel~noæ vewestvennoæ poluosi.

Pust~ A_0 – operator Laplasa na (M, g) (s kraevym usloviem Neæmana): A_0v = −g^{−1/2}∂_j [ g^{1/2} g^{jl} ∂_lv ] + v, ∂_νv | |_{∂M} = 0. (3.8)

172 ˚. V. KURYLEV, M. LASSAS

Ris. 1.

Togda A = A_0 +A_1, gde A_1 – operator pervogo porØdka. Pri dokazatel~stve my ispol~zuem ocenku (6.61) iz [21], kotoru¸ moßno sformulirovat~ v vide:

v l¸bom intervale ( n^d, (n + 1)^d ) , d > 2, naædetsØ qislo α_n, takoe qto ‖ ‖(A − z)^{−1} ‖ ‖ 6 c1 exp^(cn^{dγ )}, γ >^{n − 1}_2 , (3.9)

kogda z ∈ Γ_n. Zdes~ Γ_n – ffto koneqnyæ kontur, poluqennyæ iz Γ s pomow~¸ vertikal~nyh liniæ, prohodØwih qerez toqki α_n,

α_{n+1} (sm. Ris. 2).

Ris. 2.

(Otmetim, qto ocenka (3.9) moßet byt~ poluqena iz Teoremy

V.5.1, [19] s pomow~¸ tehniki teorii celyh funkciæ [24].)

BAZISNOST^ PO ABELı––LIDSKOMU 173 V silu toßdestva Gil~berta ( A − z )_{−1} − ( A − ξ )_{−1} = (z − ξ) ( A − z )_{−1} ( A − ξ )_{−1} , iz (3.9) sleduet, qto ‖ ‖(A − ξ)^{−1} ‖ ‖ 6 2c1 exp^(cn^{dγ )} (3.10)

pri z ∈ Γ_n i |ξ − z| 6 1/2c_1 exp ( − cn^{dγ} ) . Iz ocenki (3.10) i veælevskoæ asimptotiki dlØ A_0 vytekaet suwestvovanie posledovatel~nosti qisel α^′_n ∈ (n^d, (n + 1)^d), takih qto ocenka (3.9) spravedliva kak dlØ A, tak i dlØ A_0 ‖ ‖(A_0 − z)^{−1} ‖ ‖ 6 c^′_1 exp^(c^′n^{dγ )} (3.11)

vs¸du na Γ^′_n, gde Γ^′_n – kontury qerez toqki α^′_n, α^′_{n+1}.

Rassmotrim modificirovannye proektory Rissa P^′_{nβ}(τ ) i

Q^′_{nβ}(τ ) dlØ operatorov A i A_0, sootvetstvu¸wie konturam Γ^′_n:

P^′_{nβ}(τ ) = − 1 2πi ∮ Γ^′n e^{−τzβ} (A − z)^{−1} dz;

Q^′_{nβ}(τ ) = − 1 2πi ∮ Γ^′n

e^{−τzβ} (A_0 − z)^{−1} dz. (3.12)

Otmetim, qto, tak kak polosy Re z ∈ [α_n, α^′_n] svobodny ot toqek spektra A, P^′_{nβ}(τ ) = P_{nβ}(τ ).

Vyberem d i γ takim obrazom, qto dγ < β. (3.13) Ispol~zuØ opredelenie (3.12) i neravenstva (3.9), (3.11), (3.13), legko poluqit~, qto lim N→∞ N∑ n=1 P^′_{n,β}(τ ) = P_{Γ,β}(τ ); (3.14)

lim N→∞ N∑ n=1 Q^′_{n,β}(τ ) = Q_{Γ,β}(τ ), (3.15)

priqem shodimost~ imeet mesto v ravnomernoæ operatornoæ topologii. �to oznaqaet, v qastnosti, qto summa v pravoæ qasti (3.7) shoditsØ.

174 ˚. V. KURYLEV, M. LASSAS

Rassmotrim Q_{Γ,β}(τ )f = − 1 2πi ∫ Γ e^{−τ zβ} (A_0 − z)^{−1} f dz

= ∞∑ j=1 e^{−τ λβ0j} f_{0j} φ_{0j}, (3.16)

gde λ_{0j}, φ_{0j} , f_{0j} – ffto sobstvennye znaqeniØ, sobstvennye funkcii i kofffficienty Fur~e, sootvetstvu¸wie A_0. Pri τ → 0 pravaØ qast~ (3.16) stremitsØ k f, t.e.

Q_{Γ,β}(τ ) → I, (3.17)

priqem shodimost~ imeet mesto v sil~noæ operatornoæ topologii.

S drugoæ storony, v silu vtorogo toßdestva Gil~berta,

P_{Γ,β}(τ ) − Q_{Γ,β}(τ ) = − 1 2πi ∫ Γ e^{−τzβ} [ (A − z)^{−1} − (A_0 − z)^{−1} ] dz

= − 1 2πi ∫ Γ e^{−τzβ} (A − z)^{−1} A_1(A_0 − z)^{−1} dz. (3.18)

Poskol~ku ‖ ‖(A_0 − z)^{−1} ‖ ‖ 6 c | z |^{−1},^‖A1(A0 − z)^{−1‖} 6 c | z |^{−1/2} vne Γ, ‖ ‖(A − z)^{−1} ‖ ‖ 6 c | z |^{−1} na Γ.

Ispol~zuØ ffti ocenki poluqim, qto ‖ ‖e^{−τ zβ} (A − z)^{−1} A_1(A_0 − z)^{−1} ‖ ‖ 6 c | z |^{−3/2}, (3.19)

pri τ ¿ 0, z ∈ Γ. No togda P_{Γ,β}(τ ) − Q_{Γ,β}(τ ) −→_{τ→+0} − 1 2πi ∫ Γ (A − z)^{−1} A_1(A_0 − z)^{−1} dz. (3.20)

Ispol~zuØ analitiqnost~ podyntegral~noæ funkcii v (3.20) vo vnexnosti Γ i ocenku (3.19), legko pokazat~, qto integral v pravoæ qasti (3.20) raven 0. Utverßdenie teoremy vytekaet iz (3.17) i (3.20).

Kogda f – gladkaØ funkciØ, teoremu 2 moßno usilit~:

BAZISNOST^ PO ABELı––LIDSKOMU 175

Lemma 3. Pust~ v ∈ D(A^n), n ¿ 0, i vτ opredeleno formuloæ (3.7).

Togda, v topologii H^{2n}(M ), lim τ→+0 v_τ = v. (3.21)

Dokazatel~stvo. V silu ffksponencial~noæ ocenki podyntegral~noæ funkcii v (3.4), A^n(v_τ ) = (A^n v)_τ . No (A^nv)_τ → A^nv v L^2(M ), tak qto

v_τ −→_{τ→+0} v (3.22)

otnositel~no metriki, poroßdennoæ A^n. Utverßdenie lemmy vytekaet teper~ iz togo, qto D(A^n) ⊂ H^{2n}(M ).

Poskol~ku operator A^∗ imeet tu ße formu (1.1), (1.5), (1.6), qto i A, vse utverßdeniØ osta¸tsØ spravedlivymi i dlØ A^∗, esli my zamenim preobrazovanie Fur~e F na F^∗:

F^∗(g) = { F^∗_{j,k,l}(g) = ⟨ g, φ^j_{k,l} ⟩; j = 1, 2, . . . ; k = 1, . . . , r_j; l = 1, . . . , n^j_k } . (3.23)

Tak kak (A^∗ −z̄ )^{−1} = [(A−z)^{−1}]^∗, ocenki (3.9), (3.10) spravedlivy i dlØ (A^∗ − z̄ )^{−1}, kogda z ∈ Γ_n, Γ^′_n. Pofftomu pri opredelenii g_τ my moßem ispol~zovat~ te ße α_n, qto i dlØ f_τ , tak qto

g_τ = = ∞∑ n=0 { ∑ αn6Re^¯λj <αn+1 rj∑ k=1 njk∑ l=1 njk∑ p=0 [ ∂^p ∂z^p e^{−τzβ} ]| | |_{z=λ̄j} F^{∗j,k,l} (g) ψ^jk,l+p }

= ∞∑ n=0 [ ∑ αn6Re^¯λj<αn+1 k,l g^{∗j}_{k,l}(τ )ψ^j_{k,l} ] . (3.24)

Predloßenie 4. Pust~ Fj,k,l, F^∗_{j,k,l}, j = 1, 2, . . .; k = 1, . . . , rj; l = 1, . . . , n^j_k, – ffto kofffficienty Fur~e funkciæ f, g ∈ L^2(M ). Togda ffti kofffficienty odnoznaqno opredelØ¸t ⟨ f, g ⟩_H.

Dokazatel~stvo. Ispol~zuØ L^2-shodimost~ rØdov (3.7), (3.24), nahodim ⟨ f_τ , g_τ ⟩_H, τ > 0. No ⟨ f_τ , g_τ ⟩ −→_{τ→+0} ⟨ f, g ⟩.

176 ˚. V. KURYLEV, M. LASSAS

§4. Obobwennye sobstvennye funkcii na granice

V rassmotreniØh §§4–8 my budem predpolagat~, qto narØdu s

{∂M ; g_λ, λ ∈ C } nam izvestna mera dS na ∂M , poroßdennaØ me-

trikoæ g. Odnako, v konce §8 (teorema 17 i sledstvie 18) my pokaßem, qto GSDG opredelØ¸t dS. Opredelenie. Nabor dannyh^{∂M, dS, {λj}, {φ^j_{k,l}^|_{∂M} , ψ^j_{k,l}^|_{∂M} }, j = 1, 2, . . . ; k = 1, . . . , r_j; l = 1, . . . , n^j_k } nazyvaetsØ graniqnymi spektral~nymi dannymi (GSD) operatora A vida (1.1), (1.5), (1.6).

My napominaem, qto {φ^j_{k,l}}, {ψ^j_{k,l}} – ffto biortogonal~nyæ bazis v L^2(M ), poroßda¸wiæ ßordanovo predstavlenie matric A_j , sootvetstvu¸wih A | |_{Hj} . V nastoØwem paragrafe my pokaßem, qto GSD opredelØ¸tsØ po GSDG.

Lemma 5. Pust~ {∂M ; gλ, λ ∈ C } – GSDG operatora A vida (1.1), (1.5), (1.6) i dS – metrika na ∂M , poroßdennaØ operatorom A. �ti dannye opredelØ¸t λ_j i T^j_p (x, y), x, y ∈ ∂M , j = 1, 2, . . .; p = 1, . . . , μ_j, odnoznaqno. Zdes~ T^j_p – ffto operator T^j_p vida (2.24), sootvetstvu¸wiæ λ = λ_j.

Dokazatel~stvo. V silu (2.23), dlØ l¸bogo kompakta K ⊂ C

(A − z)^{−1} = ^G_z − ∑ λj∈K μj∑ p=1 T^j_p (z − λ_j)^p , (4.1)

priqem ^G_z analitiqna na K. Ispol~zuØ (4.1) zapixem rexenie zadaqi Neæmana a(x, D) u^f_z − z u^f_z = 0, B u^f_z | |_{∂M} = f, (4.2)

imeet vid

u^f_z (x) = ∫ ∂M ^G_z(x, y) f (y) dS

− ∑ λj∈K μj∑ p=1 (z − λ_j )^{−p} ∫ ∂M T^j_p (x, y) f (y) dS. (4.3)

BAZISNOST^ PO ABELı––LIDSKOMU 177 V qastnosti, g_z f = u^f_z | | | |_{∂M} = ∫ ∂M ^G_z(x, y) f (y) dS

− ∑ λj∈K μj∑ p=1 (z − λ_j )^{−p} ∫ ∂M T^j_p (x, y) f (y) dS. (4.4) Pervyæ integral v (4.4) opredelØet analitiqesku¸ na K funkci¸ z, prinadleßawu¸ C^∞(∂M ) pri f ∈ C^∞(∂M ). Takim obrazom, pol¸sa na K – ffto podmnoßestvo σ(A) ∩ K. Ispol~zuØ razloßeniØ Lorana g_zf, z ∈ K, my moßem opredelit~ integraly ∫ ∂M T^j_p (x, y)f(y)dS i sootvetstvu¸wie λ_j.

DlØ fftogo neobhodimo, qtoby suwestvovala funkciØ f ∈

C^∞(∂M ), takaØ qto ∫ ∂M T^j_p (x, y)f(y)dS ≠ 0. Rassmotrim p = μ_j i f = ψ^j_{k,μj} dlØ nekotorogo k: n^j_k = μ_j . Togda ∫ ∂M T^j_{μj} (x, y)f(y)dS = ∑ c:njc=μj a_c φ^j_{c1}(x), (4.5) gde a_c = ( ψ^j_{k,μj} , ψ^j_{c,μj} ) L2(∂M) ; a_k ≠ 0. (4.6)

Tak kak funkcii {φ^j_{c1}}^{μj}_{c=1} lineæno nezavisimy, ∫ ∂M T^j_{μj} (x, y) ψ^j_{k,μj} (y) dS ≠ 0. Takim obrazom, g_z opredelØet vse λ_j ∈ K, i, menØØ f ∈ C^∞(∂M ), my nahodim vse Ødra T^j_p (x, y), x, y ∈ ∂M .

Naxeæ sledu¸weæ cel~¸ ØvlØetsØ opredelenie φ^j_{k,l} | |_{∂M} , ψ^j_{k,l} | |_{∂M} iz T^j_p (x, y), x, y ∈ ∂M . Poskol~ku kaßdoe λ_j budet rassmatrivat~sØ nezavisimo ot drugih, my budem v dal~neæxem opuskat~ indeks j.

Teorema 6. Pust~ Tp(x, y), p = 1, . . . , μ, – Ødra Xvarca operatorov

T_p vida (2.25), (2.26). Togda T_p(x, y), x, y ∈ ∂M , opredelØ¸t { φ_{k,l} | |_{∂M} , ψ_{k,l} | |_{∂M} }, k = 1, . . . , r; l = 1, . . . , n_k,

178 ˚. V. KURYLEV, M. LASSAS

s toqnost~¸ do preobrazovaniØ iz gruppy J.

Dokazatel~stvo. Zametim, qto funkcii {φk,1^|_{∂M} }^r_{k=1} lineæno nezavisimy, ravno kak {ψ_{k,nk} | |_{∂M} }^r_{k=1}.

DlØ rekonstrukcii {φ_{k,l} | |_{∂M} }, {ψ_{k,l} | |_{∂M} } vospol~zuemsØ sledu-

¸weæ rekurrentnoæ proceduroæ.

1. Pust~ p = μ. V silu (2.26) T_μ(x, y) = pμ∑ k=1 φ_{k,1}ψ_{k,μ}(y) = pμ∑ k=1 φ_{k,1} ⊗ ψ_{k,μ}. (4.7) T_μ poroßdaet p_μ-mernyæ operator v L^2(∂M ), priqem R(T_μ) natØ-

nuto na {φ_{k,1} | |_{∂M} }^{pμ}_{k=1}. Takim obrazom my v sostoØnii opredelit~ {φ_{k,1} | |_{∂M} }^{pμ}_{k=1} s toqnost~¸ do preobrazovaniØ iz gruppy J. Po-

skol~ku

T_μ f = pμ∑ k=1 ( f, ψ_{k,μ} | |_{∂M} )_{L2(∂M)} φ_{k,1} | |_{∂M} , (4.8)

gde φ_{k,1} | |_{∂M} uße opredeleny, lemma Rissa pozvolØet odnoznaqno

opredelit~ ψ_{k,μ} | |_{∂M} , k = 1, . . . , p_μ. 2. Predpoloßim, qto my uße vosstanovili o.s.v., vhodØwie v

T_{n+1}(x, y), . . . , T_μ(x, y), x, y ∈ ∂M . Rassmotrim T_n(x, y) i otmetim,

qto neizvestnye qleny v T_n moßno zapisat~ v vide ~T_n(x, y) := ∑ k:nk=n φ_{k,1}(x) ψ_{k,n}(y)

+ ∑ k:nk>n { φ_{k,1}(x) ψ_{k,n}(y) + φ_{k,nk+1−n}(x) ψ_{k,nk}(y) } = (4.9) = ∑ k:nk=n φ_{k,1} ⊗ ψ_{k,n} + ∑ k:nk>n { φ_{k,1} ⊗ ψ_{k,n} + φ_{k,nk+1−n} ⊗ ψ_{k,nk} } , gde podqerknutye qleny sootvetstvu¸t uße vosstanovlennym

o.s.v. i ~T_n(x, y), x, y ∈ ∂M , izvestno.

Zametim, qto, s toqnost~¸ do preobrazovaniØ iz gruppy J, funkcii φ_{k,1} | |_{∂M} , k : n_k = n, i φ_{k,nk+1−n} | |_{∂M} , k : n_k > n, ortogo-

nal~ny φ_{k,1} | |_{∂M} , k : n_k > n, v L^2(∂M ). Pofftomu ∫ ∂M ~T_n(x, y) φ_{j,1} (x) dS_x

BAZISNOST^ PO ABELı––LIDSKOMU 179 = ∑ k:nk>n ( φ_{k,1}, φ_{j,1} ) L2(∂M) ψk,n(y), j : nj > n. (4.10) Tak kak matrica [ (φ_{k,1} φ_{j,1}) ]_{pμ+...+pn+1} j,k=1 nevyroßdena, funkcii ψ_{k,n} | |_{∂M} , k : n_k > n, opredelØ¸tsØ iz (4.10) edinstvennym obra-

zom. OtweplØØ qleny s ψ_{k,n} | |_{∂M} , k : n_k > n, my prihodim k urav-

neni¸ T̃_n(x, y) = ∑ k:nk=n φ_{k,1} ⊗ ψ_{k,n} + ∑ k:nk>n φ_{k,nk+1−n} ⊗ ψ_{k,n}, (4.11) priqem T̃_n(x, y), x, y ∈ ∂M , ψ_{k,nk}(y), y ∈ ∂M , k : n_k > n, izvestny. Ispol~zuØ tot fakt, qto, s toqnost~¸ do preobrazovaniØ iz gruppy J, funkcii ψ_{k,nk} | |_{∂M} , k : n_k = n, ortogonal~ny ψ_{k,nk} | |_{∂M} , k : n_k > n, my opredelØem integraly ∫ ∂M T̃_n (x, y) ψ_{j,nj} (y) dS_y

= ∑ k:nk>n ( ψ_{j,nj} , ψ_{k,nk} ) L2(∂M) φk,nk+1−n(x), (4.12) pri j : n_j > n. Te ße rassußdeniØ, qto i vyxe pokazyva¸t, qto (4.12) opredelØ¸t odnoznaqno vse funkcii φ_{k,nk+1−n} | |_{∂M} , k : n_k > n. V rezul~tate my prihodim k uravneni¸ na ∑ k:nk=n φk,1 | |_{∂M} ⊗ ψ_{k,n} | |_{∂M} . Ispol~zuØ te ße rassußdeniØ, qto i v qasti 1, my vos-

stanavlivaem φ_{k,1} | |_{∂M} , ψ_{k,n} | |_{∂M} s toqnost~¸ do lineænogo pre-

obrazovaniØ iz GL(p_n, C ).

§5. Kofffficienty Fur~e voln, poroßdennyh graniqnymi istoqnikami

Pust~ u(x, t) = u^F (x, t) – rexenie naqal~no-kraevoæ zadaqi u_{tt} + a(x, D)u = 0, (x, t) ∈ M × [0, T^∗], (5.1) u | | |_{t=0} = u^t | | |_{t=0} = 0, Bu | | |_{∂M×[0,T ∗]} = F ∈ L^2 ( ∂M × [0, T^∗] ) . Rassmotrim razloßenie Fur~e volny u^F ( · , t) v moment t

u^F ( · , t) = ∑_∞ j=1 ∑_{rj} k=1 ∑_n^j_k l=1 F_{j,k,l} ( u^F (t) ) φ^j_{k,l}, (5.2) gde shodimost~ ponimaetsØ v smysle AbelØ–Lidskogo.

180 ˚. V. KURYLEV, M. LASSAS

Predloßenie 7. Esli GSD i mera dS izvestny, to kofffficien- ty Fur~e F_{j,k,l} ( u^F (t) ) opredelØ¸tsØ odnoznaqno.

Dokazatel~stvo. Po opredeleni¸ F_{j,k,l} ( u^F (t) ) = ⟨ u^F (t), ψ^j_{k,l} ⟩ H = ∫ M u^F (x, t) ψ^j_{k,l}(x) dx. DifferenciruØ ffto toßdestvo dvaßdy po t i ispol~zuØ (5.1), netrudno poluqit~ uravnenie

d^2 dt^2 F_{j,k,l} ( u^F (t) ) + λ_j F_{j,k,l} ( u^F (t) )

= − ∫ ∂M F (x, t) ψ^j_{k,l}(x) dS + F_{j,k,l+1} ( u^F (t) ) . (5.3)

DopolnØØ (5.3) naqal~nymi usloviØmi F_{j,k,l} (0) = d dt F_{j,k,l} (0) = 0, my poluqaem rekurrentnu¸ sistemu zadaq Koxi dlØ F_{j,k,l} ( u^F (t) ) . Sledstvie 8. GSD i dS odnoznaqno opredelØ¸t soprØßennye ko-

fffficienty Fur~e voln v^G(x, t):

v^G_{tt} + a^∗ (x, D)v^G = 0, (x, t) ∈ M × [0, T^∗], (5.4) v^G | | | |_{t=0} = v^{Gt} | | | |_{t=0} = 0, B^∗ v^G | | | |_{∂M×[0,T ∗]} = G ∈ L^2 ( ∂M × [0, T^∗] ) . Zameqanie 5. Poskol~ku d dt F_{j,k,l} ( u^F (t) ) = F_{j,k,l} ( u^F (t) ) , GSD i dS opredelØ¸t kofffficienty Fur~e volny u^F_t (t).

§6. ToqnaØ i priblißennaØ upravlemost~

Pri F ∈ L^2(∂M × [0, T^∗]) u^F (·, t) ∈ C ( [0, T^∗]; H^1(M ) ) ∩ C^1 ( [0, T^∗]; L^2(M ) ) (6.1)

(sm., naprimer, [15, 18]). Oboznaqim qerez U^t lineænyæ ograniqennyæ operator U^t : F → ( u^F (·, t), u^F_t (·, t) ) : U^t : L^2 ( ∂M × [0, t] ) → H^1(M ) × L^2(M ). (6.2)

BAZISNOST^ PO ABELı––LIDSKOMU 181

Teorema 9 (Bardo–Lebo–Rauh [15]). Pust~ (M, A) udovletvorØ-

et uslovi¸ BLR. Togda pri t > T

R(U^t) = H^1(M ) × L^2(M ). (6.3)

My napominaem, qto uslovie BLR i znaqenie T opredeleny v Opredelenii 2. Poskol~ku uslovie BLR zavisit tol~ko ot glavnoæ qasti operatora A, para (M, A^∗) udovletvorØet fftomu uslovi¸ vmeste s (M, A), priqem T (A^∗) = T (A).

Sledstvie 10. Pust~ (M, A) udovletvorØet uslovi¸ BLR. Togda pri t > T R(V^t) = H^1(M ) × L^2(M ), (6.4) gde V^T : G → ( v^G(t), v^G_t (t) ) . (6.5)

Lemma 11. Pust~ (M, A) udovletvorØet uslovi¸ BLR. Togda ee GSD {∂M ; λ_j, φ^j_{k,l} | |_{∂M} , ψ^j_{k,l} | |_{∂M} } i dS opredelØ¸t F(L^2(M )) i

F^∗(L^2(M )) odnoznaqno.

Dokazatel~stvo. My razberem tol~ko sluqaæ otobraßeniØ F,

F^∗ rassmatrivaetsØ analogiqno.

V silu PredloßeniØ 7 i ZameqaniØ 5, my v sostoØnii naæti kofffficienty Fur~e F_{j,k,l} ( u^F_t (t) ) pri F ∈ L^2 ( ∂M × [0, t] ) , t > T. (6.6) V silu (6.3) my tem samym vosstanavlivaem vse F(L^2(M )).

Pust~ Γ ⊂ ∂M – otkryto i F ∈ L^2(Γ × [0, T^∗]), t.e. F ∈ L^2(∂M ×

[0, T^∗]) i supp F ⊂ Γ × [0, T^∗]. (V dal~neæxem, esli Ω_1 ⊂ Ω_2, my

oboznaqaem qerez L^2(Ω_1) podprostranstvo L^2(Ω_2), sostoØwee iz funkciæ s nositelem v Ω_1 – zamykaniØ Ω_1.)

Oboznaqim qerez M (Γ, t) mnoßestvo vida

M (Γ, t) = { x ∈ M : dist(x, Γ) 6 t } . (6.7)

Oqevidno, qto pri F ∈ L^2(Γ × [0, t]), u^F (·, t) ∈ L^2(M (Γ, t)). Oboznaqim qerez Λ(Γ, t) lineal

Λ(Γ, t) = { u^F (·, t); F ∈ L^2(Γ × [0, t]) } ⊂ L^2 ( M (Γ, t) ) . (6.8)

Analogiqno

Λ^∗(Γ, t) = { v^G(·, t); G ∈ L^2(Γ × [0, t]) } ⊂ L^2 ( M (Γ, t) ) . (6.9)

182 ˚. V. KURYLEV, M. LASSAS

Teorema 12 [25]. Pust~ a(x, D), B ime¸t vid (1.1), (1.5). DlØ

l¸bogo otkrytogo Γ ⊂ ∂M i t > 0

cl_L2_{(M)} Λ(Γ, t) = cl_L2_{(M)} Λ^∗(Γ, t) = L^2 ( M (Γ, t) ) . (6.10)

Predloßenie 13. GSD i dS odnoznaqno opredelØ¸t FΛ(Γ, t) i

F^∗ Λ^∗(Γ, t) pri l¸byh (otkrytyh) Γ ⊂ ∂M i t > 0.

Dokazatel~stvo. Predloßenie 13 – ffto qastnyæ sluqaæ PredloßeniØ 7 i SledstviØ 8.

§7. Geometriqeskie podprostranstva v F L^2(M ) i F^∗ L^2(M )

Naqnem s prostogo funkcional~no-analitiqeskogo rezul~tata. Pust~ H – gil~bertovo prostranstvo i F, F^∗ – preobrazovanie Fur~e i soprØßennoe preobrazovanie Fur~e, poroßdennye biortogonal~nym bazisom AbelØ–Lidskogo, {φ_j}, {ψ_j}:

Fu = (u_1, u_2, . . . ) ∈ C^∞, F^∗ v = (v^∗_1 , v^∗_2, . . . ) ∈ C^∞ .

V silu PredloßeniØ 4 ⟨ u, v ⟩_H = ∞∑ j=1 u_j v^∗_j , (7.1)

gde summa v pravoæ qasti (7.1) ponimaetsØ v smysle AbelØ– Lidskogo.

Lemma 14. Pust~ Λ – lineal v H i F^∗(H) izvestno. Togda F(Λ)

odnoznaqno opredelØet F^∗(H ⊖ cl Λ). Analogiqnyæ rezul~tat spravedliv pri peremene roleæ F i F^∗.

Dokazatel~stvo. Ispol~zuØ shodimost~ po Abel¸–Lidskomu, my moßem postroit~ podprostranstvo F^∗(H) biortogonal~noe k

F(Λ). V silu (7.1) ono sostoit iz soprØßennyh preobrazovaniæ

Fur~e vektorov, ortogonal~nyh k Λ i, tem samym, k clΛ.

Pust~ Γ_i, i = 1, . . . , I, – koneqnoe semeæstvo otkrytyh podmnoßestv ∂M , t^+_i > t^−_i , i = 1, . . . , I, – neotricatel~nye qisla.

Oboznaqim qerez M_I ⊂ M podmnoßestvo

M_I = I⋂ i=1 M ( Γ_i, t^+_i , t^−_i ) , gde M ( Γ, t^+, t^− ) = M ( Γ, t^+ ) \ M (Γ, t^−).

BAZISNOST^ PO ABELı––LIDSKOMU 183

Lemma 15. GSD i dS odnoznaqno opredelØ¸t FL^2(MI ) i

F^∗ L^2(M_I ).

Dokazatel~stvo. S pomow~¸ PredloßeniØ 13 i Lemmy 14 my stroim podprostranstva F L^2 ( M \ M (Γ_i, t^±_i ) ) i F^∗ L^2 ( M \ M (Γ_i, t^±_i ) ) , i = 1, . . . , I. Ewe raz ispol~zuØ Lemmu 14, my stroim podprostranstva F L^2 ( M (Γ_i, t^±_i ) ) i F^∗ L^2 ( M (Γ_i, t^±_i ) ) . Poskol~ku F L^2 ( M (Γ_i, t^+_i ) \ M (Γ_i, t^−_i ) ) = F L^2 ( M (Γ_i, t^+_i ) ) ∩ F L^2 ( M \ M (Γ_i, t^−_i ) ) , my v sostoØnii opredelit~ F L^2 ( M (Γ_i, t^+_i , t^−_i ) ) , i = 1, . . . , I. Ana-

logiqno, my v sostoØnii opredelit~ F^∗ L^2 ( M (Γ_i, t^+_i , t^−_i ) ) . No

F L^2(M_I ) = I⋂ i=1 F L^2 ( M ( Γ_i, t^+_i , t^−_i )) ,

F^∗ L^2(M_I ) = I⋂ i=1 F^∗ L^2 ( M ( Γ_i, t^+_i , t^−_i )) . V zakl¸qenie nastoØwego paragrafa otmetim, qto uslovie

F L^2(M_I ) = {0} ffkvivalentno uslovi¸, qto vol(M_I ) = 0.

§8. Otobraßenie R i vosstanovlenie rimanova mnogoobraziØ

V nastoØwem paragrafe my opisyvaem proceduru vosstanovleniØ M i rimanovoæ metriki g na M . �ta procedura analogiqna samosoprØßennomu sluqa¸ (sm.§§7, 8 [10]).

Pust~ (M, g) – rimanovo mnogoobrazie, ∂M ≠ ⊥. Pri x ∈ M opredelim funkci¸ r_x ∈ C^{0,1}(∂M ):

r_x(y) = dist(x, y), y ∈ ∂M. (8.1)

Otobraßenie R : M → L^∞(∂M ) imeet vid

R(x) = r_x(·). (8.2)

184 ˚. V. KURYLEV, M. LASSAS

Legko videt~ (sm. [10] dlØ obwego sluqaØ i [26] dlØ sluqaØ akustiqeskogo uravneniØ), qto R in¨ektivno i, sledovatel~no,

R : M → R(M ) ⊂ L^∞(∂M ) – (8.3)

gomeomorfizm. Pri fftom metrika na R(M ) – ffto metrika, inducirovannaØ L^∞(∂M ).

Pust~ r_0 ∈ R(M ) – obraz x_0 ∈ M , priqem x_0 ¯∈ω, gde ω – toqka razdela M . Togda funkciØ r_0 odnoznaqno opredelØet polugeodeziqeskie koordinaty (τ_0, y_0) toqki x_0. Deæstvitel~no,

τ_0 = min_{y∈∂M} r_0(y) i y_0 – ffto edinstvennaØ toqka na ∂M , gde fftot

minimum dostigaetsØ. Takim obrazom, my v sostoØnii opredelit~ funkci¸ r(z; τ, y), z ∈ ∂M , (τ, y) ∈ Ω, gde Ω – ffto vykroæka M (sm., naprimer, [27]). Poskol~ku r – ffto funkciØ rasstoØniØ,

|∇_{τ,y} r(z; τ, y)| = 1 (v toqkah gladkosti r(z; τ, y)). Var~iruØ z v

okrestnosti y, my v sostoØnii vosstanovit~ metriqeskiæ tenzor g vs¸du na R(M \ ω), t.e., po suwestvu, M \ ω. Nakonec, dlØ prodolßeniØ g na ω my ispol~zuem Lemmu 2.2 [28].

Takim obrazom, zadaqa vosstanovleniØ (M, g) svoditsØ k zadaqe vosstanovleniØ R(M ). Pust~ x ∈ M_I , togda

dist (x, y) ∈ [ t^−_i , t^+_i + diam Γ_i ] pri y ∈ Γ_i. (8.4)

Pust~ {Γ_i, i = 1, . . . , I}, diam Γ_i < ε – otkrytoe pokrytie ∂M ;

t^±_i = (n_i ± 1)ε, n_i = 0, 1, . . .. Oqevidno, qto sootvetstvu¸wie M_I obrazu¸t pokrytie M . Vvedem v rassmotrenie kusoqno-

postoØnnye funkcii r_I ∈ L^∞(∂M ):

r_I (y) = n_i · ε pri y ∈ Γ_i. (8.5)

Vyberem r_I (·), sootvetstvu¸wie podmnoßestvam M_I s vol (M_I ) ≠ 0, t.e. s F L^2(M_I ) ≠ {0}. Pust~ R_I – koneqnoe mnoßestvo v

L^∞(∂M ), sostoØwie iz takih r_I . Togda Dist_L∞_{(∂M)}(R_I , R(M )) <

3ε. RassmatrivaØ predel pri ε → 0, my poluqaem R(M ). Iz predyduwih rassußdeniæ vytekaet Lemma 16. Pust~ { ∂M, λ_j , φ^j_{k,l} | |_{∂M} , ψ^j_{k,l} | |_{∂M} , j = 1, . . . ; k = 1, . . . , r_j; l = 1, . . . , n^j_k } – GSD operatora A. Esli graniqnaØ mera dS, inducirovannaØ A, izvestna, to ffti dannye opredelØ¸t odnoznaqno (M, g).

BAZISNOST^ PO ABELı––LIDSKOMU 185 Esli dS neizvestna, vvedem proizvol~nu¸ nevyroßdennu¸ meru dm na ∂M : dm = η dS, η ∈ C^∞(∂M ), η > 0. (8.6) AnaliziruØ dokazatel~stvo Lemmy 5, my vidim, qto zadanie dm vmesto dS privodit k zamene Ødra T^j_p (x, y) na Ødro

T^j_{p,η} (x, y) = T^j_p (x, y) η(y)^{−1}. (8.7)

S pomow~¸ procedury, opisannoæ v Teoreme 6, my vosstanavli- vaem φ^j_{k,l} | |_{∂M} , ψ^j_{k,l} | |_{∂M} · η^{−1}. Ispol~zuØ ffti dannye dlØ opredele-

niØ kofffficientov Fur~e u^F (·, t) i soprØßennyh kofffficientov Fur~e v^G(·, t), my, faktiqeski, opredelØem kofffficienty Fur~e

u^F (·, t), odnako vmesto soprØßennyh kofffficientov Fur~e v^G(·, t)

my opredelØem soprØßennye kofffficienty Fur~e v^{ηG}(·, t).

Odnako, poskol~ku preobrazovanie G → ηG – ffto preobrazovanie podobiØ na L^2(K), K ⊂ ∂M × R_+, my prihodim k tem ße samym prostranstvam F^∗ L^2(M ), F^∗ Λ^∗(Γ, t) i FL^2(M ), FΛ(Γ, t), qto i v sluqae dm = dS.

Tak kak procedura vosstanovleniØ (M, g) ispol~zuet tol~ko ffti prostranstva, my poluqaem Teorema 17. Pust~ {∂M ; gλ, λ ∈ C } – GSDG pary (M, A). Togda,

esli (M, A) udovletvorØet uslovi¸ BLR, to ffti dannye opredelØ¸t odnoznaqno rimanovo mnogoobrazie (M, g), gde metrika g poroßdena A.

Sledstvie 18. V usloviØh Teoremy 17 GSDG odnoznaqno oprede-

lØ¸t GSD.

§9. Vosstanovlenie kofffficientov mladxego porØdka

Procedura vosstanovleniØ qlenov mladxego porØdka, v osnovnom, povtorØet shemu samosoprØßennogo sluqaØ [9]. V svØzi s fftim, my opixem ee ves~ma kratko, akcentiruØ vnimanie na teh otliqiØh, kotorye svØzany s nesamosoprØßennost~¸. Krome togo, my privodim novu¸ konstrukci¸ gruppy dopustimyh preobrazovaniæ, pozvolØ¸wu¸ izbeßat~ ispol~zovanie tehniki Hodßa–Kodairy.

Predstavim F L^2(M ) v vide summy

F L^2(M ) = F L^2(M_I ) · + F L^2(M \ M_I ). (9.1)

186 ˚. V. KURYLEV, M. LASSAS V dal~neæxem my vozvrawaemsØ k ispol~zovani¸ odnogo indeksa p vmesto treh – j, k, l, tak qto φ^j_{k,l} → φ_p i t.d.

Oqevidno, l¸baØ o.s.f. φ_p moßet byt~ predstavlena v vide

φ_p = φ^I_p + φ̂^I_p, φ^I_p ∈ L^2(M_I ), φ̂^I_p ∈ L^2(M \ M_I ). (9.2)

Togda ⟨ φ^I_p, ψ_k ⟩ L2(M) = ∫ MI φ_p(x) ψ_k(x) dx. (9.3)

S drugoæ storony,

F φ_p = e_p = ( 0, . . . , 0, 1_↑ i-oe mesto

, 0, . . .); (9.4)

F^∗ ψ_k = h_k = ( 0, . . . , 0, 1_↑ k-oe mesto , 0, . . .). (9.5)

Ispol~zuØ razloßenie (9.1), my nahodim fflementy

e^I_p = F φ^I_p ∈ F L^2(M_I ), ê^I_p = F φ̂^I_p ∈ F L^2(M \ M_I ).

V silu PredloßeniØ 4, my moßem opredelit~ ⟨ φ^I_p, ψ_k ⟩ qerez ih kofffficienty (i soprØßennye kofffficienty) Fur~e. Pri fftom

⟨ φ^I_p, ψ_k ⟩_L2_{(M)} = ( e^I_p ) k, (9.6) gde ( e^I_p ) k – ffto k-yæ qlen v razloßenii Fur~e e^I_p.

SravnivaØ (9.3) i (9.6), my vidim, qto GSD opredelØ¸t integraly v pravoæ qasti (9.3). DelØ na vol(M_I ) i rassmatrivaØ predel pri M_I → x_0, gde x_0 – proizvol~naØ toqka M , my poluqaem Lemma 19. GSD pary (M, A), udovletvorØ¸weæ uslovi¸ BLR, od-

noznaqno opredelØ¸t funkcii vida φ_p(x) ψ_k(x), p, k = 1, 2, . . . ; x ∈ M. (9.7) Ispol~zuØ Lemmu 3, moßno dokazat~ suwestvovanie koneqnoæ summy Φ = P∑ p=1 α_p φ_p, (9.8)

BAZISNOST^ PO ABELı––LIDSKOMU 187 takoæ qto

φ(x) ≠ 0 pri x ∈ M (9.9)

(sm. [9]). Tak kak φ_p | |_{∂M} izvestny, Φ | |_{∂M} tak ße izvestna. Bolee

togo, kofffficienty α_p moßno vybrat~ takim obrazom, qto ‖ ‖ Φ − 1 ‖ ‖_{c(∂M)} < 1 2 . (9.10)

V silu Lemmy 19, my v sostoØnii postroit~ funkcii

χ_p(x) = φ_p(x) Φ(x) , x ∈ M, p = 1, 2, . . . . (9.11) ˚sno, qto χ_p – o.s.f. operatora Φ^{−1} ∘ A ∘ Φ. V qastnosti,

a_Φ(x, D) χ_p(x) = λ_p χ_p(x) + χ_{j(p)}(x), p = 1, 2, . . . . (9.12)

V silu Lemmy 3, sistema {χ_p}^∞_{p=1} polna (v C^∞-topologii) v okrestnosti l¸boæ toqki x ∈ Int M . Pofftomu uravneniØ (9.12) odnoznaqno opredelØ¸t a_Φ(x, D).

Pust~

¶ = ~Φ Φ^{−1}, gde ~Φ | |_{∂M} = Φ | |_{∂M} i ~Φ(x) ≠ 0 pri x ∈ M.

Togda ¶ | |_{∂M} = 1, ¶(x) = 0 pri x ∈ M .

Rassmotrim operator ~A = ~Φ ∘ Φ^{−1} ∘ A ∘ Φ ∘ ~Φ^{−1} = ¶ ∘ A ∘ ¶^{−1} – kalibrovoqnoe preobrazovanie operatora A s

~a(x, D) = ~Φ (x) ∘ a_Φ (x, D) ∘ ~Φ (x). (9.13)

Takim obrazom, GSD opredelØ¸t a(x, D) s toqnost~¸ do kalibrovoqnogo preobrazovaniØ.

Nakonec, rassmatrivaØ predely ~Φ χ_p i ∂_n( ~Φ χ_p) na ∂M my opredelØem σ s toqnost~¸ do kalibrovoqnogo preobrazovaniØ.

SummiruØ predyduwie postroeniØ i uqityvaØ Sledstvie 18 i Lemmu 19, poluqaem Teorema 20. Pust~ {∂M ; gλ, λ ∈ C } – GSDG pary (M, A), gde M –

differenciruemoe mnogoobrazie i A – operator na M vida (1.1), (1.5), (1.6). Esli (M, A) udovletvorØet uslovi¸ BLR, to ffti dannye opredelØ¸t M odnoznaqno, a A – s toqnost~¸ do obobwennogo kalibrovoqnogo preobrazovaniØ.

Teorema A, ravno kak i SledstviØ B i C, vyteka¸t iz Teoremy 20.

188 ˚. V. KURYLEV, M. LASSAS

Zameqanie 6. Ispol~zuØ rezul~tat [29] o toqnoæ upravlØemosti, moßno pokazat~, qto Sledstvie C ostaetsØ v sile, kogda a^{jl}(x) blizko k δ^{jl} v C^1-metrike.

Zameqanie 7. Poskol~ku gλ – meromorfnaØ operatorno-znaqnaØ funkciØ λ, vse rezul~taty osta¸tsØ v sile, kogda g_λ izvestna na podmnoßestve C , ime¸wem predel~nu¸ toqku.

Zameqanie 8. V sluqae, kogda BLR – uslovie vypolneno na qasti

Γ ⊂ ∂M , t.e. toqnaØ upravlØemost~ imeet mesto s qasti Γ gra-

nicy, Teorema A ostaetsØ v sile i v tom sluqae, kogda GSDG

A_1 i A_2 sovpada¸t lix~ na Γ, t.e. R^{(1)}_λ (x, y) = R^{(2)}_λ (x, y), x, y ∈ Γ.

Indeksy (1), (2) sootvetstvu¸t operatoram A_1, A_2. Pri fftom ishodno my ne predpolagaem, qto ∂M_1 = ∂M_2. Edinstvennoe otliqie budet v tom, qto ¶ | |_{∂M\Γ} moßet ne byt~ toßdestvennoæ 1.

Zameqanie 9. V sluqae kvadratiqnogo puqka operatorov a(x, D)

+b(x)ω + ω^2, sootvetstvu¸wego volnovomu uravneni¸ s poglowe-

niem: u_{tt} + b(x) u_t + a(x, D)u, udaetsØ pokazat~, qto GSDG, t.e., po-preßnemu, R_ω(x, y), x, y ∈ ∂M , odnoznaqno opredelØ¸t (M, g) i b. Qto ße kasaetsØ a(x, D), to, kak i v sluqae b = 0, fftot simvol opredelen s toqnost~¸ do obobwennogo kalibrovoqnogo preobrazovaniØ. �tot rezul~tat veren pri uslovii, qto (M, g) udovletvorØet uslovi¸ BLR. V silu specifiki kvadratiqnogo puqka, dokazatel~stvo v fftom sluqae zametno otliqaetsØ ot izloßennogo v nastoØweæ rabote i budet privedeno v posledu¸weæ stat~e.

Avtory vyraßa¸t priznatel~nost~ M. S. Agranoviqu, K. Bardosu, A. P. Kaqalovu, G. Nakamure, R. Ola, �. Somersalo i D. Tataru za stimuliru¸wie diskussii i drußesku¸ podderßku. My ves~ma blagodarny organizacii Fol~ksvagen– Xtiftung (RiP-programma v Obervol~fahe) za finansovu¸ podderßku.

Literatura 1. ı. M. Berezanskiæ, ObratnaØ spektral~naØ zadaqa dlØ operatora Xredingera. — DAN SSSR 105, No. 2 (1955), 197–200.

2. A. Nachman, J. Sylvester, G. Uhlmann, An n-dimensional Borg–Levinson theorem. — Comm. Math. Phys. 115, No. 4 (1988), 595–605.

3. R. G. Novikov, G. M. Henkin, @-uravnenie v mnogomernoæ obratnoæ zadaqe rasseØniØ. — UMN 42, No. 1 (1987), 93–152.

4. P. Ola, L. Paivarinta, E. Somersalo, Inverse boundary value problems in electrodynamics. — Duke Math. J. 70, No. 3 (1993), 563–579.

BAZISNOST^ PO ABELı––LIDSKOMU 189

5. G. Nakamura, Z. Sun, G. Uhlmann, Global identifiability for an inverse problem for the Schrödinger operator with maghetic field. — Math. Ann. 303, No. 3 (1995), 377–388.

6. S. Takashiro, An inverse problem for the wave equation with first-order perturbation. — Am. J. Math 107 (1985), 241–251.

7. M. Lassas, Non-selfadjoint spectral inverse problems and their applications to random bodies. — Ann. Acad. Sci. Fenn. Dissertations 103 (1995).

8. Ya. V. Kurylev, Inverse boundary problems on Riemannian manifolds. — Contemp. Math. 173 (1994), 181–192.

9. Ya. V. Kurylev, An inverse boundary problem for the Schrödinger operator with magnetic field. — J. Math. Phys. 36, No. 6 (1995), 2761–2776.

10. Ya. V. Kurylev, Multidimensional Gel’fand inverse problem and boundary distance map. Inverse Problems Related with Geometry (ed. H. Soga), Ibaraki (1997), 1–15.

11. M. I. Belixev, Ob odnom podhode k mnogomernym obratnym zadaqam dlØ volnovogo uravneniØ. — DAN SSSR 297, No. 3 (1987), 524–527.

12. M. I. Belixev, Graniqnoe upravlenie i prodolßenie volnovyh poleæ.

Preprint LOMI R-1-90, Leningrad (1990), 41 s.

13. M. I. Belixev, ˚. V. Kurylev, Boundary control, wave field continuation

and inverse problems for the wave equation. — Comp. Math. Appl. 22, No. 4–5

(1991), 27–52.

14. I. M. Gel’fand, Some aspects of functional analysis and algebra. — Proc. Intern.

Cong. Math., Amsterdam 1 (1954), 253–277.

15. C. Bardos, G. Lebeau, J. Rauch, Sharp sufficient conditions for the observation, control and stabilization of waves from the boundary. — SIAM J. Control Opt. 30, No. 5 (1992), 1024–1065.

16. L. Hermander, Analiz lineænyh differencial~nyh operatorov v qastnyh proizvodnyh. T. 4, Mir, M. (1988).

17. M. Teælor, Psevdodifferencial~nye operatory. Mir, M. (1985).

18. J. L. Lions, Controllabilité Exacte Perturbations et Stabilisation de Systemes Distribués. V. 1, Masson, Paris (1988).

19. I. C. Gohberg, M. G. Kreæn, Vvedenie v teori¸ nesamosoprØßennyh operatorov v gil~bertovom prostranstve. Nauka, M. (1965).

20. M. X. Birman, M. Z. SolomØk, Spektral~naØ teoriØ samosoprØßennyh operatorov v gil~bertovom prostranstve. LGU, L. (1980).

21. M. S. Agranoviq, �lliptiqeskie operatory na zamknutyh mnogoobrazi- Øh. Sovr. probl. matem., T. 63.

22. M. S. Agranovich, Elliptic boundary problems. Encycl. Math. Sci., Springer, Berlin–New York (1997), 1–140.

23. V. B. Lidskiæ, O razloßenii v rØd Fur~e po glavnym funkciØm nesamosoprØßennogo fflliptiqeskogo operatora. — Mat. Sb. 57, No. 2 (1962), 137–150.

24. B. ˚. Levin, Raspredelenie korneæ celyh funkciæ. Gostehizdat, M.

(1956).

25. D. Tataru, Unique continuation of solutions to PDE’s: between Hörmander’s theorem and Hölmgren’s theorem. — Comm. Part. Diff. Eq. 20, No. 5–6 (1995), 855–884.

190 ˚. V. KURYLEV, M. LASSAS 26. M. I. Belixev, ˚. V. Kurylev, NestacionarnaØ obratnaØ zadaqa dlØ mnogomernogo volnovogo uravneniØ “v bol~xom”. — Zap. nauqn. semin. LOMI 165 (1987), 21–30.

27. M. I. Belishev, Ya. V. Kurylev, To the reconstruction of a Riemannian manifold via its spectral data (BC-method). — Comm. Part. Diff. Eq. 17, No. 5–6 (1992), 767–804.

28. A. P. Katchalov, Ya. V. Kurylev, Multidimensional Gel’fand inverse problem with incomplete boundary spectral data. Preprint No. 1831, TH Darmstadt (1996), 104 p.

29. D. Tataru, Boundary controllability for conservative PDE’s. — Appl. Math. Optim. 31 (1995), 257–295.

Kulylev Ya. V., Lassas M. Abel–Lidskii bases in non-selfadjoint inverse boundary problem.

Let M be a manifold with bondary ∂M ≠ ⊥. Let A be a 2-nd order elliptic PDO on M . Denote by R_λ(x, y), x, y ∈ M , λ ∈ C \ σ(A) the Schwartz kernel of (A−λI)^{−1}. We consider the Gel’fand inverse boundary problem of the reconstruction of (M, A) via given R_λ(x, y), x, y ∈ ∂M , λ ∈ C . We prove that if the main symbol of A satisfies some geometrical condition (Bardos–Lebeau–Rauch condition) then these data determine M uniquely and A to within the group of the generalized gauge transformations on M . The above mentioned geometric condition means, roughly speaking, that any geodesics (in the metric generated by A) leaves M .

Postupilo 16 oktØbrØ 1997 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

In-t R. Nevanlinny Hel~sinki, FinlØndiØ