Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 250, 1998 g.

V. V. Zalipaev

RASSE˚NIE KOROTKIH VOLN NA PERIODIQESKO` STRUKTURE-�XELET

1. Vvedenie. ObxirnaØ literatura posvØwena rasseØni¸ plos-

koæ volny na periodiqeskoæ strukture-ffxelete. Svoæstva takoæ difrakcionnoæ rexetki horoxo izvestny v optike. Preßde vsego, zadaqa rasseØniØ voln na ffxelete imeet praktiqeskiæ interes v optike blagodarØ vozmoßnosti skoncentrirovat~ vs¸ ffnergi¸ otraßennogo polØ v odin difrakcionnyæ porØdok, dlØ kotorogo ffffektivnost~ dostigaet edinicy (ffffekt polnogo bleska).

V nastoØwee vremØ dlØ bol~xinstva optiqeskih priborov primenØ¸tsØ difrakcionnye rexetki po sheme Littrova (avtokollimacionnaØ shema), pri kotorom napravlenie rasseØniØ nazad sovpadaet s odnim iz difrakcionnyh porØdkov. Pri nabl¸denii ffffekta polnogo bleska dlØ ffxeleta volnovoæ vektor pada¸weæ ploskoæ volny perpendikulØren odnoæ iz graneæ klina kak fflementa difrakcionnoæ rexetki. Drugimi slovami gran~ okazyvaetsØ polnost~¸ osvewennoæ pada¸wim polem, v to vremØ kak drugie nahodØtsØ polnost~¸ v teni, i faktiqeski da- ¸t nulevoæ vklad v otraßennoe pole. Pofftomu, pri nekotoryh usloviØh, opisannyh niße, rexetka stanovitsØ ideal~nym zerkalom [1].

Bolee togo, v optiqeskih ffksperimentah pri rasseØnii sveta na ffxelete s ispol~zovaniem shemy Littrova imenno difrakcionnye porØdki otraßennogo polØ s bol~ximi nomerami okazyva- ¸tsØ bolee ffffektivnymi dlØ razliqnyh priloßeniæ. S drugoæ storony, horoxo izvestno, qto dlØ realizacii bol~xih difrakcionnyh porØdkov neobhodimo, qtoby period rexetki byl by mnogo bol~xe dliny volny pada¸wego polØ (vysokoqastotnoe priblißenie). Primenenie qislennyh metodov v fftom sluqae zatrudnitel~no, tak kak vysokoqastotnye oscillØcii polØ privodØt k tomu, qto porØdok sistemy lineænyh uravneniæ stanovitsØ oqen~ vysokim, i vyqisleniØ trebu¸t ogromnogo maxinnogo vremeni. V fftoæ situacii estestvenno ispol~zovat~ asimptotiqeskie metody geometriqeskoæ teorii difrakcii (GTD) (sm. [2, 109

110 V. V. ZALIPAEV

3]), to est~ metody ravnomernyh asimptotiqeskih razloßeniæ dlØ poleæ rasseØnnyh na kromke klina, i metod summirovaniØ mnogokratno difragirovannyh poleæ (MDP), kotoryæ uße byl uspexno primenen v zadaqah difrakcii na otkrytom konce volnovoda [2, 5] i v korotkovolnovom skol~zØwem rasseØnii na gladkoæ periodiqeskoæ granice [6, 7]. Sleduet zametit~, qto v poslednem sluqae GTD primenØlas~ vpervye pri rexenii zadaqi rasseØniØ voln na difrakcionnyh rexetkah.

V fftoæ rabote predlagaetsØ obobwenie asimptotiqeskogo analiza rasseØniØ na ffxelete v vysokoqastotnom priblißenii (dlina volny pada¸wego polØ mnogo men~xe perioda rexetki), kotoryæ byl razvit ranee v [8, 9], dlØ opisaniØ ffffekta polnogo bleska v sheme Littrova, kogda pada¸waØ ploskaØ volna skol~zit vdol~ grani klina. Preßnee asimptotiqeskoe rexenie ne prigodno v fftoæ situacii. Demonstriru¸tsØ kratko osnovnye momenty asimptotiqeskogo analiza rasseØniØ na ffxelete, bol~xinstvo gromozdkih matematiqeskih detaleæ opuweny.

V fftoæ zadaqe pada¸waØ ploskaØ volna generiruet perviqnoe difrakcionnoe pole pri padenii na kaßdu¸ kromku rexetki, ego asimptotiqeskoe razloßenie izvestno [2, 3]. �to pole rasseivaetsØ na sosednih kromkah, raspoloßennyh sleva i sprava, generiruØ polØ dvukratnoæ difrakcii, i tak dalee. Rassmotrenie posledovatel~nyh MDP osloßnØetsØ tem faktom, qto napravleniØ rasseØniØ vpered i nazad na novu¸ kromku sovpada¸t s graniceæ sveta i teni. Pofftomu dlØ rasqeta MDP ispol~zuetsØ metodika ravnomernyh asimptotiqeskih razloßeniæ. DlØ summy rØda MDP poluqen strogiæ rezul~tat na osnove procedury, kotoraØ ispol~zuet rexenie integral~nogo uravneniØ tipa Vinera–Hopfa [6].

Glavnyæ rezul~tat raboty – asimptotiqeskie formuly (starxiæ qlen) dlØ kofffficientov ReleØ odnorodnyh voln, uhodØwih v verhn¸¸ poluploskost~, dlØ otraßennogo polØ v sluqae ffffekta polnogo bleska v sheme Littrova. �tot rezul~tat vyvoditsØ iz asimptotiqeskogo razloßeniØ volnovogo polØ, kotoroe konstruiruetsØ na osnove summirovaniØ MDP. V predyduwih publikaciØh [8, 9] byli privedeny rezul~taty sravneniØ qislennyh rasqetov dlØ kofffficientov ReleØ meßdu asimptotiqeskim rexeniem i toqnymi znaqeniØmi, poluqennymi na osnove metoda integral~nogo uravneniØ, iskl¸qaØ shemu Littrova. Bylo po-

RASSE˚NIE KOROTKIH VOLN 111

kazano, qto rezul~taty sovpada¸t s vysokoæ toqnost~¸ daße na granice vysokoqastotnogo i rezonansnogo diapazonov. Stoit zametit~, qto predlagaemoe asimptotiqeskoe rexenie, kak analitiqeskiæ rezul~tat, pri neposredstvennom analize dalo vozmoßnost~ obnarußit~ informaci¸ fiziqeskogo haraktera, aktual~- nu¸ pri provedenii optiqeskih ffksperimentov, qego qislennye metody ne v sostoØnii sdelat~.

2. Postanovka zadaqi. Rassmotrim ideal~no otraßa¸wu¸ po-

verhnost~ S difrakcionnoæ rexetki ffxeleta, kotoraØ ØvlØetsØ periodiqeskoæ vdol~ napravleniØ osi x i cilindriqeskoæ vdol~ osi z (sm. ris. 1). Pust~ ffta poverhnost~ osvewaetsØ ploskoæ fflektromagnitnoæ volnoæ s volnovym vektorom perpendikulØrnym osi z (zadaqa dvumernaØ). PredpolagaetsØ vs¸- du, qto vremennaØ zavisimost~ veliqiny volnovogo polØ imeet vid exp(−iωt). Togda polnoe volnovoe pole u(x, y) kak skalØrnaØ funkciØ (z komponenta fflektriqeskogo ili magnitnogo poleæ) udovletvorØet uravneni¸ Gel~mgol~ca Δu + k^2u = 0 vyxe granicy S (k – volnovoe qislo), i graniqnym usloviØm Dirihle ili Neæmana na granice S u | S = 0, ∂u ∂n | S = 0, v sootvetstvii s polØrizacieæ pada¸wego polØ.

Ris. 1. RasseØnie ploskoæ volny na ffxelete.

Pust~ pada¸waØ ploskaØ volna opisyvaetsØ vyraßeniem

u_i(M ) = exp[ik(x cos χ − y sin χ)], gde χ – ugol skol~ßeniØ. Horoxo

112 V. V. ZALIPAEV

izvestno, qto dlØ otraßennogo (difrakcionnogo) polØ u_d = u−u_i pri y > 0 spravedlivo predstavlenie ReleØ v vide rØda po ploskim volnam (difrakcionnym porØdkam), uhodØwim v verhn¸¸ poluplosksot~

u_d = ∞∑ n=−∞ R_n exp{ik(x cos ψ_n + y sin ψ_n)}, (2.1)

cos ψ_n = 2πn/kd + cos χ,

sin ψ_n = √ 1 − (2πn/kd + cos χ)^2,

gde d – period rexetki, i vetv~ kvadratnogo kornØ fiksiruetsØ usloviem Im √ ¿ 0. Zdes~ qerez R_n oboznaqeny kofffficienty ReleØ, ψ_n – difrakcionnyæ ugol (ugol nabl¸deniØ sootvetstvu¸- wego difrakcionnogo porØdka), 0 6 ψ_n 6 π. V sluqae | cos ψ_n| < 1 my imeem koneqnoe qislo odnorodnyh difrakcionnyh ploskih voln. Pri uslovii | cos ψ_n| > 1 sootvetstvu¸wie volny stanovØtsØ ffksponencial~no malymi pri y → ∞, i nazyva¸tsØ neodnorodnymi. Esli rassmotret~ veliqinu ffffektivnosti difrakcionnogo porØdka po formule

e_n = |R_n|^2 sin ψ_n/ sin χ, (2.2)

to moßno dokazat~, qto imeet mesto zakon sohraneniØ ffnergii dlØ odnorodnyh voln_{n2} ∑ n1 e_n = 1. (2.3)

�ffektivnost~ e_n imeet smysl ffnergii difrakcionnogo porØdka, i sootnoxenie (2.3) ispol~zuetsØ dlØ kontrolØ qislennyh rasqetov kofffficientov R_n.

Ograniqim rassmotrenie zadaqi na sluqaæ korotkovolnovogo priblißeniØ, to est~, kogda kd ≫ 1. Predlagaemyæ v rabote asimptotiqeskiæ analiz daet vozmoßnost~ postroit~ asimptotiqeskoe razloßenie dlØ kofffficientov ReleØ R_n odnorodnyh voln v vide

R_n = R^{(0)}_n + R^{(1)}_n /p + O(p^{−2}), (2.4)

gde p = √ kd ≫ 1. �to asimptotiqeskoe rexenie zadaqi regulØr-

no v okrestnosti χ =^π_2 − α (sm. ris. 1, ploskaØ volna skol~zit vdol~ grani CB).

RASSE˚NIE KOROTKIH VOLN 113

IdeØ vyvoda asimptotiqeskogo razloßeniØ dlØ R_n osnovana na ispol~zovanii sootnoxeniØ meßdu kofffficientom ReleØ i diagrammoæ rasseØniØ fflementa rexetki S_0

R_n = √ 2π e^{iπ/4} kl sin ψ_n Φ_0(ψ_n) (2.5)

(my predpolagaem, qto sin ψ_n ≠ 0). Sama ße diagramma rasseØniØ svØzana s otraßennym polem sledu¸wim obrazom

u_d = ∞∑ m=−∞ e^{ikrm} √ kr_m Φ_m(φ_m) + o((kr_m)^{−1/2}). (2.6)

Zdes~ difrakcionnoe pole opisyvaetsØ beskoneqnoæ summoæ cilindriqeskih voln v terminah polØrnyh koordinat r_m, φ_m, svØzannyh s centrami C_m, i sqitaetsØ, qto y(M ) → ∞ i kr_m → ∞. Tak kak otraßennoe pole ØvlØetsØ kvaziperiodiqeskoæ funkcieæ po x, to diagramma rasseØniØ Φ_m(ψ_m) udovletvorØet sledu¸wemu uslovi¸:

Φ_m(ψ_m) = e^{iμm}Φ_0(ψ_m),

gde μ = kd cos χ, exp(iμ) – mnoßitel~ Floke.

V sledu¸wih paragrafah my poluqim asimptotiqeskoe razloßenie dlØ Φ_0(ψ), opiraØs~ na asimptotiqeskoe rexenie u_d(M ), postroennoe s pomow~¸ metoda summirovaniØ MDP.

3. PerviqnaØ difrakciØ. Pust~ pada¸waØ ploskaØ volna ob-

luqaet klin S_0 (sm. ris. 2). V rezul~tate voznikaet pole perviqnoæ difrakcii, kotoroe my oboznaqim qerez u_1(r, φ), gde r, φ polØrnye koordinaty, svØzannye s toqkoæ C. RavnomernaØ asimptotika u_1(r, φ), regulØrnaØ pri χ = π/2 − α, imeet vid (sm. [2])

u_1 = −e^{ikr cos(φ+χ)}F ( − √ 2kr sin φ + χ 2 ) ∓

∓e^{ikr cos(φ−2α−χ)}F (√ 2kr sin φ − 2α − χ 2 )

∓e^{ikr cos(φ+χ̃)}F ( − √ 2kr sin φ + χ̃ 2 ) (3.1) + e^{ikr+iπ/4} 2 √ kr √ 2π { V (φ, χ) + 1 sin^{φ+χ}_2 ± 1 sin^{φ+χ̃}_2 ∓ 1 sin^{φ−2α−χ}_2 } + O(k^{−3/2}),

114 V. V. ZALIPAEV

gde ispol~zu¸tsØ sledu¸wie oboznaqeniØ: integral FrenelØ i ego asimptotika opisyva¸tsØ formuloæ

F (x) = 1 √ πi x∫ −∞ e^{it2}dt = θ(x) + e^{ix2+iπ/4} 2 √ π ( − 1 x + O(x^{−3/2}) ) , (3.2)

θ(x) = 1, esli x ¿ 0 ili 0, esli x < 0, χ = π/2−α−δ (0 < χ < π−α), χ̃ = π/2 − α + δ (sm. ris. 2).

Ris. 2. PerviqnaØ difrakciØ na kline S0.

FunkciØ V (φ, χ) predstavlØet soboæ difrakcionnyæ kofffficient Kellera, kotoraØ dlØ klina s prØmym uglom imeet vid V = 2 3 { ctg ( φ + χ − 2π 3 ) ∓ ctg ( φ − 2α − χ + π 3 ) −

−ctg ( φ + χ 3 ) ± ctg ( φ − 2α − χ 3 )} . (3.3)

Verhniæ (nißniæ) znaki v formulah (3.1)–(3.3) otnosØtsØ k sluqa¸ kraevogo usloviØ Dirihle (Neæmana). �to pravilo znakov podrazumevaetsØ povs¸du v stat~e.

Asimptotiqeskoe rexenie (3.1) udovletvorØet uravneni¸ Gel~mgol~ca i kraevym usloviØm dlØ storon AC i BC. Vaßno, qto razloßenie ØvlØetsØ regulØrnym na dvuh granicah sveta i teni pri φ = −χ, φ = 2α + χ, tak kak singulØrnosti dlØ V (φ, χ) kompensiru¸tsØ dvumØ pol¸sami v (3.1). Ono takße regulØrno

RASSE˚NIE KOROTKIH VOLN 115

pri χ = π/2 − α i φ = −χ, tak kak imeet mesto kompensaciØ singulØrnosteæ v qlenah sin^{−1}[(φ + χ)/2] i sin^{−1}[(φ + χ̃)/2]. Takim obrazom tretiæ integral FrenelØ v (3.1) obespeqivaet neobhodimu¸ regulØrizaci¸ v okrestnosti χ = π/2 − α, i esli ego argument stanovitsØ bol~xim, razloßenie (3.1) uprowaetsØ v vidu togo, qto integral FrenelØ moßet byt~ zamenen asimptotikoæ (3.2). V rezul~tate sokraweniØ nekotoryh qlenov my poluqaem neravnomernu¸ asimptotiku rexeniØ po otnoxeni¸ χ. Tak, esli

δ =^π_2 − α − χ > 0 i δ ne ØvlØetsØ maloæ veliqinoæ pri k → +∞

(ploskaØ volna osvewaet tol~ko odnu gran~ klina), my poluqaem

u_1 = −e^{ikr cos(φ+χ)} ( − √ 2kr sin φ + χ 2 ) ∓

∓e^{ikr cos(φ−2α−χ)} (√ 2kr sin φ − 2α − χ 2 )

+ e^{ikr+iπ/4} 2 √ kr √ 2π { V (φ, χ) + 1 sin^{φ+χ}_2 ∓ 1 sin^{φ−2α−χ}_2 } + O(k^{−3/2}). Esli δ < 0 (ploskaØ volna osvewaet obe grani klina), sootvetstvu¸wiæ rezul~tat imeet vid

u_1 = ∓e^{ikr cos(φ+χ̃)} ( − √ 2kr sin φ + χ̃ 2 ) ∓

∓e^{ikr cos(φ−2α−χ)} (√ 2kr sin φ − 2α − χ 2 )

+ e^{ikr+iπ/4} 2 √ kr √ 2π { V (φ, χ) ± 1 sin^{φ+χ̃}_2 ∓ 1 sin^{φ−2α−χ}_2 } + O(k^{−3/2}). Kogda toqka nabl¸deniØ nahoditsØ daleko ot granic sveta i teni, to razloßenie (3.1) uprowaetsØ, tak kak argumenty integralov FrenelØ stanovØtsØ bol~ximi i, posle ih zameny na asimptotiki, proishodit kompensaciØ sootvetstvu¸wih vkladov. Naprimer, pri δ > 0, my poluqaem neravnomernu¸ asimptotiku u_1(r, φ) po otnoxeni¸ χ i φ u_1 = −e^{ikr cos(φ+χ)}θ(−χ − φ) ∓ e^{ikr cos(φ−2α−χ)}θ(φ − 2α − χ) + e^{ikr+iπ/4} 2 √ kr √ 2π V (φ, χ) + O(k^{−3/2}). (3.4)

116 V. V. ZALIPAEV

Summa pervyh dvuh slagaemyh, opisyva¸wih rezul~tat geometriqeskogo otraßeniØ pada¸weæ ploskoæ volny ot graneæ klina, i tretiæ qlen v (3.4), cilindriqeskaØ kraevaØ volna, udovletvorØ¸t kraevym usloviØm pri φ = α − π/2, φ = π + α, na kaßdoæ grani klina v otdel~nosti.

Stoit otmetit~, qto difrakcionnaØ rexetka-ffxelet s prØmym zubom predstavlØet osobyæ sluqaæ, pri kotorom ne voznikaet difrakii na ugle B (sm. ris. 2), i kraevaØ volna s centrom v fftoæ toqke ne voznikaet. Imenno takoæ sluqaæ, kak pravilo, i realizuetsØ na praktike v optiqeskih ffksperimentah. Drugoæ sluqaæ, kogda ploskaØ volna obluqaet rexetku pri asimptotiqeski malom ugle skol~ßeniØ (0 < χ ≪ 1), ØvlØetsØ bolee sloßnym, i budet rassmotren v sledu¸weæ publikacii.

4. RavnomernaØ asimptotika MDP. Formal~naØ shema po-

sledovatel~nogo konstruirovaniØ MDP proill¸strirovana na ris. 3. Pada¸waØ ploskaØ volna obluqaet kaßdyæ klin ffxeleta. V rezul~tate polØ perviqnoæ difrakcii u_1(r_m, φ_m) (sm. paragraf 3), cilindriqeskie kraevye volny s centrami C_m, deæstvu¸t kak pada¸wee pole na sosednie klin~Ø, rasprostranØØs~ v napravlenii nalevo i napravo. Rassmotrim tri smeßnyh klina s kromkami C_0, C_{+1}, C_{−1} (sm. ris. 3). Pust~ toqka nabl¸deniØ

M (x, y) nahoditsØ v vertikal~noæ polose, sootvetstvu¸weæ ffle-

mentu rexetki S_0 . Pada¸wee pole perviqnoæ difrakcii est~ summa dvuh cilindriqeskih voln s centrami C_{±1} i rasprostranØ¸wimisØ v napravlenii nalevo i napravo. Ono moßet byt~ predstavleno kak

u^{(1)}_i = e^{−iμ}u_1(r_{−1}, φ_{−1}) + e^{iμ}u_1(r_{+1}, φ_{+1}). (4.1)

Pada¸wee pole u^{(1)}_i generiruet dvukratno difragirovannoe pole u_2(r_0, φ_0. Togda u^{(1)}_i + u_2 udovletvorØet kraevomu uslovi¸ na granice S_0. V sluqae y 6 0, pole u_2 dolßno byt~ ob¨edineno v odnom analitiqeskom vyraßenii s sootvetstvu¸weæ qast~¸ pada¸wego polØ sledu¸wim obrazom:

û_2(r_0, φ_0) = u_2(r_0, φ_0) + e^{−iμ}u_1(r_{−1}, φ_{−1}), x > 0,

û_2(r_0, φ_0) = u_2(r_0, φ_0) + e^{+iμ}u_1(r_{+1}, φ_{+1}), x < 0.

(4.2)

Na sledu¸weæ stadii pada¸wee pole dvukratnoæ difrakcii

RASSE˚NIE KOROTKIH VOLN 117

Ris. 3. Shema konstruirovaniØ MDP.

v vidu (4.2) moßet byt~ predstavleno v vide

u^{(2)}_i = e^{−iμ}û_2(r_{−1}, φ_{−1}) + e^{iμ}û_2(r_{+1}, φ_{+1}). (4.3)

V rezul~tate my poluqaem pole trehkratnoæ difrakcii

u_3(r_0, φ_0). Summa u^{(2)}_i + u_3 udovletvorØet kraevomu uslovi¸ na S_0. Kak i ranee, pri y 6 0, pole u_3, ob¨edinØetsØ v odnom vyra-

ßenii vmeste s sootvetstvu¸weæ qast~¸ pada¸wego polØ

û_3(r_0, φ_0) = u_3(r_0, φ_0) + e^{−iμ}û_2(r_{−1}, φ_{−1}), x > 0, û_3(r_0, φ_0) = u_3(r_0, φ_0) + e^{+iμ}û_2(r_{+1}, φ_{+1}), x < 0.

(4.4)

Togda pada¸wee pole (n − 1)-go porØdka u^{(n−1)} i = e^{−iμ}û_{n−1}(r_{−1}, φ_{−1}) + e^{iμ}û_{n−1}(r_{+1}, φ_{+1}) (4.5)

generiruet n-go porØdka difrakcionnoe pole u_n(r_0, φ_0), tak qto summa u^{(n−1)}_i + u_n udovletvorØet kraevomu uslovi¸ na S_0. Pri

y 6 0, pole un(r0, φ0) ob¨edinØetsØ v odnom vyraßenii sootvet-

stvu¸weæ qast~¸ pada¸wego polØ u^{(n+1)}_i

û_n(r_0, φ_0) = u_n(r_0, φ_0) + e^{−iμ}û_{n−1}(r_{−1}, φ_{−1}), x > 0, û_n(r_0, φ_0) = u_n(r_0, φ_0) + e^{+iμ}û_{n−1}(r_{+1}, φ_{+1}), x < 0.

(4.6)

�tot process moßno prodolßit~ xag za xagom do beskoneqnosti.

118 V. V. ZALIPAEV

Niße s pomow~¸ GTD my postroim ravnomernye asimptotiqeskie razloßeniØ dlØ MDP l¸bogo porØdka v sledu¸wih sektorah α − π/2 6 φ_0 6 α, α 6 φ_0 6 α + π/2 i α + π/2 6 φ_0 6 α + π. Preßde vsego rassmotrim formuly glavnogo qlena asimptotiqeskih razloßeniæ MDP v sluqae, kogda ploskaØ volna osvewaet tol~ko odnu gran~ klina: δ = π/2−α−χ > 0 i δ ne ØvlØetsØ maloæ veliqinoæ. DlØ fftogo sleduet dat~ otvety na dva voprosa. Kakie qleny v vyraßenii polØ perviqnoæ difrakcii (3.1) opredelØ- ¸t asimptotiku MDP? Kakie qleny v (3.1) dolßny byt~ uqteny pri vyvode razloßeniØ (2.6) dlØ polØ u_d(M ) pri y → ∞? OkazyvaetsØ, qto fftot vklad v (3.1) opredelØetsØ tol~ko kraevoæ volnoæ (sm. [9])

u_1(r, φ) = e^{ikr+iπ/4} √ kr 2 √ 2π V (φ, χ) + O(k^{−3/2}). (4.7)

Zdes~ i niße indeksy dlØ r_0, φ_0 opuweny dlØ prostoty oboznaqeniæ.

Na novom xage my dolßny uqest~ otraßenie polØ u_1(r, φ) ot graneæ AC_0 i BC_0. V sootvetstvii s zakonami geometriqeskoæ optiki ffto daet dopolnitel~nu¸ cilindriqesku¸ volnu

u^∗_1(r^∗, φ^∗) s centrom v toqke C^∗_0 , kotoraØ uqityvaetsØ tol~ko v

sektore α 6 φ^∗ 6 α + π/2 i opisyvaetsØ sledu¸wimi formula- mi: u^∗_1(r^∗, φ^∗) = e^{ikr�+iπ/4} √ kr^∗ 2 √ 2π V_{1,2}(φ^∗, χ) + O(k^{−3/2}), (4.8)

V_1(φ, χ) = 2 3 { ± ctg ( φ − 2α − χ + π 3 ) − ctg ( φ + χ + π 3 ) +

+ctg ( φ + χ − π 3 ) ∓ ctg ( φ − 2α − χ − π 3 )} .

V_2(φ, χ) = 2 3 { ± ctg ( φ − 2α − χ − π 3 ) − ctg ( φ + χ − π 3 ) +

+ctg ( φ + χ 3 ) ∓ ctg ( φ − 2α − χ 3 )} , gde V_1(φ, χ) predpolagaetsØ dlØ sektora α 6 φ^∗ 6 2α, i V_2(φ, χ) v sektore 2α 6 φ^∗ 6 α + π/2.

RASSE˚NIE KOROTKIH VOLN 119

Dalee, pada¸wee pole u^{(1)}_i , opisyvaemoe formulami (4.1), (4.7), poroßdaet pole dvukratnoæ difrakcii u_2(r, φ). Na osnove GTD v sektore α − π/2 6 φ 6 α dlØ nego moßet byt~ poluqeno sledu¸wee predstavlenie

u_2 = e^{ikr+iπ/4} √ kr { −f(0)Ω_1 I_1(r, γ)+a_1I_1 ( r 2 cos α , γ̃_1 ) +O(k^{−1/2}) } , γ ¿ 0, (4.9)

û_2 = e^{ikr+iπ/4} √ kr { f(0)Ω_1 J_1(r, γ) + O(k^{−1/2}) } , γ 6 0, gde ispol~zovany sledu¸wie oboznaqeniØ: γ = φ √ kd/2, γ̃_1 = (φ− α) √ kd cos α, i f(φ) = V (φ, χ)/2 √ 2π, Ω_{1,2} = exp[ikd(1 ∓ cos χ)],

a_1 = e^{2ikd cos α−iπ/4} 2 √ 2π V_1(α, χ). Pod simvolom O(k^{−1}) my ponimaem qleny porØdka O(kd)^{−1},

(kr)^{−1}). Integraly J_1, I_1 opredelØ¸tsØ vyraßeniØmi

J_1(r, γ) = 1 √ πi 0∫ −∞ e^{iφ(z,r,γ)} dz, I_1(r, γ) = 1 √ πi ∞∫ 0 e^{iφ(z,r,γ)} dz, gde φ(z, r, γ) = z^2 (_d r +1 ) −2zγ. S pomow~¸ prostyh preobrazovaniæ oni privodØtsØ k integralam FrenelØ. DlØ intervala α 6 φ 6

α + π/2 pole u_2 imeet vid

u_2 = e^{ikr+iπ/4} √ kr { −f(0)Ω_1 I_1(r, γ)+f(π)Ω_2 J_1(r, −γ)−a_1 J_1 ( r 2 cos α , γ̃_1 ) +

+O(k^{−1/2}) } , γ 6 0, (4.10)

u_2 = e^{ikr+iπ/4} √ kr { f(0)Ω_1J_1(r, γ) − f(π)Ω_2 I_1(r, −γ) − a_2J_1 ( r 2 sin α , γ̃_2 ) +

+O(k^{−1/2}) } , γ ¿ 0,

120 V. V. ZALIPAEV

gde γ_2 = (φ − 2α) √ kd/2, γ̃_2 = (α + π/2 − φ) √ kd sin α i

a_2 = e^{2ikd sin α−iπ/4} 2 √ 2π V_2(α + π/2, χ). V sektore α + π/2 6 φ 6 α + π my imeem

u_2 = e^{ikr+iπ/4} √ kr { − f(π)Ω_2 J_1(r, γ) + a_2I_1 ( r 2 sin α , γ̃_2 ) +

+O(k^{−1/2}) } , γ ¿ 0, (4.11)

u_2 = e^{ikr+iπ/4} √ kr { f(π)Ω_2 I_1(r, γ) + O(k^{−1/2}) } , γ 6 0, gde γ_3 = (π − φ) √ kd/2. Sleduet zametit~, qto v sluqae kraevogo

usloviØ Dirihle kofffficienty a_1, a_2 ravny nul¸.

Analogiqnym obrazom s pomow~¸ tehniki ravnomernyh asimptotiqeskih razloßeniæ GTD vypisyva¸tsØ formuly dlØ difrakcionnyh poleæ n-go porØdka difrakcii v sootvetstvu¸wih sektorah. PoluqaetsØ, qto glavnyæ qlen asimptotiki u_n vyraßaetsØ qerez integral Frenelevskogo tipa kratnosti (n − 1) takim ße obrazom, kak ffto imelo mesto v zadaqe korotkovolnovogo skol~zØwego rasseØniØ na gladkoæ periodiqeskoæ granice (sm. [6, 7]). �to predstavlenie nahoditsØ v polnom soglasii s priblißeniem Kirhgofa v aperturnom variante [2], esli ego primenØt~ v naxeæ zadaqe dlØ rasqeta MDP s pomow~¸ formuly Grina pri integrirovanii sootvetstvu¸wih poleæ vdol~ apertury C_0y (sm. ris. 3).

V rezul~tate v sektore α − π/2 6 φ 6 α my imeem

u_n = e^{ikr+iπ/4} √ kr { − f(0)Ω^{n−1}_1 J_{n−1}(r, γ) + O(k^{−1/2}) } , γ ¿ 0, (4.12)

û_n = e^{ikr+iπ/4} √ kr { f(0)Ω^{n−1}_1 I_{n−1}(r, γ) + O(k^{−1/2}) } , γ 6 0, gde γ = φ √ kd/2, i integraly J_n, I_n ime¸t vid J_n(r, γ) =

RASSE˚NIE KOROTKIH VOLN 121 = 1 (πi)^{n/2} ∞∫ 0 dz_1 ∞∫ 0 dz_2 . . . ∞∫ 0 dz_{n−1} 0∫ −∞ dz_n exp[iφ(z_1, . . . , z_n, r, γ)], (4.13) I_n(r, γ) =

= 1 (πi)^{n/2} ∞∫ 0 dz_1 ∞∫ 0 dz_2 . . . ∞∫ 0 dz_{n−1} ∞∫ 0 dz_n exp[iφ(z_1, . . . , z_n, r, γ)], (4.14) gde φ(z_1, . . . , z_n, r, γ) = 2z^2_1 − 2z_1z_2 + 2z^2_2 − 2z_2z_3 + . . . + z^2_n(d/r + 1) − 2z_nγ.

Zametim, qto integraly J_n, I_n ime¸t poqti takoæ ße vid, kak i ih analogi v izvestnoæ zadaqe rasseØniØ na otkrytom konce ploskogo volnovoda [2]. V intervale α 6 φ 6 α + π/2 pole u_n imeet vid

u_n = e^{ikr+iπ/4} √ kr { − f(0)Ω^{n−1}_1 I_{n−1}(r, γ) + f(π)Ω^{n−1}_2 J_{n−1}(r, −γ)+

+O(k^{−1/2}) } , γ 6 0, (4.15)

u_n = e^{ikr+iπ/4} √ kr { f(0)Ω^{n−1}_1 J_{n−1}(r, γ) − f(π)Ω^{n−1}_2 I_{n−1}(r, −γ)+

+O(k^{−1/2}) } , γ ¿ 0, gde γ = (φ − 2α) √ kd/2. V sektore α + π/2 6 φ 6 α + π my imeem

u_n = e^{ikr+iπ/4} √ kr { − f(π)Ω^{n−1}_2 J_{n−1}(r, γ) + O(k^{−1/2}) } , γ ¿ 0, (4.16)

û_n = e^{ikr+iπ/4} √ kr { f(π)Ω^{n−1}_2 I_{n−1}(r, γ) + O(k^{−1/2}) } , γ 6 0, i γ = (π − φ) √ kd/2.

122 V. V. ZALIPAEV

Sleduet zametit~, qto vyraßenie dlØ starxego qlena asimptotiki u_n pri n > 2 soderßit dobavoqnoe slagaemoe, kotoroe predstavlØet soboæ rezul~tat otraßeniØ polØ u^{(n−1)} i = e^{−iμ}û_{n−1}(r_{−1}, φ_{−1}) + e^{iμ}û_{n−1}(r_{+1}, φ_{+1})

ot oboih graneæ klina S_0. DlØ prostoty izloßeniØ my ne budem privodit~ sootvetstvu¸wih formul.

Pust~ teper~ ploskaØ volna osvewaet obe grani klina (δ =

π/2 − α − χ < 0, δ ne ØvlØetsØ maloæ veliqinoæ). V fftom sluqae

ploskaØ volna posle otraßeniØ ot BC_{+1} daet dopolnitel~nyæ vklad v pole perviqnoæ difrakcii kak rezul~tat rasseØniØ na kromke C_0 (sm. ris. 4). Edinstvennoe otliqie rassmatrivaemoæ situacii ot predyduweæ zakl¸qaetsØ v poØvlenii fftogo polØ v formulah asimptotiqeskogo razloßeniØ perviqnoæ difrakcii. �to dobavoqnoe difrakcionnoe pole imeet vid

ũ_1(r, φ) = e^{ikr+iπ/4} √ kr 2 √ 2π Ṽ (φ, χ) + O(k^{−3/2}), (4.17)

Ṽ = 2 3 { ctg ( φ + χ − 2π 3 ) ∓ ctg ( φ − 2α − χ − π 3 ) − −ctg ( φ + χ − π 3 ) ± ctg ( φ − 2α − χ 3 )} . Ono poroßdaet dopolnitel~nye MDP, kotorye polnost~¸ analogiqny uße rassmotrennym vyxe, i my ne pred¨ØvlØem sootvetstvu¸wih formul.

Ris. 4. PloskaØ volna osvewaet obe grani klina.

RASSE˚NIE KOROTKIH VOLN 123

Nam ostalos~ rassmotret~ sluqaæ, kogda ploskaØ volna skol~- zit ili poqti parallel~no rasprostranØetsØ vdol~ grani C_0B

(δ = π/2 − α − χ, δ = 0 ili ØvlØetsØ maloæ veliqinoæ). V fftom

sluqae my dolßny uqest~ vklad novyh difrakcionnyh poleæ. Pervoe sredi nih ffto pole voznika¸wee kak rezul~tat otraßeniØ pervyh dvuh integralov FrenelØ v formule (3.1) ot grani BC_{+1}. S pomow~¸ polØrnyh koordinat r^∗_1 , φ^∗_1, svØzannyh s centrom C^∗_{+1} (sm. ris. 5), ono vnov~ opisyvaetsØ integralami FrenelØ ν_1 = ∓e^{ikr�1 cos(φ�1−α−π/2+δ)}F ( − √ 2kr^∗_1 sin φ^∗_1 − α − π/2 + δ 2 ) (4.18) +e^{ikr�1 cos(φ�1−α−π/2−δ)}F (√ 2kr^∗_1 sin φ^∗_1 − α − π/2 − δ 2 )

Ris. 5. DvukratnaØ difrakciØ v sluqae skol~ßeniØ ploskoæ volny vdol~ grani klina.

V rezul~tate difrakcii polØ ν_1 my poluqaem dopolnitel~- nyæ vklad v pole dvukratnoæ difrakcii. Oboznaqim ego qerez

ν_2(r, φ). S pomow~¸ ravnomernyh asimptotiqeskih razloßeniæ

GTD poluqeno vyraßenie dlØ starxego qlena asimptotiki ν_2 v sledu¸wem vide: dlØ sektora 2α 6 φ 6 π

ν_2 = e^{ikr+2ikd sin α} √ kr {√ 2kd sin α [±P_1(r, γ, γ_c) ∓ P_2(r, γ, γ_c)]+

124 V. V. ZALIPAEV

+G̃(φ) + O(k^{−1/2}) } , (4.19)

gde γ = (α + π/2 − φ) √ kd sin α, γ_c = δ √ kd sin α, i

P_1(r, γ, γ_c) = 1 πi ∞∫ 0 dz_1 0∫ −∞ dz_2 exp[iϕ_1(z_1, z_2, r, γ, γ_c)], γ > 0,

P_1(r, γ, γ_c) = − 1 πi ∞∫ 0 dz_1 0∫ −∞ dz_2 exp[iϕ_1(z_1, z_2, r, γ, γ_c)], γ < 0, (4.20)

P_2(r, γ, γ_c) = 1 πi 0∫ −∞ dz_1 0∫ −∞ dz_2 exp[iϕ_2(z_1, z_2, r, γ, γ_c)], γ > 0,

P_2(r, γ, γ_c) = − 1 πi 0∫ −∞ dz_1 ∞∫ 0 dz_2 exp[iϕ_2(z_1, z_2, r, γ, γ_c)], γ < 0,

ϕ_{1,2} = ±2γ_cz_1 + z^2_1 − 2z_1z_2 + z^2_2 ( d r + 1 ) − 2z_2γ. DlØ sektora 0 6 φ 6 2α pole ν_2 opisyvaetsØ cilindriqeskoæ volnoæ

ν_2 = e^{ikr+2ikd sin α} √ kr {G(φ) + O(k^{−1/2})}. (4.21)

V sluqae kraevogo usloviØ Dirihle poluqaem, G̃(φ), G(φ) =

O((kd)^{−1/2}), a dlØ kraevogo usloviØ Neæmana sootvetstvu¸wie

formuly dlØ G̃(φ), G(φ) ime¸t vid G̃(φ) = e^{iπ/4} √ 2 π J_1(γ_c) 1 α + π/2 − φ + G(φ),

G(φ) = e^{iπ/4} 3 √ 2 π J_1(γ_c) { ctg ( φ − α − π/2 3 ) − ctg ( φ − α − 3π/2 3 )} , gde J_1(γ) = 1 √ πi 0∫ −∞ e^{iφ(z,γ)}dz, φ(z, γ) = z^2 − 2zγ.

RASSE˚NIE KOROTKIH VOLN 125

Sleduet skazat~, qto pri rassmotrenii zadaqi v sluqae usloviØ Dirihle dobavoqnoe pole dvukratnoæ difrakcii ν_2(r, φ) ne privodit k poØvleni¸ dopolnitel~nyh vkladov v MDP pri n > 2. No v situacii s usloviem Neæmana opisanie MDP usloßnØetsØ, i my dolßny uqest~ dopolnitel~nye difrakcionnye vklady, voznika¸wie iz-za ν_2, takim ße obrazom, kak ffto bylo dlØ

u_1(r, φ). �ti detali my toße opuskaem dlØ prostoty izloßeniØ.

5. Asimptotiqeskie formuly dlØ kofffficientov ReleØ. Na

osnovanii analiza asimptotiqeskih formul dlØ MDP, opisannyh v predyduwem paragrafe, my teper~ moßem postroit~ razloßenie (2.6). Vyraßenie dlØ diagrammy izluqeniØ Φ_0(ψ_m)e^{imμ} fflementa rexetki S_m moßet byt~ poluqeno iz sootnoxeniØ ∞∑ n=1 u_n(r_m, φ_m) = e^{ikrm} √ kr_m Φ_0(φ_m) + o((kr_m)^{−1/2}), (5.1)

tak kak asimptotiqeskie formuly dlØ u_n uße izvestny.

Takim obrazom my poluqaem asimptotiqeskoe razloßenie dlØ diagrammy izluqeniØ Φ_0(φ_m) fflementa rexetki i kofffficientov ReleØ, esli vospol~zovat~sØ rezul~tatom (2.1). Sootvetstvu¸wie formuly soderßat sledu¸wie rØdy (sm. (4.7)–(4.21) dlØ u_n pri r = r_m → ∞) J(γ, Ω) = ∞∑ n=1 Ω^nJ_n(γ), I(γ, Ω) = ∞∑ n=1 Ω^nI_n(γ), (5.2)

gde kratnye integraly J_n(γ), I_n(γ) opisyva¸tsØ formulami (4.11), (4.12) s fazovoæ funkcieæ

φ(z_1 , . . . , z_n, γ) = 2z^2_1 − 2z_1z_2 + 2z^2_2 − 2z_2z_3 + . . . + z^2_n − 2z_nγ. (5.3)

Ispol~zuØ metodiku Vinera–Hopfa dlØ rexeniØ integral~nogo uravneniØ

Ψ(τ ) = e^{−τ2} + Ω √ π ∞∫ 0 e^{−(τ−s)2} Ψ(s)ds, (5.4) i opisannu¸ v rabote [6], my poluqaem Øvnye formuly dlØ summ

126 V. V. ZALIPAEV

J(γ, Ω), I(γ, Ω) rØdov (5.2) J(γ, Ω) = Ω √ π 0∫ −∞ e^{−2iγτeiπ/4} Ψ(τ )dτ = −W (φ, q),

I(γ, Ω) = Ω √ π ∞∫ 0 e^{−2iγτeiπ/4} Ψ(τ )dτ = W (φ, q), (5.5)

gde W (φ, q) = exp[U (φ √ kd, q)] − 1, i Ω = exp(2πiq), γ = φ √ kd/2, a vyraßenie U (s, q) predstavlØet special~nu¸ funkci¸ Vaænxteæna, horoxo izvestnu¸ v teorii volnovodov, i opisyvaemu¸ s pomow~¸ integrala tipa Koxi U (s, q) = 1 2πi +∞∫ −∞ ln(1 − e^{2πiq−t2/2}) t − se^{iπ/4} dt. (5.6) OpiraØs~ na pred¨Øvlennye vyxe fakty, my gotovy dat~ opisanie starxego qlena asimptotiki kofffficientov ReleØ R^{(0)}n . Pust~ φ_n oboznaqaet ugol nabl¸deniØ n-go difrakcionnogo porØdka (v formule (2.5) φ_n = ψ_n). Kogda ploskaØ volna osvewaet tol~ko odnu gran~ klina (δ = π/2 − α − χ > 0, δ ne ØvlØetsØ maloæ veliqinoæ) formuly R^{(0)}n v raznyh sektorah ugla φ_n ime¸t vid

R^{(0)}_n = i 2kd sin φ_n {V (φ_n, χ) + T (φ_n, χ)}, (5.7) gde T (φ_n, χ) = V (0, χ)W (φ_n, q_1) + b_1I_1(γ̃_1), 0 6 φ_n 6 α,

T (φ_n, χ) = V (π, χ)W ((π − φ_n), q_2) + b_2I_1(γ̃_2), α + π/2 6 φ_n 6 π,

(5.8)

T (φ_n, χ) = −{V (0, χ)W ((φ_n − 2α), q_1) + V (π, χ)W ((2α − φ_n), q_2)

−b_1I_1(γ̃_1) − e^{iΔ1} V_1(φ_n, χ) + e^{iΔ1} V ((π, χ)W ((φ_n − 2α), q_2)},

α 6 φn 6 2α,_{(5.9)}

T (φ_n, χ) = −{V (0, χ)W ((φ_n − 2α), q_1) + V (π, χ)W ((2α − φ_n), q_2)

−b_2J_1(γ̃_2) − e^{iΔ2} V_2(φ_n, χ) + e^{iΔ2} V ((0, χ)W ((2α − φ_n), q_1)},

2α 6 φn 6 π/2 + α,_{(5.10)}

RASSE˚NIE KOROTKIH VOLN 127

priqem Δ_1 = kd[cos(φ_n − 2α) + cos χ], q_{1,2} = kd(1 ± cos χ)/2π, γ̃_1 = (φ_n − α) √ kd cos α i

γ̃_2 = (α + π/2 − φ_n) √ kd sin α, b_1 = exp[ikd(2 cos α + cos χ − cos φ_n)]V_1(α, χ),

b_2 = exp[ikd(2 cos α − cos χ + cos φ_n)]V_2(α + π/2, χ).

Sleduet zametit~, qto v sluqae kraevogo usloviØ Dirihle kofffficienty b_1, b_2 ravny nul¸. Formuly (5.7)–(5.10) opisyva¸t starxiæ qlen asimptotiki R_n kofffficienty ReleØ dlØ odnorodnyh ploskih voln v kaßdom sektore ugla nabl¸deniØ φ_n, i pri perehode ot odnogo sektora k drugomu oni ravnomerno perehodØt v drug druga.

V sluqae, kogda ploskaØ volna osvewaet obe grani klina (δ =

π/2 − α − χ < 0, |δ| ne ØvlØetsØ maloæ veliqinoæ) glavnyæ qlen R^{(0)}_n predstavlØetsØ v vide

R^{(0)}_n = i 2kd sin φ_n {V (φ_n, χ) + T (φ_n, χ) − e^{iσn} [Ṽ (φ_n, χ) + T̃ (φ_n, χ)]}, (5.11)

σ_n = kd(2 sin α sin(α + χ) + cos φ_n − cos χ),

gde dobavoqnyæ qlen Ṽ (φ_n, χ) + T̃ (φ_n, χ) poØvlØetsØ v rezul~tate uqeta dopolnitel~nyh MDP, vyzvannyh poØvleniem ũ_1(r, φ) (sm. (4.17)). Pri fftom qlen T̃ (φ_n, χ) opisyvaetsØ formulami (5.8)– (5.10), esli zamenit~ funkci¸ V (φ, χ) na Ṽ (φ, χ).

Teper~ rassmotrim naibolee vaßnu¸ situaci¸ s toqki zreniØ zadaq optiki, a imenno, kogda pada¸waØ ploskaØ volna skol~zit vdol~ odnoæ iz graneæ klina: δ = π/2−α−χ ≈ 0. Pred¨- Øvlennye vyxe formuly dlØ R^{(0)}n v (5.7), (5.11) neprigodny v okrestnosti χ = π/2 − α iz-za singulØrnosteæ, voznika¸wih pri

χ = π/2−α. DlØ togo, qtoby poluqit~ ravnomernu¸ asimptotiku R_n v fftom sluqae, sleduet uqest~ dopolnitel~nyæ vklad ν_2(r, φ)

v dvukratno difrakcionnoe pole, kotoryæ opisyvaetsØ formulami (4.19)–(4.21). Esli my oboznaqim fftot vklad, vyzvannyæ poØvleniem ν_2(r, φ), qerez S(φ_n, χ), to poluqim dlØ R^{(0)}n sledu¸-

128 V. V. ZALIPAEV

wee vyraßenie

R^{(0)}_n = i 2kd sin φ_n {V (φ_n, χ) + T (φ_n, χ) + S(φ_n, χ)}, δ ¿ 0, R^{(0)}_n = i 2kd sin φ_n {V (φ_n, χ) + T (φ_n, χ) + S(φ_n, χ)− −e^{iσn} [Ṽ (φ_n, χ) + T̃ (φ_n, χ)]}, δ 6 0, (5.12)

gde S(φ_n, χ) = S_1(φ_n, χ)+S_2(φ_n, χ). Qlen S(φ_n, χ) v formule (5.12) obespeqivaet kompensaci¸ singulØrnosteæ v vyraßeniØh (5.7), (5.11), voznika¸wih pri χ = π/2 − α, φ_n = α + π/2. Pervoe slagaemoe S_1(φ_n, χ) est~ rezul~tat difrakcii polØ ν_1 (sm. (4.18)– (4.21)) na kromke C_0 i moßet byt~ predstavlen v vide S_1(φ_n, χ) = e^{iηn} {√ πkd sin α[±P_1(γ, γ_c) ∓ P_2(γ, γ_c)] + 2 √ 2π G̃(φ) } , 2α 6 φ 6 π, S_1(φ_n, χ) = 2 √ 2π e^{iηn} G(φ), 0 6 φ 6 2α, (5.13) gde η_n = π/4 + 2kd sin α + kd(cos φ_n − cos χ), priqem dvukratnye integraly P_{1,2}(γ, γ_c) opisyva¸tsØ formulami (4.19) s ϕ_{1,2} =

±2γ_cz_1 +z^2_1 −2z_1z_2 +z^2_2 −2z_2γ. Zameqatel~no to, qto oba integrala s pomow~¸ metodiki Vinera–Hopfa mogut byt~ preobrazovany v vyraßeniØ, soderßawie obyqnye integraly FrenelØ (sm. [2]). V formule (5.13) sleduet uqest~, qto v sluqae kraevogo usloviØ Dirihle poluqaem, qto G̃(φ), G(φ) = O((kd)^{−1/2}), i ffto slagaemoe moßno ne uqityvat~. Ne sloßno bylo by pred¨Øvit~ vyraßeniØ dlØ qlena S_2(φ_n, χ), kotoryæ predstavlØet soboæ difrakci¸ po- lØ ν_2 = e^{ikr+2ikl sin α} √ kr {G(φ) + O(k^{−1/2})} na kromkah ffxeleta. �ti formuly dlØ S_2(φ_n, χ) opisyva¸tsØ s pomow~¸ ravenstv (5.8)–(5.10), esli v nih zamenit~ V (φ, χ) na funkci¸ e^{2ikd sin α}G(φ), i v dannom sluqae my opustim vyraßeniØ dlØ S_2(φ_n, χ).

6. Novye optiqeskie svoæstva ffxeleta i analiz qislennyh rezul~tatov. Poluqennye vyxe asimptotiqeskie formuly dlØ

kofffficientov ReleØ R_n da¸t vozmoßnost~ osuwestvit~ qislennye rasqety dlØ ffffektivnosti difrakcionnyh porØdkov odno-

RASSE˚NIE KOROTKIH VOLN 129

rodnyh voln (sm. [2.2]). VremØ sqeta pri ispol~zovanii komp~¸- ternoæ programmy dlØ rasqeta R_n, osnovannoæ na primenenii asimptotiqeskih formul, opisannyh vyxe, suwestvenno men~xe zatrat vremeni, neobhodimyh dlØ sootvetstvu¸weæ realizacii klassiqeskih qislennyh metodov (sm. [1]). �ta programma byla twatel~no proverena na vypolnenie zakona sohraneniØ ffnergii (optiqeskaØ teorema) i teoremy vzaimnosti. V rabotah [8, 9] bylo prodemonstrirovano, qto rezul~taty sqeta ffffektivnosti difrakcionnyh porØdkov odnorodnyh voln poluqennye na osnove asimptotiqeskogo analiza i metoda integral~nogo uravneniØ okazalis~ v polnom soglasii s toqnost~¸ do sotyh doleæ procenta, qto v nekotorom smysle opravdyvaet opisannyæ vyxe asimptotiqeskiæ analiz.

V zakl¸qitel~noæ qasti stat~i predlagaetsØ opisanie novyh i vaßnyh s toqki zreniØ primeneniØ v optike svoæstv ffxeleta, kotorye mogut byt~ poluqeny Øvnym obrazom iz asimptotiqeskih formul dlØ kofffficientov ReleØ v korotkovolnovom predele (λ → 0, kd → ∞). Sperva rassmotrim sluqaæ naklonnogo padeniØ ploskoæ volny na rexetku, kogda osvewaetsØ tol~ko odna gran~ klina 0 < χ < π/2 − α. IshodØ iz prostyh soobraßeniæ, osnovannyh na priblißenii geometriqeskoæ optiki, moßno oßidat~, qto samyæ mownyæ po ffffektivnosti difrakcionnyæ porØdok nabl¸daetsØ v napravlenii zerkal~nogo otraßeniØ pada¸weæ na rexetku ploskoæ volny ot grani AC (sm. ris. 2), to est~ pri φ_n = 2α+χ (imeetsØ v vidu n-æ difrakcionnyæ porØdok s maksimal~nym znaqeniem e_n). Takim obrazom, esli φ_n = 2α+χ, to vtoroe uravnenie (1) privodit k sootnoxeni¸ meßdu parametrami zadaqi

2d sin(α + χ) sin α = −nλ, n = −1, −2, . . . , (6.1)

kotoroe nazyvaetsØ v optike usloviem bleska. Iz uravneniØ (6.1) sleduet, qto esli λ → 0, to nomer sootvetstvu¸wego difrakcionnogo porØdka stanovitsØ beskoneqno bol~xim (|n| ≫ 1).

Rassmotrim podrobnee korotkovolnovyæ predel (λ → 0, kd →

∞) v formule (5.7) pri φ_n = 2α + χ. Legko videt~, qto qleny, soderßawie W (φ, q), stanovØtsØ veliqinami porØdka o((kd)^{−1/2}) vsledstvie asimptotiqeskogo razloßeniØ funkcii Vaænxteæna

130 V. V. ZALIPAEV U (s, q) U (s, q) = e^{−i3π/4} s √ 2π ∞∑ n=0 e^{2πnqi} n^{3/2} + O(s^{−3/2}). (6.2)

Ostal~nye qleny, stoØwie v figurnyh skobkah v (5.7), ime¸t porØdok O(1) pri kd → ∞, za iskl¸qeniem singulØrnyh qlenov pri φ_n = 2α + χ, soderßawih ctg ((φ − 2α − χ)/3), kotorye prisutstvu¸t v vyraßeniØh dlØ V (φ, χ) i V_2(φ, χ) pri 2α 6 φ 6 α + π/2. V rezul~tate predel~nogo perehoda my prihodim k tomu, qto lim kd→∞ R_n = lim_{kd→∞} 2 3 ctg ( (φ_n − 2α − χ) 3 ) i(1 − e^{iΔ2} ) 2kd sin φ_n = sin χ sin(2α + χ) . (6.3) DlØ ffffektivnosti n-go difrakcionnogo porØdka, udovletvorØ- ¸wego uslovi¸ bleska (6.1), sootvetstvenno, poluqaem prostoe predel~noe znaqenie

lim_{λ→0} e_n = sin χ sin(2α + χ) (6.4)

dlØ oboih kraevyh usloviæ.

Pust~ ploskaØ volna osvewaet obe grani klina: π/2 − α < χ <

π − 2α, i |δ| = |π/2 − α − χ| ne ØvlØetsØ maloæ veliqinoæ. Ne-

trudno videt~, qto v fftom sluqae voznika¸t dva raznyh napravleniØ dlØ difrakcionnyh porØdkov s maksimal~nym znaqeniem ffffektivnosti e_n. Pervoe iz nih predstavlØet soboæ napravlenie zerkal~nogo otraßeniØ ot grani BC_{+1} i emu sootvetstvuet

φ_n = 2α + χ, vtoroe est~ napravlenie zerkal~nogo otraßeniØ ot

dvugrannogo ugla C_0BC_{+1} (sm. ris. 4), i dlØ nego φ_n = π − χ. V pervom sluqae uslovie bleska imeet preßniæ vid (6.1). Vo vtorom sluqae my imeem napravlenie rasseØniØ nazad. V optike ffta situaciØ nazyvaetsØ shema Littrova (avtokollimacionnaØ shema). Esli φ_n = π − χ, to uslovie bleska priobretaet vid 2d cos χ = −nλ, n = −1, −2, . . . . (6.5) Perehod k korotkovolnovomu predelu kd → ∞ v asimptotiqeskom rexenii (5.11) dlØ π/2 − α < χ < π − 2α privodit k rezul~tatam

lim_{λ→0} e_n = sin(2α + χ) sin χ

, φ_n = 2α + χ, (6.6)

RASSE˚NIE KOROTKIH VOLN 131

lim_{λ→0} e_n = 4 cos^2(α + χ) sin^2 α

sin^2 χ

, φ_n = π − χ. (6.7)

Priqem ffti predely verny dlØ oboih kraevyh usloviæ. OkazyvaetsØ, qto formuly (6.4), (6.6), (6.7) da¸t dostatoqno toqnye znaqeniØ ffffektivnosti difrakcionnogo porØdka, otveqa¸wego uslovi¸ bleska, uße pri ne oqen~ bol~xih znaqeniØh otnoxeniØ d/λ. Naprimer, raznost~ meßdu znaqeniem e_n, sosqitannym po formule (6.4) i toqnym, est~ veliqina porØdka 0, 5% dlØ kraevogo usloviØ Dirihle i 1, 5% dlØ kraevogo usloviØ Neæmana, pri sledu¸wih znaqeniØh parametrov zadaqi n = −20, d/λ = 11, 5. Estestvenno, qto skorost~ shodimosti e_n k predel~nomu znaqeni¸ zavisit ot parametrov χ i λ.

Teper~ rassmotrim naibolee vaßnyæ sluqaæ, kogda ploskaØ volna skol~zit vdol~ klina, to est~ χ = π/2 − α. Difrakcionnyæ porØdok maksimal~noæ ffffektivnosti e_n imeet napravlenie φ_n = π/2 + α. �to osobyæ sluqaæ shemy Littrova, kogda napravlenie rasseØniØ nazad sovpadaet s odnim iz difrakcionnyh porØdkov. V fftoæ situacii odna gran~ okazyvaetsØ polnost~¸ osvewennoæ pada¸weæ na rexetku ploskoæ volnoæ, drugaØ gran~, nahodØs~ v teni, praktiqeski ne daet nikakogo vklada v otraßennoe pole. Uslovie bleska v fftom sluqae priobretaet novu¸ formu 2d sin α = −nλ, n = −1, −2, . . . . (6.8) OsuwestvlØØ analogiqnym obrazom korotkovolnovyæ predel~nyæ perehod dlØ ffffektivnosti e_n dlØ n-go difrakcionnogo porØdka vyqislØemoæ po formulam (5.12) i udovletvorØ¸wego uslovi¸ (6.8), my poluqaem ffffekt polnogo bleska e_n → 1. Sootvetstvu¸wie nomera n ime¸t bol~xie znaqeniØ (|n| ≫ 1). OkazyvaetsØ, qto v fftoæ situacii ffxelet stanovitsØ ideal~nym otraßa¸wim zerkalom, a toqnee govorØ, ideal~nym uzkopolostnym fil~trom, tak kak asimptotiqeski polnoe otraßenie proishodit na dline volny, udovletvorØ¸weæ uslovi¸ (6.8).

DlØ sluqaØ kraevogo usloviØ Neæmana, predlagaemyæ asimptotiqeskiæ analiz podtverßdaet horoxo izvestnu¸ teoremu MarixalØ–Stroka (Marechal and Stroke, sm. [1.3] glava 6.2.1). �ta teorema utverßdaet, qto dlØ ffxeleta ideal~noæ provodimosti ffffekt polnogo bleska e_n = 1 nabl¸daetsØ dlØ n-go difrakcionnogo porØdka udovletvorØ¸wego uslovi¸ (6.8) pri χ = π/2 − α. �tot fakt ØvlØetsØ strogim rezul~tatom i moßet byt~ dokazan

132 V. V. ZALIPAEV

na osnove oqen~ prostyh rassußdeniæ bez pomowi asimptotiqeskogo analiza.

Esli teper~ primenit~ predel~nyæ perehod k formule (6.7) v sluqae shemy Littrova pri χ = π − 2α, φ_n = 2α (ploskaØ volna posle otraßeniØ ot graneæ AC_0 i BC_0 rasprostranØetsØ dalee vdol~ osi χ nalevo i napravo), to sootvetstvu¸wee uslovie bleska priobretaet vid 2d cos 2α = nλ, n = ±1, ±2, . . . . (6.9) Iz analiza formuly (6.7) vytekaet, qto ffffekt polnogo bleska ffxeleta e_n → 1 pri λ → 0 takße voznikaet pri vypolnenii (6.9) dlØ oboih kraevyh usloviæ. �to Øvlenie ne bylo ranee izvestno v teorii difrakcionnyh rexetok. Zametim, qto imenno predlagaemyæ asimptotiqeskiæ analiz dal vozmoßnost~ obnarußit~ fftu novu¸ osobennost~ otraßeniØ ffxeleta.

Poluqennye na osnove GTD asimptotiqeskie formuly dlØ kofffficientov ReleØ odnorodnyh ploskih voln byli realizovany v vide algoritmov bystrogo i toqnogo vyqisleniØ ffffektivnosti difrakcionnyh porØdkov na P�VM. �to dalo vozmoßnost~ analizirovat~ opisannye vyxe zakonomernosti v otraßennom pole ffxeleta na osnove dannyh qislennyh rasqetov na �VM. Tak na ris. 6 i 7 proill¸strirovana zavisimost~ ffffekta polnogo bleska ot asimmetrii v forme poverhnosti ffxeleta v sheme Littrova pri χ = π/2 − α, φ = π/2 + α. OkazyvaetsØ, qto dlØ malyh znaqeniæ ugla α (ffxelet s vysokoæ asimmetrieæ) ffffekt polnogo bleska v korotkovolnovom predele naqinaet proØvlØt~- sØ gorazdo ranee, to est~ sootvetstvu¸waØ ffffektivnost~ difrakcionnogo porØdka stremitsØ k edinice bolee bystro. Stoit zametit~, qto difrakcionnye porØdki, kotorye primyka- ¸t k maksimal~nomu, ime¸t pri fftom niqtoßno malye znaqeniØ ffffektivnosti. Naprimer, pri polnom bleske ffxeleta s parametrami α = 10^∘, χ = 80^∘, n = −100, d/λ ≈ 290 veliqiny e_{−101}, e_{−99} okazyva¸tsØ porØdka 10^{−4}.

Na ris. 8 prodemonstrirovana spektral~naØ zavisimost~ ffffektivnosti e_n difrakcionnogo porØdka s nomerom n = −100 kak funkcii otnoxeniØ λ/d · 1000 pri α = 10^∘ i oboih kraevyh usloviæ. Na ris. 9 ffffekt polnogo bleska demonstriruetsØ v okrestnosti χ = π/2 − α. Pust~ dlina volny λ udovletvorØet uslovi¸ bleska (6.8). Izmenim neznaqitel~no ugol padeniØ ploskoæ vol-

RASSE˚NIE KOROTKIH VOLN 133

Ris. 6. �ffektivnosti razliqnyh difrakcionnyh porØdkov en dlØ dvuh znaqeniæ α = 5ffi i α = 40ffi (uslovie Dirihle).

ny tak qtoby vypolnØlos~ sootnoxenie

2d cos δ sin α = −nλ, n = −1, −2, . . . (6.10)

dlØ χ = π/2 − α − δ, φ_n = α + π/2 − δ, δ > 0, priqem ugol otkloneniØ δ mal, tak kak |n| ≫ 1. Na risunke vidno, qto pri uveliqenii δ sootvetstvu¸wie znaqeniØ ffffektivnosti medlenno ubyva¸t, ostavaØs~ v okrestnosti edinicy (pri fftom otnoxenie d/λ menØetsØ; α, n – fiksirovany). �to govorit ob ustoæqivosti realizacii ffffekta polnogo bleska dlØ ffxeleta v sheme Littrova.

Takim obrazom v nastoØweæ stat~e prodemonstrirovan kaqestvennyæ analiz asimptotiqeskogo rexeniØ, opisyva¸wego korotkovolnovoe rasseØnie na ffxelete. Poluqeny zakonomernosti povedeniØ otraßennogo polØ, kotorye aktual~ny v ffksperimentah po prikladnoæ optike. V dal~neæxih publikaciØh predpolagaetsØ issledovat~ sluqai skol~zØwego rasseØniØ ploskoæ volny na ffxelete i impedansnogo kraevogo usloviØ. V zakl¸qenii

134 V. V. ZALIPAEV

Ris. 7. �ffektivnost~ difrakcionnyh porØdkov en dlØ n = �10,

n = �100 v zavisimosti ot ugla α (uslovie Dirihle).

avtor vyraßaet gluboku¸ blagodarnost~ M. M. Popovu za obsußdenie rezul~tatov raboty i poleznye zameqaniØ.

Literatura

1. R. Pelit, (ed.), Electromagnetic Theory of Gratings. Vol. 22 of Topics in Current Physics, Springer, Berlin, 1980.

2. V. A. Borovikov, B. Ye. Kinber, Geometrical Theory of Diffraction. IEE Electromagnetic Waves Series 37, The Institution of Electrical Engineers, London, United Kingdom, 1994.

3. J. B. Keller, Geometrical theory of diffraction. J. Opt. Soc. Amer. 52 (1962), 116–130.

4. J. Boersma, Ray-optical analysis of reflection in an open-ended parallel-plane waveguide. I: TM case. SIAM J. Appl. Math. 29 (1975), 164–195.

5. H. Y. Yee, L. B. Felsen, J. B. Keller, Ray theory of reflection from the open end of a waveguide. SIAM J. Appl. Math. 16 (1968), 268–300.

6. V. V. Zalipaev, M. M. Popov, Korotkovolnovoe skol~zØwee rasseØnie ploskoæ volny na gladkoæ periodiqeskoæ granice. II. V kn.: Matem. vopr. teor. raspr. voln. 18. Zap. nauqn. semin. LOMI 173 (1988), 60–86.

7. V. V. Zalipaev, Asimptotiqeskoe razloßenie kofffficientov vozbußdeniØ ploskih voln v zadaqe rasseØniØ na gladkoæ periodiqeskoæ granice. V

RASSE˚NIE KOROTKIH VOLN 135

Ris. 8. Spektral~naØ zavisimost~ ffffektivnosti difrakcionnogo porØdka dlØ n = �100 kak funkcii otnoxeniØ dliny volny k periodu, umnoßennaØ na 1000, dlØ ugla α = 10ffi.

kn.: Matem. vopr. teor. raspr. voln. 20. Zap. nauqn. semin. LOMI 186 (1990), 71–86.

8. V. V. Zalipaev, Calculation of the wave field scattered by an echelette-grating in the short-wave approximation. International Symposium on Electromagnetic Theory. URSI. St.-Petersburg, Russia, 1995.

9. V. V. Zalipaev, Ray optical analysis of the plane wave scattering by an echelette-diffraction grating. SIAM J. Appl. Math. (v peqati).

10. L. A. Vaænxteæn, TeoriØ difrakcii i metod faktorizacii. M.: Sov.

radio, 1966.

Zalipaev V. V. Shortwave scattering by echelette diffraction grating. The two-dimensional problem of a plane wave scattering by a periodic perfectly conducting grating – an echelette with a right angle is considered in the case of high-frequency approximation (the wave length is assumed to be small compared with the period of grating). The situation where the incident plane wave glides along one of the faces of a wedge is discussed. The ray optical solution to the problem (short-wave asymptotic result) is derived on the basis of the method of summation of multiple diffrated fields, which is well known in the geometric theory of diffraction. The main result of the paper is simple formulas for the efficiency of

136 V. V. ZALIPAEV

Ris. 9. �ffektivnost~ difrakcionnogo porØdka dlØ n = �100 v zavisimosti ot ugla otkloneniØ δ pri α = 10ffi.

diffraction order with maximum value derived in the short-wave approximation. Numerical results are presented and important optical properties resulted from asymptotic analysis are described.

Postupilo 11 noØbrØ 1997 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN