Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 250, 1998 g.

V. M. Babiq, M. A. LØlinov O RASSE˚NII VOLN RASXIR˚ıWE`S˚ POVERHNOST^ı

1. Vvedenie

Izuqenie vliØniØ dvißuweæsØ granicy rasseiva¸wego tela na regulØrnoe rasprostranenie voln moßet byt~ provedeno s pomow~¸ prostranstvenno-vremennogo luqevogo metoda (PVLM) [1]. Pri fftom suwestvennyæ interes v zadaqah rasprostraneniØ nestacionarnyh voln predstavlØet opisanie volnovogo polØ v okrestnosti fronta volny, rasseØnnoæ dvißuweæsØ poverhnost~¸. Rexenie sootvetstvu¸weæ kraevoæ zadaqi v okrestnosti fronta iwetsØ v vide PVL razloßeniØ [1]. DlØ odnoznaqnogo opredeleniØ kofffficientov razloßeniØ s pomow~¸ rekurrentnoæ sistemy differencial~nyh uravneniæ neobhodimo zadat~ naqal~nye usloviØ, kotorye v koneqnom sqete i opredelØ¸t difrakcionnye kofffficienty (kofffficienty vozbußdeniØ) v luqevom razloßenii. Izvestno, qto v stacionarnoæ zadaqe rasprostraneniØ voln ot toqeqnogo istoqnika [2] dlØ opredeleniØ difrakcionnyh kofffficientov v starxem porØdke uspexno primenØ¸tsØ soobraßeniØ principa lokal~nosti. Rezul~taty nasto- Øweæ raboty pozvolØ¸t naæti difrakcionnyæ kofffficient dlØ starxego qlena PVL razloßeniØ v okrestnosti fronta volny vozmuweniØ, voznika¸weæ pri poØvlenii rasseiva¸weæ poverhnosti.

RassmatrivaetsØ sledu¸waØ zadaqa. Pust~ volnovoæ process opisyvaetsØ klassiqeskim volnovym uravneniem (sootvetstvu¸- wu¸ skorost~ my prinimaem ravnoæ edinice) ili uravneniØmi Maksvella (skorost~ sveta takße prinimaem ravnoæ edinice). Predpoloßim, qto v prostranstve R^3 (ili R^2 v ploskom sluqae) vo vse momenty vremeni volnovoe pole opredelØetsØ ploskoæ volnoæ. V naqal~nyæ moment vremeni (τ = 0) voznikaet poverhnost~ (kontur v dvumernom sluqae) (Ris. 1), kotoraØ vzai-

Rabota vypolnena pri podderßke RFFI grantom 96-02-07089a i grantom 96-01-00666. 35

36 V. M. BABIQ, M. A. L˚LINOV

modeæstvuet s nevozmuwennoæ ploskoæ volnoæ i poroßdaet vozmuwennu¸ volnu so sferiqeskim (krugovym v ploskom sluqae frontom).

Ris. 1.

PoloßeniØ rasseiva¸weæ poverhnosti vo vse momenty vremeni τ > 0 zadaetsØ poverhnost~¸ S v prostranstve Minkovskogo M_3 ili M_4 (Ris. 1). Vozmuwennoe pole otliqno ot nulØ vnutri svetovogo konusa Γ, x^2 + y^2 + z^2 − τ^2 = 0. My sqitaem, qto na S zadano uslovie Dirihle ili Neæmana, esli rassmatrivaetsØ zadaqa dlØ akustiqeskogo davleniØ, libo usloviØ na granice ideal~nogo dvißuwegosØ provodnika v sootvetstvu¸weæ fflektromagnitnoæ zadaqe. V silu togo, qto rasxirØ¸waØsØ poverhnost~ voznikaet v moment vremeni τ = 0 v naqale koordinat, poverhnost~ S imeet v naqale koordinat prostranstva Minkovskogo osobu¸ toqku. My predpolagaem, qto v pervom priblißenii vblizi naqala koordinat poverhnost~ S predstavlØet soboæ konus (ne obØzatel~no krugovoæ). Drugoe trebovanie na S, nakladyva¸wee ograniqenie v qastnosti na naklon obrazu¸wih konusa, zakl¸qaetsØ v tom, qto poverhnost~ S dolßna byt~ vezde vremenipodobna. Pust~ Ψ(τ, x, y, z) = 0 (grad Ψ ≠ 0) uravnenie S. V sluqae uravneniæ volnovogo ili Maksvella vremenipodob-

O RASSE˚NII VOLN 37

nost~ oznaqaet, qto pri Ψ = 0 ( ∂Ψ ∂τ )_2 − ( ∂Ψ ∂x )_2 − ( ∂Ψ ∂y )_2 − ( ∂Ψ ∂z )_2 < 0. Pust~ S_τ – seqenie poverhnosti ploskost~¸ τ = const. S kinematiqeskoæ toqki zreniØ S_τ – rasxirØ¸waØsØ poverhnost~. Uslovie vremenipodobnosti oznaqaet, qto normal~naØ skorost~ fftogo rasxireniØ nigde ne prevoshodit edinicu.

Pust~ Σ poverhnost~ svetovogo konusa. V ego okrestnosti rexenie iwetsØ v vide nestacionarnogo varianta luqevogo razloßeniØ: U (τ, ⃗r) = ∞∑ j=0 U_j (τ, ⃗r)(τ − Φ_0)^{a+j}_+ Γ(a + j + 1)

, ζ^δ_+ = { ζ^δ ζ > 0 0 ζ 6 0^.

Zdes~ Φ_0 – ffækonal, a – postoØnnaØ, U_j – kofffficienty razloßeniØ, udovletvorØ¸wie uravneniØm perenosa. RassmatrivaØ zadaqu rasseØniØ v pervom priblißenii vblizi naqala koordinat, my smoßem na osnovanii principa lokal~nosti naæti iskomyæ difrakcionnyæ kofffficient. RazumeetsØ ffti postroeniØ ime¸t “fiziqeskiæ” uroven~ matematiqeskoæ strogosti.

Snaqala my rassmotrim skalØrnu¸ zadaqu pervogo priblißeniØ v M_3 v sluqae kraevogo usloviØ Dirihle ili Neæmana. Zatem izuqa¸tsØ skalØrnye zadaqi dlØ qetyrehmernoæ oblasti meßdu konusami v M_4. �lektromagnitnaØ vektornaØ zadaqa dlØ ravnomerno rasxirØ¸weæsØ ideal~no provodØweæ sfery s pomow~¸ vvedeniØ potencialov reduciruetsØ k dvum skalØrnym zadaqam dlØ volnovogo uravneniØ s odnorodnymi graniqnymi usloviØmi na S. V zakl¸qenie my issleduem edinstvennost~ rexeniØ rassmatrivaemyh zadaq.

2. SkalØrnaØ zadaqa Dirihle v M_3 i metod Smirnova–Soboleva. Zadaqa Neæmana

Vozmuwennoe volnovoe pole v(x, y, τ ) udovletvorØet volnovomu uravneni¸

� v := (∂^2_τ − ∂^2_x − ∂^2_y )v = 0, (1)

graniqnomu uslovi¸ Dirihle na konuse S = {(x, y, τ ) : ϕ(x/τ, y/τ ) = 0} (ϕ(x/τ, y/τ ) = x^2/τ^2 + y^2 /τ^2 − β^2 = 0 dlØ krugovogo konusa) v | |_S = − exp(−ik(τ − y)) | |_S , (2)

38 V. M. BABIQ, M. A. L˚LINOV

gde U_i = exp(−ik(τ − y)) nevozmuwennaØ ploskaØ volna, k – volnovoe qislo. Iskomoe rexenie iwetsØ v prostranstve M^3 v oblasti, granica kotoroæ imeet singulØrnu¸ toqku – naqalo koordinat. V takogo roda sluqaØh nußny ograniqeniØ na singulØrnost~ iskomyh rexeniæ. V protivnom sluqae rexenie ne budet edinstvennym i, bolee togo, kak pravilo ne budet imet~ fiziqeskogo smysla. Primerom takih trebovaniæ ØvlØ¸tsØ klassiqeskie usloviØ Meæksnera. V nastoØwem sluqae my sqitaem, qto v predele pri priblißenii k naqalu koordinat v prostranstve Minkovskogo rexenie dolßno sovpadat~ s tem “rexeniem v pervom priblißenii”, kotoroe dalee budet poluqeno. �to trebovanie, kotoroe avtoram predstavlØetsØ estestvennym, soderßit v sebe ograniqenie na singulØrnost~ rexeniØ v naqale koordinat i igraet zdes~ rol~, analogiqnu¸ izvestnomu uslovi¸ Meæksnera. Vypolnenie podobnyh “usloviæ Meæksnera” my budem podrazumevat~ i v sluqae zadaqi v M_4, a takße pri rassmotrenii uravneniæ Maksvella.

VernemsØ k rassmatrivaemoæ zadaqe pervogo priblißeniØ. SqitaØ, qto rexenie iwetsØ pri malyh τ i y, razloßim vyraßenie dlØ ploskoæ volny: U_i = exp(−ik(τ − y)) = 1 − ik(τ − y) + . . . . (3) V starxem porØdke vmesto usloviØ (2) poluqim v | |_S = −1. (2^′)

Trebuem ewe, qtoby na svetovom konuse v obrawalos~ v nol~. �to kraevoe uslovie, uslovie (2^′) i uravnenie (1) ime¸t sledu¸- wee svoæstvo odnorodnosti: esli v(τ, x, y) udovletvorØet uravneni¸ (1), kraevomu uslovi¸ (2^′) i obrawaetsØ v nol~ na svetovom konuse, to ffto verno i dlØ v(ατ, αx, αy) pri l¸bom α = const > 0. SqitaØ rexenie edinstvennym, poluqim v(ατ, αx, αy) ≡ v(τ, x, y) pri α > 0, t.e. rexenie estestvenno iskat~ sredi odnorodnyh nulevoæ stepeni rexeniæ.

V tridcatyh godah V. I. Smirnovym i S. L. Sobolevym byl vveden vaßnyæ klass tak nazyvaemyh funkcional~no invariantnyh rexeniæ uravneniØ (1). Pozdnee S. L. Sobolevym bylo dokazano, qto klass odnorodnyh nulevoæ stepeni rexeniæ uravneniØ (1) ØvlØetsØ podklassom klassa funkcional~no invariantnyh rexeniæ. Estestvenno popytat~sØ iskat~ iskomoe “rexenie

O RASSE˚NII VOLN 39

pervogo porØdka” metodom funkcional~no invariantnyh rexeniæ sm. [3]. V sootvetstvii s fftim metodom l¸boe vewestvennoe odnorodnoe nulevoæ stepeni rexenie v(x, y, τ ) = V (x/τ, y/τ ) uravneniØ (1) moßet byt~ naædeno v vide V (x/τ, y/τ ) = Re{f(z)}, (4) ξ = x/τ, η = y/τ, z = (1 − √ 1 − ξ^2 − η^2)(ξ + iη)/(ξ^2 + η^2), (5)

gde f(z) regulØrnaØ funkciØ v oblasti ~σ, poluqaemoæ iz oblasti σ, ograniqennoæ konturami ξ^2 +η^2 = 1, Φ(ξ, η) = 0, v sootvetstvii s otobraßeniem (5). V sluqae Φ(ξ, η) = ξ^2 + η^2 − β^2 = 0 oblast~ σ est~ kol~co. Rexenie zadaqi (1), (2^′), (3) svoditsØ k nahoßdeni¸ regulØrnoæ v ~σ funkcii f(z), udovletvorØ¸weæ v sootvetstvii s (2^′) i (3) usloviØm Re{f(z)} | Φ(ξ,η)=0 = −1, Re{f(z)} | |z|=1 = 0. Pust~ nam izvestno konformnoe otobraßenie α = g(z) oblasti σ na kol~co Ξ = {α : |α| > r_0(β), |α| < 1}, gde r_0(β) radius vnutrenneæ okrußnosti kol~ca, kotoryæ opredelØetsØ sootvetstvu¸wim otobraßeniem obraza krivoæ ϕ(ξ, η) = 0 pri otobraßenii (5) na fftu okrußnost~. (Ris. 2). Togda iskomoe rexenie zadaqi imeet vid

Ris. 2.

v(x, y, τ ) = (−1) ln |g(z)| ln r_0(β) ,

40 V. M. BABIQ, M. A. L˚LINOV

gde z svØzano s x, y, τ sootnoxeniØmi (5)^{∗)}. DlØ osesimmetriqnogo sluqaØ (g(z) = z) poluqaem v(x, y, τ ) = − ln ( r τ + √ τ^2 − r^2 ) / ln ( β 1 + √ 1 − β^2 ) , r = √ x^2 + y^2. (6)

Rexenie (6) – ffto s toqnost~¸ do mnoßitelØ klassiqeskoe rexenie Vol~terra volnovogo uravneniØ (1).

Posle fflementarnyh vyqisleniæ iz (6) nahodim: v(x, y, τ ) = 1 √ τ √ 2(τ − r)/ ln(β/(1+ √ 1 − β^2 )) ( 1+O (√ (τ − r) r )) , (τ − r) → 0. Pri rassmotrenii zadaqi Neæmana vernemsØ k osesimmetriqnomu sluqa¸. Graniqnoe uslovie (2^′) zamenim usloviem Neæmana ∂v ∂r | | | |_{2=βτ} = ik ∂(τ − y) ∂r | | | |_{r=βτ} = −ik sin φ, (7) y = r sin φ, x = r cos φ, gde φ polØrnyæ ugol na ploskosti (x, y). Rexenie zadaqi (1), (7), (3) ØvlØetsØ funkcieæ pervoæ stepeni odnorodnosti i iwetsØ v vide v(x, y, τ ) = τ U (ρ) sin φ, (8) gde ρ = r/τ . Posle podstanovki (8) v volnovoe uravnenie (1) poluqaem uravnenie dlØ nahoßdeniØ U (ρ)

(ρ^2 − 1) d^2U dρ^2 − 1 ρ dU dρ + 1 ρ^2

U = 0. (9)

Odno iz lineæno nezavisimyh rexeniæ uravneniØ (9) U_1(ρ) = ρ, a vtoroe, kotoroe nas i interesuet, nahoditsØ s pomow~¸ formuly LiuvillØ. TrebuØ, qtoby vypolnØlos~ uslovie U (1) = 0,

�)Interesno otmetit~, qto rassmotrennaØ zdes~ zadaqa edinstvennaØ izvestnaØ avtoram zadaqa, kotoru¸ bez metoda V. I. Smirnova–S. L. Soboleva ne rexit~. Zadaqi, rexennye do sego vremeni fftim metodom, dopuskali takße rexenie metodami Fur~e ili Vinera–Hopfa.

O RASSE˚NII VOLN 41

poluqim

U (ρ) = CU_2(ρ) = Cρ ρ∫ 1 √ 1 − x^2/x^3dx =

= C ( − √ 1 − ρ^2/(2ρ) + (ρ/4) ln ( 1 + √ 1 − ρ^2 1 − √ 1 − ρ^2 )) , gde C = const. PostoØnnu¸ C my naædem iz usloviØ (7): C = −ik U^′_2(β)

, U^′_2(β) = 1 2 √ 1 − β^2/β + 1/4 ln ( 1 + √ 1 − β^2 1 − √ 1 − β^2 ) . PodstavlØØ naædennye vyraßeniØ v (8), posle fflementarnyh vyqisleniæ nahodim v(x, y, τ ) = (−ik)τ U (r/τ )/U^′_2(β) sin φ = = ik √ 2 U^′_2(β) sin φ (τ − r)^{3/2} τ^{1/2} ( 1 + O ( τ − r r )) . (10)

Oqevidno, qto slabaØ osobennost~ volnovogo polØ vozmuweniØ na fronte v zadaqe Neæmana (10) otliqaetsØ ot osobennosti v sluqae zadaqi Dirihle. Ona na odin porØdok (τ − r) slabee.

3. Zadaqi Dirihle i Neæmana v oblasti meßdu konusami v M4 Volnovoe pole v, udovletvorØ¸wee volnovomu uravneni¸

� v = −(Δ − ∂^2_t )v = 0,

v zadaqe Dirihle na granice prinimaet znaqenie v | |_{r=βτ} = −1, (11)

a v zadaqe Neæmana ∂v ∂r | | | |_{r=βτ} = (−ik) cos θ, (12)

gde θ odin iz uglov v sferiqeskoæ sisteme koordinat: x = r sin θ cos φ, y = r sin θ sin φ, z = r cos θ.

42 V. M. BABIQ, M. A. L˚LINOV

My sqitaem, qto nevozmuwennaØ ploskaØ volna rasprostranØetsØ vdol~ osi OZ, i imeet mesto razloßenie

U_i = exp(ik(τ − z)) = 1 − ik(τ − r cos θ) + . . . .

Rexenie zadaqi Dirihle iwetsØ v vide odnorodnoæ funkcii v(x, y, z, τ ) = U (r/τ ), r = √ x^2 + y^2 + z^2. PrØmoæ podstanovkoæ ubeßdaemsØ, qto U (ρ), ρ = r/τ udovletvorØet uravneni¸

d^2U dρ^2 + 2 ρ dU dρ − 2ρ dU dρ − ρ^2 d^2U dρ^2 = 0.

Rexenie sootvetstvu¸wego uravneniØ, udovletvorØ¸wee graniqnomu uslovi¸ (11), imeet vid U (ρ) = C(1 − 1/ρ). UqityvaØ graniqnoe uslovie, poluqim vyraßenie

v = −(1 − τ /r)/(1 − β^{−1}). (13)

Rexenie (13) lix~ postoØnnym mnoßitelem otliqaetsØ ot trehmernogo varianta klassiqeskogo rexeniØ Vol~terra volnovogo uravneniØ.

Zadaqa Neæmana imeet svoim rexeniem odnorodnu¸ funkci¸ pervogo porØdka v(x, y, z, τ ) = τ V (ρ) cos θ, ρ = r/τ . FunkciØ V (ρ) udovletvorØet differencial~nomu uravneni¸

(ρ^2 − 1) d^2V dρ^2 − 2 ρ dV dρ + 2 ρ^2

V = 0

i s uqetom graniqnogo usloviØ (12) zapisyvaetsØ v vide

V (ρ) = (−ik)[(ρ^3 − 1)/(3ρ^2) + 1 − ρ]/[2/3(1 − β^3)/β^3].

�lementarnye vyqisleniØ privedut k iskomomu rexeni¸ zadaqi Neæmana v(x, y, z, τ ) = (−3/2)ikβ^3 1 − β^3 cos θ [(r^3 − τ^3)/(3r^2) + τ − r] = = 3/2 ikβ^3 1 − β^3 cos θ(τ − r)^2/τ ( 1 + O ( τ − r r )) . (14)

Iz vyraßeniæ (13) i (14) legko izvleka¸tsØ difrakcionnye kofffficienty dlØ starxego porØdka PVLM.

O RASSE˚NII VOLN 43

4. Zadaqa rasseØniØ ploskoæ fflektromagnitnoæ volny ravnomerno rasxirØ¸weæsØ ideal~no provodØweæ sferoæ PloskaØ fflektromagnitnaØ volna, rasprostranØ¸waØsØ vdol~ osi OZ, v dekartovyh koordinatah imeet vid ⃗E_i = exp(−ik(τ − z))⃗e_x, ⃗H_i = exp(−ik(τ − z))⃗e_y . (15) RasseØnnoe volnovoe pole ⃗E, ⃗H udovletvorØet uravneniØm Maksvella ∂ ⃗E ∂τ = rot ⃗H, div ⃗E = 0, − ∂ ⃗H ∂τ = rot ⃗E, div ⃗H = 0, graniqnomu uslovi¸ dlØ kasatel~nyh komponent { ( ⃗E + ⃗E_i) + ⃗w c × ( ⃗H + ⃗H_i) } tang | |_S = 0 (16)

na poverhnosti ideal~no provodØweæ ravnomerno rasxirØ¸weæsØ sfery r = βτ (β = | ⃗w|/c, ⃗w skorost~ rasxireniØ sfery) i stremitsØ k nul¸ na svetovom konuse Γ. VvodØ sferiqeskie koordinaty r, θ, φ vmesto dekartovyh x, y, z, my zapixem fflektromagnitnoe pole s pomow~¸ potencialov DebaØ [4, 5] ⃗E =⃗e_r (∂^2_r (ru) − ∂^2_τ (ru)) + r^{−1}∇_ω∂_r (ru) + ∇_ω(∂_τ v) × ⃗e_r , ⃗H =⃗e_r (∂^2_r (rv) − ∂^2_τ (rv)) + r^{−1}∇_ω∂_r(rv) − ∇_ω(∂_τ u) × ⃗e_r ,

∇_ω =⃗e_θ∂_θ + 1 sin θ ⃗e_φ∂_φ. (17)

SkalØrnye funkcii u i v udovletvorØ¸t volnovomu uravneni¸

� u = 0, � v = 0.

S uqetom vyraßeniæ (17), esli podqinit~ skalØrnye potencialy u i v graniqnym usloviØm (r^{−1}∂_r(r[u + u_i]) − β∂_r (u + u_i)) | |_{r=βτ} = 0, (r^{−1}∂_r(r[v + v_i]) − β^{−1}∂_τ (v + v_i)) | |_{r=βτ} = 0, (18)

legko pokazat~, qto graniqnoe uslovie (16) dlØ ⃗E i ⃗H budet vypolneno. V usloviØh (18) u_i i v_i ffto potencialy, opredelØ¸wie

44 V. M. BABIQ, M. A. L˚LINOV

plosku¸ pada¸wu¸ volnu (15), priqem { ik u_i ik v_i } = ∞∑ n=1 (−i^n) 2n + 1 n(n + 1) j_n(kr) exp(−ikτ )P^1_n (− cos θ) { sin φ cos φ } , (19) j_n(x) = √ π/(2x) J_{n+1/2}(x), J_p(x) funkciØ BesselØ, P^1_n(t) prisoedinennaØ funkciØ Leßandra, P^1_s (− cos θ) = sin θ. Potencialy u i v i volnovye polØ ⃗E, ⃗H dolßny anulirovat~sØ pri (τ − r) → 0. PrinimaØ vo vnimanie to, qto nas interesu¸t malye vremena τ , v starxem porØdke iz graniqnogo usloviØ (18) poluqaem: ( ∂u ∂r + u r − β ∂u ∂τ ) | | |_{rβτ} = sin θ sin φ ( ∂v ∂r + v r − β^{−1} ∂v ∂τ ) | | |_{r=βτ} = sin θ cos φ

(20)

Potencialy u i v – odnorodnye funkcii pervogo porØdka, iwem v vide u = τ U (r/τ ) sin θ sin φ, v = τ V (r/τ ) sin θ cos φ.

Neposredstvennoæ podstanovkoæ v volnovoe uravnenie ubeßdaemsØ, qto U i V ØvlØ¸tsØ rexeniØmi uravneniØ

(ρ^2 − 1) d^2 dρ^2 { U V } − 2 ρ d dρ { U V } + 2 ρ^2 { U V } = 0 i ime¸t vid { U V } = { C_1 D_1 } ((ρ^3 − 1)/(3ρ^2) + (1 − ρ)), ρ = r/τ.

Konstanty C_1 i D_1 nahodim iz graniqnyh usloviæ (20), prinima¸wih vid [ (ρ^{−1} − β)U + (1 + βρ) ∂U ∂ρ ] ρ=β = 1, [ (ρ^{−1} − β^{−1})V + (1 + β^{−1}ρ) ∂V ∂ρ ] ρ=β = 1.

Poluqaem C_1(β) = 3β^3/(1 + 6β^2 − 4β^3 − 3β^4),

D_1(β) =

3/4β^3 1 − β^3 .

O RASSE˚NII VOLN 45

Nakonec, ispol~zuØ Øvnye vyraßeniØ dlØ u i v, nahodim starxie qleny ih asimptotiki pri (τ − r) → 0

u(τ, r, θ, φ) = −C_1(β) sin θ sin φ τ (1 − r/τ )^2(1 + O(1 − r/τ )),

v(τ, r, θ, φ) = −D_1(β) sin θ cos φ τ (1 − r/τ )^2(1 + O(1 − r/τ )).

(21)

PredstavlØet interes povedenie samogo fflektromagnitnogo polØ vblizi fronta vozmuwennoæ volny. Sootvetstvu¸wie vyraßeniØ legko poluqa¸tsØ podstanovkoæ formul (21) v (17). Privedem lix~ vyraßeniØ dlØ vektora fflektriqeskoæ naprØßennosti v starxem porØdke:

⃗E = ⃗e_θ{2(1 − τ /r)(−C_1(β) cos θ sin φ + D_1(β) sin φ)}(1 + O(1 − τ /r))+

+ ⃗e_φ{2(1 − τ /r)(C_1(β) cos φ − D_1(β) cos θ cos φ)}(1 + O(1 − τ /r))+

+ ⃗e_r O((1 − τ /r)^2) sin θ sin φ, (1 − τ /r) → 0.

Bolee vysokiæ porØdok malosti pri ⃗e_r vyraßaet fakt popereqnosti v pervom priblißenii fflektromagnitnyh voln.

5. O edinstvennosti rexeniØ zadaq

DlØ dokazatel~stva edinstvennosti rexeniØ zadaq estestvenno vospol~zovat~sØ ffnergetiqeskimi soobraßeniØmi. Vaßno otmetit~, odnako, qto dokazatel~stva osnovannye na ffnergetiqeskih soobraßeniØh udalos~ poluqit~ lix~ dlØ zadaqi Neæmana i fflektromagnitnoæ zadaqi. Edinstvennost~ rexeniØ dlØ zadaqi Dirihle v klasse odnorodnyh funkciæ dokazyvaetsØ s pomow~¸ sootvetstvu¸wego principa maksimuma.

ObratimsØ k skalØrnoæ zadaqe Neæmana. Budem sqitat~, qto na poverhnosti S vypolnØetsØ odnorodnoe kraevoe uslovie Neæmana, a na svetovom konuse imeet mesto tot porØdok obraweniØ rexeniØ v nol~, kotoryæ rassmatrivalsØ zdes~ ranee, t.e. u = O(τ − r)^{3/2}) v ploskom i u = O((τ − r)^2) v trehmernom sluqaØh (ime¸tsØ v vidu qislo prostranstvennyh peremennyh). Oboznaqim S_τ i Σ_τ seqeniØ poverhnosteæ S i Σ ploskost~¸ τ = const, a oblast~, zakl¸qennu¸ meßdu fftimi poverhnostØmi, Ω(τ ), ∂Ω(τ ) = S_τ ∪ Σ_τ . Nas interesu¸t zadaqi v oblastØh Ω razmernosti m = 2, 3. �nergiØ volnovogo polØ v oblasti Ω(τ ) zadaetsØ integralom

E(τ ) = ∫ Ω(τ ) EdΩ, E = 1 2 (u^2_τ + (∇u)^2), (22)

46 V. M. BABIQ, M. A. L˚LINOV

gde u rexenie volnovogo uravneniØ s usloviØmi ∂_nu | |_S ø = 0 i u | |_Σ

ø = 0. Pokaßem, qto ffnergiØ E(τ ) ne vozrastaet, to est~ dE(τ ) dτ 6 0. (23)

Prodifferenciruem vyraßeniØ (22) dlØ E(τ ) dE(τ ) dτ = ∫ ∂Ω(τ ) −wE ds + ∫ Ω(τ ) ∂E ∂τ dΩ, (24)

gde w veliqina skorosti dvißeniØ sootvetstvu¸weæ poverhnosti, c > w > 0 dlØ S_τ i w = −c dlØ Γ_τ . DlØ preobrazovaniØ vtorogo slagaemogo v (24) vospol~zuemsØ uravneniem zakona sohraneniØ, kotoroe sleduet iz volnovogo uravneniØ, ∂E ∂τ + div ⃗P = 0, (25)

gde ⃗P = −u_τ ∇u vektor plotnosti potoka ffnergii ili vektor Umova–Poæntinga. Podstavim vyraßeniØ dlØ^{∂E}_{∂τ} iz (25) vo vtoroe slagaemoe v (24) i vospol~zuemsØ formuloæ Ostrogradskogo– Gaussa, poluqim dE dτ = − ∫ ∂Ω(τ ) wE ds + ∫ ∂Ω(τ ) u_τ (∇u · ⃗n)ds. (26) Poslednee slagaemoe v pravoæ qasti ravenstva (26) obrawaetsØ v nol~ na S_τ v silu usloviØ ∂_nu | |_S ø = 0, a na poverhnosti Σ^τ vsledstvie ravenstva u | |_Σ

ø = 0 i u^τ | |_Σ

ø = 0. V rezul~tate, legko videt~, qto pravaØ qast~ (26) nepoloßitel~na i, sledovatel~no, imeet mesto neravenstvo (23). Predpoloßim, qto spravedlivo predel~noe uslovie

E(τ_0) = 1 2 ∫ Ω(τ0 )

(u^2_τ + (∇u)^2)dΩ → 0, τ_0 → 0, (27)

togda iz neravenstva (23) i usloviØ (27) sleduet toßdestvo E(τ ) ≡ 0, iz kotorogo vytekaet sootnoxenie u_τ ≡ 0. Ravenstvo u ≡ 0 teper~ prostoe sledstvie obrawaetsØ u v nol~ na svetovom konuse. Edinstvennost~ rexeniØ dokazana.

O RASSE˚NII VOLN 47

Zametim, qto v naxem rassußdenii uslovie (27) bylo analogom usloviØ Meæksnera. Uslovie (27) soglasuetsØ s “usloviem Meæksnera”, obsußdavximsØ vo vvedenii. Uslovie (27) imeet estestvennu¸ fiziqesku¸ interpretaci¸: ffnergiØ volny vozmuweniØ mala dlØ malogo vremeni, proxedxego posle vozniknoveniØ rasseivatelØ.

Dokazatel~stvo edinstvennosti v fflektromagnitnoæ zadaqe vpolne analogiqno, predloßennomu vyxe. Vospol~zuemsØ ravenstvom d dτ ∫ Ω(τ ) E dΩ = − ∫ ∂Ω(τ ) w CEds − ∫ ∂Ω(τ ) ( ⃗P · ⃗n)ds, (28)

gde E =^1_{8π} ( ⃗E^2 + ⃗H^2) plotnost~ ffnergii fflektromagnitnogo polØ, ⃗P =^C_{4π} ⃗E × ⃗H vektor Umova–Poæntinga. SootnoxeniØ (28) i formuly Ostrogradskogo–Gaussa. Zametim, qto v silu ravenstv ⃗E | |_Σ

ø = 0, ⃗H | |_Σ

ø = 0 imeem ⃗P_n | |_Σ

ø = 0, E | |_Σ

ø = 0. Vospol~zuemsØ razloßeniØmi vektorov ⃗E i ⃗H na komponenty ⃗E|_S ø = ( ⃗E · ⃗n)⃗n|_S ø + ( ⃗E)_{tang}|_S ø , ⃗H | |_S ø = ( ⃗H · ⃗n)⃗n | |_S ø + ⃗H_{tang} | |_S ø . V silu graniqnogo usloviØ (16) ( ⃗H_i = 0, ⃗E_i = 0) poluqim (P · ⃗n) | |_S ø = c 4π ( ⃗E × ⃗H) · ⃗n | |_S ø = c 4π (⃗n × ⃗H) · ⃗E | |_S ø = = c 4π (⃗n × ⃗H) · ( ⃗E)_{tang} | |_S ø = (−1) 4π (⃗n × ⃗H) · ( ⃗w × ⃗H)_{tang} | |)_Sø = = +w 4π (⃗n × ⃗H)^2_{tang} = +w 4π ⃗H^2_{tang}, ⃗w | |_S ø = w(−⃗n) | |_S ø , w > 0, ⃗n vnexnØØ normal~ k ∂Ω(τ ). Iz ravenstva (28) vyvodim d dτ ∫ Ω(τ )

E dΩ = (−1) ∫ Sø ( w 8π ( ⃗H^2 + ⃗E^2) + w 4π ⃗H^2_{tang} ) ds 6 0. (29)

Esli dopolnitel~no potrebovat~ 1 4π ∫ Ω(τ0)

( ⃗H^2 + ⃗E^2)dΩ → 0, τ_0 → 0,

48 V. M. BABIQ, M. A. L˚LINOV

to iz neravenstva (29) legko vyvoditsØ ravenstvo ffnergii ∫ Ω(τ )

E dΩ nul¸. Dokazatel~stvo zaverxaetsØ tak ße kak analo-

giqnoe dokazatel~stvo edinstvennosti rexeniØ v sluqae kraevogo usloviØ Neæmana.

Rassmotrim zadaqu Dirihle dlØ funkcii u = u(x_1/τ, x_2/τ, . . . , x_m/τ ), kotoraØ est~ rexenie volnovogo uravneniØ u_{tt} −Δu = 0. PerehodØ k “odnorodnym” peremennym ξ_i = x_i/τ , i = 1, . . . , m, ubeßdaemsØ, qto volnovoe uravnenie ravnosil~no m∑ i=1 ∂ ∂ξ_i ( (1 − ξ^2_i ) ∂u ∂ξ_i ) = 0. (30)

K uravneni¸ (30) dobavim graniqnye usloviØ u | |_{Φ(ξ1,... ,ξ} m)=0 = 0, u | |_{ξ21 +...+ξ2} m^{=1} = 0.

(31)

Edinstvennost~ rexeniØ dokazyvaetsØ s pomow~¸ dostatoqno standartnogo varianta primeneniØ principa maksimuma.

Literatura

1. V. M. Babiq, V. S. Buldyrev, L. A. Molotkov, Prostranstvenno-vre-mennoæ luqevoæ metod: Lineænye i nelineænye volny. Leningrad: Izd. Leningradskogo Universiteta, 1985.

2. V. M. Babiq, V. S. Buldyrev, Asimptotiqeskie metody v zadaqah difrakcii korotkih voln. M., 1972.

3. V. I. Smirnov, Kurs vysxeæ matematiki. 3, q. 2, 1969. 4. V. A. Borovikov, DifrakciØ na mnogougol~nikah i mnogogrannikah. M.:

Nauka, 1966.

5. J. R. Mentzer, Scattering and diffraction of radio waves. Pergamon Press, London-New York, 1955.

6. S. L. Sobolev, Nekotorye novye zadaqi teorii uravneniæ v qastnyh proizvodnyh giperboliqeskogo tipa. — Matem. sbornik 11(3) (1942), 155–203.

7. M. A. Lyalinov, Scattering of a plane wave by a circular eylinder with uniformly increasing radius. — IEEE Trans. AP-42 no. 11 (1994), 1574–1577.

Babich V. M., Lyalinov M. A. On the scattering of waves by an expanding surface.

The perturbance of a harmonic plane wave by an obstacle, arising in a fixed point is considered. This obstacle expands and creates a wave with spherical front. The analitical expression of the scattered wave field in a

O RASSE˚NII VOLN 49 small neighborhood of the wave front is obtained as in scalar as well in electromagnetic case.

Postupilo 2 sentØbrØ 1997 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN