Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 250, 1998 g.

I. V. Andronov VOLNY SOSKAL^ZYVANI˚ NA SIL^NO VYT˚NUTOM TELE VRAWENI˚

1. Vvedenie

V zadaqe difrakcii na gladkom vypuklom tele vaßnu¸ rol~ igra¸t volny soskal~zyvaniØ, da¸wie asimptotiku difragirovannogo polØ v zone teni. Izvestnye rezul~taty, poluqennye metodom pograniqnogo sloØ, ne pozvolØ¸t ob¨Øsnit~ nekotorye svoæstva voln soskal~zyvaniØ na sil~no vytØnutyh telah. Matematiqeski zadaqa difrakcii sostoit v postroenii korotkovolnovoæ asimptotiki rexeniØ uravneniØ Gel~mgol~ca ili uravneniæ Maksvella, udovletvorØ¸wego opredelennym kraevym usloviØm. Ranee pri analize zadaq difrakcii razmery tela po raznym napravleniØm predpolagalis~ sravnimymi i asimptotiqeskoe razloßenie stroilos~ po stepenØm edinstvennogo malogo parametra k^{−1/3}, gde k – volnovoe qislo. Esli razmery tela v raznyh napravleniØh sil~no otliqa¸tsØ drug ot druga, ewe odin bol~xoæ parametr – otnoxenie fftih razmerov prisutstvuet v formulirovke zadaqi.

Cel~¸ fftoæ raboty ØvlØetsØ issledovanie voln soskal~zyvaniØ na sil~no vytØnutyh telah, kogda binormal~naØ krivizna poverhnosti asimptotiqeski velika. RexeniØ, poluqennye v [1], pokazyva¸t, qto v sluqae obyqnogo, nevytØnutogo tela vliØnie binormal~noæ krivizny proØvlØetsØ lix~ v popravoqnom qlene asimptotiki dlØ akustiqeskih voln na ßestkom tele i magnitnoæ transversal~no polØrizovannoæ volny dlØ uravneniæ Maksvella. Esli krivizna v napravlenii binormali velika i imeet porØdok sravnimyæ s k^{1/3}, popravka [1] stanovitsØ sravnimoæ so starxim qlenom i asimptotika, voobwe govorØ, perestaet byt~ spravedlivoæ. Takim obrazom, v sluqae vytØnutogo tela neobhodim dopolnitel~nyæ analiz zadaq difrakcii.

2. Sistema geodeziqeskih koordinat i anzac

Pust~ poverhnost~ vraweniØ zadaetsØ v cilindriqeskoæ si- 22

VOLNY SOSKAL^ZYVANI˚ 23 steme koordinat (r, φ, z) uravneniem r = r(z). V sluqae sil~no vytØnutogo tela funkciØ r(z) ØvlØetsØ medlenno menØ¸weæsØ. My predpolagaem, qto r, r^′(z) ≪ 1. (1) V poluploskosti φ = 0 vvedem dlinu geodeziqeskoæ s i normal~ k poverhnosti n. Postroenie asimptotiki voln soskal~zyvaniØ budem provodit~ v sisteme koordinat (s, φ, n). DlØ togo, qtoby perepisat~ uravnenie Gel~gol~ca i sistemu uravneniæ Maksvella v koordinatah s, φ, n, potrebuetsØ matrica kvadratiqnyh form g_{ij}. Obyqno (sm., naprimer, [3]) dlØ postroeniØ starxego qlena asimptotiki dostatoqno znat~ razloßenie fftoæ matricy po stepenØm n lix~ do lineænyh qlenov. V naxem sluqae nam potrebuetsØ toqnoe vyraßenie g_{ij} = ( 1 +^n_ρ

)_2 0 0 0 h^2 ( 1 +^n_{ρt}

)_2 0 0 0 1 . (2) Zdes~ ρ i ρ_t glavnye radiusy krivizny poverhnosti, veliqina h harakterizuet rashodimost~ puqka geodeziqeskih i proporcional~na radiusu tela r. Radiusy krivizny vyraßa¸tsØ qerez funkci¸ r(z) po formulam 1 ρ(s) = r_{zz} (1 + r^2_z)^{3/2}

, ρ_t =

1 − r^2_z 1 + r^2_z . My sqitaem, qto masxtab z i, sootvetstvenno, s vybran takim obrazom, qto ρ(s) = O(1). OgraniqeniØ (1) privodØt k malosti

ρ_t. My budem sqitat~ normalizovannyæ radius popereqnoæ kri-

vizny

κ = 2M^2 ρ_t ρ , M = ( kρ 2 )_{1/3} veliqinoæ porØdka O(1).

Asimptotiku voln soskal~zyvaniØ (akustiqeskogo davleniØ v skalØrnoæ zadaqe difrakcii i vseh komponent fflektriqeskogo i magnitnogo vektorov v zadaqe difrakcii dlØ uravneniæ Maksvella) budem iskat~ v standartnom vide [3] metoda pograniqnogo sloØ u = exp{iks + ik^{1/3}p(s, φ)} ∑ U_j (s, φ, ν_1)k^{−j/3}, ν_1 = k^{2/3}n. (3)

24 I. V. ANDRONOV Zdes~ ν_1 – rastØnutaØ normal~, opredelØ¸waØ tolwinu pograniqnogo sloØ. PredpolagaetsØ, qto funkcii U_j ne soderßat bystroæ zavisimosti ot svoih argumentov, to est~ vse proizvodnye

U_j predpolaga¸tsØ porØdka O(1). Zavisimost~ ot vremeni daetsØ

mnoßitelem exp(−iωt), kotoryæ vs¸du opuwen.

V [2] pokazano, qto suwestvennye fiziqeskie ffffekty pro- ØvlØ¸tsØ v sluqae sil~no vytØnutogo tela, kogda otnoxenie radiusov krivizn ρ/ρ_t sravnimo s kvadratom bol~xogo parametra M = (_{kρ} 2 )_{1/3} . V fftom sluqae v zonu pograniqnogo sloØ popadaet vse popereqnoe seqenie tela i formuly terØ¸t lokal~nost~ po peremennoæ φ. DlØ tela vraweniØ proizvedem razloßenie polØ v rØd Fur~e po uglovoæ peremennoæ i dalee budem predpolagat~ zavisimost~ ot φ v vide e^{imφ}.

3. SkalØrnye volny PodstavlØØ vyraßenie (3) v uravnenie Gel~mgol~ca, predvaritel~no zapisannoe v koordinatah (s, φ, n), i priravnivaØ qleny odnogo porØdka po k, poluqim sistemu rekurrentnyh uravneniæ dlØ posledovatel~nogo opredeleniØ funkciæ U_j . Otnoxenie

n/ρ_t v pograniqnom sloe stanovitsØ porØdka edinicy. V rezul~-

tate binormal~naØ krivizna poØvlØetsØ v pervom uravnenii rekurrentnoæ sistemy

L_0U_0 = 0, L_0U_1 + L_1U_0 = 0 . . . ,

gde operatory ime¸t vid

L_0 =

∂^2 ∂ν^2 + 1 ν ∂ ∂ν + ( ν − m^2 ν^2 − ξ ) (4) L_1 = ( ρ 2 )_{2/3} ( 2i ∂ ∂s + i ∂ρ_t/∂s ρ_t κ ν ) . (5)

Zdes~ vvedena smewennaØ normal~naØ koordinata

ν = 2M^2 ρ_t + n ρ i parametr ξ, svØzannyæ s funkcieæ p(s) iz (3) formuloæ

p(s) = 2^{−1/3} s∫ 0 ξ − κ ρ^{2/3} ds.

VOLNY SOSKAL^ZYVANI˚ 25 Uravnenie L_0U_0 = 0 rassmatrivaetsØ na poluosi ν ¿ κ pri graniqnom uslovii ∂U_0(s, κ) ∂ν + iM ZU_0(s, κ) = 0 (6)

i uslovii izluqeniØ na beskoneqnosti. �to uravnenie opredelØet zavisimost~ polØ volny soskal~zyvaniØ ot normali

U_0(s, ν) = A_0(s)V (ν; ξ, m), (7)

gde funkciØ V – rexenie zadaqi Xturma–LiuvillØ dlØ bikonfl¸entnogo uravneniØ Goæna [4]

V^{′′} + 1 ν V^′ + ( ν − ξ − m^2 ν^2 ) V = 0. (8)

Uravnenie (8) imeet dve singulØrnye toqki: odnu regulØrnu¸ pri ν = 0, drugu¸ irregulØrnu¸ na beskoneqnosti. Asimptotika proizvol~nogo rexeniØ pri bol~xih ν soderßit dva slagaemyh s ffksponencial~nymi mnoßitelØmi exp ( ±^{2i}_3 ν^{3/2} ) . Uslovie izluqeniØ otbiraet slagaemoe, ime¸wee ffksponentu so znakom pl¸s.

Uslovie (6) stanovitsØ uravneniem na parametr ξ V^′(κ; ξ, m) + iM ZV (κ; ξ, m) = 0. (9) DlØ poluqeniØ ravnomernoæ po impedansu Z asimptotiki, iz kotoroæ predel~nymi perehodami Z → 0 i Z → ∞ poluqa¸tsØ rexeniØ zadaqi Neæmana i zaddaqi Dirile, veliqinu M Z sqitaem porØdka O(1).

Uravnenie v sledu¸wem porØdke po k pozvolØet opredelit~ amplitudu A_0(s) v (7). Zadaqa Xturma–LiuvillØ dlØ funkcii

U_1 zapisana na sobstvennom znaqenii i, sledovatel~no, razrexi-

ma lix~ pri vypolnenii usloviØ ortogonal~nosti pravoæ qasti rexeni¸ odnorodnogo so¸znogo uravneniØ. Perepixem snaqala uravnenie Goæna v simmetriqnoæ forme, ne soderßaweæ pervoæ proizvodnoæ

L_0V (ν; ξ) = ν^{−1/2} [ d^2 dν^2 + ( 1/4 − m^2

ν^2 + ν − ξ )] (ν^{1/2}V (ν; ξ, m)) = 0.

(10)

26 I. V. ANDRONOV Teper~ uslovie razreximosti moßet byt~ zapisano v vide +∞∫ κ V (ν; ξ) ( 2i ∂U_0 ∂s + i ∂ρ_t/∂s ρ_t κ ν U_0 ) νdν = 0. PodstavlØØ vyraßenie dlØ U_0 i provodØ differencirovanie po s, posle rØda preobrazovaniæ uslovie razreximosti moßnoperepisat~ v vide differencial~nogo uravneniØ dlØ amplitudy

A_0(s). Rexenie fftogo uravneniØ moßet byt~ poluqeno v Øvnom

vide

A_0(s) = A_0(0)^3 √ ρ(0) ρ(s) √ I_1(0) I_1(s)

. (11)

Zdes~ vveden integral

I_1 = +∞∫ κ V^2(ν; ξ, m)νdν. PoluqennaØ asimptotika pri m = 0 sovpadaet s privedennoæ v [2]. Vaßnu¸ rol~ v asimptotiqeskom razloßenii igraet parametr ξ, mnimaØ qast~ kotorogo harakterizuet skorost~ ubyvaniØ volny soskal~zyvaniØ. Rezul~taty qislennogo issledovaniØ uravneniØ (9) privedeny v paragrafe 4. DlØ umerenno vytØnutogo tela, v predpoloßenii κ ≫ 1, veliqina ξ moßet byt~ poluqena iz rassmotreniØ zadaqi dlØ voln soskal~zyvaniØ na poverhnosti, opisyvaemoæ impedansnym graniqnym usloviem s ffffektivnym impedansom [5]

Z_{eff} = Z + i 2κM . 3.1. Volny soskal~zyvaniØ dlØ uravneniæ Maksvella

Vvedem vspomogatel~nye vektor-funkcii ⃗E = √ ε E i ⃗H = √ μ H. Togda uravneniØ Maksvella zapixutsØ v vide rot ⃗E = ik ⃗H, rot ⃗H = −ik ⃗E, gde k = ω√εμ. Vse komponenty vektorov budem iskat~ v forme (3). Estestvenno predpoloßit~, qto uglovye komponenty E^φ i

H^φ – asimptotiqeski veliki i ime¸t porØdok O(k^{2/3}), qto daet

VOLNY SOSKAL^ZYVANI˚ 27 porØdok tangencial~noæ komponenty O(1). Takim obrazom, dlØ udobstva vvedem veliqiny E = k^{2/3}E^φ i H = k^{2/3}H^φ. UqityvaØ (2) dlØ matricy kvadratiqnyh form, perepixem uravneniØ Maksvella dlØ komponent fflektromagnitnogo vektora v koordinatah s, φ, n i posle podstanovki predstavleniØ (3) priravnØem qleny odnogo porØdka po bol~xomu parametru k. Qast~ poluqennyh uravneniæ pozvolØet vyrazit~ komponenty E^n, E^s, H^n i H^s qerez E i H. Privedem lix~ vyraßeniØ v dvuh starxih porØdkah

E^s_0 = 0, E^n_0 = −(κ_1 + ν_1)H_0, E^s_1 = −mE_0 − i(κ_1 + ν_1) ∂H_0 ∂ν_1 − 2iH_0,

H^s_0 = 0, H^n_0 = (κ_1 + ν_1)E_0, H^s_1 = −mH_0 + i(κ_1 + ν_1) ∂E_0 ∂ν_1 + 2iE_0.

Zdes~ vvedena κ_1 = k^{2/3}ρ_t. OstavxiesØ uravneniØ obrazu¸t vyroßdennu¸ sistemu, usloviØ sovmestnosti kotoroæ mogut byt~ zapisany v vide obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ dlØ komponent E i H. V starxem porØdke imeem { L_0E_0 −^{2i m}_{ν2} H_0 = 0 L_0H_0 +^{2i m}_{ν2} E_0 = 0

, (12) gde L_0 = d^2 dν^2 + 3 ν d dν + ( ν − m^2 ν^2 − ξ ) . V sledu¸wem porØdke sistema stanovitsØ neodnorodnoæ { L_0E_1 −^{2i m}_{ν2} H_1 = L_1E_0 L_0H_1 +^{2i m}_{ν2} E_1 = L_1H_0

. (13)

Zdes~

L_1 = i ( ρ 2 )_{2/3} { 2 ∂ ∂s + 3 ρ^′_t ρ_t κ ν } . Sistemy uravneniæ (12), (13) i vse posledu¸wie uravneniØ v rekurrentnoæ sisteme rassmatriva¸tsØ dlØ funkciæ, udovletvorØ¸wih usloviØm izluqeniØ, kotorye, analogiqno sluqa¸ skalØrnyh voln, fiksiru¸t ffksponentu exp(2i/3ν^{3/2}) v asimptotike na beskoneqnosti, i graniqnym usloviØm. �ti graniqnye

28 I. V. ANDRONOV usloviØ sledu¸t iz usloviæ dlØ fflektriqeskogo i magnitnogo vektorov na impedansnoæ poverhnosti ⃗E − ϵ_n( ⃗E, ϵ_n) = Z ϵ_n ∧ ⃗H, gde ϵ_n – ediniqnyæ vektor normali k poverhnosti i Z – impedans. PodstavlØØ vyraßeniØ dlØ komponent vektorov, graniqnye usloviØ mogut byt~ perepisany sledu¸wim obrazom dE_j dν + ( 2 κ + i M Z ) E_j + im κ H_j = 0 (14) i dH_j dν + ( 2 κ + iM Z ) H_j − im κ E_j = 0, (15)

gde j prinimaet znaqeniØ 0 i 1.

DlØ m = 0 sistema raspadaetsØ na dve nezavisimye zadaqi Xturma–LiuvillØ dlØ komponent E i H. Starxie qleny asimptotiki v fftom sluqae mogut byt~ postroeny analogiqno skalØrnomu sluqa¸. Vvedem rexenie uravneniØ Goæna

W^{′′}(ν; ξ, 0) + 3 ν W^′(ν; ξ, 0) + (ν − ξ)W (ν; ξ, 0) − 0, (16)

udovletvorØ¸wee uslovi¸ izluqeniØ. Togda parametr ξ nahoditsØ iz graniqnyh usloviæ (14) ili (15). V pervom sluqae komponenta H magnitnogo vektora ravna nul¸ i v starxem porØdke volna soskal~zyvaniØ ØvlØetsØ transversal~no polØrizovannoæ fflektriqeskoæ volnoæ s parametrom zatuhaniØ, opredelØemym iz uravneniØ

W^′(κ; ξ, 0) + ( 2 κ + iM Z^{−1} ) W (κ; ξ, 0) = 0. (17)

DlØ drugoæ volny nul¸ ravna komponenta E i v starxem porØdke volna okazyvaetsØ transversal~no polØrizovannoæ magnitnoæ volnoæ soskal~zyvaniØ. Parametr zatuhaniØ dlØ fftoæ volny nahoditsØ iz analogiqnogo uravneniØ, v kotorom Z^{−1} zameneno na Z. Amplitudy voln soskal~zyvaniØ opredelØ¸tsØ iz usloviæ razreximosti dlØ sistemy uravneniæ (13). Kak i v sluqae skalØrnyh voln, uslovie razreximosti zapisyvaetsØ v vide differencial~nogo uravneniØ dlØ amplitud i ego rexenie moßet

VOLNY SOSKAL^ZYVANI˚ 29 byt~ naædeno Øvno. My privodim formulu lix~ dlØ magnitnoæ volny soskal~zyvaniØ

H_0 = A_0(0)ρ^{−2/3}I^{−1}_3 W (ν; ξ, 0), (18) gde I_3 = +∞∫ 0 W^2(ν; ξ, 0)ν^3dν.

Esli m ≠ 0, sistema differencial~nyh uravneniæ i graniqnye usloviØ ne raspada¸tsØ na dve nezavisimye zadaqi Xturma–LiuvillØ, qto ØvlØetsØ estestvennym, poskol~ku volny begut po geodeziqeskim s bol~xim kruqeniem porØdka k^{2/3}, a qleny, kotorye prepØtstvu¸t razdeleni¸, kak raz proporcional~ny kruqeni¸. Tem ne menee, vvodØ funkcii Ψ_± ( H_0 E_0 ) = A_0(s) ( i 1 ) Ψ_+(ν; ξ, m) Ψ_+(κ; ξ, m)

+ B_0(s) ( i 1 ) Ψ_−(ν; ξ, m) Ψ_−(κ; ξ, m) , sistemu (12) moßno razdelit~ na dva nezavisimyh uravneniØ dlØ funkciæ Ψ_± { L_0 ± 2m ν^2 } Ψ_±(ν; ξ, m) = 0. (19)

Iz graniqnyh usloviæ sleduet sistema dlØ amplitud A_0(s) i

B_0(s) (_Ψ0_+

Ψ+ +^{2−m}_κ + iQ ) A_0 + iP B_0 = 0

iP A_0 +

(_Ψ0

�_Ψ � +^{2+m}κ + iQ ) B_0 = 0

. (20) gde Q = M 2 ( 1 Z + Z ) , P = M 2 ( 1 Z − Z ) . Netrvial~noe rexenie sistemy (20) suwestvuet, esli opredelitel~ matricy obrawaetsØ v nul~. �to uslovie daet uravnenie dlØ parametra ξ, ot kotorogo zavisit operator L_0 ( Ψ^′_+(κ; ξ, m) Ψ_+(κ; ξ, m) + 2 − m κ + iQ ) ( Ψ^′_−(κ; ξ, m) Ψ^′_−(κ; ξ, m) + 2 + m κ + iQ ) + P^2 = 0.

(21)

30 I. V. ANDRONOV Zdes~ funkciØ Ψ_± udovletvorØ¸t uravneniem (19) i uslovi¸ izluqeniØ. V sluqae ideal~no provodØwego tela, analogiqnye vykladki privodt k sisteme { A_0 + B_0 = 0 (_Ψ0_{+(κ;ξ,m)} Ψ+(κ;ξ,m) + 2 κ ) A_0 −

(_Ψ0 �^{(κ;ξ,m)} Ψ�(κ;ξ,m) +^2κ ) B_0 = 0

(22)

i uravneni¸

Ψ^′_+(κ; ξ, m) Ψ_+(κ; ξ, m) + Ψ^′_−(κ; ξ, m) Ψ_−(κ; ξ, m) + 4 κ = 0 (23)

dlØ parametra ξ. Niße budet rassmotren tol~ko fftot sluqaæ.

V sledu¸wem porØdke vektornaØ zadaqa Xturma–LiuvillØ stanovitsØ neodnorodnoæ i zavisimost~ amplitud A_0 i B_0 = −A_0 ot s nahoditsØ iz usloviæ razreximosti. Qtoby zapisat~ ffti usloviØ i uravnenie perenosa dlØ amplitudy A_0(s), perepixem operator zadaqi v simmetriqnoæ forme ν^{−3/2} { d^2 dν^2 + ν − m^2 + 3/4 ∓ 2 ν^2 − ξ } (ν^{3/2}Ψ_±(ν; ξ, m)) = 0. (24)

Uslovie razreximosti zapisyvaetsØ v vide differencial~nogo uravneniØ dlØ amplitudy A_0(s). Posle gromozdkih preobrazovaniæ, ispol~zu¸wih integrirovanie po qastØm i svoæstva funkcii ξ(s) kak rexeniØ uravneniØ (23), ffto uravnenie moßet byt~ uproweno

A^′_0(s) + ( 2ρ^′(s) 3ρ(s) + 1 2 J^′_3(s) 2J_3(s) ) A_0(s) = 0, gde J_3(s) = +∞∫ κ ν^3 ( Ψ^2_+(ν; ξ, m) Ψ^2_+(κ; ξ, m) + Ψ^2_−(ν; ξ, m) Ψ^2_+(κ; ξ, m) ) dν. Okonqatel~no v starxem porØdke asimptotika fflektromagnitnogo polØ moßet byt~ zapisana v sledu¸weæ forme ( H E ) = A_0(0) exp iks + imφ + ik^{1/3} s∫ 0 ξ(s) − κ(s) 2^{1/3}ρ^{2/3}(s)

×ρ^{−2/3}(s)J^{−1/2}_3 (s) {( i 1 ) Ψ_+(ν; ξ, m) Ψ_+(κ; ξ, m) + ( i −1 ) Ψ_−(ν; ξ, m) Ψ_−(κ; ξ, m) } . (25)

Amplituda A_0(0) v (25) – proizvol~naØ postoØnnaØ, opredelØemaØ pada¸wim polem ili istoqnikom.

VOLNY SOSKAL^ZYVANI˚ 31

4. Qislennyæ analiz dispersionnyh uravneniæ

Rassmotrim dispersionnye uravneniØ dlØ parametra zatuhaniØ ξ. DlØ skalØrnyh voln – (9), dlØ “nevrawa¸wihsØ” (m = 0) fflekttromagnitnyh voln soskal~zyvaniØ na ideal~no provodØwem tele – (17) s Z^{−1} = 0 ili s Z = 0. DlØ “vrawa¸wihsØ” voln soskal~zyvaniØ parametr ξ opredelØetsØ iz uravneniØ (23).

Qtoby vyqislit~ znaqenie parametra ξ snaqala nado naæti udovletvorØ¸wee uslovi¸ izluqeniØ rexenie sootvetstvu¸wego uravneniØ Goæna. DlØ rexeniæ uravneniØ Goæna net Øvnogo integral~nogo predstavleniØ, pofftomu qislenno rexalos~ samo differencial~noe uravnenie pri pomowi metoda Runge–Kutta 4-go porØdka. Zatem iteracionnym metodom N~¸tona vyqislØlsØ parametr ξ kak rexenie sootvetstvu¸wego transcendentnogo uravneniØ. DlØ dostißeniØ bystroæ shodimosti metoda Runge– Kutta iz iskomogo rexeniØ uravneniØ Goæna pri bol~xih ν vydelØlsØ bystro oscilliru¸wiæ mnoßitel~. Naprimer, dlØ uravneniæ (19) funkcii Ψ_± byli predstavleny v vide

Ψ_±(ν; ξ, m) = ν^{−3/2}(ν − ξ)^{−1/4} exp ( 2i 3 z ) Z_±(z; ξ, m), z = (ν − ξ)^{3/2}. (26) Togda funkcii Z_± dolßny udovletvorØt~ uravneniØm Z^{′′}_±(z; ξ, m) + 4i 3 Z^′_±(z; ξ, m)+

+ 1 z^2 ( 5 36 − 4m^2 + 3 ∓ 8m 9 (1 + ξz^{−2/3})^{−2} ) Z_±(z; ξ, m) = 0. (27)

V qislennom otnoxenii uravneniØ (27) predpoqtitel~no rexat~ dlØ bol~xih z. Kogda z malo i ν → ξ, mnoßitel~ v (26) imeet toqku vetvleniØ i analogiqnaØ osobennost~ prisutstvuet v uravnenii (27). Uravnenie (24), naprotiv, bolee udobno v tom sluqae, kogda ν malo.

Postroenie rexeniæ Ψ_± uravneniæ Goæna (19) provodilos~ v dva fftapa: snaqala metod Runge–Kutta primenØlsØ k zadaqe Koxi dlØ funkciæ Z_±(z; ξ) s naqal~nymi dannymi Z_± = 1,

dZ_±/dz = 0 v z = z_∞ ≫ 1. V rezul~tate udavalos~ priblizit~sØ

k oblasti malyh znaqeniæ z i v nekotoroæ toqke z = z_∗ proishodil perehod k qislennomu rexeni¸ uravneniæ (24). Zatem pri

32 I. V. ANDRONOV pomowi metoda N~¸tona minimizirovalas~ nevØzka v dispersionnom uravnenii (23).

VyqisleniØ byli provedeny dlØ skalØrnyh voln pri m = 0 i fflektromagnitnyh voln pri m = 0 i m = 1. Grafiki mnimoæ qasti parametra ξ ot normalizovannogo radiusa popereqnoæ krivizny κ privedeny na Ris. Krivye b) i d) sootvetstvu¸t skalØrnym volnam na akustiqeski mØgkoæ i akustiqeski ßestkoæ poverhnostØh. Krivye c) i e) otveqa¸t fflektriqeskoæ i magnitnoæ volnam soskal~zyvaniØ dlØ m = 0. Legko zametit~, qto pri bol~xih znaqeniØh κ parametr zatuhaniØ ξ − κ priblißaetsØ k kornØm funkcii �æri w_1 ili kornØm ee proizvodnoæ. Krivye, pokazannye tonkimi liniØmi, da¸t asimptotiku ξ, poluqennu¸ pri pomowi ffffektivnogo impedansnogo graniqnogo usloviØ.

Ris. Zavisimosti Im ¸, opredelØ¸weæ zatuhanie voln soskal~zyvaniØ, ot normalizovannogo radiusa binormal~noæ krivizny ˇ.

Formuly v predyduwem paragrafe byli napisany v predpoloßenii Ψ_± ≠ 0 na poverhnosti, pri ν = κ. Odnako, v predele bol~- xih κ qast~ rexeniæ dispersionnogo uravneniØ (23) stremitsØ k nulØm funkcii �æri w_1(ξ) (krivaØ a)), v to vremØ kak ostavxiesØ rexeniØ priblißa¸tsØ k nulØm ee proizvodnoæ (krivaØ f)). Sootvetstvu¸wie volny stanovØtsØ fflektriqeskoæ i magnitnoæ

VOLNY SOSKAL^ZYVANI˚ 33 transversal~no polØrizovannymi volnami, kogda κ → ∞. Pri malyh znaqeniØh normalizovannogo radiusa popereqnoæ krivizny magnitnaØ volna pri m = 0 i kvazimagnitnaØ volna pri m = 1 stanovØtsØ poqti nezatuha¸wimi.

5. Zakl¸qenie

�lektromagnitnye volny soskal~zyvaniØ na sil~no vytØnutyh telah ime¸t specifiqesku¸ vysokoqastotnu¸ asimptotiku, vyraßa¸wu¸sØ qerez bikonfl¸entnye funkcii Goæna. V sluqae

m = 0 prodolßenie fflektromagnitnogo polØ voln soskal~zyva-

niØ vnutr~ tela singulØrno na osi vraweniØ i sootvetstvu¸wie volny ne voznika¸t pri padenii regulØrnoæ prostranstvennoæ volny. Odnako moßno voobrazit~ vozbußdenie takih voln pri pomowi raznosti potencialov, priloßennyh k poverhnosti te- la. Bolee estestvennymi ØvlØ¸tsØ fflektromagnitnye volny, zavisØwie ot ugla vraweniØ posredstvom mnoßitelØ ϵ^{iφ}. Glavnym obrazom ffti volny vozbußda¸tsØ pri padenii ploskoæ volny vdol~ osi simmetrii tela. ZavisØwie ot ugla posredstvom mnoßitelØ ϵ^{imφ} volny soskal~zyvaniØ na poverhnosti sil~no vytØnutogo tela po svoim svoæstvam otliqa¸tsØ ot voln na obyqnom, nevytØnutom tele i ot voln na sil~no vytØnutom tele, kotorye ne zavisØt ot ugla φ(m = 0). �ti volny ne ØvlØ¸tsØ qisto fflektriqeskoæ i qisto magnitnoæ, i ih pole v popereqnom seqenii vyraßaetsØ ne odnim rexeniem uravneniØ Goæna, kak v sluqae

m = 0, a paroæ funkciæ, udovletvorØ¸wih dvum raznym uravne-

niØm Goæna, otliqa¸wimsØ kofffficientom. Ukazannyæ ffffekt imeet prostoe fiziqeskoe ob¨Øsnenie. Volny, soderßawie uglovu¸ zavisimost~ ϵ^{iφ}, begut po geodeziqeskim vdol~ vintovyh liniæ vokrug sil~no vytØnutogo tela. Kruqenie takih geodeziqeskih asimptotiqeski veliko, i perekrestnye qleny magnitnogo i fflektriqeskogo poleæ poØvlØ¸tsØ uße v starxem porØdke, a ne v popravkah, kak v sluqae kruqeniØ porØdka O(1) na obyqnom tele. V rezul~tate vmesto H i E poØvlØ¸tsØ polØ Ψ_+ i Ψ_−, v kotoryh otliqny ot nulØ transversal~nye komponenty i magnitnogo, i fflektriqeskogo poleæ.

Parametr zatuhaniØ, igra¸wiæ vaßnu¸ rol~ v asimptotike voln soskal~zyvaniØ, opredelØetsØ iz bolee sloßnogo uravneniØ, soderßawego obe funkcii Ψ_+ i Ψ_−. �to dispersionnoe

34 I. V. ANDRONOV uravnenie spravedlivo kak dlØ kvazifflektriqeskoæ, tak i dlØ kvazimagnitnoæ voln soskal~zyvaniØ. Kak pokazal qislennyæ analiz fftogo uravneniØ, pri umen~xenii radiusa popereqnoæ krivizny parametr zatuhaniØ kvazimagnitnoæ volny priblißaetsØ k vewestvennoæ osi. Analogiqnyæ ffffekt nabl¸daetsØ i dlØ nezavisØweæ ot ugla φ magnitnoæ volny.

Literatura

1. S. Hong, Asymptotic theory of electromagnetic and acoustic diffraction by smooth convex surfaces of variable curvature. — J. Math. Physics 8, No. 6 (1967), 1223–1232.

2. I. Andronov, D. Bouche, Asymptotics of creeping waves on a strongly prolate body. — Ann. Télécomm. 49, Nos. 3–4 (1994), 205–210.

3. V. M. Babiq, N. ˚. Kirpiqnikova, Metod pograniqnogo sloØ v zadaqah

difrakcii. L., 1974.

4. S. Yu. Slavyanov, W. Lay, A. Seeger, The classification of Heun’s equation and its special and confluent cases. in: A. Ronveaux, Ed., Heun Equation, Oxford University Press, 1995.

5. I. V. Andronov, D. Bouche, Creeping waves on strongly prolate bodies. Proc. of the 1995 URSI International Symposium on Electromagnetic Theory, pp. 404–406, St. Petersburg, May 1995.

Creeping waves on a strongly elongated body of revolution. Andronov I. V.

The creeping waves in the problem of diffraction by smooth convex body play an important role as they give the asymptotics of the diffracted field in the shaddow. The known results, obtained by the boundary layer method do not explain the properties of the creeping waves on strongly elongated bodies. In this paper the creeping waves on strongly elongated bodies when the binormal curvature is asymptoticaly large are studied. The derived asymptotics contains solutions of the Heun differential equation. The numerical analysis of the dispersion euqation is carried out and shows that magnetic creeping wave travels along the surface of elongated body with essentially smaller attenuation compared to the predication of usual theory.

Postupilo 20 oktØbrØ 1997 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet