S. A. Nazarov NESAMOSOPR˚ȷENNYE �LLIPTIQESKIE ZADAQI S POLINOMIAL^NYM SVO`STVOM V OBLAST˚H, IMEıWIH CILINDRIQESKIE VYHODY NA BESKONEQNOST^ PosvØwaetsØ ¸bile¸ Ol~gi Aleksandrovny Ladyßenskoæ 1. Vvedenie. Rassmatriva¸tsØ matricy differencial~nyh

operatorov special~noæ struktury, voobwe govorØ, ne samosoprØßennye formal~no. Pust~ porØdki skalØrnyh operatorov Λ_{hj} (x, D_x), fflementov matricy Λ(x, D_x) razmerom N × T , ravny t_j ∈ N = {1, 2, . . .} i L(x, D_x) = Λ(x, D_x)^∗(A(x) + iB(x))Λ(x, D_x). (1)

Zdes~ A i B – simmetriqeskie matricy-funkcii, ime¸wie razmery N×N (N i T – natural~nye qisla), A poloßitel~no opredelena pri vseh x ∈ R^n; Λ^∗ – operator, formal~no soprØßennyæ s Λ, D_x = −i grad, i = √ −1. Sqitaem, qto kofffficienty vseh voznika¸wih operatorov ØvlØ¸tsØ gladkimi funkciØmi peremennyh x = (x_1, . . . , x_n)^t (t – znak transponirovaniØ; vektory interpretiru¸tsØ kak stolbcy). ˚sno, qto fflementy L_{hj} matricy (1) ime¸t porØdki t_k + t_j .

Predpoloßim, qto matrica Λ algebraiqeski komplektna, t.e. dlØ l¸boæ stroki polinomov P = (P_1, . . . , P_T ), podqinennoæ uslovi¸ obobwennoæ odnorodnosti s pokazatelem ρ ¿ ρ_Λ ∈ N_0 = N ∪ {0} P_k(zξ) = z^{tk+ρ} P_k(ξ) ∀ z ∈ R_+, ξ ∈ R^n, naædetsØ stroka differencial~nyh operatorov Q =(Q_1, . . . , Q_N ), takaØ, qto P (D_x) = Q(x, D_x)Λ(x, D_x). (2)

Kak pokazano v [1], ffto uslovie obespeqivaet neravenstvo Gordinga–Korna. Imenno, pust~ u = (u_1, . . . , u_T )^t ∈ D^0H(Ξ), pri- 212

NESAMOSOPR˚ȷENNYE �LLIPTIQESKIE ZADAQI 213 qem Ξ – oblast~ v R^n s gladkoæ graniceæ ∂Ξ i kompaktnym zamykaniem Ξ i pri ℓ ∈ N_0

D^ℓH(Ξ) = H^{ℓ+t}1(Ξ)×. . .×H^{ℓ+tT} (Ξ). (3)

Togda dlØ formy

a(u, v; Ξ) = (AΛu, Λv)_Ξ + i(BΛu, Λv)_Ξ (4)

spravedlivo neravenstvo

‖u; D^0H(Ξ)‖^2 6 c { Re(a(u, u; Ξ)) + ‖u; L_2(Ξ)^T ‖^2 } . (5)

V (4) i dalee pod ( , )_Ξ podrazumevaetsØ skalØrnoe proizvedenie v L_2(Ξ)^s (ili ego rasxirenie) pri l¸bom s.

Izvestno (sm. [2, 3] i dr.), qto iz (5) vytekaet korrektnost~ obobwennoæ postanovki kraevyh zadaq s operatorom (1).

V [4] ustanovleno, qto algebraiqeskaØ komplektnost~ Λ garantiruet polinomial~noe svoæstvo formy (4), t.e. sledu¸wee utverßdenie: dlØ l¸boæ oblasti Ξ ∈ R^n s gladkoæ graniceæ a(u, u; Ξ) = 0, u ∈ C^∞(Ξ)^T ⇐⇒ u ∈ P | |_Ξ; (6)

zdes~ P – nekotoryæ koneqnomernyæ lineal vektornyh polinomov. (Formula (6) vytekaet iz (2), (4) i poloßitel~nosti matricy A, priqem P ne zavisit ot A, B i sostoit iz polinomov p = (p_1, . . . , p_T )^t, dlØ kotoryh Λp = 0. Krome togo, deg p_k 6 ρ_Λ +t_k.) Otmetim, qto ponØtie polinomal~nogo svoæstva pary {L, a} prisposobleno v [4] k operatoram bolee obweæ struktury, neßeli (1), v qastnosti, k operatoru Stoksa (sm., naprimer, [5]).

Polinomial~noe svoæstvo ves~ma polezno dlØ opisaniØ mnogih atributov kraevyh zadaq v oblastØh s kusoqno gladkoæ graniceæ ili s vyhodami na beskoneqnost~ (sm. [6–8], a takße gl. 5– 8, 13 knigi [9]). Vse izvestnye rezul~taty otnosØtsØ k sluqa¸ formal~no samosoprØßennyh matriqnyh operatorov. IdeØ dokazatel~stv prosta: funkciØ u vybiraetsØ tak, qtoby pri podstanovke na obe pozicii v formulu Grina qast~ slagaemyh isqezala i poluqalos~ ravenstvo a(u, u; Ξ) = 0, oznaqa¸wee, qto U ∈ P v silu (6). Poslednee vkl¸qenie ispol~zuetsØ libo dlØ identifikacii Ødra operatora kraevoæ zadaqi, libo dlØ otricaniØ predpoloßennogo svoæstva (esli u – zavedomo ne polinom). K soßaleni¸, takaØ ideØ ne goditsØ dlØ nesamosoprØßennyh differencial~nyh operatorov, poskol~ku zaqastu¸ ona podrazumevaet, qto ispol~zuemaØ funkciØ u obØzana udovletvorØt~ obeim,

214 S. A. NAZAROV i ishodnoæ i formal~no soprØßennoæ, zadaqam, kotorye razliqa¸tsØ dlØ operatora L pri B ≠ 0. V nastoØweæ stat~e predlaga¸tsØ novye soobraßeniØ, pozvolØ¸wie perenesti rØd ustanovlennyh ranee teorem na sluqaæ operatora (1), no osnovnoe vnimanie udelØetsØ zadaqe v oblasti s cilindriqeskimi vyhodami na beskoneqnost~. Podqerknem, qto operatory vida (1) vstreqa¸tsØ v prikladnyh disciplinah, v qastnosti, v teorii uprugosti p~ezofflektriqeskih tel (sm., naprimer, [10] i konec stat~i).

2. KraevaØ zadaqa i ee fflliptiqnost~. Operator (1), gde i za-

meneno na ±i, oboznaqaem L^±; analogiqno istolkovyvaem simvoly a^± (sm. (4)). DlØ u, v ∈ C^∞(Ξ)^T spravedliva formula Grina

(L^±u, v)_Ξ + (N^±u, Dv)_{∂Ξ} = a^±(u, v; Ξ), (7)

gde D – sistema Dirihle, N^± – operator kraevyh usloviæ Neæmana (razumeetsØ, D i N^± svØzyva¸tsØ s oblast~¸ Ξ, no ffto ne ukazyvaetsØ v oboznaqeniØh). Imeet mesto predstavlenie

N^±(x, D_x) = N^0(x, D_x) (A(x) ± iB(x))Λ(x, D_x), (8)

gde operator N^0, kak i D, ne zavisit ot znaka “±”. Razmery matric D, N^± i N^0 ravny m×T i m×N sootvetstvenno; zdes~ m = t_1 + . . . + t_T .

Obrazuem m×T -matricy B^± i T^± iz strok B^±_q i T^±_q , vybrannyh odnim iz sledu¸wih dvuh sposobov:

B^±_q = N^±_q , T^±_q = D_q ili B^±_q = D_q , T^±_q = −N^±_q (9)

(svoim dlØ kaßdogo q = 1, . . . , m, no ne menØ¸wimsØ pri perehode ot “+” k “−”). Poloßim ord B^±_{qj} = r_q + t_j.

Pust~ snaqala Ω – podoblast~ R^n s gladkoæ graniceæ i kompaktnym zamykaniem. V soglasii s (7) pri Ξ = Ω i (9) postroim operatory B^± smexannyh kraevyh usloviæ i rassmotrim paru kraevyh zadaq L^±(x, D_x)u(x) = f(x), x ∈ Ω, B^±(x, D_x)u(x) = g(x), x ∈ ∂Ω, (10)

v kotoryh f = (f_1, . . . , f_T )^t i g = (g_1, . . . , g_m)^t. Esli B^± = D ili B^± = N^±, to poluqaem zadaqi Dirihle ili Neæmana.

NESAMOSOPR˚ȷENNYE �LLIPTIQESKIE ZADAQI 215 Iz (7) i (9) vytekaet “polnaØ” formula Grina

(L^+u, v)_Ω + (B^+ u, T^+v)_{∂Ω} − (u, L^−v)_Ω − (T^−u, B^−v)_{∂Ω} = 0, (11)

t.e. zadaqi (10;+) i (10;−) formal~no soprØßeny.

Polinomial~noe svoæstvo (6) obespeqivaetsØ ograniqeniØmi, naloßennymi na Λ i A (ot B trebuetsØ lix~ simmetriqnost~), i potomu imeetsØ v oboih sluqaØh “±”. Dopustim, qto ono nasleduetsØ pri zamoraßivanii kofffficientov v operatore L^± i forme a^± (naprimer, pri vseh x^0 ∈ Ω matrica Λ^0(D_x), sostavlennaØ iz glavnyh v toqke x^0 qasteæ operatorov Λ_{hj} (x, D_x), sohranØet algebraiqesku¸ komplektnost~). Togda po suwestvu doslovnoe povtorenie dokazatel~stv teorem 4.1 i 4.2 iz [4] privodit k sledu¸wemu utverßdeni¸.

Teorema 1. Zadaqa (10) fflliptiqeskaØ i ee operator

A^±_ℓ : D^ℓH(Ω) → R^ℓH(Ω, ∂Ω) ≡ ≡ T∏ k=1 H^{ℓ−tk} (Ω) × m∏ q=1 H^{ℓ−rq−1/2}(∂Ω) (12)

ØvlØetsØ fredgol~movym pri ℓ ¿ max{t_1, . . . , t_T , r_1+1, . . . , r_m +1} ≡ ℓ_0 i obladaet nulevym indeksom. K tomu ße,

ker A^±_ℓ = P_Ω ≡ { p ∈ P : B^±p = 0 na ∂Ω } , coker A^±_ℓ = { (p, T^±p | |_{∂Ω}) : p ∈ P_Ω} , (13)

t.e. l¸boe rexenie odnorodnoæ zadaqi (10) okazyvaetsØ polinomom iz P_Ω, a usloviØ razreximosti neodnorodnoæ zadaqi ime¸t vid

(f, p)_Ω + (g, T^±p)_{∂Ω} = 0 ∀ p ∈ P_Ω. (14)

Podqerknem, qto lineal P_Ω, opredelennyæ v (13), bezrazliqen k vyboru znaka “±”. V samom dele, stroki B^±_q = D_q odinakovy i blagodarØ (8) obe stroki B^±_q = N^±_q annuliru¸t l¸boæ polinom iz P.

Dalee pod Ω ponimaetsØ oblast~ s cilindriqeskimi vyhodami na beskoneqnost~. Pust~ Q^μ – cilindry {(y^μ, z^μ) ∈ R^n : y^μ ∈ ω^μ, z^μ ∈ R^2}, gde ω^μ – oblast~ v R^{n−1} s gladkoæ graniceæ i kompaktnym zamykaniem, a (y^μ, z^μ) – dekartovy sistemy koordinat, svoi dlØ kaßdogo μ = 1, . . . , M . Vvedem polucilindry

216 S. A. NAZAROV

Q^μ_+ = {(y^μ, z^μ) ∈ Q^μ : z^μ > 0} i predpoloßim, qto oni poparno nepereseka¸wiesØ. Teper~ Ω – oblast~ s gladkoæ graniceæ, sovpada¸waØ vne nekotorogo xara s ob¨edineniem Q^1_+ ∪ . . .∪ Q^M_+ .

V Ω stavitsØ kraevaØ zadaqa (10) s operatorom

A^±_{ℓ,β} : D^ℓ_βW (Ω) → R^ℓ_β W (Ω, ∂Ω), (15)

priqem vektornye prostranstva konstruiru¸tsØ iz W^ℓ_β (Ω) i W^{ℓ−1/2} β (∂Ω) pri pomowi formul, analogiqnyh (3) i (12). Sam klass W^ℓ_β (Ω) opredelØetsØ kak popolnenie C^∞_0 (Ω) po norme ‖w; W^ℓ_β(Ω)‖ = ‖ρ_β w; H^ℓ(Ω)‖, gde ρ_β – gladkaØ i poloßitel~naØ na Ω vesovaØ funkciØ, ravnaØ exp(βz^μ) na Q^μ_+ \ Ω, j = 1, . . . , J. Esli ℓ ∈ N, to W^{ℓ−1/2}_β (∂Ω) – sledovoe prostranstvo s estvestvennoæ normoæ ‖v; W^{ℓ−1/2} β (∂Ω)‖ = inf { ‖w; W^ℓ_β(Ω)‖ | w = v na ∂Ω } . V sluqae stabilizacii kofffficientov differencial~nyh operatorov L^± i B^± na beskoneqnosti (v kaßdom iz vyhodov) otobraßenie (15) nepreryvno pri natural~nom ℓ 6 ℓ_0 i l¸bom vesovom indekse β ∈ R. UsloviØ ego fredgol~movosti, vyteka¸wie iz rezul~tatov [11] (sm. takße gl. 3, 5 [9]), obsußda¸tsØ v sledu¸wih razdelah.

Formuly Grina (7) i (11) v Ω vypolnØ¸tsØ iznaqal~no dlØ u, v ∈ C^∞_0 (Ω)^T . Po nepreryvnosti oni rasprostranØ¸tsØ na pary u ∈ D^ℓ_β W (Ω) i v ∈ D^ℓ_{−β} W (Ω). Takim obrazom, A^+_{ℓ,β} i A^−_{ℓ,−β} – operatory formal~no soprØßennyh zadaq.

3. Operatornye puqki. Predpoloßim, qto v Q^+_j \ Ω opera-

tor Λ(x, D_x) i matricy A(x), B(x) s ffksponencial~noæ skorost~¸ O(exp(−δ_1 z^μ)) stabiliziru¸tsØ k Λ^μ(y^μ, D_yμ , D_xμ ) i A^μ(y^μ ), B^μ(y^μ) sootvetstvenno (v qastnosti, |D^α_x (A_{pq}(x) − A^μ_{pq}(y^j ))| 6 c_α exp(−δ_1 z^μ) pri l¸bom mul~tiindekse α; δ_1 > 0, p, q = 1, . . . , N ). Po preßneæ sheme iz Λ^μ i A^μ, B^μ soorußa¸tsØ differencial~- nye operatory L^{μ±}, B^{μ±} i formy a^{μ±} v cilinde Q^μ. Predpoloßim ewe, qto matricy Λ^μ i A^μ nasledu¸t sootvetstvenno svoæstva algebraiqeskoæ komplektnosti i poloßitel~noæ opredelennosti. Togda a^{μ±} obladaet polinomial~nym svoæstvom, odnako lineal P^μ moßet otliqat~sØ ot lineala P iz (6). Kak i ranee, P^μ_Q = {p ∈ P^μ : B^{μ±}p = 0 na ∂Q^μ}.

NESAMOSOPR˚ȷENNYE �LLIPTIQESKIE ZADAQI 217 Vvedem polinomial~nyæ puqok C ∋ λ → A^±_μ (λ) = { L^{μ±}(y^μ, D_yμ , λ), B^{μ±}(y^μ , D_yμ , λ } : D^ℓH(ω^μ) → R^ℓH(ω^μ, ∂ω^μ), (16) poroßdennyæ model~noæ zadaqeæ v cilindre L^{μ±}u = f v Q^μ, B^{μ±}u = g na ∂Q^μ. (17) Izvestno (sm. [12, 11], a takße gl. 1, 3 [9]), qto sobstvennye qisla puqka A^±_μ ØvlØ¸tsØ normal~nymi, a spektr Σ^±_μ ne imeet koneqnyh toqek sguweniØ i prinadleßit mnoßestvu {λ ∈ C : | Re λ| < γ_μ| Im λ| ili | Re λ| < R_μ} na kompleksnoæ ploskosti C (γ_μ i R_μ – nekotorye poloßitel~nye qisla). Pri λ ∈ C \ Σ^±_μ otobraßenie iz (16) – izomorfizm.

Pust~ λ^±_0 – sobstvennoe qislo puqka A^±_μ . Sootvetstvu¸waØ ßordanova cepoqka dlinoæ ¶ sostoit iz sobstvennogo Φ^{0±} i prisoedinennyh Φ^{1±}, . . . , Φ–^{−1±} vektorov, udovletvorØ¸wih uravneniØm

A^±_μ (λ^±_0 )Φ^{k±} = −^{k∑}_{h=1}^1_{h!}^{∂h} A^{±μ}_{∂λh} (λ^±_0 )Φ^{k−h±}. (18)

Soglasno lemme 3.1.3 [9] funkcii U^{k±}, opredelennye formuloæ

U^{k±}(y^μ, z^μ) = exp(iλ^±_0 z^μ) k∑ h=0 1 h! (iz^μ)^h Φ^{k−h±}(y^μ), k = 0, . . . , ¶ − 1, (19) udovletvorØ¸t odnorodnoæ zadaqe (17) (ØvlØ¸tsØ ee ffksponenctal~nymi rexeniØmi). Pust~ L^±_μ (λ^±_0 ) – lineal vsevozmoßnyh ffksponencial~nyh rexeniæ s pokazatelem λ^±_0 . Razmernost~

dimL^±_μ (λ^±_0 ) sovpadaet s polnoæ algebraiqeskoæ kratnost~¸ sob-

stvennogo qisla λ^±_0 (L^±_μ (λ) = {0} v sluqae λ /∈ ∑_± μ ). Po mnogim priqinam naibol~xiæ interes predstavlØet izuqenie lineala

L^±_μ (0), kotoryæ budem nazyvat~ osnovnym.

Oboznaqim q^0_μ(u, v; Q^μ) levu¸ qast~ formuly Grina (11), gde L^±, B^± i Ω zameneny na L^{μ±}, B^{μ±} i Q^μ. Pust~ Δ = (b_−, b_+) i Q^μ(Δ) – useqennyæ cilindr {(y^μ, z^μ) ∈ Q^μ : z^μ ∈ Δ} s bokovoæ poverhnost~¸ (∂Q^μ)(Δ). V Q^μ(Δ) vypolnØetsØ takaØ formula Gri- na: q^0_μ(u, v; Q^μ(Δ)) + r^0_μ(u, v; b_+) − r^0_μ(u, v; b_−) = 0 (20)

218 S. A. NAZAROV (sm. dokazatel~stva teorem 3.2.1 i 3.4.8 v [9] i §6 [4]). V (20) pri ispol~zovanii simvolov L^{μ±} (y^μ , D_yμ , λ) i t.p. (sm. (16))

r^0_μ(u, v; b) = i ∑ q¿1 1 q! q−1∑ p=0 {(∂q Lμ+ ∂ λ^q | |_{λ=0}D^{q−1−p} z^μ u, D p z^μ v ) ω^μ +

+ ( ∂q Bμ+ ∂ λ^q | | |_{λ=0}D^{q−1−p} z^μ u, D p z^μ T μ+v ) ∂ω^μ − − ( ∂q T μ− ∂ λ^q | | λ=0 D^{q−1−p} z^μ u, D p z^μ B μ−v ) ∂ω^μ }| |_{z=b}. (21)

Proverka (20) osuwestvlØetsØ zamenoæ v obyqnoæ formule Grina na Q^μ pervogo fflementa pary {u, v} proizvedeniem X_ε u i predel~nym perehodom ε → +0 (X_ε – “sglaßennaØ stupen~ka”, poluqennaØ iz harakteristiqeskoæ funkcii X_0 intervala Δ). Na fftom ße puti iz (7) vyvoditsØ ewe odna formula Grina v useqennom cilindre

(L^{μ±} u, v)_Qμ_{(Δ)} + (N^{μ±} u, D^μ v)_{(∂Q}μ_{)(Δ)}+

r^±_μ (u, v; b_+) − r^±_μ (u, v; b_−) = a^{μ±}(u, v; Q^μ(Δ)).

(22)

Pri fftom r^±_μ – forma na ω^μ×∂ω^μ, podobnaØ (21). Ee Øvnyæ vid ne potrebuetsØ – vaßno lix~ to, qto, kak i v (21), differencial~- nye operatory, vhodØwie v integraly po ω^μ i ∂ω^μ, ne zavisØt ot peremennoæ z^μ.

Predloßenie 1. NaædetsØ takoe δ0 > 0, qto v polose Π = {λ ∈

C : | Im λ| < δ_0} raspoloßeno edinstvennoe sobstvennoe qislo λ = 0 puqka A^±_μ . VsØkiæ sobstvennyæ vektor, otveqa¸wiæ λ = 0, ØvlØetsØ polinomom iz P^{μ0}_Q = {p ∈ P^μ_Q : p ne zavisit ot z}.

Dokazatel~stvo. Pust~ λ^±_0 ∈ R – sobstvennoe qislo i Φ^{0±} – ot-

veqa¸wiæ emu sobstvennyæ vektor. Podstavim ffksponencial~- noe rexenie U^{0±}(y^μ , z^μ) = exp(iλ^±_0 z^μ)Φ^{0±}(y^μ) na obe pozicii v formulu Grina (22). Pervye dva skalØrnyh proizvedeniØ ravny nul¸, poskol~ku L^{μ±} U^{0±} = 0 v Q^μ i B^{μ±} U^{0±} = 0 na ∂Q^μ (sm. takße (9)). Vvidu vewestvennosti λ^±_0 veliqina r^±_μ (U^{0±}, U^{0±}) ne zavisit ot z^μ (tak kak exp(iλ^±_0 z^μ)exp(iλ^±_0 z^μ) = 1), t.e. slagaemye iz vtoroæ pary sprava v (22) vzaimno uniqtoßa¸tsØ. Sledovatel~no, a^{μ±}(U^{0±}, U^{0±}; Q^μ(Δ)) = 0 i U^{0±} – polinom iz P^μ_Q. Ots¸da

NESAMOSOPR˚ȷENNYE �LLIPTIQESKIE ZADAQI 219 vytekaet, qto λ^±_0 = 0 (inaqe U^{0±} ne polinom) i U^{0±} ∈ P^{μ0}_Q . Teper~ suwestvovanie nußnogo δ_0 sleduet iz uße nazvannyh obwih svoæstv spektra Σ^±_μ . •

Predloßenie 2. PolnaØ algebraiqeskaØ kratnost~ ¶^μ(0) sob-

stvennogo qisla λ = 0 puqka A^±_μ ravna 2 dim P^μ_Q.

Dokazatel~stvo. V sluqae B = 0 ffto utverßdenie izvestno (sm.,

k primeru, teoremu 5.4.2 v [9]). Vvedem puqok A^±_μ (λ; t) s dopolnitel~nym parametrom t ∈ [0, 1], poluqa¸wiæsØ zamenoæ A ± iB na A ± itB. Pri kaßdom t spravedlivo predloßenie 1 (s obwim δ > 0, poskol~ku pri variacii t sobstvennye qisla preterpeva- ¸t nepreryvnye vozmuweniØ i oblast~ izmeneniØ t – kompakt). Teper~ teorema o sohranenii polnoæ algebraiqeskoæ kratnosti pri nepreryvnom vozmuwenii puqkov (sm. [13]) dostavlØet nußnoe utverßdenie. •

4. O strukture osnovnogo lineala ffksponencial~nyh rexeniæ. Fiksiruem indeks μ = 1, . . . , M i ne budem ukazyvat~ ego

v oboznaqeniØh. Pust~ {Φ^{j,k±} | j = 1, . . . , J, k = 0, . . . , ¶_j − 1} – kanoniqeskaØ sistema ßordanovyh cepoqek, otveqa¸waØ sobstvennomu qislu λ^±_0 = 0 puqka A^± (u A^+ i A^− odinakovye nabory {¶_1, . . . , ¶_J } qastnyh nulevyh kratnosteæ potomu, qto zadaqi (17;+) i (17;−) formal~no soprØßeny). V silu predloßeniæ 1 i 2 poluqaem J = dimker A^±(0) i ¶_1 + . . . + ¶_J = 2 dim P_Q, priqem po opredeleni¸ ¶_1 ¿ ¶_2 ¿ . . . ¿ ¶_J . Soglasno (19) vystraivaetsØ bazis {U^{j,}–^±} v L^±(0) (lemma 3.1.3 [9]). Tak kak v (19) λ^±_0 = 0, imeem D_z U^{j,k±} = U^{j,k−1±}, k = 1, . . . , ¶_j − 1. (23) Pust~ χ – sreza¸waØ funkciØ iz C^∞(R), χ(z) = 1 pri z > b i χ(z) = 0 pri z < −b. DlØ l¸boæ pary rexeniæ u^+ i u^− odnorodnyh model~nyh zadaq (17) poloßim

q^0(u^+, u^−) = ( L^+(χu^+), χu^−)_Q + (B^+ (χu^+), T^+(χu^−) ) ∂Q− − ( χu^+, L^−(χu^−) ) Q − ( T^−(χu^+), B^−(χu^−) ) ∂Q. (24)

Odin iz somnoßiteleæ v kaßdom iz skalØrnyh proizvedeniæ imeet kompaktnyæ nositel~, t.e. forma q^0 prinimaet koneqnye znaqeniØ. V sootvetstvii s (20) i (11) q^0(u^+, u^−) = q^0(χu^+, χu^−; Q).

220 S. A. NAZAROV

Lemma 1. Forma (24) ne zavisit ot vybora srezki χ i, k tomu

ße, q^0(u^+, u^−) = q^0(χu^+, u^−; Q) = q^0(u^+, χu^−; Q).

Dokazatel~stvo. DlØ sokraweniØ formul ne budem Øvno vypi-

syvat~ skalØrnye proizvedeniØ v L_2(∂Q), zamenØØ ih mnogotoqiem. Imeem

q^0(u^+, u^−) = (L^+(χu^+), u^−)_Q − (χu^+, L^− u^−)_Q + . . . − − { (L(χu^+), (1 − χ)u^−)_Q − (χu^+, L^−((1 − χ)u^−))_Q + . . . } . Tak kak χu^+ = 0 pri z 6 −b i (1 − χ)u^− = 0 pri z ¿ b, formula Grina (20) s b_± = ±b pokazyvaet, qto figurnaØ skobka obrawaetsØ v nul~. Sledovatel~no, vypolnØ¸tsØ ravenstva, vydelennye v formulirovke lemmy. Esli X – ewe odna srezka, to

q^0(u^+, u^−) = q^0(χu^+, χu^−; Q) = q^0(Xu^+, u^−; Q)+q^0((χ−X)u^+ , u^−; Q).

Poskol~ku χ − X ∈ C^∞_0 (R), poslednee slagaemoe isqezaet po tem ße priqinam, qto i ranee. •

Lemma 2 (sm. [6] i lemmu 7.4.4 [9]). Spravedlivo ravenstvo

q^0(D_z u^+, u^−) = q^0(u^+, D_z u^−). (25)

Dokazatel~stvo. V preßnih oboznaqeniØh

q^0(D_z u^+, u^−) = q^0(χD_z u^+, u^−; Q) = = ( D_z L^+(χu^+), u^− ) Q − ( D_z(χu^+), L^− u^− ) Q + . . . − − { (L^+[D_z, χ]u^+, u^−)_Q − ([D_z, χ]u^+, L^− u^−)_Q + . . . } . (napominaem, qto kofffficienty operatorov L^± i B^±, T^± ne zavisØt ot z). Tak kak [D_z, χ] = χ^′ ∈ C^∞_0 (R), figurnaØ skobka ravna nul¸ v silu (19). Ostalos~ “perebrosit~” proizvodnu¸ D_z. •

Iz ravenstv (23) i (25) vytekaet

Sledstvie 1. Pri j, r = 1, . . . , J i k = 1, . . . , ¶j−1, ρ = 0, . . . , ¶r−2

vypolnØetsØ sootnoxenie q^0(U^{j,k+}, U^{r,ρ−}) = q^0(U^{j,k−1+}, U^{r,ρ+1−}).

VsØkiæ polinom iz P_Q ØvlØetsØ ffksponencial~nym rexeniem obeih zadaq (17) iz osnovnyh linealov L^±(0). Poskol~ku v model~nyh zadaqah kofffficienty ne zavisØt ot z, differencirovanie D_z ne vyvodit polinom iz lineala P_Q. Pofftomu pri uqete

NESAMOSOPR˚ȷENNYE �LLIPTIQESKIE ZADAQI 221 predloßeniØ 1 v P_Q moßno naæti takoæ bazis {p^{j,k}|j = 1, . . . , J, k = 0, . . . , τ_j − 1}, qto τ_1 6 τ_2 6 . . . 6 τ_J i D_z p^{j,k} = p^{j,k−1}, k = 1, . . . , τ_j − 1 (26) (sravni s (23)). Pust~ ewe

1 = J_0 < J_1 < . . . < J_S < J_{S+1} = J + 1, τ_{Js} = τ_{Js+1} = . . . = τ_{Js}+1_{−1} < τ_{Js}+1 , s = 0, . . . , S. Sledu¸wee utverßdenie, ØvlØ¸weesØ central~nym v dannom razdele i kl¸qevym dlØ vseæ stat~i, izvestno dlØ formal~no samosoprØßennyh operatorov (sm., k primeru, teoremu 5.4.2 v [9]), a ego dokazatel~stvo v sluqae B ≠ 0 potrebuet vspomogatel~nyh opredeleniæ i postroeniæ.

Predloßenie 3. Qastnye nulevye kratnosti ¶j puqkov A^±, ot-

veqa¸wie λ = 0, vyqislØ¸tsØ po formulam ¶j = 2τ_{J−j+1}, j = 1, . . . , J. (27) Fiksiruem znak “+” (dlØ opredelennosti). V soglasii s (26) formuly Φ^{j,k}(y) = p^{j,k}(y, 0) zada¸t ßordanovy cepoqki dlinoæ τ_j . Po vozmoßnosti prodolßim ih: Φ^{j,0}, . . . , Φ^{j,σj −1}; zdes~ σ_j ¿ τ_j . Ravenstvami (19) vvedem ffksponencial~nye rexeniØ U^{j,0}, . . . , U^{j,σj −1} odnorodnoæ zadaqi (17), fflementy lineala

L^+(0). Pri fftom U^{j,k} ∈ P_Q, k = 0, . . . , τ_j − 1. (28) Rassmotrim zadaqu (18), gde Φ^{k−h±} = Φ^{j,k−h}. Soglasno predloßeni¸ 1 usloviØmi ee razreximosti slußat sootnoxeniØ k∑ h=1 1 h! {( ∂h L+ ∂ λ^h | | λ=0 Φ^{j,k−h}, p^{r,0} ) ω +

+ ( ∂h B+ ∂ λ^h | | λ=0 Φ^{j,k−h}, T^+ | | λ=0 , p^{r,0} ) ∂ω } = 0,

(29)

gde r = 1, . . . , J. Pri vypolnenii vseh usloviæ (29) suwestvuet prisoedinennyæ vektor Φ^{j,k} i cepoqka Φ^{j,0}, . . . , Φ^{j,k−1} prodolßi- ma.

222 S. A. NAZAROV

Lemma 3. Esli k 6 τj + τr − 1, to sootnoxenie (29) vypolnØetsØ

avtomatiqeski.

Dokazatel~stvo. Vvidu formuly Grina (20) vyraßenie

q^0(U^{j,k−1}, p^{r,0}) sovpadaet s −r^0(U^{j,k−1}, p^{r,0}; b) (integral po seqeni¸ {(y, z) ∈ Q : z = −b} propadaet, tak kak χ(z) = 0 pri z 6 −b). Krome togo, ffto vyraßenie ne zavisit ot b (dostatoqno bol~xogo) i potomu v vyraßenii −r^0(. . . ; b) pri vyqislenii integralov po ω i ∂ω moßno ostavit~ tol~ko svobodnye qleny vo vseh prodifferencirovannyh polinomah ot z. V (21) zamenim rexenie U^{j,k−1} ego razloßeniem (19) po stepenØm z i posle nesloßnyh preobrazovaniæ uvidim, qto iq^0(U^{j,k−1}, p^{r,0}) sovpadaet s levoæ qast~¸ (29). Itak, pri uqete sledstviØ 1 i formul (23), (26) i (25) zakl¸qaem, qto ravenstvo (29) ffkvivalentno takomu: 0 = q^0(U^{j,k−1}, p^{r,0}) ≡ q^0(U^{j,k−1−ρ}, p^{r,ρ}). Poskol~ku k 6 τ_j + τ_r − 1, v silu (28) qislo ρ 6 τ_r − 1 moßno vybrat~ tak, qtoby U^{j,k−1−ρ} ∈ P_Q. Teper~ dostatoqno ubedit~sØ v tom, qto q^0(P, p) = 0 pri vseh P , p ∈ P_Q. SravnivaØ formuly Grina (20) i (22), obnarußivaem, qto

r^0(P, p; b) = r^+(P, p; b) − r^−(p, P ; b) (30)

(sm. takße (4)). Poloßim u = P , v = χp v (22;+) i u = p, v = χP v (22;−). Tak kak ΛP = 0 i Λp = 0, skalØrnye proizvedeniØ, soderßawie L^± i N^±, i forma a^± obrawa¸tsØ v nul~. Krome togo, iz-za srezki χ isqezaet i vyqitaemoe r^±(. . . ; −b). Sledovatel~no, ravny nul¸ oba slagaemyh sprava v (30). Ostalos~ upomØnut~, qto q^0(P, p) = r^0(P, p; b) v sootvetstvii s formuloæ Grina (20). •

Ograniqim indeks j predelami 1 i J_1 − 1; togda τ_1 = τ_j < τ_r pri r = J_1, . . . , J. Po lemme 3 vse cepoqki ime¸t dliny, ne men~- xie 2τ_1. Pofftomu, perestraivaØ cepoqki Φ^{j,0}, . . . , Φ^{j,2τj −1} (t.e. dobavlØØ k prisoedinennym vektoram Φ^{j,k} i Φ^{j,k+h} lineænye kombinacii sobstvennyh vektorov p^{1,0}, . . . , p^{J,0} i sootvetstvu¸wie kombinacii prisoedinennyh vektorov Φ^{1,h}, . . . , Φ^{J,h}), dobivaemsØ vypolneniØ usloviæ ortogonal~nosti (Φ^{j,k}, p^{r,0})_ω = 0, j = 1, . . . , J_1, r = 1, . . . , J, k = 1, . . . , 2τ_j −1. (31) TakaØ perestroæka moßet izmenit~ bazis {p^{r,m}} v P_Q, no vkl¸- qeniØ (28), a znaqit, i skazannoe vyxe, osta¸tsØ v sile.

NESAMOSOPR˚ȷENNYE �LLIPTIQESKIE ZADAQI 223 Pust~ {ζ^1, . . . , ζ^J } i {p^{1,0}, . . . , p^{J,0}} – sistemy, biortogonal~- nye v L_2(ω)^T , t.e. (ζ^m, p^{r,0})_ω = δ_{m,r} (simvol Kronekera). Pri s = 1, . . . , S opredelim ortogonal~nyæ proektor P_s v L_2(ω)^T ravenstvom Ps u = u −^{J∑}_{r=Js}^(u, p^{r,0)}_ω ζ^r . Pust~ ewe Qs{f, g} =^{f −^{J∑}_{r=Js}^[(f, p^{r,0})ω + (g, T^{+|}_{λ=0} p^{r,0})∂ω^] ζ^r, g^}. Vvedem puqok, zavisØwiæ ot dopolnitel~nogo parametra t ∈ [0, 1],

C ∋ λ → B_s(λ; t) = Q_s A^+(λ; t)P_s : P_s D^ℓ H(ω) → Q_s R^ℓ H(ω, ∂ω).

Qislo λ = 0 ØvlØetsØ sobstvennym dlØ puqka B_1(λ; 1) i emu, kak netrudno proverit~, ishodØ iz (18) i (29), (31), sootvetstvu¸t cepoqki {Φ^{j,0}, . . . , Φ^{j,2τj−0}}, j = 1, . . . , J_1 − 1 (esli r 6 J_1, to p^{r,0} /∈ P_1 D^ℓ H(ω)). Krome togo, ego polnaØ algebraiqeskaØ kratnost~ ravna 2τ_1(J_1 − 1); v samom dele, takaØ kratnost~ u sobstvennogo qisla λ = 0 puqka B( · ; t) ne moßet zaviset~ ot t ∈ [0, 1] (ta ße argumentaciØ, qto i v dokazatel~stve predloßeniØ 2) i puqok B_1( · ; 0) imeet v toqnosti J_1 − 1 ßordanovu cepoqku dlinoæ 2τ_1, otveqa¸wu¸ λ = 0 i naqina¸wu¸sØ s p^{j,0}(y), p^{j,1}(y, 0), . . . , p^{j,τj −1}(y, 0) (teorema 5.4.2 iz [9], obslußiva- ¸waØ sluqaæ B = 0). Itak, cepoqki {Φ^{j,0}, . . . , Φ^{j,2τj−1}} puqka

B1( · ; 1) prodolßit~ nel~zØ i potomu okazyvaetsØ neosobennoæ

(J_1 − 1)×(J_1 − 1)-matrica M^1, fflementy M^1_{jr} kotoroæ ravny levoæ qasti sootnoxeniæ (29) pri k = 2τ_1 = τ_j + τ_r (proektory P_1 i Q_1 isqeza¸t blagodarØ usloviØm ortogonal~nosti).

Preßde qem zanØt~sØ sledu¸weæ gruppoæ cepoqek (j = = J_1, . . . , J_2 − 1), napomnim, qto po lemme 3 σ_m ¿ τ_m + τ_1 = τ_m +τ_J1_{−1}. Pokaßem, qto dliny cepoqek s nomerami m ¿ J_1 moßno uveliqit~ do σ_m ¿ τ_m + τ_J1. S fftoæ cel~¸ dobavim k Φ^{m,q+h} lineænye kombinacii vektorov Φ^{1,h}, . . . , Φ^J1^{−1,h}, gde h ∈ [0, 2τ_1 − 1]

i q ¿ (τm + τ1) − 2τ1 (kofffficienty kombinaciæ ne zavisØt ot

h). Iz neravenstva q + h 6 τ_m − 1 vytekaet, qto h 6 τ_1 − 1, no vektory Φ^{1,h}, . . . , Φ^J1^{−1,h} s takimi h poroßdeny polinomami iz

224 S. A. NAZAROV

P_Q. Sledovatel~no, ukazannye dobavleniØ ne naruxa¸t vkl¸- qeniæ (28). Vmeste s tem, blagodarØ neosobennosti matricy M^1 vybor kofffficientov kombinaciæ vektorov Φ^{1,q+h}, . . . , Φ^J1^{−1,q+h} obespeqivaet usloviØ (29) pri r = 1, . . . , J_1 − 1, j = J_1, . . . , J i k = q +2τ_1 6 τ_m + τ_J1 − 1. Nakonec, vse ta ße lemma 3 garantiruet vypolnenie (29) dlØ r ¿ J_1 i preßnih j, k. V itoge poluqaem, qto deæstvitel~no σ_m ¿ τ_m + τ_J1 v sluqae m = J_1, . . . , J.

VtoraØ gruppa cepoqek {Φ^{j,0}, . . . , Φ^{j,σj −1}}, gde j = J_1, . . . , J_2 −1, obladaet dlinami σ_j, ne men~ximi 2τ_j = 2τ_J1. K tomu ße, perestraivaØ ih pri pomowi fflementov cepoqek s nomerami m ¿ J_2, dobivaemsØ sobl¸deniØ usloviæ ortogonal~nosti (31) pri sledu¸wih znaqeniØh indeksov: j = J_1, . . . , J_2 − 1, r = J_1, . . . , J i k = 1, . . . , 2τ_j − 1. Teper~ manipulØcii s proektorami P_2, Q_2 i puqkami B_2(λ; t) po toæ ße sheme, qto i dlØ pervoæ gruppy cepoqek, demonstriru¸t neprodolßimost~ obsußdaemyh ßordanovyh cepoqek.

Pereberem po oqeredi gruppy cepoqek (uveliqivaØ ot xaga k xagu qisla τ_{Js} , . . . , τ_{Js}+1_{−1}). V rezul~tate budet postroena sistema J ßordanovyh cepoqek s dlinami 2τ_1, 2τ_2, . . . , 2τ_J . Vsledstvie predloßeniØ 2 ffta sistema peredelyvaetsØ v kanoniqesku¸ (neobhodima perenumeraciØ v porØdke nevozrastaniØ dlin). Takim obrazom, predloßenie 3 dokazano.

Sformuliruem ewe odno utverßdenie, ustanovlennoe poputno (sravni s teoremoæ 5.4.2 [9]).

Sledstvie 2. Pust~ Φ^{0,±}, . . . , Φ^{–−1±} – ßordanova cepoqka, otve-

qa¸waØ sobstvennomu qislu λ^±_0 = 0 puqka A^±, a U^{0+}, . . . , U –^{−1±} – ffksponencial~nye rexeniØ (19). Togda U^k ∈ P_Q dlØ k 6 −1 + ¶/2. Esli cepoqka neprodolßima, to U^k /∈ P_Q pri k ¿ ¶/2.

Zameqanie 1. Puqki, podobnye tol~ko qto izuqennym, voznika-

¸t i pri osrednenii kraevyh zadaq v tonkih oblastØh (sm. [8, 14]), priqem polinomial~noe svoæstvo obespeqivaet apriornoe opisanie osnovnyh atributov osrednennoæ sistemy (razmery, porØdki fflementov), a takße ee fflliptiqnost~. Predloßenie 3 i sledstvie 2 da¸t vozmoßnost~ rasprostranit~ rezul~taty [8] na nesamosoprØßennye matriqnye differencial~nye operatory vida (1). Krome togo, polinomial~noe svoæstvo dostavlØet neobhodimu¸ informaci¸ o stroenii spektra puqkov, poroßdennyh formal~no samosoprØßennymi kraevymi zadaqami v konusah

NESAMOSOPR˚ȷENNYE �LLIPTIQESKIE ZADAQI 225 (sm. [7] i §6.1 [9]). SoobraßeniØ, privedxie k dokazatel~stvu predloßeniæ 1–3, pozvolØ¸t poluqit~ analogiqnu¸ informaci¸ v nesamosoprØßennom sluqae i, takim obrazom, konkretizirovat~ dlØ klassa operatorov (1) uslovnye rezul~taty teorii fflliptiqeskih zadaq v oblastØh s koniqeskimi (uglovymi) toqkami i rebrami na granice (sm. [11, 15, 16, 7, 9] i dr.).

5. KraevaØ zadaqa v neograniqennoæ oblasti. V sootvetstvii

s predloßeniem 1 i obwimi faktami iz [11] (sm. teoremy 3.1.1, 5.1.4(1) iz [9]) operator (15) zadaqi (10) ØvlØetsØ fredgol~movym v sluqae β ∈ (−δ_0, 0) ∪ (0, δ_0) i terØet ffto svoæstv pri β = 0 (na prØmoæ Im λ = β ime¸tsØ sobstvennoe qislo λ = 0 puqkov

A^±_μ ). Fiksiruem β ∈ (0, min{δ0, δ1}) (δ0 > 0 ukazano v predloße-

nii 1, a δ_1 > 0 vzØto iz usloviØ stabilizacii, upomØnutogo v naqale p. 3). V silu [15] (sm. takße teoremu 5.1.4(3) iz [9]) pri γ = ±β imeem

coker A^±_{ℓ,γ} = { ( v, T^± v | |_{∂Ω}) : v ∈ ker A^∓_{ℓ,−γ} } . (32)

Krome togo, po teoreme o prirawenii indeksa (teoremy 4.3.3, 5.1.4(4) iz [9]) pri uqete predloßeniØ 3 poluqaem

Ind A^±_{ℓ,−β} = Ind A^±_{ℓ,β} + M∑ μ=1 ¶μ(0) = Ind A^±_{ℓ,β} + 2 M∑ μ=1 dim P^μ_Q. (33)

Nakonec, esli v ∈ ker A^±_{ℓ,β}, to podstanovka v na obe pozicii v formulu Grina (7) privodit k ravenstvu a^±(v, v; Ω) = 0, a znaqit, v ∈ P_Ω blagodarØ (6). Tol~ko trivial~nyæ polinom prinadleßit prostranstvu D^ℓ_β W (Ω) s poloßitel~nym β (ffksponencial~no zatuhaet na beskoneqnosti), i potomu

ker A^±_{ℓ,β} = {0}. (34)

Vvedem prostranstvo D^ℓ_β W(Ω) funkciæ u = (u_1, . . . , u_T )^t, dopuska¸wih predstavlenie

u = u^0 + M∑ μ=0 χ_μ p^μ, gde u^0 ∈ D^ℓ_β W (Ω), p^μ ∈ P^μ_Q, a χ_μ ∈ C^∞(Ω) – sreza¸waØ funkciØ, ravnaØ nul¸ pri x ∈ Ω \ Q^μ_+ i edinice na Q^μ_+ pri z^μ > R (R

226 S. A. NAZAROV dostatoqno veliko). Norma v D^ℓ_β W(Ω), vesovom prostranstve s otdelennoæ asimptotikoæ, ravna summe

‖u^0; D^ℓ_β W (Ω)‖ + ‖p^1; P^1_Q‖ + . . . + ‖p^M ; P^M_Q ‖,

gde ‖ · ; P^μ_Q‖ – kakaØ-libo norma v koneqnomernom lineale P^μ_Q (evklidovom prostranstve). Oqevidno, qto vybor fftih norm i srezok χ_μ ne vliØet na D^ℓ_β W(Ω) ni algebraiqeski, ni topologiqeski.

DlØ u, v ∈ D^ℓ_β W(Ω) sohranØ¸tsØ formuly Grina (7) i (11). V samom dele, snaqala nußno napisat~ formuly (22) i (20) v useqennoæ oblasti Ω = ( Ω \ M⋃ μ=1 Q^μ_+ ) ∪ M⋃ μ=1 { (y^μ, z^μ) ∈ Q^M_+ : z^μ < T } , a zatem, zametit~, qto integraly po seqeniØm {(y^μ, z^μ) ∈ ∈ Q^M_+ : z^μ = T } i ih granicam sut~ beskoneqno malye o(e^{−βT /2}) (napominaem qto vse slagaemye v (30) ravny nul¸ pri p, P ∈ P^μ_Q).

Netrudno ubedit~sØ v tom, qto D^ℓ_β W(Ω) ⊂ D^ℓ_{−β} W (Ω). Oboznaqim qerez A^±_{ℓ,β} sußenie operatora A^±_{ℓ,−β} na D^ℓ_β W(Ω). Tak kak glavnye qasti L^{μ±}, B^{μ±} operatorov L^±, B^± annuliru¸t lineal P^μ_Q, otobraßenie

A^±_{ℓ,β} : D^ℓ_β W(Ω) → R^ℓ_β W (Ω, ∂Ω)

nepreryvno. Po teoremam 3.1.4, 5.1.4(2) iz [9] vypolnØetsØ neravenstvo

‖u; D^ℓ_β W(Ω)‖ 6 c ( ‖(L^±u, B^±u); R^ℓ_β W (Ω, ∂Ω)‖ + ‖u; L_2(G)^T ‖ ) , gde G – kompakt v Ω. Takim obrazom, operator A^±_{ℓ,β} nasleduet fredgol~movo svoæstvo ot A^±_{ℓ,−β}. Krome togo,

Ind A^±_{ℓ,β} = Ind A^±_{ℓ,β} + dim ( D^ℓ_β W(Ω) \ D^ℓ_β W (Ω) ) = = Ind A^±_{ℓ,β} + dim P^1_Q + . . . + dim P^M_Q .

(35)

Teorema 2. Pust~ matricy A i B vewestvennye. Togda Ind A^±_{ℓ,β} =

0 i spravedlivy formuly (13) s zamenoæ A^±_ℓ na A^±_{ℓ,β} , t.e. l¸boe rexenie u ∈ D^ℓ_β W(Ω) odnorodnoæ zadaqi (10) popadaet v lineal

NESAMOSOPR˚ȷENNYE �LLIPTIQESKIE ZADAQI 227 P_Ω, a pri (f, g) ∈ R^ℓ_β W (Ω, ∂Ω) uslovie razreximosti zadaqi v prostranstve D^ℓ_β W(Ω) ime¸t vid (14).

Dokazatel~stvo. Vvidu vewestvennosti A i B imeem

ker A^+_{ℓ,−β} = ker A^−_{ℓ,−β}. (36)

Poloßim K = dimker A^±_{ℓ,−β}. Pri uqete (32) i (34) poluqaem

Ind A^±_{ℓ,β} = 0 − dimcoker A^±_{ℓ,β} = 0 − dimker A^∓_{ℓ,−β} = 0 − K = −K,

Ind A^±_{ℓ,−β} = K − dimcoker A^±_{ℓ,−β} = K − dimker A^∓_{ℓ,β} = K − 0 = K.

Sledovatel~no, v silu (33) i (35) K = M∑ μ=1 dim P^μ_Q i Ind A^±_{ℓ,β} = 0.

K tomu ße, blagodarØ formule (7) v Ω i polinomial~nomu svoæstvu (6) ker A^±_{ℓ,β} = P_Ω, t.e., v qastnosti,

dimcoker A^±_{ℓ,β} = dim P_Ω. (37)

Nakonec, formula Grina (11), gde v ∈ ker A^∓_{ℓ,β}, demonstriruet neobhodimost~ usloviæ razreximosti (14), a ih dostatoqnost~ podtverßdaetsØ ravenstvom (37). •

Zameqanie 2. Utverßdenie teoremy 2 sohranØetsØ i bez pred-

poloßeniØ o vewestvennosti matric A i B. Ego proverka osuwestvlØetsØ, naprimer, pri pomoxi tehniki, razrabotannoæ v §§ 5.4, 5.5, 6.2 [9]. Tak, operatory A^+_{ℓβ} i A^−_{ℓ,β} okazyva¸tsØ operatorami zadaq, soprØßennyh otnositel~no obobwennoæ formuly Grina (sm. predloßenie 6.2.5 v [9]). Pri fftom vyteka¸wee iz skazannogo ravenstvo Ind A^+_{ℓ,β} = −Ind A^−_{ℓ,β} zamenØet sootnoxenie (36), kotoroe zamknulo sistemu formul (32)–(35) i pozvolilo vyqislit~ ffti indeksy.

�nergetiqeskiæ funkcional a^±(u, u; Ω) ØvlØetsØ koneqnym pri vseh u ∈ D^ℓ_β W(Ω). Pofftomu rexenie uravneniØ A^±_{ℓ,β} u = (f, g) ∈ R^ℓ_β W (Ω, ∂Ω) sleduet imenovat~ ffnergetiqeskim rexeniem zadaqi (10). Kak i v gl. 5, 6 [9], vopros o suwestvovanii rexeniØ u ∈ D^ℓ_β W (Ω), ffksponencial~no zatuha¸wego na beskoneqnosti, rexaetsØ na osnove formuly (32), poskol~ku Ødro operatora A^∓_{ℓ,−β} konstruiruetsØ pri uqastii ffksponencial~nyh rexeniæ iz osnovnyh linealov L^∓_μ (0), isledovannyh v predyduwem razdele.

228 S. A. NAZAROV

6. Primer. Deformirovannoe sostoØnie lineæno uprugogo fflek-

troprovodØwego tela (sm., naprimer, [10]) opisyvaetsØ posredstvom sistemy differencial~nyh uravneniæ s matriqnym operatorom M(x, D_x) = Λ(D_x)^∗ M (x) Λ(D_x), gde

Λ(ξ) = ξ_1 0 0 0 αξ_3 αξ_2 0 0 0 0 ξ_2 0 αξ_3 0 αξ_1 0 0 0 0 0 ξ_3 αξ_2 αξ_1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ξ_1 ξ_1 ξ_3 ,

M = ( M_{11} M_{12} M_{21} −M_{22} ) , ξ = (ξ_1, ξ_2, ξ_3)^t ∈ R^3, α = 2^{−1/2};

M_{11} i M_{22} – simmetriqeskie, poloßitel~no opredelennye, vewestvennye matricy razmerami 6×6 i 3×3 sootvetstvenno, a M_{12} = M^t_{21} – vewestvennaØ 6×3-matrica. Pri fftom u = (v_1, v_2, v_3, φ)^t i v_j – smeweniØ v tele vdol~ oseæ x_j , j = 1, 2, 3, a φ – fflektriqeskiæ potencial.

AlgebraiqeskaØ komplektnost~ matricy Λ(ξ) somneniæ ne vyzyvaet. Vmeste s tem, iz-za “nepravil~nogo” znaka pri bloke M_{22} matrica M ne ØvlØetsØ poloßitel~no opredelennoæ, t.e. operator M ne obladaet svoæstvom formal~noæ poloßitel~nosti [1]. Odnako, pereoboznaqiv u = (v_1, v_2, v_3, iφ)^t i A = ( M_{11} 0 0 M_{22} ) , B = ( 0 M_{12} M_{21} 0 ) , prihodim k ffkvivalentnoæ sisteme differencial~nyh uravneniæ s operatorom (1), u kotorogo ime¸tsØ vse postulirovannye svoæstva. Itak, dlØ zadaq teorii fflektrouprugosti okazyva¸tsØ vernymi vse rezul~taty, poluqennye v nastoØweæ stat~e, priqem v (6) figuriruet lineal P = {p(x) = (a + b×x, c) : a, b ∈ R^3, c ∈ R}, gde krestom oboznaqeno vektornoe proizvedenie v R^3.

Esli iz matricy Λ udalit~ poslednie stroku i tri stolbca, a matricu M urezat~ do bloka M_{11}, to voznikaet matriqnyæ operator sistemy uravneniæ obyqnoæ teorii uprugosti, izuqennoæ detal~no v § 5.7 [9].

NESAMOSOPR˚ȷENNYE �LLIPTIQESKIE ZADAQI 229

Literatura

1. J. Nečas, Lés méthodes directes en théorie des èquations elliptiques. Masson, Paris, 1967, 351 p.

2. O. A. LadyßenskaØ, Kraevye zadaqi matematiqeskoæ fiziki. Nauka, M., 1973, 408 s.

3. ȷ.-L. Lions, �. Madßenes, Neodnorodnye graniqnye zadaqi i ih priloßeniØ. Mir, M., 1971, 371 s.

4. S. A. Nazarov, SamosoprØßennye fflliptiqeskie kraevye zadaqi. Polinomial~noe svoæstvo i formal~no poloßitel~nye operatory. — V kn.: Problemy matem. analiza. Vyp. 16, Izd-vo SPbGU, 1996, S. 167–192.

5. O. A. LadyßenskaØ, Matematiqeskie voprosy dinamiki vØzkoæ nesßimaemoæ ßidkosti. Nauka, M., 1967, 288 s.

6. S. A. Nazarov, Vesovye funkcii i invariantnye integraly. — Vyqisl.

mehanika deformiruemogo tverdogo tela 1 (1990), 17–31. 7. S. A. Nazarov, B. A. Plamenevskiæ, Zadaqa Neæmana dlØ samosoprØßennyh fflliptiqeskih sistem v oblasti s kusoqno gladkoæ graniceæ. — Tr. Leningr. Matem. Ob-va 1 (1990), 174–211.

8. S. A. Nazarov, ObwaØ shema osredneniØ samosoprØßennyh fflliptiqeskih sistem v mnogomernyh oblastØh, v tom qisle tonkih. — Algebra i analiz 7, No. 5 (1995), 1–92.

9. S. A. Nazarov, B. A. Plamenevsky, Elliptic boundary value problems in domains with piecewise smooth boundaries. Walter de Gruyter, Berlin, New York, 1994, 524 p.

10. V. Z. Parton, B. A. KudrØvcev, �lektromagnitouprugost~ p~ezofflektriqeskih i fflektroprovodnyh tel. Nauka, M., 1988, 472 s.

11. V. A. Kondrat~ev, Kraevye zadaqi dlØ fflliptiqeskih uravneniæ v oblastØh s koniqeskimi ili uglovymi toqkami. — Tr. Mosk. Matem. Ob-va 16 (1967), 209–292.

12. M. S. Agranoviq, M. I. Vixik, �lliptiqeskie zadaqi s parametrom i paraboliqeskie zadaqi obwego vida. — Usp. matem. nauk 19, No. 3 (1964), 53–160.

13. I. C. Gohberg, M. G. Kreæn, Vvedenie v teori¸ lineænyh nesamosoprØßennyh operatorov v gil~bertovom prostranstve. Nauka, M., 1965, 448 s.

14. S. N. Leora, S. A. Nazarov, A. V. Proskura, Vyvod predel~nyh uravneniæ dlØ fflliptiqeskih zadaq v tonkih oblastØh pri pomowi �VM. — ȷurn. vyqisl. matem. i matem. fiziki 26, No. 7 (1986), 1032–1048.

15. V. G. Maz~Ø, B. A. Plamenevskiæ, O kofffficientah v asimptotike rexeniæ fflliptiqeskih kraevyh zadaq v oblastØh s koniqeskimi toqkami. — Math. Nachr. 76 (1977), 29–60.

16. V. G. Maz~Ø, B. A. Plamenevskiæ, Ob fflliptiqeskih kraevyh zadaqah v oblastØh s kusoqno gladkoæ graniceæ. — V kn.: Tr. simp. po meh. sploxn. sred i rodstvennym probl. analiza, T. 1, Mecniereba, Tbilisi, 1973, s. 171–181.

230 S. A. NAZAROV

Nazarov S. A. Nonselfadjoint elliptic problems with the polynomial property in domains possessing cylindrical outlets to infinity.

Solvability of mixed boundary value problems in domains with cylindrical outlets to infinity is investigated for a class of nonselfadjoint differential operator-matrices. The structure of these matrices is such that the corresponding asymmetric quadratic forms possess the polynomial property, i.e., they degenerate only on finite-dimensional lineals of vector polynomials. With the help of elementary algebraic operations, this property provides to indicate the attributes of boundary value problems, namely, to calculate the operator index, to describe the kernel and cokernel of the operator, to find out the asymptotic behavior of solutions at infinity, etc.

Postupilo 21 sentØbrØ 1997 g.

GosudarstvennaØ morskaØ akademiØ im. adm. S. O. Makarova