˚. I. Belopol~skaØ VERO˚TNOSTNOE PREDSTAVLENIE REXENI` KRAEVYH ZADAQ DL˚ GIDRODINAMIQESKIH URAVNENI`

O. A. Ladyßenskoæ s glubokim uvaßeniem posvØwaetsØ

1. Vvedenie

UravneniØ Nav~e–Stoksa predstavlØ¸t soboæ klassiqeskiæ ob¨ekt issledovaniØ matematiqeskoæ fiziki, izuqenie kotorogo v teqenie mnogih let stimuliruet razvitie novyh metodov i postanovku novyh zadaq v samyh raznyh oblastØh kak teoretiqeskoæ, tak i prikladnoæ matematiki. Izuqeni¸ sistemy Nav~e–Stoksa posvØwen rØd zameqatel~nyh monografiæ [1, 2] i ogromnoe koliqestvo rabot, svØzannyh s issledovaniem kraevyh zadaq dlØ fftoæ sistemy. Tem ne menee v fftoæ oblasti vse ewe ostaetsØ nemalo otkrytyh voprosov. V fftoæ rabote my otveqaem na odin iz takih voprosov, kotoryæ moßet byt~ sformulirovan sledu¸wim obrazom. Kak postroit~ sluqaænyæ (diffuzionnyæ) process, takoæ, qto rexenie kraevoæ zadaqi dlØ sistemy Nav~e– Stoksa moßno bylo by predstavit~ v vide kontinual~nogo integrala na traektoriØh fftogo processa.

V uqebnikah gidrodinamiki (smotri, naprimer, [3, 4]) izloßenie predmeta obyqno naqina¸t s izuqeniØ sistemy Stoksa, v kotoroæ otsutstvu¸t qleny, soderßawie vtorye proizvodnye po prostranstvennoæ peremennoæ. Pri fftom vaßnu¸ rol~ igra¸t linii toka ili integral~nye krivye vektornogo polØ skorosti teqeniØ ideal~noæ ßidkosti. Pri perehode k izuqeni¸ vØzkoæ ßidkosti ob fftom ob¨ekte kak by zabyva¸t. Zabvenie ffto, povidimomu, svØzano s tem, qto analogom linii toka dlØ vØzkoæ ßidkosti ØvlØetsØ traektoriØ special~nogo diffuzionnogo processa, kotoryæ konstruiruetsØ v nastoØweæ rabote. Otmetim, qto v terminah rassmatrivaemogo zdes~ sluqaænogo processa estetstvenno formuliru¸tsØ i zadaqi statistiqeskoæ gidromehaniki 77

78 ˚. I. BELOPOL^SKA˚ [5]. Pri fftom sleduet rassmatrivat~ diffuzionnyæ process so sluqaænymi naqal~nymi usloviØmi.

Sistema uravneniæ Nav~e–Stoksa predstavlØet soboæ kvazilineænu¸ sistemu uravneniæ v qastnyh proizvodnyh vtorogo porØdka. NaqinaØ s semidesØtyh godov, kvazilineænye paraboliqeskie sistemy vtorogo porØdka izuqalis~ s ispol~zovaniem metodov i rezul~tatov teorii diffuzionnyh processov. V qastnosti, byli poluqeny veroØtnostnye predstavleniØ rexeniæ razliqnyh kraevyh zadaq dlØ takih sistem v vide funkcionalov ot diffuzionnyh processov [6–8]. Pri estestvennyh usloviØh (naprimer, garantiru¸wih suwestvovanie i edinstvennost~ dostatoqno gladkih rexeniæ kraevyh zadaq) suwestvuet vozmoßnost~ konstruktivno postroit~ sluqaænyæ process kak rexenie stohastiqeskogo uravneniØ i zatem s ego pomow~¸ pred¨Øvit~ rexenie sootvetstvu¸weæ kraevoæ zadaqi. Odnako rezul~taty takogo tipa ne udavalos~ poluqit~ pri rassmotrenii zadaq gidrodinamiki. V nastoØweæ rabote my zapolnØem fftot probel i konstruiruem veroØtnostnoe predstavlenie rexeniØ pervoæ naqal~nokraevoæ zadaqi dlØ sistemy uravneniæ Nav~e–Stoksa. V naxeæ predyduweæ rabote [9] analogiqnoe predstavlenie bylo poluqeno dlØ rexeniØ zadaqi Koxi.

Postroennoe predstavlenie svodit rexenie sistemy Nav~e– Stoksa k rexeni¸ sistemy stohastiqeskih uravneniæ (predstavlØ¸wih v nekotorom smysle analog obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ) i moßet byt~ ispol~zovano dlØ qislennogo rexeniØ sootvetstvu¸wih gidrodinamiqeskih zadaq.

V rabote Arnol~da [10] bylo sformulirovano utverßdenie, qto dvißenie ideal~noæ nesßimaemoæ ßidkosti moßno opisat~ v terminah geodeziqeskih na gruppe D_μ(M ) diffeomorfizmov kompaktnogo mnogoobraziØ M , sohranØ¸wih ob¨em. Zatem v rabote �bina i Marsdena [11] byli issledovany neobhodimye dlØ fftogo differencial~no geometriqeskie struktury na D_μ(M ). Poskol~ku rexenie sistemy Nav~e–Stoksa uße ne udaetsØ predstavit~ kak geodeziqesku¸ na rassmatrivaemoæ gruppe, v rabote [11] dlØ opisaniØ dvißeniØ vØzkoæ nesßimaemoæ ßidkosti ispol~zuetsØ mul~tiplikativnaØ formula Daleckogo–Trottera (smotri, naprimer, Daleckiæ [12]), pozvolØ¸waØ skleit~ sil~- no nepreryvnye ffvol¸cionnye semeæstva s proizvodØximi operatorami A, B v sil~no nepreryvnoe ffvol¸cionnoe semeæstvo

VERO˚TNOSTNOE PREDSTAVLENIE REXENI` 79 s proizvodØwim operatorom A + B v sluqae nekommutiru¸wih neograniqennyh operatorov A, B.

V fftoæ rabote razvivaetsØ inoæ podhod k opisani¸ dvißeniØ nesßimaemoæ ßidkosti, osnovannyæ na postroenii diffuzionnogo processa na gruppe D_μ(M ) i dal~neæxem ispol~zovanii ego dlØ predstavleniØ rexeniØ kraevyh zadaq gidrodinamiqeskih uravneniæ. Otliqie fftogo podhoda ot prinØtogo v [11] moßno po- Øsnit~ na prostom primere. Rassmotrim mnogoobrazie D, snabßennoe affinnoæ svØznost~¸ i pust~ Γ – lokal~nye kofffficienty fftoæ svØznosti (simvoly KristoffelØ), ∇ – sootvetstvu- ¸waØ kovariantnaØ proizvodnaØ. Uravnenie dlØ geodeziqeskih na D v lokal~nyh koordinatah imeet vid

d^2γ_i(t) dt = Γ^{jk}_i (γ(t)) dγ_j (t) dt dγ_k(t) dt . (1.1)

Zdes~ i niße my sqitaem vypolnennym predpoloßenie o summirovanii po povtorØ¸wimsØ indeksam.

Pust~ γ(t, x) – rexenie zadaqi Koxi dlØ (1.1) s naqal~nymi usloviØmi γ(0, x) = x,^{dγ(t,x)}_{dt} |_{t=0} = ϕ(x) i u(t, x) = ∂γ(t, x) ∂t . (1.2)

Netrudno proverit~, ispol~zuØ uravnenie geodeziqeskoæ i sootnoxenie ∇_{u(t)}u(t) = 0, ime¸wee v lokal~nyh koordinatah vid u_j ∂u_i ∂x_j + Γ^{kj}_i (x) ∂u_i ∂x_j ∂u_i ∂x_j = 0,

qto funkciØ u(t, x) vida (1.2) udovletvorØet zadaqe Koxi ∂u_k ∂t + n∑ j=1 u_j ∂u_k ∂x_j = 0, u(0, x) = ϕ(x) (1.3)

na D.

Zametim, qto moßno postroit~ i drugoe predstavlenie rexeniØ zadaqi Koxi (1.3), ispol~zuØ teori¸ harakteristik (v inoæ terminologii liniæ toka) dlØ kvazilineænyh giperboliqeskih uravneniæ. Rassmotrim dlØ fftogo sistemu dγ dt = u(t), γ(0) = x, u(t, x) = ϕ(γ(t, x)), u(0, x) = ϕ(x). (1.4)

80 ˚. I. BELOPOL^SKA˚ Esli suwestvuet gladkoe rexenie fftoæ sistemy, to funkciØ

u(t, x), kak netrudno proverit~, udovletvorØet (1.3).

Pri perehode ot rassmotreniØ giperboliqeskoæ sistemy (1.3) k paraboliqeskoæ pervoe uravnenie v (1.4) sleduet zamenit~ sootvetstvu¸wim stohastiqeskim uravneniem, pri fftom vtoroe uravnenie priobretaet vid u(t, x) = Eϕ(ξ(t)), a usrednenie beretsØ po traektoriØm sluqaænogo processa, ØvlØ- ¸wegosØ rexeniem stohastiqeskogo uravneniØ.

Popytka postroit~ sluqaænyæ process svØzannyæ v nekotorom smysle s sistemoæ uravneniæ Nav~e–Stoksa byla predprinØta Gliklihom [13]. Sootvestvu¸wiæ sluqaænyæ process konstruirovalsØ v terminah stohastiqeskogo isqisleniØ Nel~sona na gruppe D_μ(M ), qto trebovalo predvaritel~nogo rexeniØ sistemy Nav~e–Stoksa. V nastoØweæ rabote predloßena inaØ konstrukciØ, pozvolØ¸waØ nezavisimo stroit~ sluqaænyæ process na gruppe D_μ(M ) i s ego pomow~¸ poluqat~ veroØtnostnye predstavleniØ rexeniæ kraevyh zadaq dlØ uravneniØ Nav~e–Stoksa. Pri fftom my ispol~zuem metody i rezul~taty rabot Daleckogo i Belopol~skoæ [6, 7], posvØwennyh izuqeni¸ sluqaænyh processov, associirovannyh s kvazilineænymi paraboliqeskimi uravneniØmi i sistemami na beskoneqnomernyh mnogoobraziØh, a takße rezul~taty Baksendeæla [14] i �lvorti [15] o konstrukcii diffuzionnyh processov na gruppe diffeomorfizmov.

2. Differencial~naØ geometriØ gruppy diffeomorfizmov kompaktnogo mnogoobraziØ

V fftom paragrafe my privodim opisanie neobhodimyh dlØ naxih celeæ differencial~no geometriqeskih ob¨ektov na gruppe diffeomorfizmov kompaktnogo mnogoobraziØ. Bolee podrobnoe ih opisanie soderßitsØ v rabotah [11, 16].

Pust~ M – kompaktnoe n-mernoe (C^∞) mnogoobrazie s kraem ∂M , predstavlØ¸wim soboæ n − 1-mernoe (C^∞) mnogoobrazie. Pust~ π : E → M – koneqnomernoe vektornoe rassloenie nad M . DlØ natural~nogo qisla s oboznaqim H^s(E) prostranstvo seqeniæ rassloeniØ E, oblada¸wih tem svoæstvom, qto vse ih (obobwennye) proizvodnye do porØdka s kvadratiqno integriruemy (na kartah). Pust~ C^k(E) oboznaqaet banahovo prostranstvo seqeniæ E klassa C^k s normoæ, induciru¸weæ topologi¸

VERO˚TNOSTNOE PREDSTAVLENIE REXENI` 81 ravnomernoæ shodimosti vseh proizvodnyh do porØdka k vkl¸- qitel~no.

Iz teorem vloßeniØ Soboleva sleduet, qto esli n = dim M ,

k ¿ 0 i s >^n_2 + k, to H^s(E) ⊂ C^k(E) i vkl¸qenie nepreryvno.

Oqevidno, C^k(E) ⊂ H^k(E). Esli s >^n_2 , to mnoßestvo H^s(M ) vseh

H^s otobraßeniæ g : M → M predstavlØet soboæ gil~bertovo

mnogoobrazie.

Vs¸du niße my budem predpolagat~, qto na M zadana rimanova metrika G i oboznaqim K_M : T^2M → T M otobraßenie svØznosti, sootvetstvu¸wee fftoæ metrike. Pri fftom govorØt, qto M snabßeno RM C strukturoæ. Oboznaqaem ∇_X Y = K_M ∘ T Y ∘ X kovariantnu¸ proizvodnu¸ vektornogo polØ Y vdol~ vektornogo polØ X, opuskaØ inogda indeks M .

Pust~ μ oboznaqaet fflement ob¨ema na M . Zadadim skalØrnoe proizvedenie v prostranstve C^∞(T M ) sootnoxeniem

(X, Y )_0 = ∫ M G_x(X(x), Y (x))μ(dx). Zametim, qto C^k(M ) i C^k(F ) – banahovy mnogoobraziØ i pri

s >^n_2 + k imeet mesto plotnoe nepreryvnoe vloßenie H^s(M ) ⊂ C^k(M ).

Oboznaqim C^k(T M ) banahovo prostranstvo s normoæ |ξ|_k = k∑ j=0 sup_{x∈M} ‖∇^jξ(x)‖ i L^p_k(T M ) -banahovo prostranstvo s normoæ ‖ξ‖_{(p,k)} = ( k∑ j=0 ∫ M ‖∇^jξ(x)‖^pμ(dx))^{1p} . Osnovnym prostranstvom v fftoæ rabote ØvlØetsØ prostranstvo H^s(T M ) = L^s_2(T M ), predstavlØ¸wee soboæ gil~bertovo prostranstvo so skalØrnym proizvedeniem

(X, Y )_k = k∑ j=0 (∇^jX, ∇^jY )_0.

82 ˚. I. BELOPOL^SKA˚ DlØ natural~nogo s oboznaqim

‖X‖_s = sup Y ∈C^∞(T M) (X, Y )_0 ‖Y ‖_k i pust~ H^s(T M ) – zamykanie C^∞(T M ) v fftoæ norme. Oboznaqim H^{−s}(T M ) prostranstvo dvoæstvennoe k H^s(T M ) otnositel~- no (, )_0. Zametim, qto dlØ dostatoqno bol~xih k

H^s(T M ) = H_+ ⊂ H^0(T M ) = H_0 ⊂ H^{−s}(T M ) = H_−

– osnawennoe gil~bertovo prostranstvo s plotnym kompaktnym vloßeniem.

Pust~ exp^M : T M → M – ffksponencial~noe otobraßenie sootvetstvu¸wee rimanovoæ metrike G na M . Suwestvuet estestvennyæ sposob zadaniØ atlasa mnogoobraziØ H^s(M ). Pust~

g ∈ H^s(M ) i τ : T M → M – kanoniqeskaØ proekciØ, togda T_g H^s(M ) = {X ∈ H^s(M, T M ) : τ ∘ X = g} – gil~bertovo prostranstvo. Oboznaqim T H^s(M ) = H^s(M, T M ) =

∪T_gH^s(M ) i opredelim θ_{exp} : T_g H^s(M ) → H^s(M ) sootnoxeniem X → exp ∘X. My zadadim takim obrazom otobraßenie nekotoroæ

okrestnosti nulØ v T_g H^s(M ) na okrestnost~ toqki g ∈ H^s(M ). Pri fftom na mnoßestve H^s(M ) vvoditsØ struktura mnogoobraziØ i ffta struktura ne zavisit ot vybora metriki.

Pust~ h : M → M – gladkoe otobraßenie. Otobraßenie θ_h :

H^s(M ) → H^s(M ) vida θ_h : f → h ∘ f ØvlØetsØ C^∞ otobraßeniem.

Esli h is C^{k+l}, to θ_h ØvlØetsØ otobraßeniem klassa C^l, l ¿ 0. ProizvodnaØ θ_h imeet vid θ_{T h}, gde T h : T M → T M – proizvodnaØ h. Rassmotrim kompozici¸ sprava otobraßeniæ klassa C^k.

Pust~ h : M → M – funkciØ klassa C^k. Togda otobraßenie

α_h : C^k(M ) → C^k(M ) vida f → f ∘ h ØvlØetsØ otobraßeniem klas-

sa C^∞ s proizvodnoæ α_h. �to odnako neverno dlØ sluqaØ H^k, poskol~ku kompoziciØ H^k otobraßeniæ moßet ne byt~ otobraßeniem klassa H^k.

Pust~ M – mnogoobrazie bez kraØ i C^1D oboznaqaet mnoßestvo C^1 diffeomorfizmov mnogoobraziØ M . �to mnoßestvo otkryto v C^1(M ) i predstavlØet soboæ topologiqesku¸ gruppu. Pust~ s >^n_2 + 1, i D^s = H^s(M ) ∩ C^1D. Togda D^s ⊂ H^s(M ) topologiqeskaØ gruppa i

VERO˚TNOSTNOE PREDSTAVLENIE REXENI` 83

D^s = {g ∈ H^s(m) : g biektivno i g^{−1} ∈ H^s(M )}.

Kak i v sluqae C^k, umnoßenie sprava R_g : D^s → D^s, R_gζ = ζ ∘ g ØvlØetsØ otobraßeniem klassa C^∞ s proizvodnoæ α_h dlØ kaßdoæ

g ∈ D^s i esli g ∈ D^{s+l}, to L_g : D^s → D^s, L_g ζ = g ∘ ζ ØvlØetsØ otobraßeniem klassa C^l. Takim obrazom T R_g : X → X∘g i T L_g : X → T g ∘ X. Itak, H^s × D^s → H^s – nepreryvnoe otobraßenie, togda kak

H^{s+l} ×D^s → D^s – otobraßenie klassa C^l. DlØ g ∈ D^s, α_g : h → h∘g

ØvlØetsØ otobraßeniem klassa C^∞ iz H^s v H^s s proizvodnoæ α_g i dlØ h ∈ H^{s+l}, θ_h : g → h ∘ g ØvlØetsØ otobraßeniem klassa

C^l(0 6 l 6 ∞) s proizvodnoæ θ_{T h}. DlØ togo, qtoby h ∘ g bylo oto-

braßeniem klassa H^s nußno, qtoby g bylo lokal~nym izomorfizmom t.e. T g(m) = T_mg dolßno byt~ biektivnym otobraßeniem v kaßdoæ toqke.

Obratnoe otobraßenie g → g^{−1} ØvlØetsØ nepreryvnym na D^s. Esli g(t) – C^1 krivaØ v D^{s+l}, l ¿ 1, to d dt g(t)^{−1} = −T (g(t)^{−1}) ∘ { d dt g(t)} ∘ g(t)^{−1} ∈ T_{g(t)}−1 D^s. Zametim, qto D^s ⊂ H^s(M ) – otkrytoe mnoßestvo, T_eD^s – prostranstvo vseh vektornyh poleæ na M klassa H^s i T_eD^s =

H^s(T M ).

Poskol~ku umnoßenie sprava – gladkoe otobraßenie, moßno govorit~ o pravoinvariantnyh vektornyh polØh na D^s. DlØ

X ∈ H^{s+l}(T M ) = T_eD^{s+l}, g → X ∘ g ØalØetsØ C^l otobraßeniem iz D^s v T D^s. Pri fftom, esli l ¿ 0, to prostranstvo pravoinvariant-

nyh vektornyh poleæ klassa C^l na D^s izomorfno H^{s+l}(T M ) i X prinadleßit klassu H^{s+l}, esli X̃(g) = X ∘ g prinadleßit klassu

C^l. Pust~ l ¿ 1 i dlØ X, Y ∈ H^{s+l}(T M ), X̃, Ỹ – sootvetstvenno

pravoinvariantnye vektornye polØ na D^s. Togda [X̃, Ỹ ]_e = [X, Y ].

DifferenciruemaØ struktura na gruppe D diffeomorfizmov mnogoobraziØ M klassa C^∞, zadaetsØ s pomow~¸ C^∞ topologii opredelØemoæ kak predel topologiæ v D^s

D = ∩_{s>} n_2 D^s.

84 ˚. I. BELOPOL^SKA˚ Pri fftom govorØt, qto na D zadana struktura ILH (gil~bertov obratnyæ predel) gruppy Li.

Voobwe govorØ, esli mnogoobraziØ M i N snabßeny opisannoæ vyxe strukturoæ, M = ∩M^s, N = ∩N^s, to otobraßenie f : M → N prinadleßit klassu C^k togda i tol~- ko togda, kogda dlØ vseh s suwestvuet j(s) takoe, qto f obladaet

C^k prodolßeniem f^s : M^{j(s)} → N^s. Takim obrazom na D kompozi-

ciØ i obrawenie ØvlØ¸tsØ gladkimi otobraßeniØmi, tak qto v fftom smysle D ØvlØetsØ gruppoæ Li s algebroæ Li

T_eD = H^∞(T M ) = C^∞(T M ).

Pust~ M – kompaktnoe mnogoobrazie s kraem ∂M . Vloßim M v kompaktnoe mnogoobrazie M̃ bez kraØ tak, qtoby int(M ) i ∂M ØvlØlis~ podmnogoobraziØmi i ∂M bylo topologiqeskoæ graniceæ M . V kaqestve M̃ moßno vybrat~ dubl~ M . Gladkoe mnogoobrazie H^s(M, M̃ ) pri fftom moßet byt~ opisano s pomow~¸ privedennoæ vyxe konstrukcii (sleduet otmetit~, qto H^s(M, M ) ne ØvlØetsØ bolee mnogoobraziem, poskol~ku ono imeet beskoneqnomernye ugly). Pust~ D oboznaqaet gruppu diffeomorfizmov mnogoobraziØ M i D_p = {η ∈ D : η(x) = x dlØ vseh x ∈ ∂M }. Togda D_p ØvlØetsØ ILH podgruppoæ D algebra Li kotoroæ sostoit iz vektornyh poleæ na M obrawa¸wihsØ v nul~ v toqkah ∂M . My predpolagaem, qto metrika na M̃ vybrana tak, qto kraæ ∂M ØvlØetsØ vpolne geodeziqeskim podmnogoobraziem. Pust~ η ∈ D^s(M ) ⊂ H^s(M, M̃ ) i exp : U ⊂ T_η H^s(M, M̃) → H^s(M, M̃ ) ffksponencial~naØ karta v okrestnosti η. Togda

X^s_η (M ) = {X ∈ H^s(M, T M̃ ) :

X nakryvaet η i X(x) ∈ T_x∂M dlØ vseh x ∈ ∂M }

ØvlØetsØ zamknutym podprostranstvom v H^s(M, T M̃ ) =

T H^s(M, M̃ ). Pri fftom exp otobraßaet U ∩ X^s_η na okrestnost~ η v D^s(M ) i zadaet kartu podmnogoobraziØ.

VERO˚TNOSTNOE PREDSTAVLENIE REXENI` 85 Vaßnu¸ rol~ pri izuqenii zadaq gidrodinamiki igraet razloßenie Hodßa. DlØ kompaktnogo orientirovannogo n-mernogo rimanova (C^∞) mnogoobraziØ s kraem ∂M razloßenie Hodßa moßet byt~ opisano sledu¸wim obrazom.

Pust~ i : ∂M → M̃ – otobraßenie vkl¸qeniØ. Togda i^∗α opredeleno korrektno, esli α ØvlØetsØ otobraßeniem klassa H^s dlØ

s ¿ 1. Nazovem k-formu α ∈ H^s, s ¿ 1 parallel~noæ ili kasa-

tel~noæ k granice togda i tol~ko togda, kogda nα = i^∗(∗α) = 0 i normal~noæ k granice v tom i tol~ko v tom sluqae, esli

tα = i^∗α = 0. Zdes~ ∗ – ffto otobraßenie iz mnoßestva k-form

v mnoßestvo n − k-form.

PerehodØ k koordinatam, netrudno proverit~, qto sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalentny.

a) X parallel~no ∂M (X(x) ∈ T_x∂M dlØ vseh x ∈ ∂M ), b) X̃ parallel~no ∂M , v) dlØ l¸bogo fflementa ob¨ema μ na M , i_X μ normal~no k ∂M . Zdes~ X̃ oboznaqaet 1-formu, poluqennu¸ iz X s pomow~¸ metriki. Esli krome togo tα = 0, to tdα = 0, a esli nβ = 0, to tδβ = 0. Oboznaqim Λ^k rassloenie k-form nad M i pust~ indeksy t ili n oboznaqa¸t sootvetstvenno formu kasatel~nu¸ ili normal~nu¸ k ∂M , togda kak indeks 0 sootvetstvuet forme, obrawa¸weæsØ v nol~ na granice ∂M . Takim obrazom, esli s ¿ 1, to

H^s_t , H^s_n i H^s_0 – zamknutye podprostranstva prostranstva H^s(Λ^k).

Pust~ H^s oboznaqaet mnoßestvo garmoniqeskih poleæ, to est~ poleæ α ∈ H^s takih, qto dα = 0 i δα = 0 (bolee uzkoe prostranstvo, qem mnoßestvo garmoniqeskih form Δα = 0). Oboznaqim C^s mnoßestvo kozamknutyh form δα = 0 i E^s mnoßestvo zamknutyh form dα = 0 v H^s. Zametim, qto esli α ∈ H^s, to α prinadleßit klassu C^∞ na int(M ), no moßet terØt~ gladkost~ na granice.

Vaßnoe utverßdenie soderßitsØ v sledu¸weæ teoreme [11].

Teorema 1.1. Sledu¸wie razloßeniØ ØvlØ¸tsØ ortogonal~nymi

razloßeniØmi v norme H^0:

a) H^s(Λ^k) = d(H^{s+1}_n (Λ^{k−1})) ⨁ δ(H^{s+1}_t (Λ^{k+1}) ⨁ H^s,

b) H^s(Λ^k) = d(H^{s+1}_0 (Λ^k)) ⨁ δ(H^{s+1}_0 (Λ^{k+1})) ⨁ H^s,

v) H^s(Λ^k) = d(H^{s+1}(Λ^{k−1})) ⨁ C^s_t (Λ^k),

g) H^s(Λ^k) = δ(H^{s+1}(Λ^{k+1})) ⨁ E^s_t (Λ^k).

Pri fftom sootvetstvu¸wie proektory nepreryvny (to est~ ffti podprostranstva zamknuty).

86 ˚. I. BELOPOL^SKA˚

Zameqanie. Vaßnym sledstviem punkta v) ØvlØetsØ sledu¸wiæ

klassiqeskiæ rezul~tat [1].

Pust~ X -vektornoe pole klassa H^s na M , s ¿ 0. Suwestvuet

H^{s+1} – funkciØ f i parallel~noe ∂M solenoidal~noe vektornoe

pole Y klassa H^s takoe, qto X = grad f +Y . Pri fftom proektory

P (X) = Y i Q(X) = grad f ØvlØ¸tsØ nepreryvnymi lineænymi

otobraßeniØmi na H^s(T M ).

Pust~ μ – fiksirovannyæ fflement ob¨ema na M . Osnovnym ob¨ektom v fftoæ rabote ØvlØetsØ mnoßestvo D^s_μ = {g ∈ D^s|g^∗(μ) = μ}. Napomnim, qto esli D ØvlØetsØ banahovym mnogoobraziem, to slabaØ rimanova struktura γ na D – ffto otobraßenie, sopostavlØ¸wee kaßdomu g ∈ D nepreryvnu¸ poloßitel~no opredelennu¸ simmetriqnu¸ bilineænu¸ formu γ(g) ∈ L^2(T_gD; R) gladko zavisØwu¸ ot g ∈ D (nepreryvnost~ bilineænyh form na T_g D ponimaetsØ pri fftom v smysle obyqnoæ topologii svØzannoæ s normoæ). Drugimi slovami, dlØ l¸boæ koordinatnoæ okrestnosti U toqki g i inducirovannoæ karty U × T_g D sußeniØ T D|_U otobraßenie

γ : U → L^2(T_g (D), R)

ØvlØetsØ gladkim otobraßeniem.

Opredelim bilineænu¸ formu na T_g D^s = {V ∈ H^s(M, T M ) :

τ ∘ V = g}, s >^n_2 sootnoxeniem (V, W ) = ∫ M ⟨V (m), W (m)⟩_{g(m)} μ(m). (2.1) Zdes~ μ – fflement ob¨ema, inducirovannyæ metrikoæ ⟨·, ·⟩ na M .

Pri fftom 1. Forma (, ) opredelØet slabu¸ rimanovu strukturu na D^s. 2. Forma (,) poroßdaet (edinstvennu¸) affinnu¸ svØznost~ bez kruqeniØ ∇.

3. Pust~ exp^M : T M → M – ffksponencial~noe otobraßenie sootvetstvu¸wee svØznosti ∇^M na M . Togda otobraßenie exp^D :

T D^s → D^s, zadavaemoe formuloæ

exp^D(V ) = exp^M ∘V,

ØvlØetsØ ffksponencial~nym otobraßeniem sootvetstvu¸wim svØznosti ∇^D. Otobraßenie exp^D opredeleno lix~ v okrestnosti

VERO˚TNOSTNOE PREDSTAVLENIE REXENI` 87 nulevogo seqeniØ rassloeniØ T D^s i ØvlØetsØ C^∞ otobraßeniem na okrestnost~ ediniqnogo fflementa e ∈ D^s.

Predloßenie 2.1. Rimanova struktura (,) sohranØetsØ pri deæ-

stvii gruppy D^s_μ na D^s pravym umnoßeniem. Bolee togo ∇^D i exp^D ∘T R_g = R_g ∘ exp^D pri g ∈ D^s invariantny otnositel~no deæstviØ gruppy D^s na samoæ sebe s pomow~¸ pravogo umnoßeniØ. Zdes~ R_g oboznaqaet umnoßenie sprava na g.

Pust~ forma (,) opredelena formuloæ (2.1) tak, qto ona zadaet slabu¸ rimanovu metriku na D^s_μ. �ta forma invariantna otnositel~no deæstviØ D^s_μ i dlØ kaßdogo g ∈ D^s_μ ortogonal~nyæ proektor

P_g : T_g (D^s) → T_g (D^s_μ) (2.2)

ØvlØetsØ nepreryvnym s¸r¨ektivnym otobraßeniem. Pri fftom

P_g = T R_g ∘ P_e ∘ T R_g−1 , (2.3)

gde P_e : T_g (D^s) → T_g(D^s_μ) – ortogonal~nyæ proektor na pervoe slagaemoe v razloßenii Hodßa

T_e(D^s) = H^s(T M ) = T_e(D^s_μ) ⊕ grad H^{s+1}(Λ^0(M )) (2.4)

(ortogonal~nost~ ponimaetsØ po otnoxeni¸ k H^0 metrike).

Niße nam ponadobitsØ takße sledu¸wee utverßdenie.

Predloßenie 2.2. Pust~ M kompaktnoe mnogoobrazie bez kraØ.

Togda (,) ØvlØetsØ D^s_μ pravo invariantnoæ metrikoæ na D^s_μ. Ona induciruet gladku¸ affinnu¸ svØznost~ ∇ = P ∘∇^D i ffksponencial~noe otobraßenie Exp na D^s_μ invariantnye otnositel~no pravogo deæstviØ gruppy D^s_μ.

Rimanovu metriku na M moßno prodolßit~ do rimanovoæ metriki na duble M̃ mnogoobraziØ M . Pri fftom, esli g ∈

H^s(M, M̃ ), to T_gH^s(M, M̃ ) = {X ∈ H^s(M, T M̃ ) : π ∘ X = g} – gladkoe mnogoobrazie i sootnoxenie (2.1) zadaet na nem slabu¸ rimanovu metriku. Pri fftom ⟨·, ·⟩ ponimaetsØ kak metrika na M̃ , a μ – fflement ob¨ema na M . Affinnu¸ svØznost~ ¯∇ i ffksponencial~noe otobraßenie Exp (X) = exp ∘X na H^s(M, M̃ ) moßno zadat~ analogiqno tomu, kak ffto bylo sdelano vyxe. Zdes~

88 ˚. I. BELOPOL^SKA˚

exp : T M̃ → M̃ ffksponencial~noe otobraßenie mnogoobraziØ M̃ ).

Takim obrazom, H^s(M, M̃) snabßeno strukturoæ polnogo slabogo rimanova mnogoobraziØ. Poskol~ku D^s_μ(M ) ⊂ D^s(M ) ⊂ H^s(M, M̃ ), to hotØ exp ne opredeleno na T M , tem ne menee moßno opredelit~ ffksponencial~noe otobraßenie na D^s_μ(M ), zadav ortogonal~nyæ proektor P : T H^s(M, M̃)|_Ds_μ → T D^s_μ v metrike (, ).

Ortogonal~nyæ proektor P_e : T_eH^s(M, M̃ ) → T_eD^s_μ, zadannyæ kak operator proektirovaniØ na pervoe slagaemoe v razloßenii Hodßa (2.4) ØvlØetsØ operatorom ortogonal~- nogo proektirovaniØ otnositel~no (, ) i otobraßenie P_g :

T_eH^s(M, M̃ ) → T_g D^s_μ zadaetsØ sootnoxeniem P_g = T R_g ∘ P_e ∘ T R_g−1 dlØ g ∈ D^s_μ.

Takim obrazom, esli M kompaktnoe mnogoobrazie s gladkim kraem ∂M i (, ) opredeleno na D^s_μ sootnoxeniem (2.1) dlØ

X, Y ∈ T D^s_μ, to (, ) ØvlØetsØ pravoinvariantnoæ slaboæ rima-

novoæ metrikoæ na D^s_μ, induciru¸weæ gladku¸ affinnu¸ svØznost~ ~∇ = P ∘ ¯∇ i gladkoe ffksponencial~noe otobraßenie Ẽxp , opredelennoe v okrestnosti nulevogo seqeniØ T D^s_μ. Pri fftom

Ẽxp , ~∇ invariantny otnositel~no pravogo umnoßeniØ na D^s_μ i Ẽxp |_{T Dsμ} nakryvaet okrestnost~ toqki e ∈ D^s_μ.

Vaßnu¸ rol~ dlØ dal~neæxih rassmotreniæ igraet gladkost~ otobraßeniØ rassloeniæ P : T D^s → T D^s, ustanovlennaØ v rabote [11].

Zametim, qto, voobwe govorØ, otobraßenie vida T_g = T R_g ∘T_e ∘

T R^{−1}_g , opredelennoe na T D^s ne ØvlØetsØ gladkim po g. DlØ to-

go, qtoby obespeqit~ fftu gladkost~ nußno special~nym obrazom skonstruirovat~ otobraßenie T_e.

Rassmotrim s fftoæ cel~¸ toqnu¸ posledovateln~ost~ gladkih vektornyh rassloeniæ nad M E^r→ F^s→ G, polagaØ r = s = Id na M . Togda ker r, im r i im s ØvlØ¸tsØ podrassloeniØmi rassloeniæ E i F sootvetstvenno.

Pust~ π : Q → M – koneqnomernoe vektornoe rassloenie, oboznaqim α_π : H^s(M, Q) → H^s(M ), α_h(r) = π ∘ r otobraßenie

VERO˚TNOSTNOE PREDSTAVLENIE REXENI` 89 rassloeniæ i vyberem Q = Λ^k – rassloenie k− form. Opredelim d̄ : H^s(M, Λ^k)|_Ds → H^{s−1}(M, Λ^{k+1})|_Ds sootnoxeniem d̄_g =

R_g ∘ d ∘ R_g−1 . Togda d̄ – gladkoe otobraßenie vektornyh rassloe-

niæ, poskol~ku umnoßenie H^s otobraßeniæ gladko. Analogiqnoe utverßdenie spravedlivo i dlØ otobraßeniØ δ̄ : H^s(M, Λ^k)|_Ds →

H^{s+1}(M, Λ^{k−1})|_Ds , zadannogo sootnoxeniem δ̄ = R_g ∘ δ ∘ R_g−1 .

Esli K ⊂ H^s(Λ^k) – koneqnomernoe podprostranstvo, fflementy kotorogo prinadleßat klassu C^∞, i R : H^s(Λ^k) → K – nepreryvnaØ proekciØ, to pri l 6 s

1. VybiraØ K_g = {f ∈ H^l(M, Λ^k) : f ∈ R_gK} i E =

∪_{g∈D}s K_g, my poluqaem, qto E ØvlØetsØ podrassloeniem rassloe-

niØ H^l(M, Λ^k)|_Ds ,

2. Otobraßeneie R̄ vida R̄_g = R_g ∘ R ∘ R_g−1 ØvlØetsØ gladkim otobraßeniem rassloeniæ. Takim obrazom E = imR̄ i kerR̄ ØvlØ¸tsØ podrassloeniØmi tak ße kak im (Id − R̄) i ker (Id − R̄).

Analogiqnye utverßdeniØ spravedlivy i dlØ ker d̄ i im δ̄, qto vytekaet iz svoæstv otobraßeniæ toqnyh posledovatel~nosteæ gladkih vektornyh rassloeniæ

H^s(M, Λ^k)|_Ds^{d̄}→ im(Id − R̄)^{d̄}→ H^{s−1}(M, Λ^{k+1})|_Ds ,

gde R : H^{s−1}(Λ^k) → H^{s−1}(Λ^k) – H^s ortogonal~naØ proekciØ na garmoniqeskie formy. V zakl¸qenie opixem special~nyæ vid otobraßeniØ P_e, o kotorom xla req~ vyxe.

Lemma 2.1. Pust~ Pe : H^s(Λ^1) → H^s(Λ^1) – ortogonal~nyæ proek-

tor opredelennyæ razloßeniem Hodßa (2.4). Togda P_e(ν) = Rν + δΔ^{−1}dν, gde R – (H^∘ ortogonal~nyæ) proektor na garmoniqeskie formy.

Dokazatel~stvo. Pust~ ν ∈ H^s(Λ^1), togda v silu (2.4)

ν = Δ(Δ^{−1}(ν − Rν)) + Rν i P_eν = δd(Δ^{−1}(ν − Rν)) + Rν sootvetstvuet bezdivergentnym vektornym polØm. Poskol~ku

dΔ^{−1} = Δ^{−1}d i dRν = 0, my poluqaem trebuemyæ rezul~tat.

Nakonec, dlØ togo, qtoby pokazat~, qto P – gladkoe otobraßenie rassloeniæ dostatoqno pokazat~, qto R_gδΔ^{−1}dR_g−1 =

R_gδΔ^{−1}R_g−1 d̄ gladko zavisit ot g.

90 ˚. I. BELOPOL^SKA˚

Rassmotrim d : H^s(Λ^k)) → H^{s−1}(Λ^{k−1})). Togda sußenie d|_{im δ} :

δH^{s+1}(Λ^k)) → H^s(Λ^k)) ØvlØetsØ izomorfizmom takße kak i obrat-

noe otobraßenie δΔ^{−1}. Oboznaqim F = δ(H^{s+1}(Λ^k)) = kerδ ⊖ K, gde K – mnoßestvo garmoniqeskih poleæ i ⊖ oboznaqaet vzØtie H^0 ortogonal~nogo dopolneniØ. Ots¸da F = im(Id − R), gde

R : kerδ → K – proektor na K. Pust~ F̄ = ∨F_g, F_g = {f ∈ H^s(M, λ^k) : f ∈ R_gF}. Togda F̄ – podrassloenie rassloeniØ H^s(M, Λ^k)|_Ds . Krome togo,

d̄ : F̄ → imd̄ – izomorfizm rassloeniæ, ime¸wiæ gladkiæ obrat-

nyæ δΔ^{−1}, gde δΔ^{−1} = = R_gδΔ^{−1}R_g−1 .

Esli M – mnogoobrazie s kraem, to neobhodimo uqityvat~ vliØnie graniqnyh usloviæ. S fftoæ cel~¸, rassmatrivaØ mnogoobrazie H^s(M, M̃ ), otoßdestvim H^s(M, Λ^k(M̃ ))|_Ds s

H^s(M, Λ^k(M ))|_Ds i proverim qto H^s_t (M, Λ^k(M ))|_Ds – gladkoe ras-

sloenie. Napomnim, qto indeks t vydelØet fflementy rassloeniØ

H^s(M, Λ^k(M̃ ))|_Ds kasatel~nye k ∂M (posle pravogo sdviga v edi-

nicu). To, qto pri fftom my poluqaem gladkoe podrassloenie rassloeniØ H^s(M, Λ^k(M ))|_Ds moßno ustanovit~ ispol~zuØ metriku, prevrawa¸wu¸ ∂M v total~no geodeziqeskoe podmnogoobrazie pri opredelenii differencial~noæ struktury.

Posle fftogo vyberem

P_e : H^s(Λ(M )) → H^s_t , P_e(ν) = Rν + δdΔ^{−1}_t (ν − R_tν)

i zametim, qto dostatoqno imet~ delo s fftim poslednim vyraßeniem, poskol~ku δdΔ^{−1}_t (ν − R_tν) = dΔ^{−1}_t dν. V otliqie ot sluqaØ mnogoobraziØ bez kraØ, Δ^{−1}_t ne vsegda kommutiruet s d ili δ [11].

S uqetom opisannyh modifikaciæ privedennye vyxe utverßdeniØ o gladkosti proektora P_g osta¸tsØ v sile i dlØ mnogoobraziØ s kraem.

3. NelineænaØ diffuziØ na beskoneqnomernyh mnogoobraziØh

V fftom paragrafe my izloßim kratko rezul~taty po teorii sluqaænyh processov, associirovannyh s kvazilineænymi urav-

VERO˚TNOSTNOE PREDSTAVLENIE REXENI` 91 neniØmi v qastnyh proizvodnyh na gil~bertovyh mnogoobrazi- Øh, razvitoæ v rabotah Daleckogo i Belopol~skoæ [6, 7]. My privedem ih v forme, udobnoæ dlØ postroeniØ diffuzionnogo processa, associirovannogo s sistemoæ uravneniæ Nav~e–Stoksa.

Pust~ P gil~bertovo mnogoobrazie, snabßennoe RMC strukturoæ i gil~bertovo prostranstvo B slußit ego model~¸. Predpoloßim, qto na kasatel~nom rassloenii T P zadana gil~bertoxmidtova struktura, ili drugimi slovami, qto model~noe prostranstvo predstavlØet soboæ osnawennoe gil~bertovo prostranstvo B_+ ⊂ B ⊂ B_−. Pust~ dalee zadan metriqeskiæ tenzor

G_z, opredelØ¸wiæ ‖X‖_z = (G_z(X, X))^{12} , z ∈ P, X ∈ T_z P. Obozna-

qim exp^P sootvetstvu¸wee ffksponencial~noe otobraßenie.

Pust~ H_+ ⊂ H ⊂ H_− – osnawennoe gil~bertovo prostranstvo,

κ : T = P × H → P – trivial~noe vektornoe rassloenie nad P, γ : L_{12}(T , T P) → P rassloenie operatorov Gil~berta-Xmidta,

deæstvu¸wih iz T v T P i soglasovannyh so strukturami osnaweniØ sloev [7].

Oboznaqim (Ω, F, P ) polnoe veroØtnostnoe prostranstvo i pust~ w(t) – standartnyæ vinerovskiæ process v gil~bertovom prostranstve H ⊂ H_−. DlØ l¸boæ sluqaænoæ veliqiny ξ oboznaqim Eξ = ∫ Ω ξ(ω)P (dω). Pust~ A – gladkoe seqenie rassloeniØ γ : L_{12}(T , T P) → P,

v(s, z) i ϕ(z) gladkie ograniqennye vektornye polØ na P. Ras-

smotrim stohastiqeskoe uravnenie dβ = exp^P_{β(τ)}(−v(t − τ, β(τ ))dτ + A(β(τ ))dw(τ )) (3.1) i budem iskat~ ego rexenie, udovletvorØ¸wee naqal~nomu uslo- vi¸ β(0) = z ∈ P. (3.2)

Kak izvestno [7], suwestvuet edinstvennoe rexenie zadaqi (3.1)– (3.2), predstavlØ¸wee soboæ diffuzionnyæ process β(t) ∈ P i vektornoe pole u(t, z) vida u(t, z) = Eϕ(β(t)) (3.3) ØvlØetsØ rexeniem zadaqi Koxi ∂u ∂t + ∇_v u = 1 2 Δ^A_P u, u(0, z) = ϕ(z). (3.4)

92 ˚. I. BELOPOL^SKA˚ Zdes~

Δ^A_Pu = Tr [∇^P_A∇^P_Au − ∇^P_∇P_{AA}u] = = ∞∑ k,j,i=1 [A_{ki} ∂^2u ∂z_k∂z_j A_{ij} − ∞∑ s=1 Γ^{ij}_s A_{jk}A_{ki} ∂u ∂z_s ] i Γ^{ij}_s – simvoly KristoffelØ RMC struktury na P.

Esli, krome togo, P obladaet strukturoæ gruppy Li, J =

T_e(P) – ee algebra Li, e ∈ P – ediniqnyæ fflement, a u(t, g) = u(t) ∘ g, u(t) = u_e(t) ∈ J i A(g)h = Ah ∘ g pravoinvariantnye

vektornye polØ na P, priqem Tr AA^∗ < C_0. Perepixem (3.1) v vide dβ = Exp (−v(t − τ )dτ + Adw(τ ))R_{β(τ)}, (3.5) gde Exp -ffksponencial~noe otobraßenie gruppy P. Napomnim, qto exp^P_β ∘T R_β = Exp R_β.

Pri fftom v lokal~nyh koordinatah dβ = (−v(t − τ )dτ + 1 2 A^2dτ + Adw(τ ))β(τ ). (3.6)

i rassmotrenie uravneniØ (3.1) moßno zamenit~ rassmotreniem uravneniØ (3.5).

Pereædem teper~ k rassmotreni¸ sistemy uravneniæ dβ = exp^P_{β(τ)}(−u(t − τ, β(τ ))dτ + A(β(τ ))dw(τ )), β(0) = z, (3.7) u(t, z) = Eϕ(β(t)). (3.8) poluqennoæ iz (3.1), (3.3) s pomow~¸ zamyka¸wego sootnoxeniØ v(t, z) = u(t, z). Sistema (3.7), (3.8) predstavlØet soboæ qastnyæ sluqaæ sistem, rassmotrennyh v [7].

My tem ne menee provedem zdes~ dokazatel~stvo ee razreximosti s tem, qtoby ubedit~sØ v tom, qto vse rassußdeniØ budut verny takße v sluqae, kogda P = D^s_μ.

Pust~ na mnogoobrazii P zadana gladkaØ RMC struktura i kasatel~noe rassloenie T P takße snabßeno gladkoæ RMC strukturoæ, soglasovannoæ s RMC strukturoæ na P. Postroim rexenie sistemy (3.7) (3.8) s pomow~¸ metoda posledovatel~nyh priblißeniæ. Rassmotrim s fftoæ cel~¸ sootnoxeniØ

dβ^n = exp^P_βn_{(τ)}(−u^n(t − τ, β^n(τ ))dτ + A(β^n(τ ))dw(τ )), (3.9)

VERO˚TNOSTNOE PREDSTAVLENIE REXENI` 93

u^{n+1}(t, z) = Eϕ(β^n(t)), β^n(0) = z, (3.10)

opisyva¸wie posledovatel~nye priblißeniØ, i zametim, qto rexenie uravneniØ (3.9) moßno skleit~ iz rexeniæ lokalizovannyh stohastiqeskih uravneniæ.

Poskol~ku mnogoobrazie P snabßeno RMC strukturoæ, ono obladaet ravnomernym atlasom [7]. V qastnosti, ots¸da sleduet, qto v kaßdoæ toqke z ∈ P moßno zadat~ troæku okrestnosteæ

U^2_z ⊂ U^1_z ⊂ U_z tak, qtoby U^2_z ⊂ U^1_y dlØ y ∈ U^2_z .

Pust~ q : s = t_0 6 t_1 6 · · · 6 t_n = t – razbienie intervala [0, t] i dlØ l¸bogo y ∈ P λ_y(z) – gladkaØ funkciØ na P, oblada¸waØ sledu¸wimi svoæstvami

λ_y (z) = 0, esli z /∈ U_y, λ_y(z) = 1, esli z ∈ U^1_y .

Oboznaqim v_y(t, z) = λ_y(z)v(t, z), A_y(z) = λ_y(z)A(z). Netrudno proverit~, qto suwestvuet lokalizovannoe sluqaænoe ffvol¸cionnoe semeæstvo S_y(t, τ ), poroßdennoe rexeniem lokalizovannogo uravneniØ dβ = exp^P_{β(τ)}(−v_y(t − τ, β(τ ))dτ + A_y(β(τ ))dw(τ )), takoe, qto β(t) = S_y (t, 0) ∘ z ∈ U_y , esli z ∈ U_y.

Zadadim stohastiqeskiæ process na P sootnoxeniØmi S^q (s, t)z = S_βn−1_{(tn−1)}(t, t_{n−1}) ∘ β^{n−1}(t_{n−1}), β^k (τ ) = S_βk−1_{(tk−1)}(τ, t_{k−1}) ∘ β^{k−1}(t_{k−1}), t_{k−1} 6 τ 6 t_k, β^0(s) = z.

(3.11) Pri fftom (3.9), (3.10) zada¸t posledovatel~nye priblißeniØ k rexeni¸ uravneniØ

u_β(t − τ ) = Eu_0(β_{τ,β(τ} (t)) = Φ(τ, β, u(t − τ )). (3.12)

DlØ dokazatel~stva shodimosti u^n_β k rexeni¸ u_β uravneniØ (3.12) nam ponadobitsØ rØd vspomogatel~nyh rezul~tatov.

NarØdu so sluqaænym processom β(t), poroßda¸wim ffvol¸- cionnoe semeæstvo S_y (t, s) rassmotrim sluqaænoe ffvol¸cionnoe semeæstvo Y (t, s) : α(s) → α(t) na T P, poroßdennoe rexeniem α(t) uravneniØ dα = exp^{T P}_{α(t)}(B(t − τ, α(τ ))dτ + L(α(τ ))dw),

94 ˚. I. BELOPOL^SKA˚ kofffficienty kotorogo zadany sootnoxeniØmi B(τ, α(τ )) = (−v(t − τ, β(τ )), −∇_αv(t − τ, β(τ )) i L(α(τ )) = (A(β(τ )), ∇_αA(β(τ ))).

DlØ togo, qtoby poluqit~ neobhodimye ocenki dlØ sluqaænogo processa α(t), vospol~zuemsØ mul~tiplikativnym predstavleniem (3.11) rexeniØ (3.1).

Oboznaqim Θ prostranstvo C^1-gladkih ograniqennyh vektornyh poleæ na P s normoæ | · |_0.

Pust~ Φ : T_zP → T_zP – otobraßenie, zadannoe sootnoxeniem u(t, z) = Eϕ(β(t)) = Φ(t, z, u(t)). DlØ togo, qtoby proverit~, qto Φ deæstvuet v Θ opredelim poloßitel~nu¸ skalØrnu¸ funkci¸ γ(s) taku¸, qto ocenka

|∇^P_h v(t − s)|_0 6 γ(t − s)|h|_0 (3.15)

vleqet za soboæ ocenku

|∇^P_h u(t − s)|_0 6 γ(t − s)|h|_0 (3.16)

dlØ funkcii u(t, z) zadannoæ sootnoxeniem (3.8).

DlØ kaßdogo t ∈ [0, T ] oboznaqim K^u_1 (t) minimal~nu¸ konstantu taku¸, qto

|∇^P_h u(t)|_0 6 K^u_1 (t)|h|_0.

Iz svoæstv rexeniæ lokalizovannyh stohastiqeskih uravneniæ i (3.11) sleduet, qto E|α(t)|_0 6 |h|_0e^{t R0[C0+Ku1 (t−τ)]dτ} . (3.14) Prostye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto

|∇^P_h u(t − s)|^2_0 6 |∇^P u_0|_0E|α(t)|^2_0 6 |h|^2_0K_0 e^{R ts [C0+Kv1 ((t−τ)]dτ} (3.16)

Iz sootnoxeniæ (3.13)–(3.16) sleduet ocenka

K^u_1 (t) 6 K_0 e^{R t0 [Kv1 (t−τ)+C0]dτ} . (3.17)

Pust~ γ(t) – rexenie uravneniØ

γ(t − s) = γ(s)e^{R ts [γ(t−τ)+C0]dτ} , γ(0) = K_0. (3.18)

VERO˚TNOSTNOE PREDSTAVLENIE REXENI` 95 Netrudno proverit~, qto γ(t) udovletvorØet takße sledu¸weæ zadaqe Koxi − dγ(t − s) ds = γ(t − s)[γ(t − s) + C_0] , γ(0) = K_0 (3.19)

i, sledovatel~no, imeet vid γ(t − s) = C_0K_0e^{C0(t−s)} C_0 + K_0 − K_0e^{C0(t−s)}

. (3.20)

Poslednee sootnoxenie pokazyvaet, qto γ(t − s) ograniqena dlØ vseh s ∈ [l, t] pri uslovii, qto dlina fftogo otrezka τ = |t − l| podqinØetsØ ocenke τ < 1 C_0 ln(1 + C_0 K_0

). (3.21)

Takim obrazom, my postroili interval [l, t] i funkci¸ γ(t −

s), s ∈ [l, t] takie, qto esli K^v_1 (τ ) 6 γ(τ ), to K^u_1 (τ ) 6 γ(τ ).

Drugimi slovami, my dokazali, qto u(t − s) ∘ g(s) ∈ Θ, esli

v(t − s) ∘ g(s) ∈ Θ, gde Θ oboznaqaet prostranstvo S^1 – gladkih

ograniqennyh vektornyh poleæ na P. Krome togo, otobraßenie Φ vida u(s, z) = Φ(s, z, u(t − s)) = Eϕ(β_{s,z}(t)), (3.22) (gde β_{s,z}(t) – rexenie uravneniØ (3.7), udovletvorØ¸wee uslovi¸

β_{s,z}(s) = z) deæstvuet na Θ.

Oboznaqim N mnoßestvo nepreryvnyh ograniqennyh otobraßeniæ intervala [l, t], zadannogo vyxe, v mnoßestvo Θ i pust~ ‖u‖_N = sup_{s∈[l,t]} |u(t − s)|_0. Iz privedennyh vyxe ocenok sleduet, qto Ψ : u → Ψ(z, u) vida (3.22) deæstvuet v N . My pokaßem, qto suwestvuet poloßitel~- noe qislo N takoe, qto dlØ vseh n > N otobraßenie Ψ^n ØvlØetsØ sßatiem. Pust~

κ_n(τ ) = ‖Φ^n(τ, v_1(τ )) − Φ^n(τ, v(τ ))‖_Θ.

Iz sootnoxeniæ (3.9), (3.10) i (3.12)–(3.22) vytekaet, qto

κ_1(s) 6 K_0(t − s)e^{K1(t−s)}‖v_1‖_N

96 ˚. I. BELOPOL^SKA˚ i κ_n(s) 6

K_0^n(t − s)^nK^n_1 n! ‖v − v_1‖_N . Nakonec,

‖Ψ^n(v_1)−Ψ^n(v)‖_N = sup_{s∈(l,t]} ‖Φ^n(s, v_1(s))−Φ^n(s, v(s))‖_Θ 6 Q_n‖v −v_1‖_N

gde Q_n =^{K0n(t−s)nKn1}_{n!} .

Poskol~ku dlØ fiksirovannyh K_0, K_1, l suwestvuet celoe qislo N takoe, qto Q_n < 1 pri n > N , to ots¸da sleduet, qto Ψ^n – sßima¸wee otobraßenie v N i, sledovatel~no, Ψ takße ØvlØetsØ sßatiem. Pri fftom suwestvovanie edinstvennogo rexeniØ uravneniØ (3.8) ØvlØetsØ sledstviem teoremy o sßima¸wih otobraßeniØh.

Itak, dokazano sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 3.2. Pust~ A(g) ∈ L12(T , TgP) – pravoinvariantnoe vek-

tornoe pole, u_0, ∇ϕ – gladkie ograniqennye vektornye polØ. Togda suwestvuet edinstvennoe rexenie sistemy (3.7), (3.8), opredelennoe na intervale [l, t], esli τ = t − l podqinØetsØ ocenke (3.21).

Dokazatel~stvo. Suwestvovanie edinstvennogo gladkogo rexe-

niØ u(t, z) uravneniØ (3.8) dokazano vyxe. Dalee, esli u zadannoe gladkoe ograniqennoe vetornoe pole, to, kak vytekaet iz obwih rezel~tatov teorii stohastiqeskih uravneniæ, suwestvuet edinstvennyæ sluqaænyæ process β(t), udovletvorØ¸wiæ (3.7).

V zakl¸qenie otmetim, snova ssylaØs~ na obwie rezul~taty [7], qto pole u(t, z) zadannoe sootnoxeniem (3.8) ØvlØetsØ (slabym) rexeniem zadaqi Koxi ∂u ∂t + ∇_u u = 1 2 Δ^A_P u, u(0, z) = ϕ(z). (3.23)

Esli ße naqal~naØ funkciØ ϕ dostatoqno gladkaØ, to u(t, z) – klassiqeskoe rexenie zadaqi (3.23), zadannoe vozmoßno na men~- xem vremennom intervale.

4. Diffuzionnye processy na mnogoobrazii otobraßeniæ

V fftom paragrafe my vospol~zuemsØ rezul~tatami predyduweæ glavy dlØ postroeniØ diffuzionnogo processa na mnogoobraziØh D^s i D^s_μ, snabßennyh differencial~no geometriqeskimi strukturami opisannymi v p. 2.

VERO˚TNOSTNOE PREDSTAVLENIE REXENI` 97 My naqnem izloßenie s napominaniØ rØda rezul~tatov iz [14, 15], kasa¸wihsØ opisaniØ diffuzionnyh processov na M , D^s i

D^s_μ.

Pust~ M – C^∞ kompaktnoe rimanovo mnogoobrazie razmernosti dim M = n i H = R^n, H – trivial~noe rassloenie

H × M → M . Stohastiqeskoæ dinamiqeskoæ sistemoæ (SDS) na-

zyva¸t paru (X, z) na M , sostoØwu¸ iz seqeniØ X rassloeniØ

L(H, T M ) nad M i stohastiqeskogo processa z so znaqeniØmi v

H. Zdes~ L(H, T M ) rassloenie, sloem kotorogo ØvlØetsØ mnoßestvo lineænyh otobraßeniæ L(H, T_xM ) iz H v T_xM .

Pust~ A ∈ L(H, T M ) i w(t) vinerovskiæ process v H = R^n i

(A, w) – SDS na M takaØ, qto kaßdoe vektornoe pole A(·)h (h ∈

H) ØvlØetsØ fflementom iz H^{s+2}(M, T M ). Vse takie vektornye polØ leßat v kasatel~nom prostranstve T_eD^{s+2} Takim obrazom voznikaet nepreryvnoe lineænoe otobraßenie A(·) : H → T_eD^{s+2} Vs¸du v fftom paragrafe my polagaem, qto s >^n_2 + 1. S pomow~¸ pravyh sdvigov SDS (A, w) moßno prodolßit~ do SDS (Â, w) na

D^s. Zadadim Â : D^s × H → T D^s sootnoxeniem Â(g, h) = T_eR_g(A_e).

Togda, esli ψ_r oboznaqaet umnoßenie ψ_r : H^{s+r}(M, T M ) × D^s → H^s(M, T M ), ψ_r (f, g) = f ∘ g, to Â(g, h)(x) = A(g(x), h) = ψ_2(Ah, g)(x), x ∈ M . V dal~neæxem my budem opuskat~ xapoqku nad A, esli ffto ne budet privodit~ k nedorazumeniØm.

Pust~ (U, ϕ) – C^∞ – karta mnogoobraziØ D^s v okrestnosti edinicy. Naprimer, pust~ ϕ : U → T D^s zadana sootnoxeniem ϕ_g(f)(x) = exp^{−1}_{g(x)} f(x), f ∈ U, x ∈ M . Togda dlØ kaßdogo g ∈ D^s my poluqaem novu¸ kartu Φ_g : R_g[U ] → T D^s, gde

Φ_g = ϕ∘R_g−1 . Poskol~ku umnoßenie sprava – C^∞ otobraßenie, Φ_g

takße ØvlØetsØ otobraßeniem C^∞. Pri fftom {(R_g[U ], Φ_g)}_g zadaet ravnomernoe pokrytie mnogoobraziØ D^s. AnalogiqnaØ kartina imeet mesto i v sluqae mnogoobraziØ s kraem, rassmotrennogo v paragrafe 2 pri zamene M na M̃ .

Pust~ M kompaktnoe mnogoobrazie bez kraØ ∂M . Rassmotrim stohastiqeskoe uravnenie

dg = exp^D_{g(τ)}(−u(t − τ ) ∘ g(τ )dτ + A_{g(τ)}dw), g(0) = e (4.1)

na D^s_μ(M ) i predpoloßim, qto vektornoe pole u(t) ∈ T_eD^s_μ zadano

98 ˚. I. BELOPOL^SKA˚ sootnoxeniem

u(t) = E P_{g(t)}u_0 ∘ g(t), (4.2)

gde u_0 ∈ T_eD^s_μ. Zdes~ exp^D – ffksponencial~noe otobraßenie na gruppe D^s(M ), opisannoe v paragrafe 2.

Sistemy vida (4.1), (4.2) byli izuqeny v predyduwem paragrafe v predpoloßenii, qto w(t) – vinerovskiæ process v osnawennom gil~bertovom prostranstve H ⊂ H_−. V fftom paragrafe

H = R^n i w(t) ∈ R^n – koneqnomernyæ vinerovskiæ process. Oqe-

vidno, ffto ne naruxaet spravedlivosti rezul~tatov predyduwego paragrafa, esli my imeem delo s sootvetstvu¸weæ SDS.

Poskol~ku proektor P – gladkoe otobraßenie (smotri paragraf 2) my nahodimsØ v ramkah usloviæ teoremy 3.2, esli vse ocenki ponimat~ v smysle slaboæ metriki na D^s i, sledovatel~- no, imeet mesto sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 4.1. Suwestvuet interval [0, T ] takoæ, qto veliqina

T > 0 zavisit ot naqal~nogo usloviØ u_0 ∈ T_eD^s_μ i pri fftom dlØ l¸bogo t ∈ [0, T ] suwestvuet edinstvennoe rexenie (g(t), u(t)) sistemy (4.1), (4.2), takoe, qto g(t) ∈ D^s, a u(t) ∈ T_eD^s_μ.

OstaetsØ lix~ poØsnit~ svØz~ meßdu paroæ (g(t), u(t)) i rexeniem (u(t, x), p(t, x)) sistemy uravneniæ Nav~e–Stoksa.

Napomnim, qto v silu razloßeniØ Hodßa (2.4), dlØ u(t) =

EP_{g(t)}u_0R_{g(t)} ∈ T_eD^s_μ imeet mesto predstavlenie u(t) = E[u_0(g(t))+ t∫ 0 ∇p(t−τ, g(τ ))dτ ]. Vyberem grad f v vide grad f = − ∫_t 0 ∇p(t−s)ds. Perepixem (4.1), (4.2), poloßiv ξ_x(t) = x ∘ g(t) i A(x) = σ √ G(x), gde G(x) – metriqeskiæ tenzor mnogoobraziØ M . Togda dξ_x(s) = exp^M_{ξ(s)}(−u(t − s, ξ(s))ds + σ √ G(ξ(s))dw), (4.3)

u(t, x) = E [ u_0(ξ(t)) + t∫ 0 ∇p(t − τ, ξ(τ ))dτ ] . (4.4)

div u = 0, u(0, x) = u_0(x). (4.5)

Predpoloßim na vremØ, qto M imeet evklidovu metriku to est~, qto G_{ij}(x) = δ^j_i (simvol Kronekera) i exp pri fftom ØvlØetsØ toßdestvennym otobraßeniem. Naprimer, pust~ M = T^n- nmernyæ tor. DlØ togo, qtoby poluqit~ rezul~taty dlØ obwego

VERO˚TNOSTNOE PREDSTAVLENIE REXENI` 99 sluqaØ sleduet provesti analogiqnye rassußdeniØ, no pri fftom vyqisleniØ okaßutsØ bolee gromozdkimi.

Pokaßem, qto vektornoe pole u(t, x), zadannoe sootnoxeniem (4.4), udovletvorØet sisteme uravneniæ v qastnyh proizvodnyh sledu¸wego vida ∂u ∂t + (u, ∇u) = σ^2 2 Δu − ∇p (4.6)

div u = 0, u(0, x) = u_0(x), (4.7)

gde ∇ sootvetstvuet gradientu, a Δ -operator Laplasa.

Teorema 4.2. Pust~ s > 3 +^n_2 i u0 – vektornoe pole klassa H^s

na M . Togda suwestvuet interval [0, τ ), dlina kotorogo zavisit ot u_0 i takoæ, qto dlØ l¸bogo t ∈ [0, τ ] suwestvuet edinstvennoe rexenie (ξ(t), u(t, x)) sistemy (4.3)–(4.5), gde ξ(t) – markovskiæ process na M , a u(t, x) – vektornoe pole klassa H^s na M , udovletvorØ¸wee sisteme uravneniæ Nav~e–Stoksa (4.6), (4.7). Pri fftom u(t, x) obladaet nepreryvnymi ograniqennymi proizvodnymi u_t i u_x.

Dokazatel~stvo. Suwestvovanie i edinstvennost~ rexeniØ

(g(t), u(t)) sistemy (4.1)–(4.2) na intervale [0, T ] vleqet za so-

boæ suwestvovanie i edinstvennost~ rexeniØ (ξ(t), u(t, x)) sistemy (4.6)–(4.7). Markovskoe svoæstvo processa ξ(t), poluqaemoe v nasledstvo ot processa g(t), obespeqivaet spravedlivost~ ravenstva Eu_0(ξ_{s,x}(t)) = Eu(τ, ξ_{τ,ξ(τ)}(t)). Pri fftom funkciØ

u_t(s, x) = u(t − s, x) udovletvorØet sootnoxeni¸

u_t(s + Δs, x) − u_t(s, x) = −E [ u_t(s + Δs, ξ(s + Δs)) − u(s + Δs, x)+

+ s+Δs∫

s ∇p(t − τ, ξ(τ ))dτ ]

Ispol~zuØ formulu Ito i ustremlØØ Δs → 0, my poluqaem − ∂u(t − s) ∂s = ∂u(t − s) ∂t = = [−(u(t − s, x), ∇u(t − s, x)) + σ^2 2 Δu(t − s, x)] − ∇p(t − s, x).

100 ˚. I. BELOPOL^SKA˚ Nakonec, polagaØ s = 0, my imeem ∂u(t, x) ∂t + (u, ∇u(t, x)) = σ^2 2 Δu(t, x) − ∇p(t, x), otkuda sleduet, qto funkciØ u(t, x) zadannaØ sootnoxeniem (4.4) predstavlØet soboæ rexenie (4.6). Spravedlivost~ sootnoxeniæ (4.7) vytekaet iz konstrukcii.

VozvrawaØs~ k obwemu sluqa¸ i provodØ sootvetstvu¸wie vyqisleniØ, netrudno proverit~ qto vektornoe pole u(t, x) vida (4.4) udovletvorØet (4.7) i uravneni¸ ∂u ∂t + ∇^M_u u = σ^2 2 Δ_M u − ∇^M p, gde ∇^M – kovariantnaØ proizvodnaØ i Δ_M – operator Bel~trami–Laplasa.

Pust~ teper~ M – mnogoobrazie s kraem ∂M . Privedennye vyxe rezul~taty rasprostranØ¸tsØ i na fftot sluqaæ, esli v kaqestve D^s vybrat~ mnoßestvo diffeomorfizmov dublØ M̃ , ostavlØ¸wih nepodvißnymi toqki ∂M , a v kaqestve naqal~noæ funkcii vybrat~ pole u_0(x) obrawa¸weesØ v nol~ na granice ∂M . Sootvetstvu¸wie struktury opisany v paragrafe 2. Pri fftom uravneniØ (4.1)–(4.3) i (4.5) sohranØ¸t svoæ vid, a uravnenie (4.4) priobretaet vid u(t, x) = E [ u_0(ξ(t_τ )) + t_τ∫

0 ∇p(t − s, ξ(s))ds ] , gde τ – moment pervogo vyhoda processa ξ(t) na granicu ∂M i

t_τ = min(t, τ ).

Rabota podderßana grantami RFFI 96-01-01199 i 97-01-0112.

Literatura

1. O. A. LadyßenskaØ, Matematiqeskie voprosy dinamiki vØzkoæ nesßimaemoæ ßidkosti. Fizmatgiz. 1961, vtoroe izd. M. Nauka, 1970.

2. R. Temam, UravneniØ Nav~e–Stoksa. Mir. 1981.

3. L. G. LoæcØnskiæ, Mehanika ßidkosti i gaza. Izd 6-e M. Nauka, 1987.

4. A. Chorin A., J. Marsden, A mathematical introduction to fluid mechanics. 3rd ed. Springer-Verlag, 1992.

5. M. I. Vixik, A. V. Fursikov, Matematiqeskie zadaqi statistiqeskoæ gidromehaniki. M. Nauka, 1980.

VERO˚TNOSTNOE PREDSTAVLENIE REXENI` 101 6. ˚. I. Belopol~skaØ, ı. L. Daleckiæ, Issledovanie zadaqi Koxi dlØ kvazilineænyh paraboliqeskih sistem s pomow~¸ markovskih sluqaænyh processov. Izv. VUZ Matematika, No. 12 (1978), 6–17.

7. ˚. I. Belopol~skaØ, ı. L. Daleckiæ, Stohastiqeskie uravneniØ i differencial~naØ geometriØ. Kiev, Vywa xkola. 1989.

8. M. Freidlin, Functional integration and partial differential equations. Princeton Univ. Press. 1985.

9. Ya. Belopolskaya, Diffusion on groups of diffeomorphisms and motion of incompressible fluiid. Trudy XXV xkoly-seminara “Analiz i sintez ne-

lineænyh mehaniqeskih kolebatel~nyh sistem” S.Peterburg (1997) 140–155.

10. V. Arnold, Sur la geometrie differentielle des groupes de Lie de dimension infinie et ses aplications a l’hydrodynamique des fluides parfaits. Ann. Inst. Fourier 16, No. 1 (1966) 319–361.

11. D. Ebin, J. Marsden, Groups of diffeomorphisms and the motion of an incompressible fluid. Annals of Mathematics 92, No. 1 (1970), 102–163.

12. ı. L. Daleckiæ, Kontinual~nye integraly svØzannye s operatornymi ffvol¸cionnymi uravneniØmi. UMN 17, No. 5 (1962) 3–115.

13. Gliklikh Yu. Ordinary and stochastic differential geometry as a tool for mathematical physics, Kluwer Acad. Publ., 1996.

14. P. Baxendale, Wiener processes on manifolds of maps. Proc. Royal Soc. Edinburgh 87A (1980) 127–152.

15. D. Elworthy, Stochastic differential equations on manifolds. (London Mathematical Society Lecture Notes Series V.70), P. 325, Cambridge Univ. Press, 1982.

16. H. Eliasson, Geometry of manifolds of maps. J. Differential Geometry 1, No. 2 (1967) 169–194.

Belopolskaya Ya. I. Probabilistic representation of solutions to boundary-value problems for hydrodynamics equations.

Links between random processes and partial differential equation theory allow to receive new nontrivial results both about stochastic processes and properties of boundary-value problems for parabolic and elliptic PDE. It makes to be natural to look for probabilistic representations of solutions to boundary-value problems for the Navier–Stokes system and other equations describing incompressible fluid motions such as Bussinesque, Burgers or magnitohydrodynamics equations. In this paper we costruct the probabilistic representation for solutions of boundary-value problems for the Navier–Stokes system.

Postupilo 27 oktØbrØ 1997 g. S.-Peterburgskiæ Gosudarstvennyæ Arhitekturno-Stroitel~nyæ Universitet