Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 248, 1998 g.

V. N. KublanovskaØ

REXENIE SISTEMY NELINE`NYH ALGEBRAIQESKIH URAVNENI` OBWEGO VIDA. METODY I ALGORITMY IV

Rez¸me. RassmatrivaetsØ rexenie sistemy iz m nelineænyh

algebraiqeskih uravneniæ ot q ¿ 2 peremennyh (SNAU-q).

PredlagaetsØ metod vyqisleniØ vseh koneqnyh nul~mernyh rexeniæ ishodnoæ SNAU, ne trebu¸wiæ znaniØ naqal~nyh priblißeniæ k nim. V osnove metoda leßat idei ranee predloßennogo avtorom podhoda dlØ rexeniØ SNAU-2 i SNAU-3, (sm. [2]).

PrivoditsØ teoretiqeskoe obosnovanie fftogo podhoda i obobwenie ego na sluqaæ rexeniØ SNAU ot proizvol~nogo qisla

q ¿ 2 peremennyh. Bazoæ predlagaemogo metoda ØvlØetsØ algo-

ritm ΔW - q faktorizacii polinomial~noæ q-parametriqeskoæ matricy [1] i algoritm otnositel~noæ faktorizacii polinoma ot mnogih peremennyh [3].

Vvedenie. V stat~e rassmatrivaetsØ rexenie sistemy iz m

algebraiqeskih uravneniæ ot q ¿ 2 peremennyh. PredlagaetsØ metod, pozvolØ¸wiæ vyqislØt~ vse koneqnye nul~mernye rexeniØ SNAU-q, ne trebuØ naqal~nyh priblißeniæ k nim. Polinom ot q-peremennyh, opredelØ¸wiæ (q−1)-mernye rexeniØ, drugimi slovami, obwiæ naibol~xiæ delitel~ rexaemoæ SNAU-q, predstavlØetsØ v faktorizovannom vide.

Stat~Ø sostoit iz qetyreh paragrafov. V §1 rassmatrivaetsØ postanovka zadaqi, privoditsØ algoritm, pozvolØ¸wiæ ot ishodnoæ SNAU-q perehodit~ k SNAU-q, ne soderßaweæ polinomov ot t = 1, . . . , q − 1 peremennyh svoimi obwimi delitelØmi ili, drugimi slovami, ne soderßawiæ (q − 1)-mernyh rexeniæ s t = 1, . . . , q − 1 proizvol~nymi koordinatami.

V §2 privodØtsØ teoretiqeskie predposylki dlØ predlagaemogo podhoda rexeniØ SNAU-q, provoditsØ analiz i obobwenie fftogo podhoda na proizvol~noe q ¿ 2 qislo peremennyh.

Opisanie metoda rexeniØ SNAU-q rassmotreno v §3. V §4 metod ill¸striruetsØ na qastnyh sluqaØh vybora q = 2 i q = 3, t.e. na rexenii sistem nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ ot 124

REXENIE SISTEMY URAVNENI` 125 q = 2 i q = 3 peremennyh.

§1. Postanovki zadaqi Pust~

F (μ̄) ≡ F (μ_1, . . . , μ_q) = f_1(μ_1, . . . , μ_q) . . . . . . . . . f_m(μ_1, . . . , μ_q) = 0 (1.1)

zadannaØ sistema m nelineænyh uravneniæ s q peremennymi. Nikakih ograniqeniæ na qisla m i q ne nakladyvaetsØ.

Budem ispol~zovat~ tak ße zapis~ matricy F (μ_1, . . . , μ_q) v vide matriqnogo polinoma, vybrav odin iz parametrov, naprimer, λ := μ_1 v kaqestve veduwego F (λ, μ̄_{q−1}) ≡ F (μ_1, μ_2, . . . , μ_q) = C_s(μ̄_{q−1})λ^s +C_{s−1}(μ̄_{q−1})λ^{s−1} + . . . + C_0(μ̄_{q−1}).

Zdes~ C_i(μ̄_{q−1}) = (a^{(1)}_i (μ̄_{q−1}), . . . , a^{(m)}_i (μ̄_{q−1}))^T , i = s, . . . , 0, sut~ odnostolbcovye matricy, λ := μ_1; μ̄_{q−1} := μ_2, . . . , μ_q; f_k(λ, μ̄_{q−1}) ≡ f(μ_1, . . . , μ_q) = λ^sa^{(k)}_s (μ̄_{q−1})+. . .+a^{(k)}_0 (μ̄_{q−1}), k = 1, . . . , m sut~ skalØrnye polinomy s kofffficientami, polinomial~no zavisØwimi ot (q − 1) parametrov μ_2, . . . , μ_q; smaksimal~naØ stepen~ polinomov f_k(λ, μ̄_{q−1}) po peremennoæ λ.

RexeniØmi SNAU-q (1.1) ØvlØ¸tsØ (q − k)-mernye korni, k = 1, . . . , min(m, q) (sm. napr., [5]).

(q − k)-mernyæ koren~ SNAU-q opredelØetsØ, kak nenulevoe rexenie sistemy iz k nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ ot q-peremennyh vida g_j(μ_1, . . . , μ_q) = 0, j = 1, . . . , k. (1.2) Pri fftom vypolnØ¸tsØ sledu¸wie dva usloviØ:

• Sistema (1.2) ne imeet (q − l)-mernyh rexeniæ (ili qto to ße, (q − l)-mernyh korneæ) dlØ l < k.

(1.3)

• Ime¸t mesto sootnoxeniØ

f^{ri}_i (μ_1, . . . , μ_q) = k∑ j=1 g_j (μ_1, . . . , μ_q)h_{ij}(μ_1, . . . , μ_q), (1.4)

126 V. N. KUBLANOVSKA˚

gde r_i – nekotorye poloßitel~nye celye qisla, h_{ij} (μ_1, . . . , μ_q) sut~ polinomy ot q-peremennyh.

K sisteme (1.2), udovletvorØ¸weæ usloviØm (1.3) i (1.4), budem ssylat~sØ kak k sisteme, opredelØ¸weæ (q − k)-mernye rexeniØ SNAU-q. Tak (q − 1)-mernoe rexenie opredelØetsØ kak rexenie uravneniØ ^δ(μ_1, . . . , μ_q) := g_1(μ_1, . . . , μ_q) = 0,

gde ^δ(μ_1, . . . , μ_q) est~ OND polinomov f_i(μ_1, . . . , μ_q), i = 1, . . . , m; pri fftom

f^{ri}_i (μ_1, . . . , μ_q) = ^δ(μ_1, . . . , μ_q)h_{i1} (μ_1, . . . , μ_q)

r_i est~ celoe qislo h_{i1} (μ_1, . . . , μ_q), i = 1, . . . , m posledovatel~- nost~ vzaimno prostyh polinomov ot q-peremennyh.

Nul~mernoe rexenie opredelØetsØ kak rexenie sistemy vida (1.2) iz k = q-uravneniæ, udovletvorØ¸wih usloviØm vida (1.3) i (1.4) pri k = q.

Vse rexeniØ SNAU-q budem delit~ na regulØrnye i singulØrnye.

K regulØrnym otnosØtsØ vse (q − 1)-mernye korni, t.e. korni uravneniØ ^δ(μ_1, . . . , μ_q) = 0.

K singulØrnym rexeniØm budem otnosit~ vse (q − k)-mernye korni, k = 2, . . . , q, t.e. korni SNAU-q vida

P_i(μ_1, . . . , μ_q) = f_i(μ_1, . . . , μ_q) ^δ(μ_1, . . . , μ_q) = 0, i = 1, . . . , m, gde P_i(μ_1, . . . , μ_q), i = 1, . . . , m, sut~ vzaimno prostye polinomy ot q-peremennyh.

Pri fftom zametim, qto tak kak kaßdyæ iz (q − k)-mernyh korneæ udovletvorØet nekotoroæ sisteme iz k uravneniæ ot qperemennyh, to (q − k) koordinat toqek (q − k)-mernogo kornØ vsegda ØvlØ¸tsØ svobodnymi (proizvol~nymi). Nul~mernyæ koren~ sostoit iz nabora (μ^∗_1, . . . , μ^∗_q ) qisel i ne imeet svobodnyh koordinat.

V stat~e rassmatrivaetsØ zadaqa postroeniØ metodov vyqisleniØ koneqnyh nul~mernyh korneæ; sostavleniØ uravneniØ, opredelØ¸wego (q − 1)-mernye rexeniØ SNAU-q.

Zameqanie 1. V dal~neæxem budem sqitat~, qto SNAU-q, podle-

ßawaØ rexeni¸, ne imeet (q − 1)-mernyh korneæ so svobodnymi

REXENIE SISTEMY URAVNENI` 127

t = 1, . . . , q − 1 parametrami. Drugimi slovami, OND sistemy ne imeet svoimi delitelØmi polinomov ot t = 1, . . . , q − 1 peremennyh.

�to predpoloßenie ne umalØet obwnosti, tak kak ispol~zovanie algoritma otnositel~noæ faktorizacii (sm. [3]) pozvolØet iskl¸qit~ iz polinomov f_k(μ_1, . . . , μ_q) k = 1, . . . , m ishodnoæ SNAU (1.1), vse polinomy ot t-peremennyh 1 6 t 6 q − 1, ØvlØ¸- wiesØ ih obwimi delitelØmi.

DlØ fftogo dolßny byt~ vypolneny sledu¸wie operacii. (1) Kaßdyæ polinom f_k(μ_1, . . . , μ_q), i = 1, . . . , m predstavit~ v vide otnositel~noæ faktorizacii

f_k(μ_1, . . . , μ_q) ≡ f_k(μ̄) = q∏ i=1 f^{(k)}_i (μ_i) ∏ 16i1<i26q^f (k) i1i2 (μi1 μi2 ) . . . ∏ 16i1<...<iq�16q^f (k) i1,... ,i_q�1 (μi1 , . . . , μiq�1 )f (k) 1,... ,q(μ1, . . . , μq). Zdes~ f^{(k)}_{i1,... ,it} (μ_{i1} , . . . , μ_{it} ) – polinom ot t-peremennyh μ_{i1} , . . . , μ_{it} , ne ime¸wiæ polinomov ot l¸byh i peremennyh μ_1, . . . , μ_q (1 6

i 6 t − 1) svoimi delitelØmi.

(2) Kaßdyæ polinom f_k(μ̄) predstavlØetsØ v vide

f_k(μ̄) = q−1∏ t=1 ∏ 16i1<...<it6q^{δi1,... ,it (μi1 , . . . , μit )} ^f_k(μ̄). Zdes~ δ_{i1...it} (μ_{i1} . . . μ_{it} ) est~ OND polinomov f^{(k)}_{i1,... ,it} (μ_{i1} , . . . , μ_{it} ), k = 1, . . . , m, tak qto spravedlivy ravenstva f^{(k)}_{i1...it} (μ_{i1} , . . . , μ_{it} ) = δ_{i1...it} (μ_{i1} , . . . , μ_{it} )ω^{(k)}_{i1...it} (μ_{i1} , . . . , μ_{it} ), gde {ω^{(k)}_{i1...it} (μ_{i1} , . . . , μ_{it} )} – posledovatel~nost~ vzaimno prostyh polinomov; ^f_k(μ̄) ≡ ^f(μ_1, . . . , μ_q) = q−1∏ t=1 ∏ 16i1<...<it6q^ω (k) i1...i_t (μi1 , . . . , μit )f (k) 1...q(μ1, . . . , μq). Vypolnenie operacii (2) moßet byt~ osuwestvleno s pomow~¸ algoritma vyqisleniØ OND polinomov ot 1 6 t 6 q − 1 peremennyh (sm., napr., [1]).

128 V. N. KUBLANOVSKA˚

V dal~neæxem v kaqestve ishodnoæ SNAU-q budem brat~ sistemu vida:

^F (μ_1, . . . , μ_q) ≡ ^F (μ̄) = [ ^f_1(μ̄), . . . , ^f_m(μ̄)]^T = 0. (1.5)

Zameqanie 2. Rassmotrim uravnenie

f(μ_1, . . . , μ_q) = 0, (1.6)

gde f(μ_1, . . . , μ_q) est~ polinom ot q-peremennyh (g ¿ 2).

Pust~ f(μ_1, . . . , μ_q) = q∏ i=1 f_i(μ_i) ∏ 16i1<i26q^{fi2,i2 (μi, μ2) . . .} . . . ∏ 16i1<...<ik6q^{fi1...ik (μi1 , . . . , μik )} (1.7)

est~ otnositel~naØ faktorizaciØ polinoma f(μ_1, . . . , μ_q).

Iz (1.7) vydelenie cepoqki iz q polinomov vida

f_{k+1}(μ_{k+1}), f_{k+1,k+2}(μ_{k+1}, μ_{k+2}) . . . , f_{k+1,... ,q} (μ_{k+1}, . . . , μ_q), (1.8) f_{k,... ,q}(μ_k, . . . , μ_q), f_{k−1,... ,q}(μ_{k−1}, . . . , μ_q), . . . , f_{1,... ,q}(μ_1, . . . , μ_q), (k = 0, . . . , q − 1), kaßdyæ iz kotoryh netrivialen otnositel~no svoih peremennyh.

Toqku (μ^∗_1, . . . , μ^∗_q ), ne soderßawu¸ svobodnyh koordinat, nazovem q-kratnym uzlovym kornem uravneniØ (1.6), esli ona udovletvorØet neraspada¸weæsØ nelineænoæ sisteme iz q algebraiqeskih uravneniæ, t.e. sisteme rexeniØ kotoroæ ne ime¸t svobodnyh koordinat. UravneniØ upomØnutoæ sistemy sostavleny iz polinomov (i ih deliteleæ), vhodØwih v otnositel~nu¸ faktorizaci¸ (1.7). Tak qto q-kratnyæ uzlovoæ koren~ uravneniØ (1.6) moßno rassmatrivat~ kak toqku pereseqeniØ cepoqki iz q netrivial~nyh otnositel~no svoih peremennyh polinomov (i ih deliteleæ), vhodØwih v otnositel~nu¸ faktorizaci¸ (1.7).

Tipiqnym predstavitelem takih cepoqek ØvlØ¸tsØ cepoqki vidov f_{k+1}(μ_{k+1}), f_{k+1,k+2}(μ_{k+1}, μ_{k+2}), . . . , f_{k+1,... ,q}(μ_{k+1}, . . . , μ_q), f_{k,k+1,... ,q}(μ_k, . . . , μ_q), f_{k−1,k,...,q}(μ_{k−1}, . . . , μ_q), f_{1...q}(μ_1, . . . , μ_q); (k = 0, 1, . . . , q − 1),

REXENIE SISTEMY URAVNENI` 129

ili cepoqki v bolee obwego vida: f_{k+1}(μ_{k+1}, f_{k+1,k+2}(μ_{k+1}, μ_{k+2}), . . . , f_{k+1,... ,r}(μ_{k+1}, . . . , μ_r), f_{k,... ,r}(μ_k, . . . , μ_r), f_{k−1,... ,r}(μ_{k−1}, . . . , μ_r), . . . , f_{1,... ,r} (μ_1, . . . , μ_r), f^{(1)}_{1,... ,q}(μ_1, . . . , μ_q), f^{(2)}_{1,... ,q}(μ_1, . . . , μ_q), . . . , f^{(q−r)}_{1,... ,q} (μ_1, . . . , μ_q), (1.9) k = 0, 1, . . . , q − r; r = q, q − 1, . . . , q − k. Zdes~ f^{(t)}_{1,... ,q}(μ_1, . . . , μ_q), t = 1, . . . , q−r, sut~ deliteli polinoma f_{1,... ,q}(μ_1, . . . , μ_q) ≡ f^{(0)}_{1,... ,q}(μ_1, . . . , μ_q):

f_{1,... ,q}(μ_1, . . . , μ_q) = q−r∏ t=1 f^{(t)}_{1,... ,q}(μ_1, . . . , μ_q). V qastnosti pri k = 0, r = q poluqaem sledu¸wu¸ sistemu dlØ opredeleniØ koordinat uzlovyh q-kratnyh korneæ uravneniØ (1.6): f_1(μ_1) = 0 f_{1,2}(μ^∗_1, μ_2) = 0 . . . . . . . . . . . . f_{1,... ,q} (μ^∗_1, . . . , μ^∗_{q−1}, μ_q) = 0. Kaßdoe uravnenie fftoæ sistemy est~ polinom ot odnoæ peremennoæ. Qerez μ^∗_i oboznaqen fiksirovannyæ koren~ uravneniØ f_{1,... ,i}(μ^∗_1, . . . , μ^∗_{i−1}, μ_i) = 0. Tak qto odna i ta ße cepoqka opredelØet nabory q-kratnyh uzlovyh korneæ, qislo kotoryh zavisit ot stepeneæ polinomov, vhodØwih v rexaemu¸ sistemu.

Teorema 1. DlØ suwestvovaniØ q-kratnogo uzlovogo kornØ u urav-

neniØ (1.6) neobhodimo i dostatoqno suwestvovanie, po kraæneæ mere, odnoæ iz cepoqek polinomov vida (1.9) v otnositel~noæ faktorizacii (1.7) polinoma f(μ_1, . . . , μ_q).

Spravedlivost~ teoremy sleduet iz opredeleniØ q-kratnogo uzlovogo kornØ.

Sledstvie. Sistema iz q-nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ,

opredelØ¸waØ q-kratnyæ uzlovoæ koren~ (μ^∗_1, . . . , μ^∗_q ) uravneniØ

130 V. N. KUBLANOVSKA˚ (1.6), tipiqnym predstavitelem kotoroæ ØvlØetsØ sistema vida f_{k+1}(μ_{k+1}) = 0 f_{k+1,k+2}(μ^∗_{k+1}, μ_{k+2}) = 0 . . . . . . . . . . . . . . . f_{k+1,... ,q}(μ^∗_{k+1}, . . . , μ^∗_{q−1}, μ_q) = 0 f_{k,... ,q}(μ_k, μ^∗_{k+1}, . . . , μ^∗_q) = 0 f_{k−1,... ,q}(μ_{k−1}, μ^∗_k, . . . , μ^∗_q) = 0 . . . . . . . . . . . . . . . f_{1,... ,q} (μ_1, μ^1_2, . . . , μ^∗_q ) = 0,

, (1.10)

ne imeet korneæ s proizvol~noæ vybrannymi koordinatami.

Spravedlivost~ sleduet iz svoæstv polinomov, vhodØwih v (1.10) kak mnoßiteleæ otnositel~noæ faktorizacii polinoma f(μ_1, . . . , μ_q) netrivial~no zavisØwih ot svoih peremennyh. Deæstvitel~no sistema (1.10) ne raspadaetsØ na podsistemy dlØ opredeleniØ koordinat μ^∗_1, . . . , μ^∗_q , tak kak kaßdyæ polinom f_{i,... ,ik} (μ_{i1,... ,ik} ) ne imeet svoimi delitelØmi polinomov ot men~- xego qisla peremennyh.

§2. Teoretiqeskie predposylki Predlagaemyæ niße metod rexeniØ SNAU (1.5) osnovan na ispol~zovanii ΔW -q algoritma dlØ postroeniØ, tak nazyvaemoæ, ΔW -q faktorizacii matriqnogo polinoma ot q-peremennyh.

Pust~ ^F (λ, μ_{q−1}) := [ ^f_1(λ, μ̄_{q−1}), . . . , ^f_m(λ, μ̄_{q−1})] = = ^C_s(μ̄_{q−1})λ^s + ^C_{s−1}(μ̄_{q−1})λ^{s−1} + . . . + ^C_0(μ̄_{q−1}) est~ matriqnyæ polinom s kofffficientami ^C_k(μ̄_{q−1}), k = 0, . . . , s, kotorye sut~ 1×m polinomial~nye matricy ot q −1 parametrov μ_2, . . . , μ_q; λ := μ_1.

Pod ΔW -q faktorizacieæ matriqnogo polinoma ^F (λ, μ̄_{q−1}) (s veduwim parametrom λ = μ_1) ponimaetsØ razloßenie vida^{∗)} ^F (λ, μ̄_{q−1})W (λ, μ̄_{q−1}) = [Δ(λ, μ̄_{q−1}), 0 . . . 0]. (2.1) �)Algoritm_{ΔW} -_q faktorizaciØ sm. [1].

REXENIE SISTEMY URAVNENI` 131

Zdes~ W (λ, μ̄_{q−1}) ≡ [W_1(λ, μ̄_{q−1}), W_0(λ, μ̄_{q−1})] est~ regulØrnaØ qparametriqeskaØ polinomial~naØ m × m matrica, unimodulØrnaØ po veduwemu parametru λ, tak qto det W (λ, μ̄_{q−1}) ne zavisit ot λ; W_0(λ, μ̄_{q−1}) est~ m × (m − 1) podmatrica W (λ, μ̄_{q−1}). Stolbcy W_0(λ, μ̄_{q−1}) obrazu¸t bazis pravogo nul~-prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ matricy ^F (λ, μ̄_{q−1}); Δ(λ, μ̄_{q−1}) est~ skalØrnyæ polinom ot q-peremennyh λ = μ_1, μ_2, . . . , μ_q, koneqnye korni kotorogo sut~ ob¨edinenie koneqnogo regulØrnogo spektra ^F (λ, μ̄_{q−1}) i toæ qasti spektra matricy W (λ, μ̄_{q−1}), kotoraØ ne prinadleßit spektru matricy W_0(λ, μ̄_{q−1}).

Rassmotrim razloßenie polinoma Δ(λ, μ̄_{q−1}) sledu¸wego vi- da: Δ(λ, μ̄_{q−1}) = φ_1(μ̄_{q−1})δ(λ, μ̄_{q−1}). (2.2)

Zdes~ koneqnye korni polinoma δ(λ, μ̄_{q−1}) = δ(μ_1, . . . , μ_q) sovpada- ¸t s koneqnymi sobstvennymi znaqeniØmi regulØrnogo spektra matricy ^F (λ, μ̄_{q−1}). Pri fftom polinom δ(λ, μ̄_{q−1}) ne imeet svoimi delitelØmi polinomov ot l¸byh i (1 6 i 6 q − 1 peremennyh μ_2, . . . , μ_q. Korni polinoma φ_1(μ̄_{q−1}) ≡ φ_1(μ_2, . . . , μ_q) prinadleßat toæ qasti spektra matricy W (λ, μ̄_{q−1}), kotoraØ ne prinadleßit spektru matricy W_0(λ, μ̄_{q−1}).

Rassmotrim sledu¸wee razloßenie matriqnogo polinoma W_0(λ, μ̄_{q−1}):

W_0(λ, μ̄_{q−1}) = U_0(λ, μ̄_{q−1})Φ(μ̄_{q−1}). (2.3)

Zdes~ Φ(μ̄_{q−1}) ≡ Φ(μ_2, . . . , μ_q) est~ regulØrnaØ polinomial~- naØ matrica spektr kotoroæ prinadleßit spektru matricy W (λ, μ̄_{q−1}); U_0(λ, μ̄_{q−1}) est~ q-parametriqeskaØ polinomial~naØ matrica, ne ime¸waØ svoimi pravymi delitelØmi regulØrnyh matric, polinomial~no zavisØwih ot l¸byh i (1 6 i 6 q − 1) peremennyh μ_2, . . . , μ_q. Pri fftom stolbcy U_0(λ, μ̄_{q−1}) obrazu¸t bazis nul~-prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ matricy ^F (λ, μ̄_{q−1}). Pust~

φ_1(μ̄_{q−1}) = q∏ k=2 ∏ 16i2<...<ik6q^{Ψi2...ik (μi2 , . . . , μi2 )Ψ2...q (μ2, . . . , μq)} (2.4)

132 V. N. KUBLANOVSKA˚

est~ otnositel~naØ faktorizaciØ^{∗)} polinoma φ_1(μ̄_{q−1}). Zdes~ Ψ_{i2...ik} (μ_{i2} , . . . , μ_{ik} ) polinom ot (k − 1) peremennyh μ_{i2} . . . , μ_{ik} ne ime¸wiæ svoimi delitelØmi polinomov ot l¸byh i (1 6 i 6 k−2) peremennyh μ_2, . . . , μ_q; Ψ_{2...q}(μ_2, . . . , μ_q) polinom ot (q − 1) peremennyh, ne ime¸wiæ svoimi delitelØmi polinomov ot l¸byh i

(1 6 i 6 q − 2) peremennyh μ2, . . . , μq.

Spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ.

1^0. Koneqnye korni SNAU (1.5) sovpada¸t s koneqnymi sobstvennymi znaqeniØmi matricy ^F (λ, μ̄_{q−1}).

(q − 1)-mernye korni SNAU (1.5) ili, qto to ße korni polinoma δ(λ, μ̄_{q−1}), otrazu¸t koneqnyæ regulØrnyæ spektr matricy ^F (λ, μ̄_{q−1}); (q − k)-mernye korni, k > 1, SNAU (1.5) obrazu¸t koneqnyæ singulØrnyæ spektr matricy ^F (λ, μ̄_{q−1}).

Spravedlivost~ sleduet iz opredeleniØ spektra mnogoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy [1].

2^0. Koneqnyæ singulØrnyæ spektr matricy ^F (λ, μ̄_{q−1}) prinadleßit koneqnomu spektru matricy, stolbcy kotoroæ obrazu¸t pravoe nul~-prostranstvo iz polinomial~nyh rexeniæ matricy ^F (λ, μ̄_{q−1}). Spravedlivost~ sleduet iz Teoremy 3.1, sm. [4], ustanavliva¸weæ svØz~ meßdu singulØrnym spektrom mnogoparametriqeskoæ matricy, s odnoæ storony, i spektrami matric, obrazu¸wih bazisy nul~-prostranstv iz polinomial~nyh rexeniæ ee, s drugoæ storony.

3^0. (q − 1)-mernye korni SNAU (1.5) ØvlØ¸tsØ kornØmi polinoma δ(λ, μ̄_{q−1}) razloßeniØ (2.2) matricy ^Δ(λ, μ̄_{q−1});

(q − k)-mernye korni SNAU (1.5) pri k > 1 prinadleßat spektru matricy W_0(λ, μ̄_{q−1}) razloßeniØ (2.1) matricy ^F (λ, μ̄_{q−1}).

Spravedlivost~ sleduet iz svoæstv ΔW -q faktorizacii matricy ^F (λ, μ̄_{q−1}) i utverßdeniØ 2^0.

4^0. Polinom^{∗)} δ(λ, μ̄_{q−1}) v ravenstve (2.2) ØvlØetsØ OND poli-

�)Algoritm otnositel~noæ faktorizacii polinoma ot mnogih peremen-

nyh sm. [3].

�)Esli ishodnaØ SNAU (1.1) imela_{(q} �_{1)}-mernye korni so svobodnymi

parametrami, to s uqetom ZameqaniØ 1 iz x1 OND ishodnoæ SNAU budet bδ(μ_1, μ_2, . . . , μ_q ) = Y_{16i1<...<it6q�1} δ_{i1,... ,it} (μ_{i1} , . . . , μ_{it} )δ(λ, μ̄_{q�1}).

REXENIE SISTEMY URAVNENI` 133

nomov ishodnoæ SNAU (1.5); polinom φ_1(μ̄_{q−1}) imeet svoimi kornØmi vse koneqnye sobstvennye znaqeniØ matricy W (λ, μ̄_{q−1}), ne voxedxie v spektr matricy W_0(λ, μ̄_{q−1}). Spravedlivost~ sleduet iz svoæstv Δ(λ, μ̄_{q−1}) v ΔW -q razloßeniæ matricy ^F (λ, μ̄_{q−1}) (sm. [1]).

5^0. Stolbcy matricy U_0(λ, μ̄_{q−1}) ravenstva (2.3) obrazu¸t bazis nul~-prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ matricy ^F (λ, μ̄_{q−1}), matrica iz stolbcov kotorogo ne soderßit toqek regulØrnogo spektra matricy W (λ, μ̄_{q−1}). Spravedlivost~ sleduet iz svoæstv matricy W_0(λ, μ̄_{q−1}) i ravenstva (2.3).

6^0. Koneqnyæ spektr matricy U_0(λ, μ̄_{q−1}) sovpadaet s koneqnym singulØrnym spektrom matricy ^F (λ, μ̄_{q−1}), ili, qto to ße, s koneqnymi (q − k)-mernymi (k > 1) kornØmi SNAU (1.5).

Spravedlivost~ sleduet iz utverßdeniØ 1^0 i 5^0. 7^0. Toqki (q − k)-mernogo (k ≠ q) kornØ SNAU (1.5) ime¸t svobodnye koordinaty.

Spravedlivost~ sleduet iz opredeleniØ (q − k)-mernogo kornØ SNAU-q: koordinaty toqek (q − k)-mernogo kornØ SNAU-q udovletvorØ¸t SNAU-q vida (1.2) iz k uravneniæ.

8^0. Koneqnye korni sistemy nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ vida ^P_i(μ_1, . . . , μ_q) = ^f_i(μ_1, . . . , μ_q) δ(μ_1, . . . , μ_q) i = 1, . . . , m sovpada¸t s koneqnymi singulØrnymi kornØmi ishodnoæ SNAU (1.1).

Spravedlivost~ sleduet iz utverßdeniØ 4^0 i sovpadeniØ koneqnyh singulØrnyh korneæ sistem (1.1) i (1.5).

V predpoloßenii, qto nabor koordinat μ̄^∗_{q−1} = (μ^∗_2, . . . , μ^∗_q ), vhodØwiæ v singulØrnoe sobstvennoe znaqenie (λ_∗, μ̄^∗_{q−1}) matricy W_0(λ, μ̄_{q−1}) ne ØvlØetsØ odnovremenno i toqkoæ μ̄^∗_{q−1} regulØrnogo spektra matricy W_0(λ, μ̄_{q−1}), dokaßem spravedlivost~ sledu¸- wego utverßdeniØ.

Teorema 2. DlØ togo, qtoby toqka (λ∗, μ̄^∗_{q−1}) byla nul~mernym

rexeniem SNAU-(1.5), neobhodimo i dostatoqno vypolnenie usloviæ:

(a) (λ_∗, μ̄^∗_{q−1}) ØvlØetsØ toqkoæ spektra matricy W_0(λ, μ̄_{q−1});

134 V. N. KUBLANOVSKA˚

(b) μ̄_{q−1} ≡ (μ^∗_2, . . . , μ^∗_q ) est~ (q − 1)-kratnyæ uzlovoæ koren~ skalØrnogo algebraiqeskogo uravneniØ

φ_1(μ̄_{q−1}) = 0, (2.5)

gde φ_1(μ̄_{q−1}) est~ polinom, korni kotorogo sovpada¸t s koneqnymi sobstvennymi znaqeniØmi matricy W (λ, μ̄_{q−1}), ne prinadleßawimi spektru matricy W_0(λ, μ̄_{q−1});

(c) λ_∗ ØvlØetsØ kornem algebraiqeskogo polinoma ∇(λ), t.e. kornem OND polinomov

P̂_k(λ) = f̂_k(λ, μ̄∗_{q−1}) δ(λ, μ̄^∗_{q−1}) , k = 1, . . . , m. (2.6) Dokazatel~stvo neobhodimosti. Pust~ (λ, μ^∗_{q−1}) est~ nul~-

mernye rexenie SNAU-(1.5). V silu svoæstv 2^0 i 3^0 iz §2 toqka (λ, μ̄^∗_{q−1}) prinadleßit singulØrnomu spektru matricy W_0(λ, μ̄_{q−1}):

W_0(λ_∗, μ̄_{q−1})x_∗ = 0 x_∗ ≠ 0.

S uqetom, qto matrica W_0(λ, μ̄_{q−1}) sostavlena iz stolbcov regulØrnoæ matricy W (λ, μ̄_{q−1}), unimodulØrnoæ po λ, imeem W (λ, μ̄^∗_{q−1}) ( 0 x_∗ ) = 0,

t.e. μ̄^∗_{q−1} est~ takße toqki spektra matricy W (λ, μ̄_{q−1}). Po sdelaennomu predpoloßeni¸, μ̄^∗_{q−1} ne ØvlØetsØ toqkoæ regulØrnogo spektra W_0(λ, μ̄_{q−1}). Ots¸da μ̄^∗_{q−1} est~ koren~ uravneniØ (2.5) priqem, tak kak nul~mernyæ koren~ (λ_∗, μ̄^∗_{q−1}) ne imeet svobodnyh koordinat, μ̄_{q−1} est~ (q − 1)-kratnyæ uzlovoæ koren~ uravneniØ (2.5). DlØ dokazatel~stva (c) rassmotrim sistemu nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ ot odnoæ peremennoæ:

P_k(λ) = f̂_k(λ, μ̄∗_{q−1}) δ(λ, μ̄^∗_{q−1}) = 0, k = 1, . . . , m. (2.7)

Zdes~ δ(λ, μ̄_{q−1}) est~ OND polinomov f̂_k(λ, μ̄_{q−1}), k = 1, . . . , m; toqka (λ_∗, μ̄^∗_{q−1}) est~ nul~mernyæ koren~ SNAU-(1.5), tak qto f̂_k(λ_∗, μ̄^∗_{q−1}) = 0, k = 1, . . . , m; δ(λ_∗, μ̄^∗_{q−1}) ≠ 0.

REXENIE SISTEMY URAVNENI` 135

Ots¸da λ = λ_∗ est~ rexenie SNAU-(2.7), t.e. OND polinomov (2.6). Neobhodimost~ dokazana.

Dokazatel~stvo dostatoqnosti. Pust~ vypolneny usloviØ (a)–

(c). Dokaßem, qto (λ_∗, μ̄^∗_{q−1}) ØvlØetsØ nul~mernym rexeniem SNAU-(1.5). Iz (a), s uqetom svoæstv 1^0–3^0 iz §2, sleduet, qto (λ_∗, μ̄^∗_{q−1}) prinadleßit singulØrnomu rexeni¸ SNAU-(1.5). DlØ ustanovleniØ prinadleßnosti (λ_∗, μ̄^∗_{q−1}) nul~mernomu rexeni¸ dostatoqno dokazat~, qto sredi koordinat fftoæ toqki net proizvol~no vybiraemyh. Spravedlivost~ sleduet iz usloviæ (b) i (c). Deæstvitel~no, iz (b) sleduet, qto sredi koordinat μ̄^∗_{q−1} net proizvol~nyh, tak kak μ̄^∗_{q−1} est~ uzlovoæ koren~ uravneniØ (2.5); iz (c) sleduet, qto λ_∗ est~ koren~ uravneniØ ∇(λ) = 0 ot odnoæ peremennoæ, a potomu ne moßet byt~ proizvol~no vybrannoæ koordinatoæ nabora (λ_∗, μ̄^∗_{q−1}). Skazannoe zaverxaet dokazatel~stvo dostatoqnogo usloviØ. Spravedlivost~ teoremy ustanovlena.

§3. Metod vyqisleniØ nul~mernyh korneæ SNAU-q

Niße rassmatriva¸tsØ tri varianta metoda vyqisleniØ nul~mernyh rexeniæ i OND ishodnoæ sistemy.

Pervye dva varianta osnovany na primenenii algoritma ΔW - q faktorizacii matricy rexaemoæ SNAE, ne trebu¸t pri fftom vyqisleniØ matricy W (λ, μ̄_{q−1}), realizu¸weæ ffto razloßenie. Polinom δ̂(λ, μ̄_{q−1}), t.e. OND rexaemoæ SNAU-q (1.1), predstavlØetsØ v pervom variante v vide otnositel~noæ faktorizacii δ̂(λ, μ̄_{q−1}) = q∏ k=1 ∏ 16i1<...<ik6q^{δi1,... ,ik (μi1 , . . . , μik );} vo vtorom variante v vide faktorizacii δ̂(λ, μ̄_{q−1}) = δ(μ̄_{q−1})δ̃(λ, μ_{q−1}). Tretiæ variant osnovan na primenenii algoritma ∇V -faktorizacii matricy F^T (λ, μ̄_{q−1}).

Rassmotrim bolee podrobno kaßdyæ iz variantov.

3.1. Pervyæ variant metoda sostoit v vypolnenii sledu¸wih

operaciæ.

(1) Ot ishodnoæ SNAU (1.1) pereæti k SNAU (1.5), ispol~- zuØ algoritm otnositel~noæ faktorizacii polinomov ot mnogih peremennyh [3] (sm. Zameqanie 1, §1).

136 V. N. KUBLANOVSKA˚

(2) Naæti skalØrnye polinomy φ_1(μ̄_{q−1}) i δ(λ, μ̄_{q−1}). DlØ fftogo vypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii

(2i) Matrica ^F (λ, μ̄_{q−1}) := [ ^f_1(λ, μ̄_{q−1}), . . . , ^f_m(λ, μ̄_{q−1})], sostavlennaØ iz levyh qasteæ SNAU (1.5), zapisyvaetsØ kak matriqnyæ polinom po stepenØm veduwego parametra λ = μ_1. Imeem ^F (λ, μ̄_{q−1}) = ^C_s(^μ_{q−1})λ^s + . . . + ^C_0(μ̄_{q−1}). (3.1) (2ii) NahoditsØ polinom Δ(λ, μ̄_{q−1}). DlØ qego k matriqnomu polinomu F (λ, μ̄_{q−1}) primenØetsØ algoritm ΔW -q faktorizacii [1]. V rezul~tate imeem razloßenie vida ^F (λ, μ̄_{q−1})W (λ, μ̄_{q−1}) = [Δ(λ, μ̄_{q−1}), 0, . . . , 0]. (3.2) (2iii) SkalØrnyæ polinom Δ(λ, μ̄_{q−1}) = a_s(μ̄_{q−1})λ^s + . . . + a_0(μ̄_{q−1}) predstavlØetsØ v vide Δ(λ, μ̄_{q−1}) = φ_1(μ̄_{q−1})δ(λ, μ̄_{q−1}). (3.3) DlØ fftogo nahoditsØ φ_1(μ̄_{q−1}), t.e. OND skalØrnyh polinomov a_s(μ̄_{q−1}), . . . , a_0(μ̄_{q−1}), i razloßeniØ vida a_k(μ̄_{q−1}) = φ_1(μ̄_{q−1})^a_k(μ̄_{q−1}), k = 0, . . . , s, gde {^a_k(μ̄_{q−1})} est~ posledovatel~nost~ vzaimno prostyh polinomov.

V kaqestve iskomogo polinoma δ(λ, μ̄_{q−1}) beretsØ polinom vida δ(λ, μ̄_{q−1}) = s∑ k=0 ^a_k(μ̄_{q−1})λ^k. (3.4)

(3) Ispol~zuØ algoritm otnositel~noæ faktorizacii, nahoditsØ otnositel~naØ faktorizaciØ polinoma φ_1(μ̄_{q−1}) ≡ φ_1(μ_2, . . . , μ_q):

φ_1(μ̄_{q−1}) = q∏ k=1 ∏ 26i2<...<it6q^{Ψi2,... ,it (μi2 , . . . , μq).} (3.5)

(4) NahodØtsØ nabory parametrov μ̄^∗_{q−1} := (μ^∗_2, . . . , μ^∗_q ),

REXENIE SISTEMY URAVNENI` 137

kaßdyæ iz kotoryh ØvlØetsØ (q − 1)-kratnym uzlovym kornem uravneniØ φ_1(μ̄_{q−1}) = 0. Tak, naprimer, ispol~zuØ razloßenie (3.5), vypisyvaetsØ SNAU iz (q − 1) uravneniæ vida Ψ_{k+1}(μ_{k+1}) = 0, Ψ_{k+1.k+2}(μ^∗_{k+1}, μ_{k+2}) = 0, . . . . . . . . . . . . . . . Ψ_{k+1,... ,q}(μ^∗_{k+1}, . . . , μ_q) = 0, Ψ_{k,... ,q}(μ_k, μ^∗_{k+1}, . . . , μ^∗_q ) = 0, Ψ_{k−1,... ,q}(μ_{k−1}, μ^∗_k, . . . , μ^∗_q ) = 0, . . . . . . . . . . . . . . . Ψ_{2,... ,q}(μ_2, μ^∗_3, . . . , μ^∗_q ) = 0.

(3.6)

Sistema vida (3.6) sostavlØetsØ dlØ k = 1, 2, . . . , q − 1. Pri k = 1 SNAU (3.6) imeet vid Ψ_2(μ_2) = 0, Ψ_{23}(μ_2, μ_3) = 0, . . . , Ψ_{2...q−1}(μ_2, . . . , μ_q) = 0. Pri k > 1 snaqala nahodØtsØ nabory parametrov μ̄^∗_{q−k} = (μ^∗_{k+1}, . . . , μ^∗_q) putem rexeniØ SNAU-k vida Ψ_{k+1}(μ_{k+1}) = 0, Ψ_{k+1,k+2}(μ_{k+1}, μ_{k+2}) = 0, . . . , Ψ_{k,... ,q}(μ_{k+1}, . . . , μ_q) = 0. Zatem dlØ kaßdogo fiksirovannogo nabora μ̄^∗_{q−k} = (μ^∗_{k+1}, . . . , μ^∗_q ) rexaetsØ SNAU iz (q − k + 1) uravneniØ vida Ψ_{k,... ,q}(μ_k, μ̄^∗_{q−k}) = 0, Ψ_{k+1,... ,q}(μ_{k+1}, μ̄^∗_k, μ̄^∗_{q−k}) = 0, . . . Ψ_{2...q} (μ_2, μ^∗_3, . . . , μ^∗_k, μ̄^∗_{q−k}) = 0. (5) DlØ kaßdogo fiksirovannogo nabora μ̄^∗_{q−1} = (μ^∗_2, . . . , μ^∗_q ), naædennogo v operacii (4), vyqislØetsØ parametr μ^∗_1, kak koren~ SNAU vida ^P_i(λ) = ^f_i(λ, μ̄∗_{q−1}) δ(λ, μ̄^∗_{q−1}) = 0, i = 1, . . . , m, ili, qto to ße, kak koren~ uravneniØ ∇(λ) = 0, gde ∇(λ) est~ OND polinomov ^P_i(λ), i = 1, . . . , m.

138 V. N. KUBLANOVSKA˚

Ob¨edinenie vseh takim obrazom naædennyh naborov (μ^∗_1, . . . , μ^∗_q) = (μ^∗_1, μ̄^∗_{q−1}) obrazuet vse koneqnye nul~mernye korni SNAU (1.5), a sledovatel~no, i ishodnoæ SNAU (1.1).

Zameqanie 3. Algoritm vyqisleniØ nul~mernyh korneæ ishod-

noæ SNAU (1.1) pozvolØet takße vyqislit~ ^δ(μ_1, . . . , μ_q), t.e. OND polinomov, vhodØwih v levu¸ qast~ SNAU (1.1), v sledu¸wem faktorizovannom vide ^δ(μ_1, . . . , μ_q) = = q∏ i=1 δ_i(μ_i) ∏ 16ii<ir6q^{δi1i2 (μi1 , μi2)...} . . . ∏ 16i1<...<iq�16q^{δi1...iq} �1 (μi1 ...μiq�1)δ(μ1, . . . , μq). Zdes~ vse mnoßiteli δ_{i1...ik}�_1 (μ_{i1} . . . μ_{ik}�_1 ) poluqeny s pomow~¸ algoritma, izloßennogo v Zameqanii 1 iz §1; polinom δ(μ_1, . . . , μ_q) ≡ δ(λ, μ̄_{q−1}), est~ OND polinomov ^f_i(λ, μ̄_{q−1}), i = 1, . . . , m poluqen vypolneniem operaciæ (2) i (3) metoda vyqisleniØ nul~mernyh korneæ.

Zameqanie 4. Koneqnye (q − k)-mernye korni (1 < k < q) SNAU

(1.5), a sledovatel~no, i SNAU (1.1), opredelØ¸tsØ kak rexeniØ sledu¸weæ sistemy iz k nelineænyh uravneniæ ot q-peremennyh g_1(μ_2, . . . , μ_{q−k+1}) : = Ψ_{2,... ,q−k+1}(μ_2, . . . , μ_{q−k+1}) = 0 g_2(μ_3, . . . , μ_{q−k+2}) : = Ψ_{3,... ,q−k}(μ_3, . . . , μ_{q−k+2}) = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . g_k(μ_k, . . . , μ_q) : = Ψ_{k,... ,q}(μ_k, . . . , μ_q) = 0 g_k(μ_1, . . . , μ_{q−k}) : = ∇(μ_1, . . . , μ_{q−k}) = 0 (3.7)

Zdes~ pervye (k − 1) uravneniæ SNAU (3.7) ne zavisØt ot peremennoæ μ_1 i opredelØ¸t toqku (μ_2, . . . , μ_{q−k}, μ^∗_{q−k+1}, . . . , μ^∗_q ), u kotoroæ, skaßem, koordinaty μ_2, . . . , μ_{q−k} ØvlØ¸tsØ svobodnymi. Polinom g_k(μ_1, . . . , μ_{q−k}) poslednego uravneniØ sistemy (3.7) est~ OND polinomov ^P_i(μ_1, μ_2, . . . , μ_{q−k}, μ^∗_{q−k+1}, . . . , μ^∗_q ) = = ^f_i(μ_1, μ_2, . . . , μ_{q−k}, μ∗_{q−k+1}, . . . , μ∗_q) δ(μ_1, μ_2, . . . , μ_{q−k}, μ^∗_{q−k+1}, . . . , μ^∗_q) , i = 1, . . . , m.

REXENIE SISTEMY URAVNENI` 139

Vtoroæ variant metoda sostoit v vypolnenii sledu¸wih operaciæ.

(1) Ot ishodnoæ SNAU-q (1.1) osuwestvlØetsØ perehod k SNAU-q vida G(λ, μ̄_{q−1}) = (g_1(λ, μ̄_{q−1}, . . . , g_m(λ, μ̄_{q−1}))^T = 0 (3.8) ne soderßawiæ rexeniæ ne zavisØwih ot parametra λ. DlØ fftogo vypolnØ¸tsØ sledu¸wie xagi.

(1i) Kaßdyæ iz polinomov f_k(λ, μ̄_{q−1}) = s∑ t=0 a^{(k)}_t (μ̄_{q−1})λ^k

predstavlØetsØ v vide

f_k(λ, μ̄_{q−1}) = δ_k(μ̄_{q−1}) s∑ t=0 â^{(k)}_t (μ̄_{q−1})λ^k, (3.9) gde a^{(k)}_t (μ̄_{q−1}) = δ_k(μ̄_{q−1})â^{(k)}_t (μ̄_{q−1}),

δ_k(μ̄_{q−1}) est~ OND posledovatel~nosti polinomov a^{(k)}_t (μ̄_{q−1}), t = 0, 1, . . . , s; {â^{(k)}_t (μ̄_{q−1)}}, est~ posledovatel~nost~ vzaimno prostyh polinomov

(1ii) NahoditsØ δ̃(μ̄_{q−1}) i razloßeniØ vida

δ_k(μ̄_{q−1}) = δ̃(μ̄_{q−1})b_k(μ̄_{q−1}), (3.10)

gde δ̃(μ_{q−1}) est~ OND posledovatel~nosti polinomov {δ_k(μ̄_{q−1})}, k = 1, . . . , m; {b_k(μ̄_{q−1})} posledovatel~nost~ vzaimno prostyh polinomov

(1iii) S uqetom (3.9) i (3.10) vyqislØ¸tsØ polinomy f_k(λ, μ̄_{q−1}) = δ̃(μ̄_{q−1})g_k(λ, μ̄_{q−1}), gde

g_k(λ, μ̄_{q−1}) = b_k(μ̄_{q−1}) s∑ t=0 â^{(k)}_t (μ̄_{q−1})λ^t. (3.11)

(2) NahodØtsØ skalØrnye polinomy φ_1(μ̄_{q−1}) i δ̃(λ, μ̄_{q−1}). DlØ fftogo vypolnØ¸tsØ sledu¸wie xagi

(2i) K matriqnomu polinomu G^T (λ, μ̄_{q−1}) primenØetsØ algoritm ΔW -q faktorizaccii: G^T (λ, μ̄_{q−1})W̃ (λ, μ̄_{q−1}) = [Δ̃(λ, μ̄_{q−1}), 0, . . . , 0].

140 V. N. KUBLANOVSKA˚

(2ii) SkalØrnyæ polinom

Δ̃(λ, μ̄_{q−1}) = ã_s(μ̄_{q−1})λ^s + . . . + ã_0(μ̄_{q−1})

predstavlØetsØ v vide Δ̃(λ, μ̄_{q−1}) = φ_1(μ̄_{q−1})δ̃(λ, μ̄_{q−1}),

gde φ_1(μ̄_{q−1}) est~ OND polinomov {ã_t(μ̄_{q−1}), t = 0, 1, . . . , s}, tak qto ã_t(μ̄_{q−1}) = φ_1(μ̄_{q−1})â_t(μ̄_{q−1}), t = 0, . . . , s; δ̃(λ, μ̄_{q−1}) =^s ∑ t=0 â_t(μ̄_{q−1})λ^k.

{â_t(μ̄_{q−1})} – posledovatel~nost~ vzaimno prostyh polinomov;

(3) Ispol~zuØ kak i v pervom variante otnositel~nu¸ faktorizaci¸ polinoma φ_1(μ̄_{q−1}), nahodØtsØ nabory parametrov μ̄^∗_{q−1} = (μ̄^∗_2, . . . , μ̄^∗_q ), obrazu¸wie uzlovye (q − 1)-kratnye korni φ_1(μ̄_{q−1}).

(4) DlØ kaßdogo fiksirovannogo μ̄^∗_{q−1} vyqislØ¸tsØ parametry λ_∗, kak korni SNAU-1 vida: P̃_i(la) = g^i(λ, μ̄^{∗q−1}) δ̃(λ, μ̄∗_{q−1}) , i = 1, . . . , m. (3.12) Ob¨edinenie vseh takim obrazom naædennyh naborov (λ_∗, μ̄^∗_{q−1}) obrazuet vse koneqnye nul~mernye korni ishodnoæ SNAU-(1.1) OND sistemy (1.1), t.e. polinom opredelØ¸wee koneqnye (q −1)- mernye korni, imeet vid δ̂(λ, μ̄_{q−1}) = δ̃(μ̄_{q−1})δ̃(λ, μ̄_{q−1}). (3.13)

Tretiæ variant metoda sostoit v vypolnenii sledu¸wih

operaciæ.

(1) Ot ishodnoæ SNAU-q (1.1) osuwestvlØetsØ perehod k SNAU-q vida

V^T (λ, μ̄_{q−1}) = (v_1(λ, μ̄_{q−1}), . . . , v_m(λ, μ̄_{q−1}))^T = 0, (3.14)

gde v_k(λ, μ̄_{q−1}), k = 1, . . . , m – posledovatel~nost~ vzaimno prostyh polinomov. S fftoæ cel~¸ k matrice F^T (λ, μ̄_{q−1}) primenØetsØ algoritm ∇V -faktorizacii [1] F^T (λ, μ̄_{q−1}) = ∇(λ, μ̄_{q−1})V (λ, μ̄_{q−1}),

REXENIE SISTEMY URAVNENI` 141

gde ∇(λ, μ̄_{q−1}) = δ̂(λ, μ̄_{q−1}) est~ OND SNAU (1.1);

V^T (λ, μ̄_{q−1}) ≡ (v_1(λ, μ̄_{q−1}), . . . , v_m(λ, μ̄_{q−1}))^T = 0

est~ iskomaØ SNAU-q (3.14), koneqnye rexeniØ kotoroæ sovpada¸t s singulØrnymi rexeniØmi ishodnoæ sistemy (1.1). DlØ vyqisleniØ nul~mernyh rexeniæ SNAU (3.14) sleduet vypolnit~ xagi:

(2) Naæti polinom φ_1(μ̄_{q−1}), primeniv k V^T (λ, μ̄_{q−1}) algoritm ΔW -q faktorizacii. Imeem

V^T (λ, μ̄_{q−1})W̄ (λ, μ̄_{q−1}) = [φ_1(μ̄_{q−1}, 0, . . . , 0].

(3) Ispol~zuØ otnositel~nu¸ faktorizaci¸ polinoma φ_1(μ̄_{q−1}), kak i v variantah 1 i 2, vyqislit~ nabory μ̄_{q−1}, ØvlØ- ¸wiesØ uzlovymi (q − 1)-kratnymi toqkami polinoma φ_1(μ̄_{q−1}).

(4) DlØ kaßdogo nabora μ̄_{q−1} naæti parametry λ_∗, kak korni SNA-1 vida v_k(λ, μ̄^∗_{q−1}) = 0, k = 1, . . . , n. (3.15)

Ob¨edinenie vseh takim obrazom naædennyh naborov (λ, μ̄^∗_{q−1}) obrazuet vse koneqnye korni ishodnoæ SNAU-(1).

§4. Metod rexeniØ SNAU-2 i SNAU-3

Rassmotrim primenenie variant 1 metoda iz §3 k rexeni¸ sistem nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ ot dvuh i treh peremennyh.

4.1. Metod rexeniØ SNAU-2.

Pust~ ishodnaØ sistema nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ zavisit ot dvuh peremennyh λ i μ: f_k(λ, μ) = 0, k = 1, . . . , m. (4.1) DlØ vyqisleniØ vseh koneqnyh nul~mernyh i odnomernyh rexeniæ SNAU (4.1) vypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii.

(1) Ot SNAU (1.4) osuwestvlØetsØ perehod k SNAU-2, ne ime- ¸wu¸ odnomernyh rexeniæ vida (λ, μ_∗) i (λ_∗, μ). DlØ fftogo vypolnØ¸tsØ sledu¸wie xagi.

(1i) NahoditsØ otnositel~naØ faktorizaciØ kaßdogo iz polinomov f_k(λ, μ):

f_k(λ, μ) = f^{(k)}_1 (λ)f^{(k)}_2 (μ)f^{(k)}_{1,2} (λ, μ), k = 1, . . . , m.

142 V. N. KUBLANOVSKA˚

Zdes~ f^{(k)}_{1,2} (λ, μ) – polinom ot dvuh peremennyh ne ime¸wih svoimi delitelØmi polinomov ot odnoæ peremennoæ; f_1(λ) i f_2(μ) – polinomy ot odnoæ peremennoæ.

(1ii) NahodØtsØ OND δ_1(λ) i δ_2(μ) posledovatel~nosteæ polinomov {f^{(k)}_1 (λ)} i {f^{(k)}_2 (μ)}, k = 1, . . . , m, i razloßeniØ vida

f^{(k)}_1 (λ) = δ_1(λ)ω^{(k)}_1 (λ) i f^{(k)}_1 (μ) = δ_2(μ)ω^{(k)}_2 (μ).

Zdes~ {ω_1(λ)} i {ω_2(λ)} sut~ posledovatel~nosti vzaimno prostyh polinomov.

(1iii) OsuwestvlØetsØ perehod ot (1.4) k SNAU vida

^f_k(λ, μ) := ω^{(k)}_1 (λ)ω^{(k)}_2 (μ)f^{(k)}_{1,2} (λ, μ) = 0, k = 1, . . . , m, (4.2)

ne ime¸wiæ rexeniæ vida (λ, μ_∗) i (λ_∗, μ). Vse proqie rexeniØ SNAU (4.1) i (4.2) sovpada¸t. Vypolnenie operacii (1) osuwestvlØetsØ s pomow~¸ ΔW -1 algoritma (sm., napr., [6]).

(2) NahodØtsØ skalØrnye polinomy φ_1(μ) i δ(λ, μ) sootvetstvenno ot odnoæ i dvuh peremennyh. DlØ fftogo vypolnØ¸tsØ sledu¸wie xagi.

(2i) K matriqnomu polinomu ^F (λ, μ) = [ ^f_1(λ, μ), . . . , ^f_m(λ, μ)] ≡ C_s(μ)λ^s + . . . + C_0(μ) primenØetsØ algoritm ΔW -2 faktorizacii [7]. Imeem ^F (λ, μ)W (λ, μ) = [Δ(λ, μ), 0, . . . , 0]. (2ii) Polinom Δ(λ, μ) = a_s(μ)λ^s + . . . + a_0(μ) predstavlØetsØ v vide Δ(λ, μ) = φ_1(μ)δ(λ, μ), gde • φ_1(μ) est~ OND polinomov a_s(μ), . . . , a_0(μ), tak qto a_k(μ) = φ_1(μ)^a_k(μ), k = 0, . . . , s; {^a_k(μ)} – posledovatel~nost~ vzaimno prostyh polinomov; • δ(λ, μ) =^s ∑ k=0 ^a_k(μ)λ^k. (3) NahodØtsØ korni μ_i algebraiqeskogo polinoma ot odnoæ peremennoæ φ_1(μ) = 0.

REXENIE SISTEMY URAVNENI` 143

(4) DlØ kaßdogo fiksirovannogo kornØ μ_∗ = μ_i sostavlØetsØ SNAU-1 vida ^F (λ, μ_∗) ≡ [ ^f_1(λ, μ_∗), . . . , ^f_m(λ, μ_k)]^T = 0 i nahodØtsØ ee korni λ_{j∗}.

Pary (μ_i, λ_{ji}), tak vyqislennyh qisel, obrazu¸t vse koneqnye nul~mernye korni ishodnoæ SNAU (4.1).

Polinom ^δ(λ, μ) := δ_1(λ)δ_2(μ)δ(λ, μ) ØvlØetsØ OND polinomov {f_k(λ, μ)} dlØ SNAU (4.1), i sledovatel~no ego korni sut~ odnomernye korni ishodnoæ SNAU (4.1).

4.2. Metod rexeniØ SNAU-3. Pust~ ishodnaØ SNAU zavi-

sit ot treh peremennyh:

f_k(μ_1, μ_2, μ_3) = 0, k = 1, . . . , m. (4.3)

DlØ rexeniØ SNAU (4.3) vypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii.

(1) Ot SNAU (4.3) osuwestvlØetsØ perehod k SNAU, ne soderßaweæ odnomernyh rexeniæ so svobodnymi parametrami, t.e. rexeniæ vida (μ_1, μ^x_2, μ^x_3), (μ^x_1 , μ_2, μ^x_3), (μ^x_1 , μ^x_2, μ_3), (μ_1, μ_2, μ^x_3), (μ_1, μ^x_2 , μ_3), (μ^x_1 , μ_2, μ_3).

(4.4)

DlØ fftogo vypolnØ¸tsØ sledu¸wie xagi.

(1i) NahoditsØ otnositel~naØ faktorizaciØ kaßdogo iz polinomov f_k(μ_1, μ_2, μ_3) iz (4.3), t.e. faktorizaciØ vida

f_k(μ_1, μ_2, μ_3) = 3∏ i=1 f^{(k)}_i (μ_i) ∏ 16i1<i263^f (k) i1,i2 (μi1 , μi2)f (3) 1,2,3(μ1, μ2, μ3), gde kaßdyæ polinom f^{(k)}_{i1,i2} (μ_{i1} , μ_{i2}) ne imeet svoimi delitelØmi polinomov ot odnoæ peremennoæ; f^{(k)}_{1,2,3}(μ_1, μ_2, μ_3) ne imeet svoimi delitelØmi polinomov ot odnoæ i ot dvuh peremennyh (1ii) NahodØtsØ δ_i(μ_i), δ_{i1,i2} (μ_{i2} , μ_{i2} ), t.e. OND posledovatel~- nosteæ polinomov {f^{(k)}_i (μ_i)}, {f^{(k)}_{i1,i2}(μ_{i1} , μ_{i2})}, i razloßeniØ vida

f^{(k)}_i (μ_i) = δ_i(μ_i)ω^{(k)}_i (μ_i),

f^{(k)}_{i1,i2} (μ_{i1} , μ_{i2}) = δ_{i1,i2} (μ_{i1} , μ_{i2} )ω^{(k)}_{i1,i2} (μ_{i1} , μ_{i2})

144 V. N. KUBLANOVSKA˚

k = 1, . . . , m, gde {ω^{(k)}_i (μ_i)} i {ω^{(k)}_{i1,i2} (μ_{i1} , μ_{i2} )} sut~ posledovatel~- nosti vzaimno prostyh polinomov sootvetstvenno ot odnoæ i dvuh peremennyh.

(1iii) OsuwestvlØetsØ perehod ot (4.3) k SNAU-3 vida

^F (μ_1, μ_2, μ_3) ≡ [ ^f_1(μ_1, μ_2, μ_3), . . . , ^f_m(μ_1, μ_2, μ_3)] = 0, (4.5) gde ^f_k(μ_1, μ_2, μ_3) =^3 ∏ i=1 ω^{(k)}_i (μ_i) ∏ 16i1<i262^ω (k) i1,i2 (μi1 , μi2)f (k) 1,2,3(μ1, μ2, μ3). Zdes~ SNAU (4.5) ne imeet rexeniæ vida (4.4). Vse proqie rexeniØ SNAU (4.3) i SNAU (4.5) sovpada¸t. Vypolnenie operacii (1) moßet byt~ osuwestvleno s pomow~¸ algoritma otnositel~noæ faktorizacii (sm., napr., [2, 3])

(2) NahodØtsØ skalØrnye polinomy φ_1(μ_2, μ_3) i δ(μ_1, μ_2, μ_3) vypolneniem sledu¸wih xagov.

(2i) K matriqnomu polinomu ^F (λ, μ_2, μ_3) ≡ s∑ k=0 C_∗(μ_2, μ_3)λ^k

primenØetsØ algoritm ΔW -3 faktorizacii. Imeem

^F (λ, μ_2, μ_3)W (λ, μ_2, μ_3) = [Δ(λ, μ_2, μ_3), 0, . . . , 0].

(2ii) SkalØrnyæ polinom ot treh peremennyh Δ(λ, μ_2, μ_3) = a_s(μ_2, μ_3)λ^s + . . . + a_0(μ_2, μ_3) predstavlØetsØ v vide

Δ(λ, μ_2, μ_3) = φ_1(μ_2, μ_3)δ(λ, μ_2, μ_3), gde • φ_1(μ_2, μ_3) est~ OND polinomov a_k(μ_2, μ_3) ot dvuh peremennyh, tak qto

a_k(μ_2, μ_3) = φ_1(μ_2, μ_3)^a_k(μ_2, μ_3), k = 1, . . . , r,

{^a_k(μ_2, μ_3)} – posledovatel~nost~ vzaimno prostyh polinomov;

• δ(μ_1, μ_2, μ_3) ≡ δ(λ_1, μ_2, μ_3) :=^s ∑ k=0 λ^k^a_k(μ_2, μ_3).

REXENIE SISTEMY URAVNENI` 145

(3) NahoditsØ otnositel~naØ faktorizaciØ polinoma φ_1(μ_2, μ_3), t.e. faktorizaciØ vida

φ_1(μ_2, μ_3) = Ψ_2(μ_2)Ψ_3(μ_3)Ψ_{2,3}(μ_2, μ_3).

Zdes~ Ψ_{2,3}(μ_2, μ_3) – polinom ot dvuh peremennyh, ne ime¸wiæ svoimi delitelØmi polinomov ot odnoæ peremennoæ.

(4) NahodØtsØ nabory parametrov (μ^∗_{2i}, μ^∗_{3i}) kaßdyæ iz kotoryh udovletvorØet odnoæ iz sistem

Ψ_2(μ_2) = 0 Ψ_{2,3}(μ_2, μ_3) = 0 } Ψ_3(μ_3) = 0 Ψ_{2,3}(μ_2, μ_3) = 0 } Ψ^{(i)}_{23} (μ_2μ_3) = 0 Ψ^{(j)}_{2,3}(μ_2, μ_3) = 0 } . Zdes~ Ψ^{(t)}_{23} (μ_2, μ_3), t = i, j sut~ deliteli polinoma Ψ_{23}(μ_2, μ_3).

(5) DlØ kaßdogo fiksirovannogo nabora (μ^∗_2, μ^∗_3) sostavlØetsØ SNAU-1 vida ^P_k(λ) = ^f_k(λ, μ^∗_2, μ^∗_3) δ(λ, μ^∗_2, μ^∗_3) = 0 i vyqislØ¸tsØ ee korni λ_{i∗} = μ^∗_{1i}.

Ob¨edinenie vseh takim obrazom naædennyh naborov (μ^∗_1, μ^∗_2, μ^∗_3) obrazuet koneqnye nul~mernye rexeniØ ishodnoæ SNAU (4.3).

Odnomernye rexeniØ SNAU (4.3) opredelØ¸tsØ kak korni polinoma

^δ(μ_1, μ_2, μ_3) =^3 ∏ i=1 δ_i(μ_i) ∏ 16i1<i263^{δi1i2 (μi1 , μi2 )δ(μ1, μ2, μ3),} kotoryæ ØvlØetsØ OND polinomov f_k(μ_1, μ_2, μ_3), k = 1, . . . , m, SNAU (4.3).

Dvumernye korni SNAU (4.3) opredelØ¸tsØ kak rexeniØ SNAU iz dvuh uravneniæ vida Ψ_{2,3}(μ_2, μ_3) = 0 ∇(μ_1, μ_2, μ_3) = 0, gde ∇(μ_1, μ_2, μ_3) = OND posledovatel~nosti polinomov { ^P_k(μ_1, μ_2, μ_3)}.

Zameqanie 5. Metody rexeniØ SNAU-2 i SNAU-3, poluqennye

po obweæ sheme metoda rexeniØ SNAU-q (q – l¸boe celoe qislo) ØvlØ¸tsØ nekotorym obobweniem i dopolneniem k metodam, izloßennym v [2, 7].

146 V. N. KUBLANOVSKA˚

Literatura

1. V. N. KublanovskaØ, Nekotoryæ podhod k rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq. — Zap. Nauqn. semin. POMI 229 (1995), 191–246.

2. V. N. KublanovskaØ, Rexenie sistem nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ ot treh peremennyh. Metody i algoritmy. 3. — Zap. Nauqn. Semin. POMI 229 (1995), 159–190.

3. V. N. KublanovskaØ, B. V. Hazanov, Otnositel~naØ faktorizaciØ mnogoqlenov ot neskol~kih peremennyh. — ȷ. Vyqislit. Matem. i Matem. Fiz..

4. B. V. Hazanov, O spektral~nyh svoæstvah mnogoparametriqeskih polinomial~nyh matric. — Zap. Nauqn. Semin. POMI 229 (1995), 284–321.

5. I. R. Xefareviq, Osnovy algebraiqeskoæ geometrii. t. 1, M, Nauka, 1988.

6. V. N. Kublanovskaya, Rank-devision algorithms and their applications. — J. Numer. Lin. Algebra Appl. 1, No. 2 (1992), 199–213.

7. V. N. KublanovskaØ, Metody i algoritmy rexeniØ spektral~nyh zadaq dlØ polinomial~nyh i racional~nyh matric. — Zap. Nauqn. Semin. PO- MI 236 (1997), 3–329.

Kublanovskaya V. N. Solution of arbitrary systems of nonlinear algebraic equations. Methods and algorithms IV.

This paper considers the solution of a system of m nonlinear equations in q ¿ 2 variables (SNAEs-q). A method for finding all of the finite zero-dimensional roots of a given SNAE-q, which extends the method suggested in [2] for q = 2 and q = 3 to the case q ¿ 2, is developed and theoretically justified. This method is based on the algorithm of ΔW -q factorization of a polynomial q-parameter matrix [1] and on the algorithm of relative factorization of a polynomial in q variables [3].

Postupilo 2 dekabrØ 1996 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN