Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 248, 1998 g.

A. ı. Eremin, L. ı. Kolotilina, A. A. Nikixin PEREOBUSLAVLIVANIE S POMOW^ı FAKTORIZOVANNYH RAZREȷENNYH PRIBLIȷENNYH OBRATNYH III. ITERACIONNOE POSTROENIE PEREOBUSLAVLIVATELE`

1. Vvedenie

V rabote rassmatriva¸tsØ pereobuslavlivaniØ s pomow~¸ faktorizovannyh razreßennyh obratnyh (tak nazyvaemye FSAIpereobuslavlivaniØ) dlØ sistem lineænyh algebraiqeskih uravneniæ s simmetriqnymi, poloßitel~no opredelennymi (SPD) matricami kofffficientov. FSAI-pereobuslavlivaniØ byli predloßeny i teoretiqeski issledovany v [18]. Primenenie FSAIpereobuslavlivaniæ k rexeni¸ trehmernyh koneqno-fflementnyh zadaq na massivno-parallel~nyh komp~¸terah rassmatrivalos~ v [19]. Al~ternativnyæ podhod k postroeni¸ razreßennyh priblißennyh obratnyh v faktorizovannom vide, osnovannyæ na algoritme postroeniØ dvuh naborov A-bisoprØßennyh vektorov, byl predloßen v [3, 4]. Po sravneni¸ s pereobuslavlivaniØmi s pomow~¸ nefaktorizovannyh razreßennyh priblißennyh obratnyh (t.n. SAI-pereobuslavlivaniØmi), kotorye byli vvedeny gorazdo ran~xe [2] i dostatoqno intensivno izuqalis~ v poslednee desØtiletie (sm., naprimer, [17, 10, 13, 5, 6, 9]), FSAIpereobuslavlivaniØ oblada¸t tem preimuwestvom, qto oni sohranØ¸t simmetri¸ i poloßitel~nu¸ opredelennost~ ishodnoæ matricy.

V fftoæ rabote predpolagaetsØ, qto nißniæ treugol~nyæ xablon razreßennosti S dlØ FSAI-pereobuslavlivatelØ SPDmatricy A fiksirovan zaranee, i problema optimal~nogo vybora S ne rassmatrivaetsØ. �tim naxi rassmotreniØ otliqa-

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ finansovoæ podderßke Organizacii nauqnyh issledovaniæ Niderlandov (the Netherlands Organisation for Scientific

Research (NWO)), grant 047 003 017; INTASa (INTAS), grant INTAS-93-377 EXT; INTASa i RFFI, grant INTAS-RFBR 95-0098.

17

18 A. ı. EREMIN, L. ı. KOLOTILINA, A. A. NIKIXIN

¸tsØ ot podhodov, ispol~zovannyh v rabotah [3, 4] i [13, 5, 6, 9], gde xablon razreßennosti vybiraetsØ v processe vyqisleniØ pereobuslavlivatelØ. V dannoæ rabote glavnym obrazom rassmatriva¸tsØ dva voprosa. Vo-pervyh, v §2 my privodim dopolnitel~nye svidetel~stva neobhodimosti ispol~zovaniØ aposteriornogo masxtabirovaniØ po ˚kobi pri postroenii FSAIpereobuslavlivateleæ. S fftoæ cel~¸ my provodim teoretiqeskoe sravnenie dvuh tipov FSAI-pereobuslavlivateleæ (razliqa¸wihsØ diagonal~noæ masxtabiru¸weæ matriceæ), pervyæ iz kotoryh sootvetstvuet bezuslovnoæ minimizacii frobeniusovoæ normy sootvetstvu¸weæ matriqnoæ nevØzki po vsem nißnim treugol~nym matricam-pereobuslavlivatelØm, ime¸wim fiksirovannyæ xablon razreßennosti S, togda kak vtoroæ tip sootvetstvuet minimizacii togo ße samogo funkcionala, no pri dopolnitel~nom ograniqenii, sostoØwim v tom, qto vse diagonal~nye fflementy pereobuslovlennoæ matricy dolßny ravnØt~sØ edini- ce. Rezul~taty fftogo sravneniØ pokazyva¸t, qto bezuslovnaØ minimizaciØ frobeniusovoæ normy privodit k pereobuslovlennym matricam s men~ximi sobstvennymi znaqeniØmi, v rezul~tate qego spektral~noe qislo obuslovlennosti moßet byt~ znaqitel~no bol~xe, qem pri ispol~zovanii aposteriornogo masxtabirovaniØ po ˚kobi. �to vyØvlØet potencial~nu¸ opasnost~ postroeniØ FSAI-pereobuslavlivateleæ na osnove bezuslovnoæ minimizacii frobeniusovoæ normy.

Vtoroæ vopros, rassmatrivaemyæ v dannoæ rabote, – ffto vozmoßnost~ iteracionnogo postroeniØ FSAI-pereobuslavlivate-leæ. Neobhodimost~ rassmotreniØ ih iteracionnogo postroeniØ vyzvana dvumØ priqinami. Vo-pervyh, pri takom podhode poØvlØetsØ vozmoßnost~ snizit~ zatraty na postroenie pereobuslavlivatelØ, kotorye mogut byt~ ves~ma veliki, osobenno, pri ispol~zovanii posledovatel~nyh komp~¸terov. Vo-vtoryh, v nekotoryh sluqaØh (naprimer, kogda faktorizovannye razreßennye priblißennye obratnye ispol~zu¸tsØ dlØ approksimacii obratnyh k dopolneniØm po Xuru pri postroenii nekotoryh bloqnyh faktorizaciæ) necelesoobrazno v Øvnom vide formirovat~ matricu, priblißennaØ obratnaØ k kotoroæ nam nußna, naprimer, v silu soobraßeniæ ffkonomii pamØti. V podobnyh sluqaØh prØmye metody rexeniØ okazyva¸tsØ poprostu nepri-

PEREOBUSLAVLIVANIE 19

menimymi.

Nax glavnyæ vyvod otnositel~no vozmoßnosti iteracionnogo postroeniØ FSAI-pereobuslavlivateleæ, kotoraØ issleduetsØ teoretiqeski v §3 i qislenno v §4, sostoit v tom, qto pri postroenii FSAI-pereobuslavlivateleæ vysokaØ toqnost~ ne trebuetsØ, i moßno ispol~zovat~ prostoæ kriteriæ ostanovki, osnovannyæ na otnositel~nom izmenenii diagonal~nyh fflementov stroØwegosØ pereobuslavlivatelØ.

§2. Optimal~nye i kvazioptimal~nye

FSAI-pereobuslavlivaniØ

V fftom paragrafe my napominaem (sm. [18, 19]) dva tipa FSAIpereobuslavlivaniæ dlØ simmetriqnoæ, poloßitel~no opredelennoæ matricy A i provodim ih sravnenie. PereobuslavlivaniØ pervogo tipa vvodØtsØ po qisto teoretiqeskim soobraßeni- Øm. My nazyvaem ih optimal~nymi, poskol~ku oni, po opredeleni¸, minimiziru¸t frobeniusovu normu sootvetstvu¸weæ matriqnoæ nevØzki po mnoßestvu vseh nißnih treugol~nyh matric s fiksirovannym xablonom razreßennosti. My takße rassmatrivaem drugoæ tip FSAI-pereobuslavlivaniæ, kotorye v deæstvitel~nosti oblada¸t tem ße svoæstvom minimizacii, no pri dopolnitel~nom ograniqenii, sostoØwim v tom, qto diagonal~- nye fflementy rezul~tiru¸weæ pereobuslovlennoæ matricy vse dolßny byt~ ravny edinice. Takim obrazom pereobuslavlivaniØ vtorogo tipa ØvlØ¸tsØ kvazioptimal~nymi s toqki zreniØ minimizacii sootvetstvu¸weæ frobeniusovoæ normy. S drugoæ storony, okazyvaetsØ, qto s toqki zreniØ optimizacii raspredeleniØ spektra pereobuslovlennyh matric kvazioptimal~nye pereobuslavlivaniØ predpoqtitel~nee, qem optimal~nye.

Pust~ A – n×n SPD-matrica, i pust~ S, gde {(i, j) : i < j} ⊆ S ⊆ {(i, j) : i ≠ j} , (2.1) – nekotoryæ fiksirovannyæ nißniæ treugol~nyæ xablon razreßennosti. Pust~, dalee, A = L_A L^T_A est~ razloßenie Holeckogo matricy A. Opredelim nißn¸¸ treugol~nu¸ matricu G^{(0)} = (g^{(0)}_{ij} )^n_{i,j=1} kak minimizator znaqeniØ funkcionala ‖I − HL_A‖^2_F = tr [(I − HL_A)(I − HL_A)^T ] po vsem matricam H = (h_{ij})^n_{i,j=1} takim, qto h_{ij} = 0 pri (i, j) ∈ S, t.e. po vsem matricam H s xablonom

20 A. ı. EREMIN, L. ı. KOLOTILINA, A. A. NIKIXIN

razreßennosti S. Takim obrazom, matrica G^{(0)} moßet rassmatrivat~sØ kak optimal~naØ razreßennaØ priblißennaØ obratnaØ s xablonom razreßennosti S k somnoßitel¸ Holeckogo L_A, i, sledovatel~no, estestvenno ispol~zovat~ G^{(0)} v kaqestve pereobuslavlivatelØ dlØ A, kogda pereobuslovlennaØ matrica imeet vid G^{(0)}AG^{(0)T} .

Kak netrudno ubedit~sØ [18], matrica G^{(0)} opredelØetsØ uravneniØmi

g^{(0)}_{ij} = 0, (i, j) ∈ S;

(G^{(0)}A)_{ij} = 0, i ≠ j & (i, j) /∈ S; (2.2) (G^{(0)}A)_{ii} = ℓ_{ii}, i = 1, . . . , n, gde L_A = (ℓ_{ij} )^n_{i,j=1}. Poskol~ku vse glavnye podmatricy SPDmatricy A nevyroßdeny, sistema (2.2) odnoznaqno razrexima, a znaqit G^{(0)} opredelena edinstvennym obrazom.

My takße rassmotrim drugu¸ nißn¸¸ treugol~nu¸ matricupereobuslavlivatel~ G = (g_{ij})^n_{i,j=1} s xablonom razreßennosti S, kotoraØ opredelØetsØ sledu¸wim obrazom. Snaqala stroitsØ vspomogatel~naØ matrica ~G = (~g_{ij})^n_{i,j=1}, opredelennaØ sootnoxeniØmi ~g_{ij} = 1, i = j; ~g_{ij} = 0, (i, j) ∈ S; (2.3) ( ~GA)_{ij} = 0, (i, j) /∈ S & i ≠ j. Zatem vyqislØetsØ diagonal~naØ matrica D = diag (d_1, . . . , d_n), zadannaØ ravenstvom

D^2 = diag ( ~G A ~G^T ) . (2.4)

Nakonec, matrica G opredelØetsØ po formule

G = D^{−1} ~G. (2.5)

Kak legko videt~, diagonal~nye fflementy sootvetstvu¸weæ pereobuslovlennoæ matricy GAG^T vse ravny edinice:

(GAG^T )_{ii} = 1, i = 1, . . . , n, (2.6)

PEREOBUSLAVLIVANIE 21

t.e. matrica GAG^T ØvlØetsØ otmasxtabirovannoæ po ˚kobi.

Naskol~ko nam izvestno, matricy opredelØemye sootnoxeni- Ømi (2.3)–(2.5) vpervye poØvilis~ v rabote [8], gde oni byli vvedeny drugim (rekurrentnym) sposobom v kontekste approksimacii lentoqnyh SPD-matric. V [1] (sm. takße [14–16]) ffti matricy (opisannye neskol~ko po-drugomu) voznika¸t kak minimizatory znaqeniØ funkcionala Kaporina β( HAH^T ) = tr HAH^T n ( det HAH^T )_{−1/n} (2.7)

po mnoßestvu vseh nißnih treugol~nyh matric s fiksirovannym xablonom razreßennosti. Nakonec, v [18] te ße samye matricy byli predloßeny v kaqestve vyqislimyh na praktike zamestiteleæ optimal~nyh razreßennyh priblißennyh obratnyh, opredelØemyh sootnoxeniØmi (2.2).

Nax pervyæ rezul~tat pokazyvaet, qto pereobuslavlivatel~ G, opredelennyæ sootnoxeniØmi (2.3)–(2.5), ØvlØ¸wiæsØ optimal~nym otnositel~no minimizacii funkcionala β, v deæstvitel~nosti obladaet bolee obwim svoæstvom optimal~nosti, kotoroe moßet byt~ sformulirovano v terminah diagonal~nyh fflementov matricy G.

Lemma 2.1. Pust~ A est~ SPD-matrica, i pust~ S – fiksirovan-

nyæ nißniæ treugol~nyæ xablon razreßennosti. Esli matrica G opredelena sootnoxeniØmi (2.3)–(2.5), a matrica H = (h_{ij} )^n_{i,j=1} udovletvorØet usloviØm

∀ (i, j) ∈ S h_{ij} = 0 (2.8) i ( HAH^T ) ii 6 1, i = 1, . . . , n, (2.9) to g_{ii} > h_{ii}, i = 1, . . . , n. (2.10) Dokazatel~stvo. Pust~ indeks i, 1 6 i 6 n, fiksirovan. V silu

(2.6) i (2.9) my imeem

0 6^[(G − H)A(G − H)^{T ]}_{ii} 6 2^[1 − (GAH^T )ii^] ,

otkuda sleduet, qto ( GAH^T ) ii 6 1. (2.11)

22 A. ı. EREMIN, L. ı. KOLOTILINA, A. A. NIKIXIN

PrinimaØ vo vnimanie, qto po (2.3)–(2.5) i (2.8) ( GAH^T ) ii = n∑ j=1 (GA)_{ij} h_{ij} = (GA)_{ii} h_{ii}, i, analogiqno, 1 = ( GAG^T ) ii = (GA)_{ii} g_{ii}, (2.12)

iz (2.11) my poluqaem, qto (GA)_{ii} h_{ii} 6 (GA)_{ii} g_{ii}, otkuda i sleduet (2.10). �

OsnovyvaØs~ na fftom prostom rezul~tate, legko vyvesti nekotorye vaßnye sledstviØ i, v qastnosti, kvazioptimal~nost~ matric, opredelØemyh sootnoxeniØmi (2.3)–(2.5) i rassmatrivaemyh v kaqestve razreßennyh priblißennyh obratnyh k somnoßitel¸ Holeckogo L_A.

Teorema 2.1. Pust~ dlØ dannoæ n×n SPD-matricy A i nekotorogo

fiksirovannogo nißnego treugol~nogo xablona razreßennosti S matrica G = (g_{ij})^n_{i,j=1} opredelØetsØ sootnoxeniØmi (2.3)–(2.5), i pust~ matrica H = (h_{ij})^n_{i,j=1} s xablonom razreßennosti S udovletvorØet usloviØm ( HAH^T ) ii = 1, i = 1, . . . , n. (2.13) Togda ‖I − GL_A‖_F 6 ‖I − HL_A‖_F . Dokazatel~stvo. ˚sno, qto nam dostatoqno ubedit~sØ v spra-

vedlivosti neravenstv [ (I − GL_A)(I − GL_A)^T ] ii

6^[(I − HLA)(I − HLA)^{T ]}_{ii} , i = 1, . . . , n. (2.14)

Poskol~ku vvidu (2.6) i (2.13) my imeem [ (I − GL_A)(I − GL_A)^T ] ii = 2 (1 − g_{ii} ℓ_{ii}) , i = 1, . . . , n, (2.15) [ (I − HL_A)(I − HL_A)^T ] ii = 2 (1 − h_{ii} ℓ_{ii}) , i = 1, . . . , n, (2.16)

PEREOBUSLAVLIVANIE 23

to sootnoxeniØ (2.14) trivial~no sledu¸t iz neravenstv (2.10), ustanovlennyh v lemme 2.1. �

Teorema 2.1 utverßdaet, qto matrica G, opredelennaØ s pomow~¸ (2.3)–(2.5), minimiziruet znaqenie funkcionala ‖I−HL_A‖_F po vsem matricam H s tem ße xablonom razreßennosti S, udovletvorØ¸wim dopolnitel~nomu uslovi¸ diag (HAH^T ) = I_n. Takim obrazom G okazyvaetsØ kvazioptimal~noæ razreßennoæ priblißennoæ obratnoæ k L_A.

OsnovyvaØs~ na lemme 2.1, my moßem takße oqen~ legko peredokazat~ privedennoe vyxe svoæstvo optimal~nosti matricy G, opredelennoæ s pomow~¸ (2.3)–(2.5), otnositel~no funkcionala (2.7).

Teorema 2.2. Pust~ n × n SPD-matrica A i nißniæ treugol~-

nyæ xablon razreßennosti S fiksirovany. Togda matrica G, udovletvorØ¸waØ sootnoxeniØm (2.3)–(2.5), minimiziruet znaqenie funkcionala (2.7) po vsem nevyroßdennym matricam H s tem ße xablonom razreßennosti S.

Dokazatel~stvo. Pust~

Γ = diag (γ_1, . . . , γ_n), gde γ_i = [ (HAH^T )_{ii} ]_{1/2} , i = 1, . . . , n. Togda β(HAH^T ) = Σγ^2_i n ( det HAH^T )_{−1/n}

> (Πγ^2_i )^{1/n (}det HAH^{T )−1/n} = det^(HAH^{T )−1/n} ,

gde my polagaem H = Γ^{−1} H. Poskol~ku (HAH)_{ii} = 1, i = 1, . . . , n, a H = (h_{ij})^n_{i,j=1} – matrica s tem ße xablonom razreßennosti S, to po lemme 2.1 my imeem h_{ii} = h_{ii}/γ_i 6 g_{ii}, i = 1, . . . , n, otkuda sleduet, qto det ( HAH^T )_{−1/n} > ( det GAG^T )_{−1/n} = β ( GAG^T ) .

�.

Teper~ my ustanovim Øvnoe sootnoxenie meßdu G i G^{(0)}.

24 A. ı. EREMIN, L. ı. KOLOTILINA, A. A. NIKIXIN

Lemma 2.2. Pust~ A = LA L^T_A, gde LA = (ℓij)^n_{i,j=1} – somnoßitel~

Holeckogo, est~ nekotoraØ n×n SPD-matrica, S – nißniæ treugol~nyæ xablon razreßennosti, a matricy G^{(0)} i G opredeleny sootnoxeniØmi (2.2) i (2.3)–(2.5), sootvetstvenno. Togda

G^{(0)} = ΔG, (2.17) gde Δ = diag (δ_1, . . . , δ_n), δ_i = ℓ_{ii} g_{ii} 6 1, i = 1, . . . , n. (2.18)

Dokazatel~stvo. Zametim sperva, qto v silu (2.3) my imeem 0 < ( ~GA ~G^T ) ii = n∑ j=1 ( ~GA)_{ij} ~g_{ij} = ( ~GA)_{ii}, i = 1, . . . , n, (2.19) i znaqit, vvidu (2.3)–(2.5), matrica G udovletvorØet sledu¸- wim sootnoxeniØm: (GA)_{ii} = d^{−1}_i ( ~GA)_{ii} > 0, i = 1, . . . , n; (GA)_{ij} = d^{−1}_i ( ~GA)_{ij} = 0, i ≠ j & (i, j) /∈ S; g_{ij} = d^{−1}_i ~g_{ij} = 0, (i, j) ∈ S. SravnivaØ ffti sootnoxeniØ s sootnoxeniØmi (2.2) i ispol~zuØ odnoznaqnu¸ razreximost~ (2.2), my prihodim k zakl¸qeni¸, qto suwestvuet diagonal~naØ matrica Δ = diag (δ_1, . . . , δ_n) s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami takaØ, qto vypolneno (2.17). Oqevidno, qto δ_i = g^{(0)}_{ii} /g_{ii}, i = 1, . . . , n, a togda po (2.17) i (2.6) my imeem ( G^{(0)}AG^{(0)T} ) ii = ( g^{(0)}_{ii} /g_{ii} )_2 (GAG^T )_{ii} = ( g^{(0)}_{ii} /g_{ii} )_2 , i = 1, . . . , n. (2.20)

S drugoæ storony, v silu (2.2) ( G^{(0)}AG^{(0)T} ) ii = n∑ j=1 (G^{(0)}A)_{ij} g^{(0)}_{ij} = ℓ_{ii} g^{(0)}_{ii} , i = 1, . . . , n. (2.21)

SravnivaØ (2.20) s (2.21), my prihodim k ravenstvam

g^{(0)}_{ii} = g^2_{ii} ℓ_{ii}, i = 1, . . . , n, (2.22)

PEREOBUSLAVLIVANIE 25

iz kotoryh sleduet, qto

δ_i = g^{(0)}_{ii} / g_{ii} = g_{ii} ℓ_{ii}, i = 1, . . . , n. Takim obrazom dlØ zaverxeniØ dokazatel~stva lemmy 2.2 nam ostaetsØ lix~ ubedit~sØ, qto g_{ii} ℓ_{ii} 6 1, i = 1, . . . , n. Deæstvitel~no, dlØ l¸bogo i, 1 6 i 6 n, my imeem

1 = (GAG^T )_{ii} = [ GL_A(GL_A)^T ] ii = (GL_A)^2_{ii} + ∑ j≠i (GL_A)^2_{ij} > (g_{ii} ℓ_{ii})^2.

�

OsnovyvaØs~ na lemme 2.2, my sperva pokaßem, qto vne zavisimosti ot A i S 1 6^{‖I − GLA‖F} ‖I − G^{(0)} L_A‖_F 6 √ 2, i, krome togo, ‖I − GL_A‖_F priblißaetsØ k ‖I − G^{(0)} L_A‖_F , kogda G^{(0)} priblißaetsØ k L^{−1}_A . Znaqit, hotØ matrica G, opredelennaØ sootnoxeniØmi (2.3)–(2.5), i ØvlØetsØ hudxeæ, qem matrica G^{(0)}, opredelennaØ s pomow~¸ 2.2, approksimacieæ obratnoæ k L_A, znaqeniØ frobeniusovyh norm ‖I − GL_A‖_F i ‖I − G^{(0)} L_A‖_F ne mogut razliqat~sØ na kofffficient bol~xiæ, qem √ 2, a raznost~ meßdu fftimi normami ubyvaet, kogda optimal~naØ priblißennaØ obratnaØ G^{(0)} priblißaetsØ k L^{−1}_A . Zametim takße, qto v silu (2.22) g^{(0)}_{ii} ℓ_{ii} = 1 togda i tol~ko togda, kogda g_{ii} ℓ_{ii} = 1.

Teorema 2.3. Pust~ dlØ dannoæ n×n SPD-matrics A i fiksirovan-

nogo nißnego treugol~nogo xablona razreßennosti S razreßennye priblißennye obratnye G^{(0)} i G k matrice L_A opredelØ¸tsØ s pomow~¸ (2.2) i (2.3)–(2.5), sootvetstvenno. Togda ‖I − G^{(0)}L_A‖_F 6 ‖I − G L_A‖_F

6^{[ 2}

1 + min_16_i6_n{g^{(0)}_{ii} ℓ_{ii}}^{1/2} ]_{1/2} ‖I − G^{(0)} L_A‖_F . (2.23)

Dokazatel~stvo. Levoe neravenstvo v (2.23) sleduet iz opti-

mal~nosti matricy G^{(0)} otnositel~no ‖I − G^{(0)} L_A‖_F . Pravoe neravenstvo v (2.23) dokazyvaetsØ sledu¸wim obrazom: [ (I − G^{(0)} L_A)(I − G^{(0)} L_A)^T ] ii = 1 − 2g^{(0)}_{ii} ℓ_{ii} + ( G^{(0)}AG^{(0)T} ) ii

26 A. ı. EREMIN, L. ı. KOLOTILINA, A. A. NIKIXIN

(2.21)

= 1 − g^{(0)}_{ii} ℓ_{ii}^{(2.22)}= 1 − g^2_{ii} ℓ^2_{ii} = (1 − g_{ii} ℓ_{ii})(1 + g_{ii} ℓ_{ii})

>^(1 + min_16_i6_n {gii ℓii}^) (1 − gii ℓii)

(2.22),(2.15) = ( 1 + min_16_i6_n {g^{(0)}_{ii} ℓ_{ii}}^{1/2} ) [(I − GL_A)(I − GL_A)^T ]_{ii} 2 ,

i = 1, . . . , n.

�

Rezul~tat sledu¸weæ teoremy, kasa¸weæsØ sobstvennyh znaqeniæ matric GAG^T i G^{(0)}AG^{(0)T} , takße ustanavlivaetsØ s pomow~¸ lemmy 2.2.

Teorema 2.4. V predpoloßeniØh teoremy 2.3 spravedlivy nera-

venstva λ_i ( G^{(0)} A G^{(0)T} )

                 6 λi(GAG^T )

6^[ min_16_i6_n {g^{(0)}_{ii} ℓii}^{]−1} λi^(G^{(0)} A G^{(0)T )} , i = 1, . . . , n. (2.24)

Zdes~ predpolagaetsØ, qto sobstvennye znaqeniØ obeih matric zanumerovany v odnom i tom ße monotonnom porØdke, skaßem, po nevozrastani¸.

Dokazatel~stvo. Ispol~zuØ (2.17) i (2.18), my dokazyvaem le-

voe neravenstvo v (2.24) sledu¸wim obrazom: λ_i(GAG^T ) = λ_i ( Δ^{−1} G^{(0)} A G^{(0)T} Δ^{−1} )

> λi^(G^{(0)} A G^{(0)T )} λmin(Δ^{−2})

= λ_i ( G^{(0)} A G^{(0)T} ) min 16i6n^{{δ−2i }}

> λi^(G^{(0)} A G^{(0)T )} , i = 1, . . . , n.

PEREOBUSLAVLIVANIE 27

Ostal~nye neravenstva ustanavliva¸tsØ analogiqno: λ_i(GAG^T ) 6 λ_i ( G^{(0)} A G^{(0)T} ) λ_{max}(Δ^{−2}) = λ_i ( G^{(0)} A G^{(0)T} ) max 16i6n^{{δ−2i }} = λ_i ( G^{(0)} A G^{(0)T} ) max 16i6n { (g_{ii} ℓ_{ii})^{−2} }

= λ_i ( G^{(0)} A G^{(0)T} ) max 16i6n { (g^{(0)}_{ii} ℓ_{ii})^{−1} } , i = 1, . . . , n.

�

Kak pokazyvaet teorema 2.4, ni odno iz sobstvennyh znaqeniæ matricy GAG^T ne moßet byt~ men~xe, qem sootvetstvu¸- wee sobstvennoe znaqenie matricy G^{(0)}AG^{(0)T} . V qastnosti, my moßem oßidat~, qto λ_{min}(GAG^T ) > λ_{min}(G^{(0)}AG^{(0)T} ), qto demonstriruet predpoqtitel~nost~ ispol~zovaniØ G v kaqestve pereobuslavlivatelØ dlØ A, esli izvestno, qto λ_{max}(GAG^T ) ograniqeno sverhu razumnoæ konstantoæ. Naprimer, esli A ØvlØetsØ H-matriceæ, to λ_{max}(GAG^T ) < 2 [18, Teorema 4.2]. S drugoæ storony, iz teoremy 2.4 sleduet, qto sootvetstvu¸wie sobstvennye znaqeniØ matric GAG^T i G^{(0)}AG^{(0)T} priblißa¸tsØ drug k drugu, kogda diagonal~nye fflementy g^{(0)}_{ii} (ili g_{ii}) priblißa¸tsØ k ℓ^{−1}_{ii} , i = 1, . . . , n. Takim obrazom, qem bliße k ediniqnoæ matrice

I_n l¸baØ iz pereobuslovlennyh matric GAG^T ili G^{(0)}AG^{(0)T} , tem men~xe ih raznost~.

V kaqestve sledstviØ iz teoremy 2.4 moßno poluqit~ sootnoxeniØ meßdu minimal~nymi sobstvennymi znaqeniØmi matric G^{(0)}AG^{(0)T} i GAG^T .

Sledstvie 2.1. V predpoloßeniØh teoremy 2.3 spravedlivy ne-

ravenstva

λ_{min} ( G^{(0)}AG^{(0)T} )

6 λmin(GAG^T ) 6 λ^{1/2}_{min}^(G^{(0)}AG^{(0)T )} . (2.25)

Dokazatel~stvo. Esli prinØt~ vo vnimanie levoe neravenstvo

v (2.24), to nam trebuetsØ ustanovit~ lix~ neravenstvo

λ_{min} ( G^{(0)}AG^{(0)T} )

> λ^2_{min}(GAG^T ),

28 A. ı. EREMIN, L. ı. KOLOTILINA, A. A. NIKIXIN

kotoroe sleduet iz pravogo neravenstva v (2.24), ravenstva (2.22) i sootnoxeniØ

λ_{min}(GAG^T ) 6 min_16_i6_n { g^2_{ii} ℓ^2_{ii} } . Poslednee sootnoxenie nemedlenno vytekaet iz izvestnogo neravenstva (sm., naprimer, [12, s. 191])

σ_{min}(B) 6 min_16_i6_n | λ_i(B) |, (2.26)

gde σ_{min}(B) est~ naimen~xee singulØrnoe znaqenie B, primenennogo k matrice B = GL_A. �

Dvustoronnie ocenki mladxih sobstvennyh znaqeniæ G^{(0)}AG^{(0)T} i GAG^T v terminah g^{(0)}_{ii} ℓ_{ii} = (G^{(0)}AG^{(0)T} )_{ii} privedeny v sledu¸weæ teoreme.

Teorema 2.5. V predyduwih oboznaqeniØh spravedlivy neraven-

stva min 16i6n { g^{(0)}_{ii} ℓ_{ii} } (n − 1 n )_{n−1 n}∏ i=1 g^{(0)}_{ii} ℓ_{ii}

6 λmin^(G^{(0)}AG^{(0)T )} 6^[ min_16_i6_n^{g^{(0)}_{ii} ℓii^{}]2} ,

(2.27)

( n − 1 n )_{n−1 n}∏ i=1 g^{(0)}_{ii} ℓ_{ii} 6 λ_{min}(GAG^T ) 6 min_16_i6_n { g^{(0)}_{ii} ℓ_{ii} } . (2.28)

Dokazatel~stvo. Verhnie ocenki v (2.27) i (2.28) sledu¸t iz

neravenstva (2.26) i sootnoxeniØ g^2_{ii} ℓ_{ii} = g^{(0)}_{ii} (sm. (2.22)). Obe nißnie ocenki v (2.27) i (2.28) legko vyvodØtsØ iz ocenki [11, Teorema 1]

σ_{min}(A) > ( n − 1 n ) n�1_2 | det A | r_{min}(A) n∏ i=1 r_i(A) , (2.29)

gde A ∈ C^{n×n} , r_i(A) = (^n ∑ i=1 |a_{ij}|^2)^{1/2}, r_{min}(A) = min_16_i6_n r_i(A), esli pri-

menit~ ee k matricam G^{(0)}L_A i GL_A i ispol~zovat~ sootnoxeniØ

r^2_i (G^{(0)} L_A) = ( G^{(0)} A G^{(0)T} ) ii (2.21)

= g^{(0)}_{ii} ℓ_{ii}, r^2_i (GL_A) = (GAG^T )_{ii}^{(2.6)}= 1,

PEREOBUSLAVLIVANIE 29

det(G^{(0)} L_A) = n∏ i=1 g^{(0)}_{ii} ℓ_{ii}, det(GL_A) = n∏ i=1 g_{ii} ℓ_{ii}^{(2.22)}= [_n ∏ i=1 g^{(0)}_{ii} ℓ_{ii} ]_{1/2} .

�

Zameqanie 2.1 Kak bylo pokazano v [11], nißnØØ ocenka (2.29)

v svoem obwem vide legko vyvoditsØ (za sqet primeneniØ podhodØwego masxtabirovaniØ) iz ocenki

σ_{min}(A) > ( n − 1 n )^n�^1_2 | det A | (

> e^{−1/2} | det A |^) , (2.30)

spravedlivoæ dlØ proizvol~noæ matricy A ∈ C^{n×n} takoæ, qto (AA^∗)_{ii} = r^2_i (A) = 1, i = 1, . . . , n. Zametim poputno, qto dokazatel~stvo neravenstva (2.30), predstavlennoe v [11], ØvlØetsØ izlixne usloßnennym, a sama ocenka poqti trivial~na. Deæstvitel~no, dlØ l¸boæ matricy A ∈ C^{n×n} my imeem

σ^2_{min}(A) = λ_n(AA^∗) = det AA^∗ n−1∏ i=1 λ_i(AA^∗)

>^{| det A |2}

[^n�^1P_{i=1 λi(AA}�_) n−1 ]

>| det A |^{2 ( n − 1}_{tr AA∗}^{)n−1},

otkuda nemedlenno sleduet (2.30), esli tol~ko spravedlivo neravenstvo tr AA^∗ 6 n.

Zametim, qto interval (2.27) dlØ λ_{min}(G^{(0)} A G^{(0)T} ) poluqaetsØ iz intervala (2.28) dlØ λ_{min}(GAG^T ) umnoßeniem poslednego na qislo min_16_i6_n g^{(0)}_{ii} ℓ_{ii}, kotoroe strogo men~xe edinicy za iskl¸-

qeniem sluqaØ G = G^{(0)} = L^{−1}_A .

Naxe sravnenie dvuh pereobuslavlivateleæ G^{(0)} i G my zaverxim rassmotreniem prostogo primera, pokazyva¸wego, qto sootnoxenie

λ_{min} (GAG^T ) = O ( λ^{1/2}_{min} ( G^{(0)} A G^{(0)T} )) deæstvitel~no moßet realizovat~sØ v sluqae, kogda somnoßitel~ Holeckogo L_A matricy A imeet bol~xoæ vnediagonal~nyæ

30 A. ı. EREMIN, L. ı. KOLOTILINA, A. A. NIKIXIN

fflement. Vvidu (2.25) poslednee sootnoxenie otveqaet sluqa¸, kogda otnoxenie λ_{min} (GAG^T ) / λ_{min} ( G^{(0)} A G^{(0)T} ) imeet naibol~- xiæ vozmoßnyæ porØdok. Zametim, qto poskol~ku G i G^{(0)} razliqa¸tsØ lix~ na diagonal~nyæ mnoßitel~, nam dostatoqno rassmotret~ sluqaæ diagonal~nyh pereobuslavliva¸wih matric G = D i G^{(0)} = D^{(0)}.

Primer 2.1. Rassmotrim 2×2 parametriqesku¸ matricu A = [ 1 α α 1 + α^2 ] = [ 1 0 α 1 ] [ 1 α 0 1 ] , α > 0. PrimenØØ k A simmetriqnoe masxtabirovanie po ˚kobi, my prihodim k matrice B = [ 1^{α√}_{1+α2} α √ 1+α2 1 ] , ime¸weæ sobstvennye znaqeniØ

λ_1(B) = 1 + α √ 1 + α^2

, λ_2(B) = 1 − α √ 1 + α^2 . Poskol~ku, oqevidno, α 1 + α 6 α √ 1 + α^2 6 1, my imeem 2 − 1 1 + α 6 λ_1(B) 6 2,

otkuda sleduet, qto

λ_1(B) = O(1), α → +∞.

Sledovatel~no,

λ_2(B) = det B λ_1(B) = 1 (1 + α^2)λ_1(B) = O(α^{−2}), α → +∞. S drugoæ storony, ishodØ iz minimizacii frobeniusovoæ normy ‖DL_A − I‖_F , my poluqaem matricu

B^{(0)} = D^{(0)} A D^{(0)} = [ 1^α_{1+α2} α 1+α2 1 1+α2 ] .

PEREOBUSLAVLIVANIE 31

Soverxenno Øsno, qto

1 6 λ1(B^{(0)}) 6 tr B^{(0)} = 1 +^1_{1 + α2} = O(1), α → +∞.

No togda

λ_2(B^{(0)}) = det B^{(0)} λ_1(B^{(0)}) = 1 (1 + α^2)^2λ_1(B^{(0)}) = O(α^{−4}), α → +∞. Takim obrazom, pri α → +∞ my imeem

λ^2_{min}(B) / λ_{min}(B^{(0)} → 1,

togda kak λ_{max}(B) = O(1), λ_{max}(B^{(0)}) = O(1).

Sledovatel~no, dlØ dannogo primera, v kotorom naliqie v L_A bol~xogo vnediagonal~nogo fflementa α ØvlØetsØ priqinoæ poØvleniØ malogo diagonal~nogo fflementa (B^{(0)})_{22} =^1_{1+α2} = O(α^{−2}), s toqki zreniØ minimizacii spektral~nogo qisla obuslovlennosti masxtabirovanie po ˚kobi deæstvitel~no okazyvaetsØ bolee predpoqtitel~nym, qem minimizaciØ ‖DL_A − I‖_F , priqem (cond B)^2 / cond B^{(0)} → 1, α → +∞.

§3. Priblißennye FSAI-pereobuslavlivateli

DlØ togo, qtoby postroit~ FSAI-pereobuslavlivatel~ (2.3)– (2.5) dlØ nekotoroæ SPD-matricy A, neobhodimo rexit~ lineænye uravneniØ (2.3), kotorye, kak netrudno ponØt~, raspada¸tsØ na n nezavisimyh lineænyh sistem (nazyvaemyh lokal~nymi), kaßdaØ iz kotoryh opredelØet nenulevye fflementy sootvetstvu¸weæ stroki matricy ~G. Kak bylo upomØnuto v §1, v nekotoryh sluqaØh ispol~zovanie prØmyh metodov pri rexenii lokal~nyh sistem moßet okazat~sØ libo voobwe nevozmoßnym, libo ße slixkom dorogostoØwim. Po fftoæ priqine v dannom paragrafe my rassmatrivaem vozmoßnost~ postroeniØ priblißennyh FSAI-pereobuslavlivateleæ (2.3)–(2.5) s pomow~¸ iteracionnyh metodov.

Samoe obwee teoretiqeskoe soobraßenie, pozvolØ¸wee zamenit~ Øvnyæ SPD-pereobuslavlivatel~ K ≈ A^{−1} dlØ SPD-matricy

32 A. ı. EREMIN, L. ı. KOLOTILINA, A. A. NIKIXIN A na SPD-approksimaci¸ ~K k K, sostoit v sledu¸wem. Pust~ ~K = K + E, i predpoloßim, qto ‖E‖_2 mala. Togda ~KA = KA + EA, i znaqit vozmuwenie matricy KA, induciruemoe vozmuweniem K, est~ EA, a dlØ spektral~noæ normy EA my imeem

‖EA‖_2 6 λ_{max}(A) ‖E‖_2.

Sledovatel~no, esli λ_{max}(A) ne prevoshodit suwestvenno 1, to norma matricy ~KA − KA budet poqti stol~ ße mala, skol~ i norma matricy E = ~K − K.

�to prostoe rassußdenie privodit nas k zakl¸qeni¸, qto qem men~xe norma ishodnoæ matricy A, tem bolee bezopasno ispol~- zovat~ vmesto dannogo Øvnogo pereobuslavlivatelØ dlØ A nekotoru¸ ego approksimaci¸.

V sluqae simmetriqnyh pereobuslavlivaniæ vida A → GAG^T my imeem sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 3.1. Pust~ A est~ n×n SPD-matrica, a n×n matricy

G i H obratimy, priqem

‖I − HG^{−1}‖_2 6 ε < 1. (3.1)

Togda

(1 − ε)^2λ_i(GAG^T ) 6 λ_i(HAH^T )

6 (1 + ε)^2λi(GAG^T ), i = 1, . . . , n,^{(3.2)}

gde sobstvennye znaqeniØ obeih matric GAG^T i HAH^T uporØdoqeny po nevozrastani¸.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim F = I − HG^{−1}. Poskol~ku po pred-

poloßeni¸ ‖F ‖_2 6 ε < 1, my imeem

‖GH^{−1}‖_2 = ‖(I − F )^{−1}‖_2 6 (1 − ‖F ‖_2)^{−1} 6 (1 − ε)^{−1}. (3.3)

Ots¸da, ispol~zuØ standartnye neravenstva dlØ singulØrnyh znaqeniæ (sm., naprimer, [12, teorema 3.3.16(d)]) i (3.3), my vyvodim

λ_i(GAG^T ) = σ^2_i (GL_A) = σ^2_i (GH^{−1}HL_A)

6 σ^2_1(GH^{−1})σ^2_i (HLA) =^‖GH^{−1‖2}λi(HAH^T )
6 (1 − ε)^{−2}λi(HAH^T ), i = 1, . . . , n,

PEREOBUSLAVLIVANIE 33

gde A = L_A L^T_A, kak i v §2, a qerez σ_i my oboznaqaem singulØrnye znaqeniØ matric, uporØdoqennye po nevozrastani¸. Takim obrazom levoe neravenstvo v (3.2) ustanovleno. Analogiqno, my imeem

λ_i(HAH^T ) = σ^2_i (HG^{−1} GL_A) 6 λ_i(GAG^T ) ‖ ‖HG^{−1} ‖ ‖^2, i = 1, . . . , n, i dlØ zaverxeniØ dokazatel~stva nam ostaetsØ lix~ vospol~zovat~sØ neravenstvom

‖HG^{−1}‖_2 = ‖I − F ‖_2 6 1 + ε,

kotoroe sleduet iz (3.1). �

Teper~, posle predstavleniØ obwih soobraßeniæ, my vozvratimsØ k FSAI-pereobuslavlivatelØm. Poskol~ku nax podhod k postroeni¸ FSAI-pereobuslavlivateleæ baziruetsØ na minimizacii frobeniusovoæ normy, predstavlØetsØ interesnym izuqit~ povedenie celevogo funkcionala pri zamene toqnogo FSAIpereobuslavlivatelØ G na nekotoroe priblißenie H k G, xablon razreßennosti kotorogo sovpadaet s xablonom razreßennosti G.

Pust~ nekotoraØ SPD matrica A = L_A L^T_A i nekotoryæ nißniæ treugol~nyæ xablon razreßennosti S, udovletvorØ¸wiæ (2.1), fiksirovany, a matricy ~G i G opredeleny v sootvetstvii s (2.3)–(2.5). Rassmotrim proizvol~nu¸ matricu ~H = (~h_{ij})^n_{i,j=1}, udovletvorØ¸wu¸ sootnoxeniØm ~h_{ii} = 1, i = 1, . . . , n, ~h_{ij} = 0, (i, j) ∈ S, (3.4) i opredelim matricu H po formule

H = ~D^{−1} ~H, (3.5)

gde ~D = diag ( ~d_1, . . . , ~d_n ) i

d̃^2_i = ( ~H A ~H^T )_{ii}, i = 1, . . . , n. (3.6)

Togda dlØ matricy H = (h_{ij})^n_{i,j=1}, oqevidno, vypolneny ravenstva h_{ij} = 0, (i, j) ∈ S, (HAH^T )_{ii} = 1, i = 1, . . . , n. (3.7)

34 A. ı. EREMIN, L. ı. KOLOTILINA, A. A. NIKIXIN

Sledovatel~no, po lemme 2.1 my imeem h_{ii} 6 g_{ii}, i = 1, . . . , n, (3.8) a teorema 2.1 garantiruet, qto ‖I − HL_A‖_F > ‖I − GL_A‖_F . (3.9) V deæstvitel~nosti, v rassmatrivaemom sluqae dlØ ‖I−HL_A‖^2_F i dlØ raznosti ‖I − HL_A‖^2_F − ‖I − GL_A‖^2_F moßno vyvesti Øvnye vyraßeniØ.

Lemma 3.1. V predyduwih oboznaqeniØh ime¸t mesto sootnoxe- niØ ‖I − HL_A‖^2_F = 2 n∑ i=1 (1 − h_{ii} ℓ_{ii}) (3.10) i ‖I − HL_A‖^2_F − ‖I − GL_A‖^2_F = n∑ i=1 (EAE^T )_{ii} g_{ii} ℓ_{ii}, (3.11)

gde my ispol~zuem oboznaqeniØ L_A = (ℓ_{ij} )^n_{i,j=1} i E = G − H.

Dokazatel~stvo. Ravenstvo (3.10) trivial~no sleduet iz soot-

noxeniæ [ (I − HL_A)(I − HL_A)^T ] ii = 2 (1 − h_{ii} ℓ_{ii}) , i = 1, . . . , n. S drugoæ storony, my imeem

2 (1 − h_{ii} ℓ_{ii}) = 2 (1 − g_{ii} ℓ_{ii}) + 2 (g_{ii} − h_{ii}) ℓ_{ii} = 2 (1 − g_{ii} ℓ_{ii}) + 2 ( 1 − h_{ii} g_{ii} ) g_{ii} ℓ_{ii}, i = 1, . . . , n, a poskol~ku [ (I − GL_A)(I − GL_A)^T ] ii = 2(1 − g_{ii} ℓ_{ii}), i = 1, . . . , n, (3.12) to my prihodim k zakl¸qeni¸, qto

‖I − HL_A‖^2_F = ‖I − GL_A‖^2_F + 2 n∑ i=1 ( 1 − h_{ii} g_{ii} ) g_{ii} ℓ_{ii}. (3.13)

PEREOBUSLAVLIVANIE 35

Takim obrazom dlØ zaverxeniØ dokazatel~stva nam neobhodimo lix~ pokazat~, qto

(EAE^T )_{ii} = 2 ( 1 − h_{ii} g_{ii} ) , i = 1, . . . , n. (3.14) Deæstvitel~no,

(EAE^T )_{ii} = [ (G − H)A(G − H)^T ] ii = (GAG^T )_{ii} + (HAH^T )_{ii} − 2(GAH^T )_{ii} = 2 [ 1 − n∑ j=1 (GA)_{ij} h_{ij} ] = 2 [1 − (GA)_{ii} h_{ii}]

(2.12) = 2 [ 1 − (GAG^T )_{ii} h_{ii} g_{ii} ] = 2 ( 1 − h_{ii} g_{ii} ) , i = 1, . . . , n.

(3.15)

Lemma 3.1 dokazana. �

Zdes~ umestno sdelat~ tri zameqaniØ. Vo-pervyh, dlØ fiksirovannogo FSAI-pereobuslavlivatelØ G raznost~ ‖I − HL_A‖^2_F − ‖I − GL_A‖^2_F zavivisit tol~ko ot diagonal~nyh fflementov H (sm. (3.13)). Vo-vtoryh, sootnoxenie (3.11) daet predstavlenie ‖I − HL_A‖^2_F v vide summy dvuh slagaemyh, pervoe iz kotoryh zavisit tol~ko ot xablona razreßennosti S, togda kak vtoroe uqityvaet netoqnost~ v vyqislenii G. V-tret~ih, qem bliße g_{ii} ℓ_{ii} k nul¸ [t.e. (sm. (3.12)) qem huße kaqestvo i-oæ stroki toqnogo FSAI-pereobuslavlivatelØ G], tem s men~xim kofffficientom vhodit (EAE^T )_{ii} [t.e. kvadrat A-normy i-oæ stroki matricy oxibki E = G − H] v (3.11). Tem samym s toqki zreniØ minimizacii ‖I − HL_A‖^2_F naibolee suwestvennym ØvlØetsØ naæti kaqestvennye approksimacii k tem strokam G, dlØ kotoryh sootvetstvu¸wie proizvedeniØ g_{ii} ℓ_{ii} blizki k 1, togda kak stroki, dlØ kotoryh g_{ii} ℓ_{ii} maly, ne trebu¸t approksimacii s vysokoæ toqnost~¸.

Ispol~zuØ lemmu 3.1, my moßem legko vyvesti nißn¸¸ ocenku v terminah veliqin, svØzannyh s minimizacieæ frobeniusovoæ normy, dlØ spektral~noæ normy matricy I−HG^{−1}, uqastvu¸weæ v formulirovke teoremy 3.1.

36 A. ı. EREMIN, L. ı. KOLOTILINA, A. A. NIKIXIN

Sledstvie 3.1. V predyduwih predpoloßeniØh spravedliva ocen- ka ‖ ‖I − HG^{−1} ‖ ‖_2 > [ ‖I − HL_A‖2_F − ‖I − GL_A‖2_F n ]_{1/2} . Dokazatel~stvo. PrinimaØ vo vnimanie, qto v silu (2.18)

ℓ_{ii} g_{ii} 6 1, i = 1, . . . , n, my imeem: n∑ i=1 (EAE^T )_{ii} g_{ii} ℓ_{ii} 6 tr EAE^T = tr L^T_A E^T EL_A

= tr L^T_A G^T ( G^{−T} E^T EG^{−1} ) GL_A

6 λmax^(G^{−T} E^T EG^{−1)} tr L^T_A G^T GLA

= ‖ ‖EG^{−1} ‖ ‖^2 tr GAG^T = n ‖ ‖I − HG^{−1} ‖ ‖^2 ,

i dlØ zaverxeniØ dokazatel~stva ostaetsØ lix~ vospol~zovat~sØ ravenstvom (3.11). �

Zametim, qto pri S = {(i, j) : i < j} FSAI-pereobuslavlivatel~ G sovpadaet s obratnoæ matriceæ L^{−1}_A , aprivedennaØ vyxe nißnØØ ocenka svoditsØ k trivial~noæ ocenke ‖I − HL_A‖_2 > ‖I − HL_A‖_F √ 2 . V deæstvitel~nosti bylo by oqen~ polezno imet~ netrivial~nu¸ verhn¸¸ ocenku dlØ spektral~noæ normy ‖ ‖I − HG^{−1} ‖ ‖_2 v terminah veliqin, svØzannyh s celevym funkcionalom. K soßaleni¸, nam udalos~ vyvesti tol~ko poqti trivial~nu¸ ocenku ‖ ‖I − HG^{−1} ‖ ‖^2 = ‖ ‖EG^{−1} ‖ ‖^2 6 ‖EL‖^2 ‖ ‖L^{−1} G^{−1} ‖ ‖^2

6^{tr EAET}

λ_{min}(GAG^T )

(3.15) = 2 ∑_n i=1 ( 1 −^{hii}_{gii} ) λ_{min} (GAG^T ) . (3.16)

�ta ocenka, v qastnosti, pokazyvaet, qto esli g_{ii} − h_{ii} g_{ii} < λ_{min}(GAG^T ) 2n , i = 1, . . . , n, (3.17) to zavedomo ‖ ‖I − HG^{−1} ‖ ‖^2 < 1,

PEREOBUSLAVLIVANIE 37

a znaqit teorema 3.1 okazyvaetsØ primenimoæ.

Teper~ my vyvedem dvustoronnie ocenki dlØ veliqin(EAE^T )_{ii}, uqastvu¸wih v (3.11). DlØ fftogo my vospol~zuemsØ sledu¸wim rezul~tatom.

Lemma 3.2. V predyduwih oboznaqeniØh ime¸t mesto sootnoxe- niØ h^{−2}_{ii} − g^{−2}_{ii} = ( ~E A ~E^T )_{ii}, i = 1, . . . , n, (3.18) gde ~E = ~G − ~H – promeßutoqnaØ matrica oxibok.

Dokazatel~stvo. My imeem ( ~E A ~E^T )_{ii} = [ ( ~G − ~H )A( ~G − ~H )^T ] ii = ( ~G A ~G^T )_{ii} + ( ~H A ~H^T )_{ii} − 2 ( ~G A ~G^T ) ii , i = 1, . . . , n. (3.19)

No poskol~ku v silu (2.3) i (3.4) ( ~G A ~H^T )_{ii} = n∑ j=1 ( ~G A)_{ij} h̃_{ij} = ( ~G A)_{ii}, i = 1, . . . , n, i, analogiqno, ( ~G A ~G^T )_{ii} = ( ~G A)_{ii}, i = 1, . . . , n, iz (3.19) sleduet, qto ( ~E A ~E^T )_{ii} = ( ~H A ~H^T )_{ii} − ( ~G A ~G^T )_{ii}, i = 1, . . . , n, otkuda (3.18) poluqaetsØ s pomow~¸ (2.3)–(2.5) i (3.4)–(3.6).

�

Zameqanie 3.1. Ravenstvo (3.18) pokazyvaet, v qastnosti, qto

ubyvanie ( ~E A ~E^T )_{ii}, t.e. kvadrata A-normy i-oæ stroki matricy ~E, ffkvivalentno vozrastani¸ sootvetstvu¸wego diagonal~- nogo fflementa h_{ii} priblißennogo FSAI-pereobuslavlivatelØ H i (vvidu (3.10) ubyvani¸ ‖I − HL_A‖_F .

Lemma 3.3. V predyduwih oboznaqeniØh spravedlivy ocenki

h^2_{ii}( ~E A ~E^T )_{ii} 6 (EAE^T )_{ii} 6 2h^2_{ii}( ~E A ~E^T )_{ii}, i = 1, . . . , n; (3.20)

38 A. ı. EREMIN, L. ı. KOLOTILINA, A. A. NIKIXIN (EAE^T )_{ii} 6 g^2_{ii}( ~E A ~E^T )_{ii}, i = 1, . . . , n. (3.21) Dokazatel~stvo. Qtoby dokazat~ pravoe neravenstvo v (3.20),

my vospol~zuemsØ sootnoxeniØmi (3.14) i lemmoæ 3.2. Takim obrazom my poluqaem

(EAE^T )_{ii} = 2 ( 1 − h_{ii} g_{ii} )

6 2^(1 −^{h2ii}_{g2ii}^)

= 2h^2_{ii}( ~E A ~E^T )_{ii}, i = 1, . . . , n. Levoe neravenstvo v (3.20) takße vyvoditsØ s ispol~zovaniem (3.14) i lemmy 3.2:

(EAE^T )_{ii} = 2 ( 1 − h_{ii} g_{ii} ) = 1 + ( 1 − h_{ii} g_{ii} )_2 − h^2_{ii} g^2_{ii}

> 1 −^{h2ii}_{g2ii} = h^2_{ii}(^~E A^~E^T )ii, i = 1, . . . , n.

Nakonec, neravenstvo (3.21) poluqaetsØ s pomow~¸ lemmy 3.2 i neravenstv (3.8) sledu¸wim obrazom:

(EAE^T )_{ii} = 2 ( 1 − h_{ii} g_{ii} ) = 2h_{ii} ( 1 h_{ii} − 1 g_{ii} ) = h_{ii} ( ~E A ~E^T )_{ii} ( h^{−1}_{ii} + g^{−1}_{ii} ) /2

      6 hii(^~E A^~E^T )ii h^{1/2}_{ii} g^{1/2}_{ii} 6 g^2_{ii}(^~E A^~E^T )ii, i = 1, . . . , n.
�

Teper~ vmesto pary matric ~H i H my rassmotrim dve posledovatel~nosti matric { ~H^{(k)}}_k¿_1 i {H^{(k)}}_k¿_1, gde dlØ kaßdogo k matricy ~H^{(k)} i H^{(k)} udovletvorØ¸t sootvetstvu¸wim analogam sootnoxeniæ (3.4)–(3.6). My predpolagaem, qto matricy ~H^{(k)},

k > 1, poluqeny kak posledovatel~nye priblißeniØ k matrice

~G, opredelennoæ v (2.3), s pomow~¸ (pereobuslovlennogo) metoda soprØßennyh gradientov. Bolee toqno ffto moßno opisat~ sledu¸wim obrazom. Kak uße otmeqalos~, osnovnye uravneniØ sistemy (2.3) raspada¸tsØ na nezavisimye “lokal~nye” sistemy uravneniæ vida

~g_i A_i = b_i, i > 2, n_i > 1, (3.22)

PEREOBUSLAVLIVANIE 39 gde A_i = A[J_i, J_i], ~g_i = ~G [ {i}, J_i ], b_i = −A[ {i}, J_i ], J_i = {j : j ≠ i & (i, j) /∈ S} , | J_i |= n_i, (3.23)

a qerez B[I, J] oboznaqena podmatrica matricy B, otveqa¸waØ stroqnym indeksam iz I i stolbcovym indeksam iz J.

My predpolagaem, qto stroqnye vektory h̃^{(k)}_i = ~H^{(k)}[ {i}, J_i ],

i > 2, ni > 1, k > 1, kotorye vpolne opredelØ¸t matricu^~H^{(k)},

ØvlØ¸tsØ priblißennymi rexeniØmi sootvetstvu¸weæ lokal~- noæ sistemy (3.22), poluqennymi posle k iteraciæ PCG-metoda [7]. Togda, oqevidno, my imeem:

( ~E^{(k)} A ~E^{(k)T} )_{ii} = { 0, n_i = 0,

ẽ^{(k)}_i A_i ẽ^{(k)T}_i , n_i > 1, i = 1, . . . , n, (3.24) gde ~E^{(k)} = ~G − ~H^{(k)} i ẽ^{(k)}_i = g̃_i − h̃^{(k)}_i , i = 1, . . . , n, k > 0. PrimenØØ izvestnye ocenki dlØ PCG-metoda [7], my poluqaem ocenku

( ~E^{(k)} A ~E^{(k)T} )_{ii} 6 4 (√–i − 1 √–i + 1 )_{2k} ( ~E^{(0)} A ~E^{(0)T} )_{ii},

n_i > 1, k > 1, (3.25)

gde –i = λmax(M^{−1}_i Ai)^/λmin (M^{−1}_i Ai) – ffto spektral~noe qislo

obuslovlennosti i-oæ pereobuslovlennoæ matricy M^{−1}_i A_i i A_i = M_i − N_i.

PrinimaØ vo vnimanie lemmy 3.1 i 3.3 i ocenku (3.25), my prihodim k sledu¸weæ verhneæ ocenke dlØ ‖ ‖I − H^{(k)} L_A ‖ ‖^2_F kak funkcii ot k.

Teorema 3.2. Pust~ dlØ fiksirovannoæ n × n SPD-matricy A

i fiksirovannogo xablona razreßennosti S vida (2.1) matrica G = (g_{ij})^n_{i,j=1} est~ toqnyæ FSAI-pereobuslavlivatel~, opredelennyæ sootnoxeniØmi (2.3)–(2.5), i pust~ posledovatel~nosti {H^{(k)}} i { ~H^{(k)}} n×n matric s tem ße xablonom razreßennosti S, udovletvorØ¸wih usloviØm

( ~H^{(k)})_{ii} = 1, H^{(k)} = ~D^{(k)−1} ~H^{(k)}, (H^{(k)} A H^{(k)T} )_{ii} = 1, i = 1, . . . , n, k > 1,

40 A. ı. EREMIN, L. ı. KOLOTILINA, A. A. NIKIXIN

postroeny v rezul~tate primeneniØ PCG metoda k lokal~nym sistemam (3.22)–(3.23). Togda ‖I − GL_A‖^2_F 6 ‖ ‖ ‖I − H^{(k)} LA ‖ ‖ ‖^2_F 6 ‖I − GLA‖^2_F +4 ∑ i:n_i¿1 g^2_{ii} ( √–i − 1 √–i + 1 )_{2k} ( ~E^{(0)} A ~E^{(0)T} )_{ii} g_{ii} ℓ_{ii}, k > 1,

(3.26)

gde dlØ 1 6 i 6 n takih, qto n_i > 1, –_i = λ_{max}(M^{−1}_i A_i) / λ_{min} (M^{−1}_i A_i), A_i = M_i − N_i, a ~E^{(0)} = ~G − ~H^{(0)} – ffto naqal~naØ promeßutoqnaØ matrica oxibok.

Zameqanie 3.2. ˚sno, qto pri postroenii priblißennogo FSAI-

pereobuslavlivatelØ H s pomow~¸ PCG-metoda dlØ razliqnyh lokal~nyh sistem moßno vypolnit~ razliqnoe qislo PCGiteraciæ. V fftom sluqae v pravoæ qasti (3.26) sleduet zamenit~ k na sootvetstvu¸wee k_i.

Nax teoretiqeskiæ analiz iteracionnogo postroeniØ priblißennyh FSAI-pereobuslavlivateleæ my zaverxim rassmotrenie funkcionala Kaporina β(H^{(k)} A H^{(k)T} ) = β(H^{(k)T} H^{(k)} A) kak funkcii ot k. Znaqenie fftogo funkcionala dlØ teorii pereobuslavlivaniØ opredelØetsØ sledu¸weæ teoremoæ.

Teorema 3.3 [14]. Pust~ A est~ SPD-matrica i M ≈ A^{−1} – ne-

kotoryæ SPD-pereobuslavlivatel~ dlØ A. Togda dlØ k-go priblißeniØ PCG-metoda y_k k rexeni¸ sistemy Ay = f spravedliva ocenka ‖r_k‖_M 6 [ β(M A)^{n/k} − 1 ]_{k/2} ‖r_0‖_M , 1 6 k 6 n − 1,

gde r_k = f − Ay_k.

Takim obrazom s pomow~¸ β (esli tol~ko β < 2 dostatoqno blizko k 1) moßno ocenit~ skorost~ shodimosti PCG-metoda v terminah sootvetstvu¸wih norm nevØzok. Sledovatel~no, uhudxenie kaqestva pereobuslavlivaniØ, svØzannoe s perehodom ot toqnogo FSAI-pereobuslavlivatelØ G k priblißennomu FSAIpereobuslavlivatel¸ H, moßet byt~ oceneno v terminah otno-

PEREOBUSLAVLIVANIE 41

xeniØ β(HAH^T ) β(GAG^T ) = (^n∏ i=1 g_{ii} h_{ii} )_{2/n} = [^n∏ i=1 ( 1 + g^2_{ii}( ~E A ~E^T ) ) ii ]_{1/n}

6 1 + max_{i:ni}¿_1^{g^2_{ii}(^~E A^~E^T )ii^} ,

(3.27)

gde my ispol~zovali lemmu 3.2. Zametim, qto po teoreme 2.2 β(HAH^T ) / β(GAG^T ) > 1.

Iz (3.27) i (3.25) neposredstvenno vytekaet sledu¸waØ ocenka dlØ otnoxeniØ β(H^{(k)} A H^{(k)T} ) / β(GAG^T ), gde matricy H^{(k)} ØvlØ¸tsØ PCG-approksimaciØmi k G, ime¸wimi tot ße xablon razreßennosti.

Teorema 3.4. V predpoloßeniØh teoremy 3.2 spravedlivy nera-

venstva

1 6^{β(H(k) A H(k)T )} β(GAG^T )

6 1 + 4 max_{i:ni}¿_1^{g^2_{ii}^{( √}–^{i − 1}√–_{i + 1}^{)2k}(^~E^{(0)} A^~E^{(0)T} )ii^}, k > 1.

§4. Qislennye rezul~taty

V fftom paragrafe predstavleny rezul~taty qislennyh ffksperimentov po ispol~zovani¸ priblißennyh FSAI-pereobuslavli-vateleæ vmesto toqnyh pri rexenii lineænyh sistem uravneniæ s simmetriqnymi, poloßitel~no opredelennymi matricami kofffficientov, voznika¸wih iz koneqno-fflementnyh approksimaciæ zadaq lineænoæ teorii uprugosti.

DlØ naxih ffksperimentov byli vybrany dve zadaqi lineænoæ teorii uprugosti dlØ ortotropnyh materialov, kotorye ranee rassmatrivalis~ v [20]. PervaØ iz nih sootvetstvuet kubiqeskoæ oblasti s nulevymi peremeweniØmi na treh poparno-smeßnyh granØh v kaqestve kraevyh usloviæ. VtoraØ zadaqa – ffto standartnaØ zadaqa vyqislitel~noæ mehaniki o xveælere. Tri testovye sistemy lineænyh uravneniæ vida Ax = b s simmetriqnymi, poloßitel~no opredelennymi matricami kofffficientov^∗

�Testovye lineænye sistemy moßno poluqit~ ot avtorov v ASCIIformate qerez ftp.

42 A. ı. EREMIN, L. ı. KOLOTILINA, A. A. NIKIXIN

byli poluqeny primeneniem ierarhiqeskoæ p-versii konformnogo metoda koneqnyh fflementov s p = 3 dlØ kubiqeskoæ oblasti i s p = 1, 4 dlØ zadaqi o xveælere k sootvetstvu¸wim variacionnym postanovkam (podrobnee sm. v [20]) i simmetriqnym masxtabirovaniem po ˚kobi rezul~tiru¸xih matric kofffficientov. PervaØ lineænaØ sistema, otveqa¸waØ kubiqeskoæ oblasti, dostatoqno horoxo obuslovlena (condA = 1.03·10^7), a dve drugie sistemy ØvlØ¸tsØ ves~ma plohoobuslovlennymi (condA > 2.7 · 10^9).

DlØ kaßdoæ iz testovyh sistem byli postroeny (s pomow~¸ metoda Holeckogo) toqnye FSAI-pereobuslavlivateli, sootvetstvu¸wie dvum xablonam razreßennosti, nazyvaemym “ishodnym” i “rasxirennym.” “Ishodnyæ” xablon razreßennosti sovpadaet s xablonom razreßennosti nißneæ treugol~noæ qasti rassmatrivaemoæ matricy kofffficientov, a “rasxirennyæ” xablon – ffto xablon s odnim urovnem zapolneniØ.

Priblißennye FSAI-pereobuslavlivateli byli postroeny s pomow~¸ (nesimmetriqno) pereobuslovlennogo bloqnogo metoda soprØßennyh gradientov (PBCG-metoda) [21]. Vybor bloqnogo varianta CG-metoda svØzan s tem, qto dlØ rassmatrivaemyh testovyh zadaq estestvenno voznika¸t lokal~nye sistemy s odnimi i temi ße matricami kofffficientov i neskol~kimi (> 3) pravymi qastØmi. Dalee, kak sleduet iz teoremy 2 v [21], PBCG-metod obladaet svoæstvom minimizacii A-norm vektorov oxibki, qto garantiruet monotonnu¸ shodimost~ diagonal~nyh fflementov posledovatel~no stroØwihsØ priblißennyh FSAI-pereobuslavlivateleæ (sm. §3). Nakonec, sleduet otmetit~, qto pri rexenii lokal~nyh sistem bylo ispol~zovano ih FSAIpereobuslavlivanie s xablonami razreßennosti, dubliru¸wimi xablony nißnih treugol~nyh qasteæ “lokal~nyh” matric kofffficientov.

Osnovnoæ praktiqeskiæ vyvod iz privedennyh v §3 rassmotreniæ sostoit v tom, qto posledovatel~nosti {h^{(k)}_{ii} } monotonno shodØtsØ k sootvetstvu¸wim fflementam g_{ii}, priqem znaqeniØ diagonal~nyh fflementov h^{(k)}_{ii} , opredelØ¸wie znaqeniØ ‖I − H^{(k)} L_A‖_F i β(H^{(k)} A H^{(k)T} ), mogut byt~ prinØty v kaqestve mery kaqestva sootvetstvu¸wih strok pereobuslavlivatelØ H^{(k)}.

OsnovyvaØs~ na takom ponimanii, dlØ ostanovki lokal~nyh

PEREOBUSLAVLIVANIE 43

iteraciæ my ispol~zovali sledu¸wiæ kriteriæ: max 16i6n h^{(k+1)} ii − h^{(k)}_{ii} h^{(k)}_{ii}

6 tol (tol > 0). (4.1)

Zametim, qto na kaßdoæ iteracii dlØ i-oæ lokal~noæ sistemy, opredelØ¸weæ i-u¸ stroku matricy ~H^{(k)}, neobhodimo vyqislØt~ veliqinu h^{(k)}_{ii}^{−1} = ( ~H^{(k)} A ~H^{(k)T} )_{ii}, togda kak vnediagonal~nye fflementy okonqatel~noæ pereobuslavliva¸weæ matricy H vyqislØ¸tsØ odin raz posle okonqaniØ vseh iteracionnyh processov rexeniØ lokal~nyh sistem.

Qislennye rezul~taty dlØ treh testovyh lineænyh sistem, dlØ pereobuslavlivaniØ kaßdoæ iz kotoryh ispol~zovalos~ neskol~ko toqnyh i priblißennyh FSAI-pereobuslavlivateleæ, predstavleny v tablice 1. V tablice prinØty sledu¸wie oboznaqeniØ:

N – porØdok lineænoæ sistemy;

N Z – qislo nenulevyh fflementov v matrice kofffficientov;

tol – porogovyæ parametr, ispol~zuemyæ v lokal~- nom kriterii ostanovki (4.1), a tol = 0 oznaqaet, qto pereobuslavlivatel~ vyqislen s pomow~¸ metoda Holeckogo;

IT_{loc} – qislo lokal~nyh iteraciæ, neobhodimyh dlØ udovletvoreniØ kriteriØ (4.1) pri sootvetstvu¸- wem znaqenii tol;

IT – qislo global~nyh FSAI-CG-iteraciæ, trebu¸- wihsØ dlØ udovletvoreniØ kriteriØ ostanovki global~nyh iteraciæ

log_{10}(‖r_k‖_2 / ‖r_0‖_2) < −10,

gde r_k – ffto nevØzka na k-oæ iteracii PCG-metoda; λ_{max}(λ_{min}) – naibol~xee (naimen~xee) sobstvennoe znaqenie trehdiagonal~noæ matricy, sostavlennoæ iz kofffficientov PCG-metoda; cond = λ_{max}/λ_{min}

AnaliziruØ dannye, privedennye v tablice 1, moßno sdelat~ dva osnovnyh vyvoda. Vo-pervyh, lokal~nyæ kriteriæ ostanovki

44 A. ı. EREMIN, L. ı. KOLOTILINA, A. A. NIKIXIN

(4.1) rabotaet vpolne udovletvoritel~no, i qislo neobhodimyh global~nyh iteraciæ monotonno ubyvaet pri umen~xenii znaqeniØ tol. Interesno otmetit~, qto dlØ iteracionno postroennyh FSAI-pereobuslavlivateleæ qislo global~nyh iteraciæ, neobhodimyh dlØ udovletvoreniØ global~nogo kriteriØ ostanovki, moßet byt~ daße men~xim, qem dlØ sootvetstvu¸wego “toqnogo” pereobuslavlivatelØ (sm. dannye dlØ testovyh sistem 2 i 3), esli tol~ko znaqenie tol, ispol~zuemoe v lokal~nom kriterii ostanovki (4.1) dostatoqno malo. Ob¨Øsneniem fftogo ØvleniØ my poka ne raspolagaem. Vo-vtoryh, esli matrica kofffficientov dostatoqno horoxo obuslovlena i/ili toqnyæ FSAIpereobuslavlivatel~ imeet otnositel~no nevysokoe kaqestvo, to razumnym predstavlØetsØ vybor tol = 10^{−1} ili tol = 10^{−2}, togda kak dlØ ploho obuslovlennyh sistem i otnositel~no kaqestvennyh FSAI-pereobuslavlivateleæ znaqenie tol sleduet umen~xit~ do 10^{−3} − 10^{−4}.

PEREOBUSLAVLIVANIE 45

Tablica 1.

TestovaØ sistema 1: N = 5040, NZ = 688108

S tol IT_{loc} IT λ_{min} λ_{max} COND Ishod. 0.0 − 218 8.9145e-03 3.9629 444.55 Ishod. 1.0-e1 1 218 8.9145e-03 3.9629 444.55 Rasxir. 0.0 − 73 3.4061e-02 2.0882 61.307 Rasxir. 1.0e-1 3 82 2.7588e-02 2.2096 80.095 Rasxir. 1.0e-2 4 76 3.1572e-02 2.1416 67.830 Rasxir. 1.0e-3 8 73 3.3242e-02 2.0910 62.901 Rasxir. 1.0e-4 12 73 3.3905e-02 2.0876 61.571

TestovaØ sistema 2: N = 3088, NZ = 733872

S tol IT_{loc} IT λ_{min} λ_{max} COND Ishod. 0.0 − 2855 3.8945e-07 4.0550 1.0412e+07 Ishod. 1.0-e2 1 2823 3.8945e-07 4.0550 1.0412e+07 Rasxir. 0.0 − 418 3.1321e-06 2.0657 6.5952e+05 Rasxir. 1.0e-1 9 440 3.0968e-06 2.2011 7.1075e+05 Rasxir. 1.0e-2 11 425 3.1796e-06 2.0703 6.5112e+05 Rasxir. 1.0e-3 21 417 3.1602e-06 2.0638 6.5306e+05 Rasxir. 1.0e-4 28 411 3.1403e-06 2.0635 6.5712e+05

TestovaØ sistema 3: N = 6183, NZ = 790755

S tol IT_{loc} IT λ_{min} λ_{max} COND Ishod. 0.0 − > 3000 5.8359e-07 4.0447 6.9307e+06 Rasxir. 0.0 − 1065 2.1491e-06 2.8593 1.3304e+06 Rasxir. 1.0e-1 9 1385 1, 3032e-06 3.1800 2.4401e+06 Rasxir. 1.0e-2 33 1172 1.8281e-06 2.9511 1.6143e+06 Rasxir. 1.0e-3 43 1050 2.1332e-06 2.8609 1.3411e+06 Rasxir. 1.0e-4 60 1025 2.0805e-06 2.8604 1.3748e+06

46 A. ı. EREMIN, L. ı. KOLOTILINA, A. A. NIKIXIN

§5. Vyvody i zakl¸qitel~nye zameqaniØ

V rabote predstavleny novye rezul~taty teoretiqeskogo i ffksperimental~nogo issledovaniØ pereobuslavlivaniæ s pomow~¸ faktorizovannyh razreßennyh priblißennyh obratnyh. Ob¨Øsnena vaßnost~ vkl¸qeniØ masxtabirovaniØ po ˚kobi v konstrukci¸ FSAI-pereobuslavlivateleæ. Takße pokazano, qto toqnye FSAI-pereobuslavlivateli moßno zamenit~ na priblißennye praktiqeski bez poteri kaqestva pereobuslavlivaniØ, qto dostigaetsØ blagodarØ ispol~zovani¸ prostogo kriteriØ ostanovki lokal~nyh iteraciæ, osnovannogo na monotonnoæ shodimosti diagonal~nyh fflementov stroØweæsØ posledovatel~nosti priblißennyh matric-pereobuslavlivateleæ. Vaßno podqerknut~, qto priblißennye FSAI-pereobuslavlivateli ne trebuetsØ vyqislØt~ s bol~xoæ toqnost~¸, i, kak svidetel~stvu- ¸t ime¸wiesØ ffksperimental~nye dannye, znaqenie tol = 10^{−3} v (4.1) ØvlØetsØ priemlemym na praktike.

Drugoæ vyvod, vyteka¸wiæ iz predstavlennyh ffksperimental~nyh dannyh, sostoit v tom, qto (po kraæneæ mere dlØ rassmatrivaemogo klassa zadaq) razumnyæ xablon razreßennosti FSAI-pereobuslavlivatelØ moßet byt~ predpisan apriori, i odnim iz vozmoßnyh variantov vybora ØvlØetsØ xablon, nazyvaemyæ v §4 rasxirennym.

Nakonec, sleduet otmetit~, qto v dannoæ stat~e my soznatel~- no izbegali obsußdeniØ voprosov, svØzannyh so sravneniem toqnyh i priblißennyh FSAI-pereobuslavlivateleæ (v predpoloßenii, qto toqnye pereobuslavlivateli deæstvitel~no mogut byt~ postroeny) s toqki zreniØ ih ffffektivnosti. �to svØzano s tem, qto bez fiksirovaniØ dostatoqno uzkogo klassa zadaq i vyqislitel~noæ platformy takoe sravnenie bylo by spekulØtivnym. V sootvetstvii s fftim, osnovnoæ cel~¸ dannogo issledovaniØ bylo prodemonstrirovat~ principial~nu¸ vozmoßnost~ zameny toqnyh FSAI-pereobuslavlivateleæ na priblißennye bez znaqitel~nogo uhudxeniØ rezul~tiru¸weæ skorosti shodimosti.

Literatura

1. I. E. Kaporin, Al~ternativnyæ podhod k ocenke qisla iteraciæ metoda soprØßennyh gradientov. — V kn.: Qislennye metody i programmnoe obespeqenie. M., Otdel vyqislitel~noæ matematiki AN SSSR, 1990, 55–72.

PEREOBUSLAVLIVANIE 47

2. M. W. Benson, P. O. Frederickson, Iterative solution of large sparse linear systems arising in certain multidimensional approximation problems. — Utilitas Math. 22 (1982), 127–140.

3. M. Benzi, C. D. Meyer, M. Tu̇ma, A sparse approximate inverse preconditioner for the conjugate gradient method. — SIAM J. Sci. Comput. 17 (1996).

4. M. Benzi, M. Tu̇ma, A sparse approximate inverse preconditioner for nonsymmetric linear systems. Tech. Rep. No. 653, Oct. 1995, Inst. Computer Science, Academy of Sciences of the Czech Republic, 1995.

5. E. Chow, Y. Saad, Approximate inverse preconditioners for general sparse matrices. Res. Rep. UMSI 94/101, Univ. of Minnesota, Supercomputer Inst., Minneapolis, Minnesota, USA, 1994.

6. E. Chow, Y. Saad, Approximate inverse techniques for block-partitioned matrices.

Res. Rep. UMSI 95/13, Univ. of Minnesota, Supercomputer Inst., Minneapolis, Minnesota, USA, 1995.

7. P. Concus, G. H. Golub, D. P. O’Leary, A generalized conjugate gradient method for the numerical solution of elliptic partial differential equations. Sparse Matrix Computations, pod red. J. R. Bunch & D. J. Rose, New York, Academic Press, 1976, 309–332.

8. P. Dewilde, E. F. Deprettere, Approximate inversion of positive matrices with applications to modelling. Modelling, Robustness, and Sensitivity Reduction in Control Systems, pod red. R. F. Curtain, NATO ASI Series, F 34 (1987), 211–238.

9. N. I. M. Gould, J. A. Scott, On approximate-inverse preconditioners. Tech. Rep.

RAL 95-026, Rutherford Appleton Lab., Chilton, England, 1995. 10. M. Grote, H. Simon, Parallel preconditioning and approximate inverses on the Connection Machine. Proceedings of the Sixth SIAM Conference on Parallel Processing for Scientific Computing pod red. R. Sincovec i dr., Philadelphia, SIAM, 1993, 519–523.

11. Y. P. Hong, C. T. Pan, A lower bound for the smallest singular value. — Linear Algebra Appl. 172 (1992), 27–32.

12. R. Horn, C. Johnson, Topics in Matrix Analysis. New York, Cambridge Univ.

Press., 1991.

13. T. Huckle, M. Grote, A new approach to parallel preconditioning with sparse approximate inverses. Manuscript SCCM 94-03, Scietific Computing and Computational Mathematics Program, Stanford Univ., Stanford, CA, USA, 1994.

14. I. E. Kaporin, Explicitly preconditioned conjugate gradient method for the solution of unsymmetric linear systems. — Int. J. Comput. Math. 40 (1992), 169–187.

15. I. E. Kaporin, New convergence results and preconditioning strategies for the conjugate gradient method. — Numer. Linear Algebra Appl. 1 (1994), 179–210.

16. I. E. Kaporin, The trace/determinant condition number: several properties and application to polynomial preconditionings. — Numer. Linear Algebra Appl.

17. L. Yu. Kolotilina, A. Yu. Yeremin, On a family of two-level preconditionings of the incomplete block factorization type. — Sov. J. Numer. Anal. Math. Model. 1 (1986), 293–320.

18. L. Yu. Kolotilina, A. Yu. Yeremin, Factorized sparse approximate inverse preconditionings. I: Theory. — SIAM J. Matrix Anal. Appl. 14 (1993), 45–58.

19. L. Yu. Kolotilina, A. Yu. Yeremin, Factorized sparse approximate inverse preconditionings. II: Solution of 3D FE systems on massively parallel computers. —

48 A. ı. EREMIN, L. ı. KOLOTILINA, A. A. NIKIXIN

Int. J. High Speed Computing 7 (1995), 191–215.

20. L. Yu. Kolotilina, A. Yu. Yeremin, Block SSOR preconditionings for high order FE systems, III: Incomplete BSSOR preconditionings. — Numer. Linear Algebra Appl..

21. D. P. O’Leary, The block conjugate gradient algorithm and related methods. — Linear Algebra Appl. 29 (1980), 293–322.

Yeremin A. Yu., Kolotilina L. Yu., and Nikishin A. A. Factorized sparse approximate inverse preconditionings III. Iterative construction of preconditioners.

This paper presents new results of the theoretical study of factorized sparse approximate inverse (FSAI) preconditioners. In particular, the effect of the a posteriori Jacobi scaling and the possibility of constructing such preconditioners iteratively are analyzed. A simple stopping criterion for the termination of local iterations for constructing approximate FSAI preconditioners using the PCG method is proposed. The results of numirical experimernts with 3D finite-element problems from linear elasticity are presented.

Postupilo 3 noØbrØ 1997 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im.V. A. Steklova RAN

Nauqno-issledovatel~skiæ vyqislitel~nyæ centr Moskovskogo gosudarstvennogo universiteta

Vyqislitel~nyæ centr RAN g. Moskva