Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 248, 1998 g.

A. ı. Eremin, I. E. Kaporin

VLI˚NIE NAIBOL^XIH SOBSTVENNYH ZNAQENI` NA QISLENNUı SHODIMOST^ METODA SOPR˚ȷENNYH GRADIENTOV

1. Postanovka zadaqi

Rassmotrim metod soprØßennyh gradientov, primenennyæ k rexeni¸ (predobuslovlennoæ) sistemy uravneniæ oqen~ bol~- xogo razmera M x = b, (1.1)

gde matrica M ØvlØetsØ simmetriqnoæ poloßitel~no opredelennoæ, M = M^T > 0.

Teoretiqeski, metod soprØßennyh gradientov ffffektivno ispol~zuet naliqie izolirovannyh sobstvennyh znaqeniæ vblizi oboih koncov spektra sobstvennyh znaqeniæ matricy M . Takim obrazom, v fftom sluqae dlØ shodimosti metoda s zadannoæ toqnost~¸ trebuetsØ vypolnit~ gorazdo men~xe iteraciæ po sravneni¸ s ocenkoæ, vyteka¸weæ iz standartnoæ granicy pogrexnosti qerez maksimal~noe i minimal~noe sobstvennye znaqeniØ matricy M : ‖r_k‖_M�1 ‖r_0‖_M�1 6 1 T_k(^{λn+λ1} λ_n−λ1 ) , (1.2)

gde n – porØdok matricy M , a

0 < λ_1 6 · · · 6 λ_n

– sobstvennye znaqeniØ matricy M , uporØdoqennye v porØdke neubyvaniØ.

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ finansovoæ podderßke Ogranizacii nauqnyh issledovaniæ Niderlandov (the Netherlands Organisation for Scientific

Research (NWO)), grant 047 003 017, i INTASa i RFFI, grant 95-0098. 5

6 A. ı. EREMIN, I. E. KAPORIN

Odnako v sluqae, kogda vyqisleniØ provodØtsØ v arifmetike s plava¸weæ toqkoæ, naliqie izolirovannyh naibol~xih sobstvennyh znaqeniæ matricy M obyqno privodit k suwestvennomu uveliqeni¸ qisla iteraciæ metoda soprØßennyh gradientov (po sravneni¸ s ego “toqnym” analogom). Uveliqenie qisla iteraciæ moßet byt~ nastol~ko znaqitel~nym, qto naliqie izolirovannyh naibol~xih sobstvennyh znaqeniæ matricy M prihoditsØ rassmatrivat~ skoree kak nedostatok vybrannoæ strategii predobuslovlivaniØ. V nastoØweæ rabote privodØtsØ rezul~taty nekotoryh qislennyh ffksperimentov, svidetel~stvu- ¸wie v pol~zu takoæ toqki zreniØ.

2. O processe Lancoxa i znaqeniØh Ritca, svØzannyh s metodom soprØßennyh gradientov

Sravnenie toqnogo spektra sobstvennyh znaqeniæ matricy M so spektrom znaqeniæ Ritca (sovpada¸wih s mnoßestvom sobstvennyh znaqeniæ trehdiagonal~noæ matricy T_k, voznika¸weæ na k-æ iteracii metoda soprØßennyh gradientov) pozvolØet sdelat~ sledu¸wie zakl¸qeniØ.

Spektr matricy M obyqno moßno razdelit~ na sledu¸wie tri podmnoßestva:

(a) Naimen~xie izolirovannye sobstvennye znaqeniØ. (b) Klasterizovannye sobstvennye znaqeniØ (t.e. ne otliqimye drug ot druga i vosprinimaemye kak nepreryvnyæ spektr).

(c) Naibol~xie izolirovannye sobstvennye znaqeniØ. Pri rexenii zadaq oqen~ bol~xogo razmera metodom soprØßennyh gradientov negativnoe vliØnie naibol~xih izolirovannyh sobstvennyh znaqeniæ M moßno ob¨Øsnit~ sledu¸wim obrazom.

Na k-æ iteracii metoda soprØßennyh gradientov, sootvetstvu¸wiæ eæ spektr Ritca takße moßet byt~ razbit na analogiqnye tri podmnoßestva:

(a) ZnaqeniØ Ritca, horoxo approksimiru¸wie naimen~xie sobstvennye znaqeniØ matricy M .

(b) ZnaqeniØ Ritca, ploho approksimiru¸wie sobstvennye znaqeniØ matricy M ili voobwe ne approksimiru¸wie ih, leßawie v oblasti klasterizovannyh sobstvennyh znaqeniæ matricy M .

(c) ZnaqeniØ Ritca, horoxo approksimiru¸wie naibol~xie

VLI˚NIE NAIBOL^XIH SOBSTVENNYH ZNAQENI` 7 sobstvennye znaqeniØ matricy M , no predstavlennye s izbytoqnymi kratnostØmi.

Kak pravilo, qem bol~xe veliqina znaqeniØ Ritca iz podmnoßestva (c), tem bol~xe ego kratnost~. Krome togo, ffta kratnost~ vozrastaet primerno kak lineænaØ funkciØ ot qisla iteraciæ k metoda soprØßennyh gradientov. Dalee, ffta kratnost~ uveliqivaetsØ pri perehode k vyqisleniØm s men~xeæ toqnost~¸ predstavleniØ qisel (napr., pri zamene tipa qisel double precision na tip single precision).

Nakonec, koliqestvo naibol~xih sobstvennyh znaqeniæ, kotorye mogut rassmatrivat~sØ kak izolirovannye, takße vozrastaet s uveliqeniem qisla iteraciæ k, tak kak kriteriæ “izolirovannosti” i-go sobstvennogo znaqeniØ okazyvaetsØ sledu¸wim: |λ_i − λ_{i+1}| λ_i = O(k^{−2}), |λ_i − λ_{i−1}| λ_i = O(k^{−2}). (2.1)

Summarnoe koliqestvo vseh izbytoqnyh kratnosteæ naibol~xih znaqeniæ Ritca ves~ma toqno sootvetstvuet qislu “lixnih” iteraciæ metoda soprØßennyh gradientov, vypolnØemyh iskl¸qitel~no vvidu naliqiØ pogrexnosteæ arifmetiki s plava¸weæ toqkoæ [2].

Takim obrazom, esli predobuslovlivanie okazalos~ “neustoæqivym” (t.e. matrica M imeet mnogo izolirovannyh naibol~xih sobstvennyh znaqeniæ, vyzyva¸wih intensivnu¸ poter¸ ortogonal~nosti v rekurrentnyh sootnoxeniØh metoda soprØßennyh gradientov), to ves~ma znaqitel~naØ qast~ iteraciæ (50% i bolee) faktiqeski vypolnØetsØ lix~ dlØ togo, qtoby preodolet~ netoqnost~ vyqisleniæ s plava¸weæ toqkoæ.

3. Osnovnye rezul~taty raboty

V nastoØweæ rabote my rassmotrim nekotorye qislennye primery, pokazyva¸wie qto:

(a) pri rexenii ploho obuslovlennyh sistem bol~xogo razmera intensivnost~ dublirovaniØ naibol~xih znaqeniæ Ritca moßet byt~ stol~ velika, qto naliqiem promeßutkov meßdu naibol~ximi sobstvennymi znaqeniØmi matricy M praktiqeski moßno prenebreq~ (tak kak ono ne moßet byt~ ffffektivno ispol~zovano);

(b) do teh por, poka dublirovanie naimen~xih izolirovannyh sobstvennyh znaqeniæ ne vliØet na shodimost~ metoda soprØ-

8 A. ı. EREMIN, I. E. KAPORIN ßennyh gradientov, real~naØ skorost~ shodimosti moßet byt~ dostatoqno toqno opisana v terminah ocenki pogrexnosti, zavisØweæ tol~ko ot maksimal~nogo sobstvennogo znaqeniØ matricy M i nekotorogo qisla ee naimen~xih sobstvennyh znaqeniæ (primery takih ocenok moßno naæti v [1, 2]): ‖r_k‖_M�1 ‖r_0‖_M�1 6 min 06j≪k ∏_j i=1(^{eλj}_{λi} ) T_{k−j}(^{λn+λ1} λ_n−λ1 ) , e = exp(1); (3.1)

(c) kak tol~ko obnarußivaet sebØ kopirovanie naimen~xih sobstvennyh znaqeniæ matricy M (qto privodit k dopolnitel~- nomu zamedleni¸ shodimosti metoda soprØßennyh gradientov), real~naØ skorost~ shodimosti moßet byt~ opisana v terminah naimen~xih znaqeniæ Ritca 0 < μ_1 6 . . . 6 μ_k (s uqetom ih dublirovaniØ) sledu¸wim obrazom: ‖r_k‖_M�1 ‖r_0‖_M�1 6 min 06j≪k ∏_j i=1(^{eμj}_{μi} ) T_{k−j}(^{μn +μ1} μ_n −μ1 ) , e = exp(1); (3.2)

zdes~ simvol “≪” oznaqaet, qto beretsØ pervyæ lokal~nyæ minimum, naædennyæ pri j = 0, 1, . . ..

4. Opisanie testovyh matric

DlØ postroeniØ testovyh zadaq ispol~zovalos~ semeæstvo matric, parametrizovannyh xest~¸ parametrami, kotorye opredelØli granicy treh segmentov, soderßavxih spektr matricy, i qislo sobstvennyh znaqeniæ v kaßdom iz fftih segmentov. Vnutri kaßdogo segmenta sobstvennye znaqeniØ matricy M byli podqineny ravnomernomu raspredeleni¸, t.e.

λ_i = γ_0 + (γ_1 − γ_0) i − 1 m_L , i = 1, . . . , m_L, λ_i = γ_1 + (γ_2 − γ_1) i − m_L − 1 n − m_L − m_R − 1 , i = m_L + 1, . . . , n − m_R − 1, λ_i = γ_2 + (γ_3 − γ_2) i − n + m_R m_R , i = n − m_R + 1, . . . , n, gde vo vseh sluqaØh polagalos~ γ_2 = 1. Takim obrazom, λ_1 − γ_0, λ_n = γ_3,

VLI˚NIE NAIBOL^XIH SOBSTVENNYH ZNAQENI` 9 a m_L i m_R predstavlØ¸t soboæ koliqestvo izolirovannyh naimen~xih i naibol~xih sobstvennyh znaqeniæ, sootvetstvenno. VvodØ diagonal~nu¸ matricu

Λ = Diag(λ_1, . . . , λ_n),

my opredelØem matricu M , ispol~zuemu¸ na iteraciØh metoda soprØßennyh gradientov, kak proizvedenie M = ( I − 2 vv^T v^T v ) λ ( I − 2 vv^T v^T v )

s nekotorym nenulevym vektorom v. V naxih ffksperimentah ispol~zovalsØ vektor v = [1, 1, . . . , 1]^T .

Sobstvennye znaqeniØ matricy M oqevidno ravny λ_1, . . . , λ_n, tak kak I − 2vv^T /v^T v predstavlØet soboæ fflementarnu¸ matricu otraßeniØ. V to ße vremØ, ffta matrica moßet hranit~sØ s ispol~zovaniem lix~ O(n) Øqeek pamØti i moßet byt~ umnoßena na vektor za O(n) arifmetiqeskih operaciæ. Takim obrazom, ukazannoe semeæstvo matric pozvolØet provesti netrivial~nye testovye rasqety po metodu soprØßennyh gradientov dlØ matric s zaranee izvestnym spektrom sobstvennyh znaqeniæ pri minimal~nyh zatratah vyqislitel~nyh resursov.

DlØ testovyh zadaq tipa (1.1), opisannyh niße, ispol~zovalas~ pravaØ qast~ vida b = M x_∗, gde toqnoe rexenie x_∗ vybiralos~ v vide x_∗ = [n, n/2, n/3, . . . , 1]^T . V kaqestve naqal~nogo priblißeniØ dlØ metoda soprØßennyh gradientov ispol~zovalsØ nulevoæ vektor.

5. Naskol~ko mnogo izbytoqnyh iteraciæ moßet poØvit~sØ iz-za naliqiØ izolirovannyh naibol~xih sobstvennyh znaqeniæ_{DlØ togo, qtoby naruxilis~ svoæstva ortogonal~nosti “toq-}

nyh” rekurrentnyh sootnoxeniæ metoda soprØßennyh gradientov, vovse ne obØzatel~no vybirat~, naprimer, λ_n = 10^9, λ_{n−1} =

10 A. ı. EREMIN, I. E. KAPORIN 10^6, λ_{n−1} = 10^3, a ostal~nye sobstvennye znaqeniØ – meßdu 0 i 1, kak ffto delalos~ v [2] i drugih rabotah. Pri rexenii nedostatoqno horoxo obuslovlennyh sistem dlØ shodimosti mogut potrebovat~sØ do neskol~kih tysØq iteraciæ, i dlØ togo, qtoby nekotoroe sobstvennoe znaqenie ne okazalos~ izolirovannym v smysle (2.1), spektr dolßen byt~ ves~ma plotnym sleva ot λ_n. V protivnom sluqae, poterØ ortogonal~nosti iz-za dublirovaniØ naibol~xih znaqeniæ Ritca vozniknet uße posle pervyh neskol~kih desØtkov iteraciæ.

Rassmotrim sledu¸wie testovye zadaqi:

Zadaqa 1. Zadaqa 2. Zadaqa 3. n = 100000, n = 100000, n = 100000,

m_L = 200, m_L = 200, m_L = 200,

m_R = 20, m_R = 50, m_R = n − 200,

γ_0 = 0.001, γ_0 = 0.001, γ_0 = 0.001,

γ_1 = 0.5, γ_1 = 0.5, γ_1 = 1.0,

γ_2 = 1.0, γ_2 = 1.0, γ_2 = 1.0,

γ_3 = 10.0. γ_3 = 10.0. γ_3 = 10.0.

Promeßutki meßdu sosednimi naibol~ximi sobstvennymi znaqeniØmi v zadaqah 1 i 2 sostavlØ¸t lix~ 5% i 2% ot λ_n, sootvetstvenno. �ti zadaqi sravnivalis~ s zadaqeæ 3, ime¸weæ to ße qislo obuslovlennosti 10^4, no oqen~ plotnyæ spektr sleva ot λ_n.

Posle dostißeniØ shodimosti iteraciæ s toqnost~¸ ε = 10^{−7} (tak kak ispol~zovalas~ arifmetika s odnokratnoæ toqnost~¸, to ne bylo smysla brat~ men~xie znaqeniØ ε), proizvodilos~ vyqislenie vseh znaqeniæ Ritca, t.e. sobstvennyh znaqeniæ trehdiagonal~noæ matricy, postroennoæ k posledneæ iteracii. Iz rezul~tatov rabot [1] i [2] sleduet, qto “teoretiqeskoe” qislo iteraciæ moßet byt~ oceneno kak koliqestvo (qislenno) razliqnyh znaqeniæ Ritca. Takim obrazom, obwee koliqestvo izbytoqnyh ritcevskih kopiæ dlØ vseh sobstvennyh znaqeniæ prinimalos~ ravnym koliqestvu “izbytoqnyh iteraciæ”, svØzannyh s vmexatel~stvom pogrexnosteæ arifmetiki s plava¸weæ toqkoæ.

DlØ ukazannyh treh zadaq na Ris. 1 privedeny grafiki veliqiny znaqeniæ Ritca μ_i kak funkcii ih nomera (napomnim,

VLI˚NIE NAIBOL^XIH SOBSTVENNYH ZNAQENI` 11

Ris. 1. Veliqiny znaqeniæ Ritca v zavisimosti ot ih nomera dlØ zadaq 1–3.

qto znaqeniØ Ritca uporØdoqeny po vozrastani¸). DlØ pervyh dvuh zadaq intensivnoe vozniknovenie kopiæ Ritca dlØ naibol~- xih sobstvennyh znaqeniæ oqevidnym obrazom privodit k krivym tipa “lestnicy”. KaßdaØ “stupen~ka” sootvetstvuet odnomu sobstvennomu znaqeni¸ matricy M , v to vremØ kak ee dlina proporcional~na koliqestvu izbytoqnyh ritcevskih kopiæ fftogo sobstvennogo znaqeniØ. DlØ zadaqi 1 shodimost~ byla dostignuta za 355 iteraciæ, 219 iz kotoryh byli izbytoqnymi. DlØ zadaqi 2 ffti qisla sostavlØli 401 i 241, sootvetstvenno. V to ße vremØ, dlØ zadaqi 3 metod soprØßennyh gradientov dostig shodimosti za 425 iteraciæ, kopirovaniØ znaqeniæ Ritca ne nabl¸dalos~, i ffto qislo iteraciæ bylo ves~ma blizko k ego “toqnomu” znaqeni¸. Sootvetstvu¸waØ krivaØ na Ris. 1 vyglØ-

12 A. ı. EREMIN, I. E. KAPORIN dit vpolne gladkoæ i ves~ma blizka k sdvinutomu i otmasxtabirovannomu grafiku funkcii 1 − cos(x). (�ta funkciØ voznikaet, kogda znaqeniØ Ritca blizki k kornØm sdvinutogo mnogoqlena Qebyxeva.)

Ots¸da moßno zakl¸qit~, qto:

(a) tol~ko otdelennost~ naimen~xih sobstvennyh znaqeniæ moßet byt~ dostatoqno nadeßno uqtena nekotorymi netrivial~nymi ocenkami shodimosti metoda soprØßennyh gradientov (napr., (3.1)) kotorye ispol~zu¸tsØ s cel~¸ utoqneniØ standartnoæ ocenki (1.2); (b) osnovnoe deæstvie strategiæ predobuslovlivaniØ, prednaznaqennyh dlØ ispol~zovaniØ pri rexenii ploho obuslovlennyh zadaq bol~xogo razmera, dolßno svodit~sØ (pomimo uluqxeniØ qisla obuslovlennosti) ne tol~ko k “razreßeni¸” naimen~xih sobstvennyh znaqeniæ M , no takße i k “uplotneni¸” naibol~xih sobstvennyh znaqeniæ.

6. Qislennoe testirovanie nekotoryh ocenok shodimosti metoda soprØßennyh gradientov, prinima¸wih vo vnimanie otdelennost~ naimen~xih sobstvennyh znaqeniæ

Iz skazannogo vyxe sleduet, qto l¸baØ ocenka shodimosti metoda soprØßennyh gradientov, ime¸waØ praktiqeskoe znaqenie, dolßna ignorirovat~ otdelennost~ naibol~xih sobstvennyh znaqeniæ. Deæstvitel~no, poqti ves~ “teoretiqeskiæ” vyigryx, poluqennyæ ot uqeta otdelennost~ naibol~xih sobstvennyh znaqeniæ, svoditsØ na net za sqet kopirovaniØ sootvetstvu- ¸wih znaqeniæ Ritca v prisutstvii pogrexnosteæ arifmetiki s plava¸weæ toqkoæ. Ots¸da Øsno, poqemu my otdaem predpoqtenie ocenke (3.1), legko vyteka¸weæ iz rezul~tatov rabot [1] i [2]. Odnako, kak ffto otmeqeno v [2] i podtverßdeno mnogimi qislennymi ffksperimentami, ffta ocenka spravedliva lix~ do teh por, poka ne naqalos~ kopirovanie naimen~xih znaqeniæ Ritca. V protivnom sluqae, ostaetsØ spravedlivoæ tol~ko ocenka (3.2), predloßennaØ v nastoØweæ rabote. Zametim, qto ffta ocenka vkl¸qaet v sebØ lix~ veliqiny μ_1, μ_2, . . ., i ee moßno legko vyqislit~ na l¸boæ iteracii metoda soprØßennyh gradientov (v otliqie ot toqnyh kraænih sobstvennyh znaqeniæ, kotorye ne izvestny do teh por, poka iteracii ne soxlis~ s bol~xoæ toqnost~¸). Takim obrazom, (3.2) daet nadeßnu¸ i realistiqesku¸ ocenku dlØ veliqiny ‖r_k‖_M�1 , toqnoe znaqenie kotoroæ ne moßet byt~ izvestno pri rexenii prikladnyh zadaq. S drugoæ

VLI˚NIE NAIBOL^XIH SOBSTVENNYH ZNAQENI` 13 storony, ocenka (3.1) vse ße polezna dlØ razvitiØ praktiqeskih kriteriev kaqestva predobuslovlivaniØ.

Qtoby prodemonstrirovat~, kak ocenki (1.2), (3.1) i (3.2) sootnosØtsØ s real~nym povedeniem pogrexnosti metoda soprØßennyh gradientov, rassmotrim sledu¸wu¸ testovu¸ zadaqu:

Zadaqa 4.

n = 100000,

m_L = 200,

m_R = 100,

γ_0 = 0, 001

γ_1 = 0.5,

γ_2 = 1.0,

γ_3 = 10.0.

PravaØ qast~ i naqal~noe priblißenie vybrany takimi ße, kak i ranee. Takim obrazom, my opØt~ rassmatrivaem zadaqu s otdelennymi naibol~ximi sobstvennymi znaqeniØmi. Odnako, nesmotrØ na svØzannoe s fftim vozmoßnoe uskorenie shodimosti, ocenki (3.1) (do opredelennogo momenta) i (3.2) (dlØ l¸bogo qisla iteraciæ) da¸t udovletvoritel~noe opisanie istorii shodimosti iteraciæ.

Na Ris. 2 pokazany grafiki desØtiqnyh logarifmov veliqiny ‖r_k‖_M�1 i pravyh qasteæ neravenstv (1.2), (3.1) i (3.2). Do 130-æ iteracii ocenki (1.2) i (3.1) prosto sovpada¸t i zametno prevoshodØt real~nu¸ pogrexnost~. V to ße vremØ, novaØ ocenka (3.2) okazyvaetsØ gorazdo toqnee, qem dve drugie, qto moßno legko ob¨Øsnit~ tem faktom, qto na naqal~nyh iteraciØh metoda soprØßennyh gradientov naimen~xie znaqeniØ Ritca znaqitel~no prevoshodØt sootvetstvu¸wie naimen~xie sobstvennye znaqeniØ matricy M .

Meßdu 130-æ i 180-æ iteraciØmi vse tri ocenki da¸t primerno odnu i tu ße ocenku pogrexnosti v silu togo, qto minimal~nye znaqeniØ Ritca soxlis~ k minimal~nym sobstvennym znaqeniØm matricy M , no qislo iteraciæ ewe ne dostatoqno veliko, qtoby vyØvit~ preimuwestvo ocenok (3.1) i (3.2).

Meßdu 180-æ i 310-æ iteraciØmi ocenki (3.1) i (3.2) takße poqti sovpada¸t (hotØ (3.2) vse ße nemnogo toqnee) i ves~ma

14 A. ı. EREMIN, I. E. KAPORIN

Ris. 2. Ocenki iteracionnoæ pogrexnosti kak funkcii ot nomera iteracii dlØ zadaqi 4.

toqno povtorØ¸t naklon krivoæ, kotoraØ sootvetstvuet real~- noæ istorii shodimosti. StandartnaØ ocenka (1.2) daet zdes~ ves~ma zavyxennu¸ ocenku pogrexnosti i ne otraßaet uskoreniØ shodimosti iteraciæ, v to vremØ kak ocenki (3.1) i (3.2) uqityva¸t vliØnie otdelennosti naimen~xih sobstvennyh znaqeniæ.

Odnako, situaciØ menØetsØ, naqinaØ s 310–320-æ iteracii, kogda proishodit kopirovanie naimen~xego znaqeniØ Ritca i nabl¸daetsØ owutimoe zamedlenie shodimosti. Pofftomu ocenka (3.1) stanovitsØ slixkom optimistiqnoæ i poprostu daet loßnyæ rezul~tat. Naprotiv, ocenka (3.2) sohranØet svo¸ silu i daße otraßaet uskoreniØ i zamedleniØ processa shodimosti. Na fftoæ stadii iteracionnogo processa ocenka (3.2) po-preßnemu

VLI˚NIE NAIBOL^XIH SOBSTVENNYH ZNAQENI` 15 gorazdo toqnee, qem (1.2), no ih (srednie) naklony stanovØtsØ bliße drug k drugu. Takoe povedenie real~noæ pogrexnosti i rassmatrivaemyh ocenok ves~ma tipiqno dlØ situaciæ, kogda trebuemaØ otnositel~naØ toqnost~ nevØzki ε beretsØ blizkoæ k konstante maxinnoæ toqnosti (okolo 10^{−7} v naxem sluqae).

7. Zakl¸qitel~nye zameqanie

Iz skazannogo vyxe sleduet, qto strategii predobuslovlivaniØ, kotorye prednaznaqeny dlØ ispol~zovaniØ s iteracionnymi metodami tipa soprØßennyh gradientov dlØ rexeniØ oqen~ bol~xih i ploho obuslovlennyh sistem uravneniæ, ne dolßny privodit~ k vozniknoveni¸ predobuslovlennyh matric so skol~ko-nibud~ “razreßennym” spektrom naibol~xih po modul¸ sobstvennyh znaqeniæ. Horoxiæ primer predobuslovlivateleæ, udovletvorØ¸wih ukazannomu trebovani¸, daet bloqnyæ metod simmetriqnoæ posledovatel~noæ verhneæ relaksacii (Block SSOR).

Formal~no, esli matrica M imeet vid M = L^{−1} AL^{−T} , t.e. poluqena iz ishodnoæ simmetriqnoæ poloßitel~no opredelennoæ matricy A i ee faktorizovannoæ approksimacii B = LL^T , tak qto B ≈ A, trace (B^{−1} A) ≈ 1,

to matrica B dolßna predstavlØt~ soboæ “ustoæqivu¸” approksimaci¸, t.e. neobhodimo potrebovat~, qtoby ocenka

B^{−1} 6 (1 + γ)A^{−1}

vypolnØlas~ dlØ nekotorogo dostatoqno malogo znaqeniØ γ > 0.

Literatura

1. O. Axelsson and G. Lindskog, On the rate of convergence of the preconditioned conjugate gradient methods. — Numer. Math. 48 (1986), 499–523.

2. Y. Notay, On the convergence rate of the conjugate gradients in presence of rounding errors. — Numer. Math. 65 (1993), 301–317.

Yeremin A. Yu. and Kaporin I. E. The influence of isolated largest eigenvalues on the numerical convergence of the CG method.

This paper considers the dependence of the convergence history of the CG method on largest eigenvalues of a symmetric positive definite matrix. It is demonstrated that, in solving ill-conditioned linear systems, the reproduction of largest eigenvalues can be so intensive that large

16 A. ı. EREMIN, I. E. KAPORIN eigenvalues cannot be treated as isolated. On the other hand, since the moment at which the smallest isolated eigenvalues start to govern the numerical convergence of the CG method, the character of convergence mainly depends on the smallest Ritz values.

Postupilo 24 aprelØ 1998 g.

Centr superkomp~¸ternyh i massivno parallel~nyh vyqisleniæ pri Vyqislitel~nom centre RAN