V. A. Zalgaller

NEKOTORYE IZGIBANI˚ DLINNOGO CILINDRA

1. IzgibaniØ. Req~ idet o poverhnostØh v obyqnom trehmernom prostranstve. Dve poverhnosti nazyva¸t izometriqnymi drug drugu, esli meßdu ih toqkami moßno ustanovit~ takoe vzaimnoodnoznaqnoe sootvetstvie, qto pri fftom sootvetstvii kaßdoæ krivoæ na odnoæ poverhnosti otveqaet krivaØ toæ ße dliny na drugoæ povrhnosti. GovorØt, qto takie dve poverhnosti predstavlØ¸t soboæ odna – izgibanie drugoæ. Poverhnosti, kotorye izometriqny kusku ploskosti, nazyva¸t razvertyva¸wimisØ.

List bumagi, sqitaØ ego ideal~no tonkim, moßno otoßdestvit~ s kuskom ploskosti. NakladyvaØ ego na konus ili na cilindr, my soverxaem ego izgibanie. Analogiqno, peregibaØ list po prØmomu rebru, ili po qetyrem luqam, kak pokazano na Ris. 1, my takße poluqaem poverhnost~, izometriqnu¸ kusku ploskosti. V poslednem sluqae izognutyæ kusok ploskosti imeet vid nevypuklogo qetyrehgrannogo ugla. Suwestvenno, qto u poslednego summa ploskih uglov graneæ ravna 2π.

Ris. 1.

Est~ celoe iskusstvo pridavat~ za sqet peregibov listu bumagi samye raznoobraznye formy. �to iskusstvo nazyvaetsØ origami.^{∗)} Kaßdyæ v detstve igral v origami, delaØ, naprimer,

�)V Sankt-Peterburge est~ daße special~nyæ centr origami [1], on iz- 66

NEKOTORYE IZGIBANI˚ DLINNOGO CILINDRA 67

“ptiqku” iz sloßennogo lista bumagi.

Poverhnost~, u kaßdoæ toqki kotoroæ est~ okrestnost~, izometriqnaØ okrestnosti toqki na ploskosti, nazyvaetsØ lokal~- no razvertyva¸weæsØ. Primerom takoæ poverhnosti ØvlØetsØ cilindriqeskaØ poverhnost~. My budem kratko nazyvat~ ee cilindrom. Temoæ fftoæ stat~i budut nekotorye izgibaniØ cilindra. RassmatrivaØ ih, my vsØkiæ raz budem sqitat~ cilindr dostatoqno dlinnym dlØ osuwestvleniØ predlagaemyh izgibaniØ. 2. Predvaritel~noe postroenie. Predstav~te sebe, qto iz bumagi vyrezali ravnobedrennyæ treugol~nik ABC (CA = CB) s uglom 2λ pri verxine C, a zatem peregnuli ego po vysote CD i raspoloßili tak, qto storony CA i CB leßat v gorizontal~- noæ ploskosti H, obrazuØ ugol 2μ (μ < λ), a toqka D leßit nad ploskost~¸ H, Ris. 2. Pri fftom ploskost~ toqek A, D, B,

Ris. 2 Ris. 3.

obrazuet s ploskost~¸ H nekotoryæ ugol α (0 < α < π/2). Znaqenie α opredelØetsØ znaqeniØmi λ i μ. Deæstvitel~no, CB = CD/ cos λ, CU = CB cos μ, sin α =^{CD}_{CU} , otkuda

α = arcsin cos λ cos μ

. (1)

Rexim zadaqu: tak izognut~ nax perelomlennyæ bumaßnyæ treugol~nik ABC iz poloßeniØ Ris. 2, qtoby ego storony CA, CB ostalis~ na meste, a ploskost~ kraØ ADB posle izgibaniØ stala obrazovyvat~ s ploskost~¸ H vmesto ugla α zadannyæ ugol β (0 < β < α).

dal neskol~ko sbornikov “Mir origami”.

68 V. A. ZALGALLER

Oboznaqim δ = α − β i rassmotrim dva sluqaØ. Sluqaæ 1. Pust~ β > δ 2 . (2)

V fftom sluqae postupim sledu¸wim obrazom. Provedem qerez toqki A, B ploskost~ P , obrazu¸wu¸ s ploskost~¸ H ugol δ/2. Ploskost~ P rasseqet nax bumaßnyæ treugol~nik po nekotoroæ linii AD_1B (Ris. 2). Zamenim leßawu¸ nad ploskost~¸ P qast~ bumaßnogo treugol~nika (qast~ s kraem AD_1B) na zerkal~noe otraßenie fftoæ qasti v ploskosti P . OtraßennaØ qast~ v svo¸ oqered~ budet rasseqena ploskost~¸ H. Zamenim otseqennu¸ qast~ s kraem AD_2B, okazavxu¸sØ niße ploskosti H, na zerkal~noe otraßenie fftoæ qasti v ploskosti H. V itoge nax bumaßnyæ treugol~nik, priobretØ dopolnitel~nye perelomy, izognetsØ i primet vid Ris. 3. Pri fftom v novom poloßenii ploskost~ ADB budet naklonena k ploskosti H toqno na ßelaemyæ ugol β.

Sluqaæ 2. Pust~ uslovie (2) ne imeet mesta. Vyberem celoe qislo n nastol~ko bol~xoe, qto β > δ 2n . (3)

V fftom sluqae ploskost~ P provedem pod uglom δ/2n k ploskosti H i otraßeniØ otseqennyh qasteæ snaqala v ploskosti P , a zatem – v ploskosti H, povtorim n raz. My dostignem celi: ploskost~ ADB budet naklonena k H pod uglom β.

3. Perelom cilindra na ugol φ. Za sqet izgibaniØ cilindru moßno pridavat~ formu l¸boæ prizmatiqeskoæ poverhnosti. Pridadim emu formu prizmatiqeskoæ poverhnosti s popereqnym seqeniem v vide pravil~nogo treugol~nika, Ris. 4. Popreßnemu predstavlØem sebe, qto cilindr sdelan iz bumagi.

Vyreßem iz naxego cilindra dva odinakovyh ravnobedrennyh treugol~nika ABC i ABC^′ (Ris. 4). Oboznaqim 2λ vybrannyæ ugol pri ih verxinah C, C^′. Ostavxu¸sØ posle udaleniØ fftih treugol~nikov osnovnu¸ qast~ cilindra peregnem po linii CC^′, kak ukazano na Ris. 5, na zadannyæ ugol φ (0 < φ < π). To est~ tak, qto dvugrannyæ ugol pri rebre CC^′ budet raven π − φ. Pri fftom novye ugly 2μ = “ACB = “AC^′B stanut men~xe 2λ.

NEKOTORYE IZGIBANI˚ DLINNOGO CILINDRA 69

Ris. 4

Ris. 5

Zameqanie. Suwestvuet takoe zavisØwee ot φ znaqenie λ0 ugla

λ, qto pri vybore takogo λ ploskosti ACC^′ i BCC^′ obrazu¸t vsego navsego ugol φ i smyka¸tsØ pri peregibe na ugol φ po rebru CC^′. Netrudno ubedit~sØ, qto ffto znaqenie

λ_0 = arcsin √ 3 sin φ/2 √ 3 + cos^2 φ/2

. (4)

No my predpolagaem, qto znaqenie λ vybiraetsØ v predelah λ_0 < λ < π/2, (5) tak qto Ris. 5 kaqestvenno veren.

Naædem ugol μ. Oboznaqim a = CC^′ = CD (Ris. 4). Togda V C = a/2, AC = a/ cos λ, AV = √ AC^2 + V C^2. Posle peregiba (Ris. 5) AB/2 = AV cos^{π−φ}_2 , sin μ =^{AB}_2 /AC. Ots¸da

μ = arcsin ( 1 2 sin φ 2 √ 4 + cos^2 λ ) . (6)

Vyrezannyæ ranee bumaßnyæ treugol~nik ACB peregnem po ego vysote CD tak, qtoby ugol “ACB = 2μ i podkleim ego po

70 V. A. ZALGALLER

Ris. 6

rebram AC, BC v perelomlennyæ cilindr Ris. 5 tak, qtoby toqka D okazalas~ so storony cilindra.

Rassmotrim v usloviØh Ris. 5 ploskost~ Q, kotoraØ prohodit qerez otrezok CC^′ i delit popolam ugly “ACB i “AC^′B. Na Ris. 6 izobraßena ffta ploskost~, priqem A^′ – proekciØ na ploskost~ Q toqek A i B. Toqka D podkleennogo nami peregnutogo po CD treugol~nika ABC budet leßat~ v ploskosti Q levee prØmoæ l (Ris. 6), prohodØweæ qerez A^′ i perpendikulØrnoæ CC^′. Ugol α = “DA^′C opredelØetsØ po λ i μ soglasno (1). Naædem ugol β = “V A^′C. Oboznaqim a = CC^′ = CD v usloviØh Ris. 4. Togda AC = a/ cos λ, V A = √ AC^2 +^{a2}_4 , pofftomu na Ris. 6

V A^′ = V A cos^{π−φ}_2 , otkuda

β = arctg V C V A^′ = arctg cos λ

sin^φ_2 √ 4 + cos^2 λ

. (7)

Teper~, pol~zuØs~ opisannym vyxe v punkte “Predvaritel~- noe postroenie” priemom, izognem podkleennyæ po AC i BC perelomlennyæ po CD treugol~nik ABC tak, qtoby ugol naklona ploskosti ADC k ploskosti ACD umen~xilsØ s α do β.

Soverxenno analogiqno izognem i vloßim po konturu AC^′B treugol~nik ABC^′.

V celom my poluqim poverhnost~, izometriqnu¸ ishodnomu cilindru. Naqalo i konec fftogo dlinnogo cilindra budut imet~ po-preßnemu formu pravil~noæ trehgrannoæ prizmy, no posredine budet dovol~no sloßno ustroennyæ perelom.

Takim obrazom my nauqilis~ s pomow~¸ izgibaniØ “v manere origami” perelamyvat~ dlinnyæ trehgrannyæ cilindr na ugol

NEKOTORYE IZGIBANI˚ DLINNOGO CILINDRA 71

φ (0 < φ < π) v napravlenii l¸bogo iz ego reber. Rassmotrim primer.

4. Perelom na ugol^π_3 . Pri φ = π/3 iz (4) nahodim λ0 =

arcsin^{1√}_5, my vprave vybrat~ λ v predelah (5). Vyberem λ = π/4. Togda iz (6) imeem μ = arcsin^3_4^√_2 t 0.5590. Teper~ iz (1) α = arcsin^{4√}_{23} t 0.9864, iz (7) β = arctg^2_3 t 0.5880, δ = α − β t 0.3984. Uslovie (2) vypolneno. Tak qto moßno oboætis~ odnoæ skladkoæ, kak na Ris. 2–3.

Ris. 7. Ris. 8.

Ploskost~ P v fftom sluqae provoditsØ pod uglom^δ_2 t 0.1992. Qtoby naæti poloßenie toqki D_1 na rebre DC = a, Ris. 2, rassmotrim treugol~nik U DC, Ris. 7. Oboznaqim h vysotu D_1T . Togda h ctg^δ_2 + h ctg (_π 2 − α ) =^a_{sin α} , otkuda h = a sin α(ctgδ/2 + tgα) t 0.18545a, i D_1C = h/ sin(^π_2 − α) t 0.3362a. Poskol~ku “U D_1D_2 = “U D_1D = π 2 − α + δ/2, to “D_2D_1T = π − α − 2(π − α +^δ_2) = α − δ = β, i D_1D_2 = h/ cos β t 0.2229a.

�to pozvolØet razmetit~ linii peregibov na “vyrezaemom” treugol~nike ABC, Ris. 8, i zatem skleit~ model~ opisannogo pereloma.

5. PrØmoæ ploskiæ tor. Pust~ dan bumaßnyæ prØmougol~nik

ABCD, Ris. 9, i my hotim izgibaniem pridat~ emu taku¸ formu, qtoby kaßdaØ toqka storony AB sovmestilas~ (i zatem – “skleilas~”) s protivopoloßnoæ eæ toqkoæ storony DC, a kaßdaØ toqka storony AD sovmestilas~ (i skleilas~) s protivopoloßnoæ eæ toqkoæ storony BC. Moßno li v prostranstve tak izognut~ prØmougol~nik?

72 V. A. ZALGALLER

Ris. 9.

Ris. 10.

Odin otvet oqeviden. Postupim tak, kak deti skladyva¸t fantiki. Pust~ Ap_1 = p_2D = AD/4 i p_1q_1‖p_2q_2‖AB. Peregnuv nax prØmougol~nik po prØmym p_1q_1 i p_2q_2, my legko sovmestim i skleim sootvetstvu¸wie toqki storon AB i DC. Posle fftogo prØmougol~nik ABCD budet leßat~ na ploskosti v dva sloØ, (kak vyglaßennyæ rukav), Ris. 10. Peregnuv koncy poluqennogo “rukava” po liniØm m_1n_1 i m_2n_2 (Ris. 10), my smoßem sovmestit~ i skleit~ sootvetstvu¸wie drug drugu toqki ishodnyh storon AD i BC.

PrØmougol~nik ABCD s otoßdestvlennymi protivopoloßnymi toqkami nazyva¸t prØmym ploskim torom. Vyxe my opisali ego pogrußenie v prostranstvo v vide poverhnosti, kotoraØ “v qetyre sloØ” leßit na ploskosti. Nel~zØ li vloßit~ ploskiæ tor v trehmernoe prostranstvo bez samopereseqeniæ i samonaleganiæ?

Umenie izgibaniem perelamyvat~ cilindr pozvolØet ffto sdelat~, esli dlina prØmougol~nika ABCD znaqitel~no bol~xe ego xiriny. Deæstvitel~no, provedem v prØmougol~nike ABCD, Ris. 11, tri otrezka p_iq_i, parallel~nyh AB, gde 2Ap_1 = p_1p_2 =

NEKOTORYE IZGIBANI˚ DLINNOGO CILINDRA 73

Ris. 11.

Ris. 12.

p_2p_3 = 2p_3D. Peregnuv prØmougol~nik po kaßdomu iz otrezkov p_1q_1, p_2q_2, p_3q_3, my sovmestim (i skleim) sootvetstvu¸wie toqki storon AB i DC. Poluqim cilindriqesku¸ poverhnost~ Ris. 12 s popereqnym seqeniem v vide pravil~nogo treugol~nika.

Esli ffta cilindriqeskaØ poverhnost~ dostatoqno dlinnaØ, to na neæ moßno sdelat~ odin za drugim xest~ opisannyh vyxe perelomov na ugol π/3 v napravlenii rebra p_2q_2. �to moßno sdelat~ tak, qtoby torcevye kraØ cilindra Ris. 12 sovmestilis~, Ris. 13. Takim obrazom my dokazali sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 1. PrØmoæ ploskiæ tor s razvertkoæ v vide dostatoq-

no dlinnogo (po sravneni¸ s xirinoæ) prØmougol~nika moßno “v manere origami” izometriqno vloßit~ v trehmernoe prostranstvo.

PrØmoæ ploskiæ tor ØvlØetsØ lokal~no razvertyva¸weæsØ poverhnost~¸.

ObratimsØ k ewe odnomu vidu izgibaniæ cilindra.

6. Povorot granevoæ struktury. Pust~ v ploskosti P leßit ravnostonniæ treugol~nik ABC, Ris. 14. Sproektiruem ego na

74 V. A. ZALGALLER

Ris. 13.

ploskost~ P^′, parallel~nu¸ P i povernem v ploskosti P^′ poluqennu¸ proekci¸ vokrug ee centra (v tu ili inu¸ storonu) na zadannyæ ugol −^π_3 6 α 6 π/3. Poluqim v ploskosti P^′ treugol~nik A^′B^′C^′, Ris. 14. Teper~ soedinim posledovatel~- no otrezkami toqki AA^′BB^′CC^′A i rassmotrim kol~ceobraznu¸ mnogogrannu¸ poverhnost~, sostavlennu¸ iz xesti odinakovyh treugol~nikov AA^′B = A^′BB^′ = BB^′C = B^′CC^′ = CC^′A = C^′AA^′. (8)

Ris. 14

NEKOTORYE IZGIBANI˚ DLINNOGO CILINDRA 75

Nazovem fftu kol~cevu¸ poverhnost~ prokladkoæ s povorotom α. V kaßdoæ verxine na kra¸ naxeæ kol~cevoæ poverhnosti shoditsØ tri ploskih ugla treh raznyh treugol~nikov iz (8). Summa fftih treh ploskih ugla v kaßdoæ verxine ravna π, potomu qto ffti tri ugla ravny trem uglam l¸- bogo iz treugol~nikov (8). Po fftoæ priqine naxa “prokladka” izometriqna bokovoæ poverhnosti cilindra s perimetrom osnovaniØ AB+BC +CA i vysotoæ h, ravnoæ vysote AD treugol~nika ABA^′, opuwennoæ iz verxiny A^′ na storonu AB.

Ris. 15

Vyreßem iz dlinnogo cilindra s popereqnym seqeniem, ravnym treugol~niku ABC, uqastok dliny h i zamenim ego naxeæ prokladkoæ, Ris. 15. Rezul~tat budet izgibaniem ishodnogo cilindra. Pri fftom, esli sqitat~ qast~ do prokladki naqalom cilindra, a qast~ posle prokladki – prodolßeniem cilindra, to na prodolßenii granevaØ struktura po sravneni¸ s naqal~noæ qast~¸ povernuta na vybrannyæ nami ugol α. No os~ cilindra do prokladki i posle nee sostavlØet edinu¸ prØmu¸. ZameqaniØ. 1) Podqerknem, qto po sravneni¸ s naqal~noæ qast~¸ cilindra posle prokladki povernulas~ na ugol α tol~ko granevaØ struktura, a ne sam material cilindra. Deæstvitel~- no, rassmotrim na naqal~noæ qasti cilindra ego prØmolineænu¸ obrazu¸wu¸, podoxedxu¸ k toqke D na kra¸ prokladki, Ris. 15. �ta obrazu¸waØ prodolßitsØ v prokladke po vysote DA^′ i poædet dal~xe v prodolßenii cilindra po obrazu¸weæ, iduweæ iz toqki A^′.

2) Nezavisimo ot trebu¸wegosØ ugla −^π_3 6 α 6^π_3 vysotu h > 0 prokladki moßno vybirat~ nebol~xoæ (daße proizvol~no maloæ).

7. Perelomy cilindra v l¸bom napravlenii. KonstrukciØ punkta 3 pozvolØla nam perelamyvat~ dlinnyæ cilindr s pravil~nym treugol~nym seqeniem na l¸boæ ugol 0 < φ < π tol~ko v odnom iz treh napravleniæ: napravleniæ reber ego granevoæ struktury. Teper~ my moßem perelamyvat~ takoæ cilindr v l¸- bom napravlenii. Dostatoqno, sozdav v nem “prokladku ” punkta 6, povernut~ ego granevu¸ strukturu tak, qtoby so storony

76 V. A. ZALGALLER

ßelaemogo napravleniØ bylo rebro, a zatem – osuwestvit~ po pravilam punkta 3 perelom v napravlenii fftogo rebra.

Soqetanie posledovatel~nnyh perelomov v raznyh napravleniØh sozdaet vozmoßnost~ qrezvyqaæno raznoobraznyh izgibaniæ dlinnogo cilindra. V qastnosti oqevidno verno sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 2. Pust~ v prostranstve raspoloßena ne ime¸waØ sa-

mopereseqeniæ nezamknutaØ lomanaØ liniØ L dliny l s koneqnym qislom dostatoqno dlinnyh zven~ev, kotorye posledovatel~- no obrazu¸t drug s drugom ugly α_i, i pust~ naimen~xee rasstoØnie meßdu nesmeßnymi zven~Ømi lomanoæ L ravno 2r. Togda cilindr dliny ≫ l s popereqnym seqeniem v vide pravil~nogo treugol~nika, vpisannogo v okrußnost~ radiusa r, moßno izometriqno vloßit~ v prostranstvo tak, qto zven~Ø lomanoæ L budut slußit~ osØmi posledovatel~nyh uqastkov izognutogo perelomami cilindra.

“DostatoqnaØ” dlina zven~ev lomanoæ L (zavisØwaØ takße ot uglov α_j) dolßna obespeqit~ razmewenie konstrukcii perelomov i prokladok.

8. Vintovoe skruqivanie cilindra. Kak izvestno, summa uglov treugol~nika na sfere bol~xe π. Na sfere ediniqnogo radiusa prevyxenie summy uglov treugol~nika nad π ravno plowadi fftogo sferiqeskogo treugol~nika.

Predstavim sebe, qto vdol~ radiusa OP ediniqnoæ sfery raspoloßen sterßen~. Naqalo sterßnØ zakrepleno xarnirom v centre O sfery, a na protivopoloßnom konce k sterßn¸ ßestko privarena ortogonal~naØ emu krugovaØ plastinka, Ris. 16. Pust~ na fftoæ krugovoæ plastinke otmeqen odin iz ee radiusov. Esli sterßen~ s plastinkoæ povernut~ vokrug toqki O iz poloßeniØ OP v poloßenie OQ (ne vrawaØ sterßen~ vokrug ego sobstvennoæ osi), zatem – analogiqno povernut~ ego iz poloßeniØ OQ v poloßenie OR; zatem – iz poloßeniØ OR snova v poloßenie OP , to sterßen~ s plastinoæ vernetsØ na preßnee mesto. No otmeqennyæ na plastinke radius ne popadet na preßnee mesto. Novoe poloßenie plastinki budet otliqat~sØ ot ee ishodnogo poloßeniØ tem, qto posle obnosa po konturu P QR ona povernulas~ na nekotoryæ ugol. Veliqina fftogo ugla, kak sleduet iz teoremy Gaussa–Bonne, ravna plowadi treugol~nika P QR na ediniqnoæ

NEKOTORYE IZGIBANI˚ DLINNOGO CILINDRA 77

Ris. 16. Ris. 17.

sfere.

Na fftom osnovyvaetsØ sledu¸wiæ priem vintovogo skruqivaniØ cilindra.

Vydelim na ediniqnoæ sfere s centrom O sferiqeskiæ treugol~nik P QR, Ris. 17. Rassmotrim lomanu¸ L iz qetyreh zven~ev M_1M_2, M_2M_3, M_3M_4, M_4M_5, napravleniØ kotoryh posledovatel~no sovpada¸t s napravleniØmi vektorov OP , OQ, OR, OP . Posle qego v sootvetstvii s teoremoæ 2 dlinnyæ cilindr s treugol~nym seqeniem izognem perelomami tak, qtoby zven~Ø lomanoæ L slußili osØmi ego uqastkov.

Prodliv lomanu¸ L ewe dvumØ zven~Ømi M_5M_6 i M_6M_7, kak ukazano na Ris. 18, my smoßem poluqit~ takoe izgibanie cilindra, qto ego naqal~noe seqenie ABC i koneqnoe seqenie A^′B^′C^′ budut leßat~ na odnoæ osi mn, prodolßa¸weæ zveno M_1M_2, i budut imet~ sootvtstvenno parallel~nye storony. Na Ris. 18 ciframi 1 otmeqeny mesta povorotnyh prokladok, a ciframi 2 – mesta perelomov cilindra.

Pri fftom “material” cilindra pri perehode ot ABC k A^′B^′C^′ okazyvaetsØ povernutym vokrug osi mn na ugol α, ravnyæ plowadi sferiqeskogo treugol~nika P QR. Posledn¸¸ frazu nado ponimat~ sledu¸wim obrazom.

Rassmotrim v ploskosti treugol~nika ABC okrußnost~ S_1 s tem ße centrom i dlinoæ, ravnoæ AB + BC + CA, Ris. 19. Otobrazim s sohraneniem dlin lomanu¸ ABCA na fftu okrußnost~ tak, qtoby toqki A, B, C otobrazilis~ v blißaæxie k nim toqki A^{′′}, B^{′′}, C^{′′} na okrußnosti. Analogiqno otobrazim na okrußnost~ S_2 treugol~nik A^′B^′C^′. Pust~ teper~ T – proizvol~naØ toqka na

78 V. A. ZALGALLER

Ris. 18.

okrußnosti S_1. Na konture ABC eæ otveqaet nekotoraØ toqka T_1. IdØ iz T_1 po naxemu trehgrannomu cilindru po prØmolineænoæ obrazu¸weæ i dalee vse vremØ “prØmo” s toqki zreniØ vnutrenneæ geometrii cilindra, my pridem v nekotoru¸ toqku T_2 na konture A^′B^′C^′. Toqke T_2 budet sootvetstvovat~ nekotoraØ toqka T^′ na okreßnosti S_2. Esli smotret~ vdol~ osi mn, to toqka T^′ okaßetsØ na sovpavxih okrußnostØh S_1 i S_2 povernutoæ otnositel~no toqki T na ugol α. Imenno fftot smysl vkladyvaem v slova skruqivanie cilindra na ugol α.

Ris. 19

Esli my hotim skrutit~ cilindr na ugol α, prevyxa¸wiæ dostupnu¸ nam plowad~ odnogo treugol~nika na sfere, to my moßem povtorØt~ fftu konstrukci¸, postepenno nabiraØ ßelaemyæ ugol povorota α. Esli hotim osuwestvlØt~ skruqivanie

NEKOTORYE IZGIBANI˚ DLINNOGO CILINDRA 79

v protivopoloßnom napravlenii, nado “obhodit~” treugol~nik P QR v protivopoloßnom napravlenii.

9. Kosoæ ploskiæ tor. Pust~ dan parallelogramm ABCD, Ris. 20. Kosym ploskim torom nazyva¸t rezul~tat skleivaniØ toqek ego storony AB s sootvetstvu¸wimi im (po dline na AB) toqkami storony DC i odnovremennogo analogiqnogo skleivaniØ toqek storony AD s sootvetstvu¸wimi im toqkami storony DC. Moßno li v prostranstve izognut~ ploskiæ parallelogramm tak, qtoby podleßawie skleivani¸ toqki sovpali?

Ris. 20.

Naqnem so sledu¸wego postroeniØ. Pust~ AD – korotkaØ storona parallelograma. Rassmotrim cilindr, popereqnym seqeniem kotorogo ØvlØetsØ okrußnost~, dlinoæ AD. Naloßim nax parallelogramm ABCD na fftot cilindr tak, qtoby prØmaØ AD legla na okrußnost~ popereqnogo seqeniØ, a sam parallelogramm podobno bintu byl namotan na cilindr, Ris. 21. Na Ris.21 v toqku P popali toqki A i D, a v toqku Q popali toqki B i C. V fftom poloßenii podleßawie skleivani¸ toqki storon AB i DC okaßutsØ sovpavximi. Skleim ih. Teper~ nam ostaetsØ skleit~ verhniæ kraæ poluqennogo cilindra C s ego nißnim kraem. Esli cilindr C, vo-pervyh, dostatoqno dlinnyæ po sravneni¸ s ego popereqnym seqeniem i, vo-vtoryh, toqki P i Q okazalis~ leßawimi odna protiv drugoæ, t. e. na odnoæ prØmolineænoæ obrazu¸weæ cilindra C, to my moßem osuwestvit~ trebuemoe sovmewenie, sdelav cilindr snaqala trehgrannym, a zatem perelomiv ego xest~ raz (na ugol π/3 kaßdyæ), kak bylo izobraßeno na Ris. 13.

Ris. 21.

80 V. A. ZALGALLER

Esli toqka Q ne leßala protiv toqki P , a byla otnositel~no nee povernuta na nekotoryæ ugol α, a cilindr dostatoqno dlinen, to my sdelaem ego treugol~nym, perelomim xest~ raz, no ne zamknem), a v prØmoæ razryv na poslednem zvene poluqivxeæsØ xestiugol~noæ ramy vstavim uqastok tipa Ris. 18, osuwestvlØ- ¸wiæ vintovoe skruqivanie cilindra na ugol α.

Takim obrazom my dokazali sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 3. Esli u ishodnogo parallelogramma kosogo ploskogo

tora rasstoØnie meßdu prØmymi bolee korotkih storon v dostatoqnoe qislo raz prevoshodit dlinu fftih storon, to fftot kosoæ ploskiæ tor moßno “v manere origami” izometriqeski vloßit~ v prostranstvo.

Kosoæ ploskiæ tor ØvlØetsØ lokal~no razvertyva¸weæsØ poverhnost~¸.

10. Kusoqno lineænye uzly. Nazovem uzlom zamknutu¸ koneqno-zvennu¸ lomanu¸ v prostranstve, ne ime¸wu¸ samopereseqeniæ. Dva takih uzla L_1 i L_2 nazovem gomotopnymi drug drugu, esli dlØ pary L_1, L_2 naædetsØ takoe celoe n i qislo l > 0, qto lomanu¸ L_1 moßno razbit~ na n zven~ev, a zatem nepreryvno deformirovat~ ee, dvigaØ v prostranstve verxiny razmel~qennoæ lomanoæ (dliny zven~ev pri fftom mogut menØt~sØ) tak, qtoby: 1) lomanaØ L_1 prevratilas~ v lomanu¸ L_2, 2) v processe dvißeniØ ne poØvlØlis~ samopereseqeniØ, 3) dliny vseh zven~ev razmel~- qennoæ lomanoæ v processe dvißeniØ ostavalis~ bol~xe l.

Vse uzly delØtsØ na klassy gomotopnyh drug drugu. Pust~ L – ne ime¸waØ samopereseqeniæ koneqno-zvennaØ zamknutaØ lomanaØ, u kotoroæ smeßnye zven~Ø obrazu¸t ugly α_i, i pust~ rasstoØniØ meßdu nesmeßnymi zven~Ømi > 2r, a dliny zven~ev dostatoqno veliki po sravneni¸ s r. Voz~mem dostatoqno dlinnyæ cilindr s popereqnym seqeniem v vide pravil~nogo treugol~nika, vpisannogo v krug radiusa r, i izometriqno vloßim ego “vdol~ lomanoæ L”, kak opisano v teoreme 2. Pri fftom, za sqet vybora dliny cilindra, moßno dobit~sØ, qtoby naqal~- noe i koneqnoe treugol~nye osnovaniØ T_1, T_2 cilindra okazalis~ drug protiv druga na odnom zvene mn lomanoæ L.

Esli rebro mn dostatoqno dlinno, i nesmeßnye zven~Ø lomanoæ L dostatoqno daleki drug ot druga, to meßdu osnovaniØmi T_1 i T_2 moßno “vstavit~” uqastok takogo ße cilindra, “skruqen-

NEKOTORYE IZGIBANI˚ DLINNOGO CILINDRA 81

nyæ” na zadannyæ ugol α (sm. vyxe punkt 8), i takim obrazom zamknut~ cilindr v kol~co. My budem govorit~ qto zamknutyæ cilindr zavØzan v uzel po tipu lomanoæ L.

Teorema 4. Pust~ fiksirovan klass uzlov i celoe (vozmoßno

otricatel~noe) qislo n. I pust~ fiksirovana xirina d = AD = BC prØmougol~nika ABCD, zada¸wego prØmoæ ploskiæ tor. Togda, esli AB = DC dostatoqno veliko, to fftot ploskiæ tor “v manere origami” moßno izometriqeski vloßit~ v prostranstvo tak, qto, vo-pervyh, on budet zavØzan v uzel zadannogo tipa i,vo-vtoryh, ego liniØ AB = DC pri vloßenii budet delat~ v prostranstve rovno |n| vintovyh oborotov vokrug vnutrennosti ograniqennogo torom tela (po pravomu vintu pri n > 0 i po levomu vintu pri n < 0).

Dokazatel~stvo. Pust~ L1 uzel iz zadannogo klassa. Uveliqiva¸weæ gomotetieæ moßno pereæti k lomanoæ L_2, u kotoroæ rasstoØniØ meßdu nesmeßnymi zven~Ømi dostatoqno veliqiki po sravneni¸ s d, dliny zven~ev dostatoqno veliki, qtoby razmewat~ v uzlah nußnye perelomy cilindra i prokladki povorota granevoæ struktury, a samoe dlinnoe zveno dostatoqno veliko, qtoby na nem razmetit~ neobhodimye skruqivaniØ (ih moßet byt~ neskol~ko bolee |n| polnyh povorotov, poskol~ku nekotoroe, vozmoßno trebu¸wee kompensacii, skruqivanie obrazuetsØ v processe “zavØzyvanie uzla” i nekotoryæ ugol skruqivaniØ potrebuetsØ dlØ sovmeweniØ toqki A = D s toqkoæ B = C).

Posle fftogo ostaetsØ skleit~ u prØmougol~nika ABCD storony AB i DC, pridat~ poluqavxemusØ cilindru pravil~nu¸ trehgrannu¸ formu i perelomami izometriqeski vloßit~ ego vdol~ gomotetiqeski uveliqennoæ linii L_2 s neobhodimym skruqivaniem na samom dlinnom rebre.

Zameqanie Sredstva kusoqno-lineænoæ topologii s privleqeniem ponØtiØ “osnawennyh uzlov” pozvolØ¸t dokazat~, qto vloßeniØ vdol~ uzlov raznogo tipa ili odnogo i togo ße tipa, no s raznymi skruqivaniØmi n suwestvenno razliqny. Kak govorØt “ne izotopny drug drugu” sm. [2]. Slova ne izotopny, grubo govorØ, v dannom sluqae oznaqa¸t, qto odno vloßenie ne moßet byt~ nepreryvno deformirovano v drugoe s tem, qtoby v processe deformacii poverhnost~ vse vremØ ostavalas~ ne ime¸weæ samopereseqeniæ zauzlennoæ trubkoæ.

82 V. A. ZALGALLER

11. Nepreryvnye izgibaniØ. Pust~ imeetsØ semeæstvo poverhnosteæ Φ(t), 0 6 t 6 1, priqem kaßdaØ iz poverhnosteæ Φ(t) potoqeqno vzaimno-odnoznaqno sopostavlena s naqal~noæ poverhnost¸ Φ(0) i ffto otobraßenie pri kaßdom t ØvlØetsØ izometrieæ, priqem dlØ kaßdoæ toqki x naqal~noæ poverhnosti Φ(0) obrazy x(t) fftoæ toqki nepreryvno zavisØt ot t. Togda govorØt, qto semeæstvo Φ(t) ØvlØetsØ nepreryvnym izgibaniem naqal~noæ poverhnosti Φ(0), a poverhnost~ Φ(1) poluqaetsØ iz Φ(0) nepreryvnym izgibaniem.

Svoraqivanie lista bumagi v rulon ili process ego nakladyvaniØ na konus mogut slußit~ primerami nepreryvnyh izgibaniæ.

Na Ris. 1 byla izobraßena poverhnost~, izometriqnaØ kusku ploskosti. Ona imela vid bumaßnogo qetyrehgrannogo ugla s verxinoæ O i rebrami OA_1, OA_2, OA_3, OA_4, priqem summa qetyreh ploskih uglov graneæ ravnØlas~ 2π. Esli nepreryvno dvigat~ po izgibaemoæ bumage samu toqku O i nepreryvno izmenØt~ napravleniØ reber OA_1, OA_2, OA_3, OA_4, no strogo sobl¸dat~ trebovanie, qtoby summa ploskih uglov vse vremØ ostavalas~ ravnoæ 2π, to my takße budem imet~ primer nepreryyvnogo izgibaniØ.

V punkte 3 opisano izgibanie, perelamyva¸wee trehgrannyæ cilindr na ugol φ. Pri φ 6^π_3 ffto izgibanie moßet polnost~¸ opredelØt~sØ vyborom odnogo ugla λ. Moßno pri φ 6^π_3 dostiq~ togo ße rezul~tata nepreryvnym izgibaniem. Dostatoqno postepenno uveliqivat~ φ(t) ot nulØ do trebuemogo znaqeniØ φ, priqem stroit~ izgibaniØ pri λ(t), nepreryvno zavisØwem ot t.

Analogiqno moßno nepreryvnym izgibaniem sozdavat~ “prokladki” s trebuemym uglom povorota. Dostatoqno vydelit~ uqastok cilindra fiksirovannoæ vysoty h i sozdavat~ na nem prokladku s uglom povorota α(t), nepreryvno menØ¸wimsØ ot nulØ do trebu¸wego α (−^π_3 6 α 6^π_3 ).

Vmeste ffto pozvolØet utverßdat~ sledu¸wiæ rezul~tat. Teorema 5. Zada¸wiæ prØmoæ ploskiæ tor dostatoqno dlinnyæ

po sravneni¸ s xirinoæ prØmougol~nik ABCD moßno nepreryvnym izgibaniem v R^3 privesti v poloßenie, pri kotorom podleßawie skleivani¸ toqki sovmestØtsØ, i prØmoæ ploskiæ tor okaßetsØ izometriqeski vloßennym v R^3.

O drugih kusoqno-lineænyh izgibaniØh sm. [3, 4].

NEKOTORYE IZGIBANI˚ DLINNOGO CILINDRA 83

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ podderßke grantom RFFI 96–01–00681.

Literatura

1. S. ı. Afon~kin, E. ı. Afon~kina, Origami: Igry i fokusy s bumagoæ.

Peterburgskiæ centr origami, SPb. 1994.

2. K. Rurk, B. Sandersen, Vvedenie v kusoqno-lineænu¸ topologi¸. Mir, M. 1974.

3. ı. D. Burago, V. A. Zalgaller, Izometriqeskie kusoqno-lineænye pogrußeniØ dvumernyh mnogoobraziæ s poliffdral~noæ metrikoæ v R^3. — Algebra i analiz 7, No. 3 (1995), 76–95.

4. A. D. Milka, Lineænye izgibaniØ pravil~nyh vypuklyh mnogogrannikov.

— Mat. fizika, analiz, geometriØ 1, No. 1 (1994), 116–130. Zalgaller V. A. Some bendings of the long cylinder.

The peace-linear isometric embeddings of the cylindrical surfaces in

R^3 are described by elementary means. Let T^2 be a flat torus, and γ the

shortest closed geodesics on this torus of length l_0. Let l be the length of some closed geodesics on T^2, which is not homotopic to γ, nor to any power of γ and l > kl_0. It is demonstrated how for sufficiently large k the torus T^2 can be embedded into R^3. The same is done for the skew flat torus. For any type of knot in R^3 and for sufficiently large k, in the isometrical embedding of the torus T^2 into R^3 is described as a tube knotted as the above-mentioned knot.

Postupilo 24 i¸lØ 1996 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN