M. L. Egorov, V. A. Zalgaller

KRIVYE OSMOTRA OVALOV

§ 1. Vvedenie

1.1. Budem nazyvat~ ovalom C^1-gladku¸ zamknutu¸ vypuklu¸ krivu¸ na ploskosti R^2, ime¸wu¸ odnotoqeqnye kontakty s kaßdoæ kasatel~noæ. Dalee Γ – oval; Φ = conv Γ – vypuklyæ kompakt, graniceæ ∂Φ kotorogo slußit Γ; toqki Γ – ffksponirovannye toqki mnoßestva Φ.

1.2. Pro toqku x ∈ R^2, x ∉ Φ govorim, qto iz nee viden uqastok

d(x) ovala Γ, esli dlØ kaßdoæ toqki y ∈ d(x) na otrezke [xy) net

toqek ovala Γ. Esli x ∈ Γ, polagaem d(x) = {x}. Esli x ∈ int Φ, polagaem d(x) = ?.

Put~ L : I → R^2, gde I = [0 ⩽ t ⩽ 1], nazyvaem krivoæ (ili linieæ) osmotra ovala Γ, esli ∪_t d(L(t)) = Γ.

Govorim, qto dve krivye pereseka¸tsØ, esli u nih est~ hot~ odna obwaØ toqka. Inogda vmesto L(I) pixem kratko L.

1.3. Teorema. Sledu¸wie qetyre svoæstva ravnosil~ny.

1) KrivaØ L peresekaet vse prØmye, kotorye pereseka¸t Φ. 2) L peresekaet vse kasatel~nye k Γ. 3) L ØvlØetsØ dlØ Γ krivoæ osmotra. 4) VypuklaØ oboloqka Q = conv L soderßit Φ.

1.4. Dokazatel~stvo. Oqevidno 1) =⇒ 2) =⇒ 3). UbedimsØ, qto 3) =⇒ 4). Dostatoqno, predpoloßiv 3), dokazat~, qto Q ⊃ Γ. Dopustim, qto x ∈ Γ, x ∉ Q. Togda toqka x strogo otdelØetsØ ot Q, a potomu i ot L, nekotoroæ prØmoæ l. U ovala Γ naædetsØ kasatel~naØ l_1||l, kotoru¸ ne peresekaet L. Toqka y kasaniØ l_1 s Γ ne budet vidna ni iz odnoæ toqki L(t), qto protivoreqit 3).

Nakonec, pokaßem, qto 4) =⇒ 1). Pust~ conv L ⊃ Φ. Dopustim, qto naxlas~ prØmaØ l, kotoraØ peresekaet Φ, no ne peresekaet L. Togda L leßit po odnu storonu ot l. Na L naædetsØ blißaæxaØ

� Rabota qastiqno podderßana grantom RFFI 96-01-681. 13

14 M. L. EGOROV, V. A. ZALGALLER k l toqka, udalennaØ ot l na nekotoroe rasstoØnie 2ε > 0. PrØmaØ, iduwaØ parallel~no l (so storony L) na rasstoØnii ε ot l, vydelit poluploskost~, v kotoroæ leßit L i conv L ⊃ Φ. No ffto protivoreqit tomu, qto l ∩ Φ ≠ ?. •

1.5. V sledu¸wem paragrafe ukazan prostoæ klass krivyh osmotra, zavisØwiæ ot odnogo parametra. My dokaßem dve teoremy, otnosØwihsØ k krivym fftogo klassa.

Zatem ostanovimsØ na treh ffkstremal~nyh zadaqah o krivyh osmotra ediniqnoæ okrußnosti S.

Zadaqa 1. Naæti kratqaæxu¸ krivu¸ osmotra ediniqnoæ okruß-

nosti S.

Zadaqa 2. Naæti kratqaæxu¸ krivu¸ L osmotra okrußnosti S

pri napered fiksirovannoæ naqal~noæ toqke P krivoæ L.

Zadaqa 3. Naæti kratqaæxu¸ krivu¸ L osmotra okrußnosti S

pri dopolnitel~nom trebovanii, qtoby krivaØ L prohodila qerez fiksirovannu¸ toqku P , leßawu¸ na rasstoØnii r ot centra okrußnosti S pri 0 ⩽ r < 1. (Pri r ⩾ 1 otvet budet Øsen iz rexeniØ zadaq 1 i 2).

1.6. Rexenie zadaqi 1 glazomerno oqevidno, ono izobraßeno na Ris. 1. �tomu rexeni¸ byla posvØwena stat~Ø treh avtorov [1], ishodivxih ot svoæstv 1) punkta 1.3.

Otdel~no my rexim zadaqu 1 v klasse lomanyh s ograniqennym qislom verxin.

Zadaqa 2, pritom tol~ko dlØ sluqaØ, kogda naqal~naØ toqka P est~ centr okrußnosti S, stavilas~ Bellmanom [2], ishodivxim ot svoæstva 2) punkta 1.3. Ee glazomernoe rexenie, Ris. 2, predloßeno Isbellom [3]. My dokaßem minimal~nost~ fftogo rexeniØ i naædem kratqaæxie krivye osmotra okrußnosti S pri l¸byh poloßeniØh naqal~noæ toqki P .

Rexenie Zadaqi 3 glazomerno ne oqevidno. Ono privoditsØ vpervye.

§ 2. Obßima¸wie podkovy

2.1. Pust~ Γ – oval; l – ego kasatel~naØ s vnexneæ ediniqnoæ normal~¸ u; l^′ i l^{′′} – dve kasatel~nye k Γ, ortogonal~nye l, Ris. 3. Izobraßennu¸ na Ris. 3 ßirnoæ linieæ krivu¸ AM N B nazovem obßima¸weæ podkovoæ Γ_u ovala Γ v napravlenii u.

KRIVYE OSMOTRA OVALOV 15

Ris. 1 Ris. 2.

Oqevidno pri l¸bom u podkova Γ_u ØvlØetsØ krivoæ osmotra dlØ Γ.

2.2. Teorema. SamaØ korotkaØ krivaØ osmotra ovala Γ sredi kri-

vyh, ne zahodØwih vnutr~ Γ, obØzatel~no ØvlØetsØ ego obßima¸- weæ podkovoæ.

2.3. Zameqanie. Nahoßdeni¸ naibolee korotkih sredi obßima¸wih podkov sposobstvuet sledu¸wiæ neobhodimyæ (no ne dostatoqnyæ) priznak. DlØ kratqaæxeæ podkovy dolßno vypolnØt~sØ ravenstvo AT = T B, sm. Ris. 3. Deæstvitel~no, esli naprimer AT < T B, kak na Ris. 3, to zamena prØmoæ l na slegka povernutu¸ prØmu¸ ab, izobraßennu¸ punktirom na Ris. 3, pozvolit postroit~ bolee korotku¸ obßima¸wu¸ podkovu.

Ris. 3.

2.4. Dokazatel~stvo teoremy 2.2. Pust~ L : [0 ⩽ t ⩽ 1] → R^2

16 M. L. EGOROV, V. A. ZALGALLER krivaØ osmotra ovala Γ, ne zahodØwaØ vnutr~ Γ.

S izmeneniem t proekciØ L^′(t) toqki L(t) na oval Γ zaqerqivaet nepreryvnu¸ krivu¸, leßawu¸ na Γ. Soglasno izvestno lemme Buzemana i Fellera (sm. [4], str. 104), krivaØ L^′ ne dlinnee krivoæ L. Poskol~ku l¸baØ iz obßima¸wih podkov koroqe, qem perimetr ovala Γ, to i L, a vsled za ne¸ i L^′ koroqe perimetra Γ. Znaqit L^′ zapolnØet ne vs¸ krivu¸ Γ, a lix~ nekotoru¸ ee dugu AM N B, Ris. 4. Pust~ AU i BV – luqi vnexnih normaleæ k Γ v toqkah A i B. Ostal~nye oboznaqeniØ Øsny iz dal~neæxego i iz Ris. 4.

Ris. 4.

Rassmotrim kasatel~nu¸ k Γ v toqke A. Budem ee povoraqivat~ protiv qasovoæ strelki, smewaØ toqku kasaniØ ot A k B do poslednego poloßeniØ toqki kasaniØ T_1, pri kotorom na kasatel~nom luqe T_1CD, toqnee na ego qasti – luqe CD, ewe est~ toqki krivoæ L. Analogiqno postupaem s kasatel~noæ k Γ v toqke B: povoraqivaem ee po qasovoæ strelke, smewaØ toqku kasaniØ ot B k A, do poslednego poloßeniØ T_2 toqki kasaniØ, pri kotorom ewe est~ toqki krivoæ L na kasatel~nom luqe T_2DE, toqnee na luqe DE. Toqki T_1 i T_2 libo sovpadut, libo raspoloßatsØ na Γ v porØdke AT_2T_1B. Inaqe L ne est~ krivaØ osmotra.

Pust~ X i Y – samye dalekie ot Γ toqki krivoæ L na luqah CD i EF . Oqevidno, qto krivu¸ L moßno ukorotit~, ostavlØØ ee krivoæ osmotra, esli naruxeno hotØ by odno iz svoæstv:

1) X, Y – koncy L;

KRIVYE OSMOTRA OVALOV 17 2) L sostoit iz kasatel~noæ XM k Γ, dugi M N ovala Γ i kasatel~noæ N Y ;

3) prØmaØ XY kasaetsØ Γ (t.e. T_1 = T_2); 4) M X i N Y perpendikulØrny k prØmoæ XY .

No pri sobl¸denii fftih svoæstv L ØvlØetsØ obßima¸weæ podkovoæ. •

2.5. Moßet pokazat~sØ, qto esli dopustit~ k sravneni¸ krome krivyh osmotra ovala Γ, ne zahodØwih vnutr~ Γ, ewe krivye osmotra, qastiqno iduwie vnutri Γ, to naibolee korotkoæ ostanetsØ kratqaæxaØ obßima¸waØ podkova. Niße my ubedimsØ, qto ffto deæstvitel~no tak, kogda Γ – okrußnost~. (�to moßno dokazat~ i dlØ nekotoryh drugih ovalov.) No v obwem sluqae (neskol~ko neoßidannym obrazom) ffto ne tak, kak pokazyvaet sledu¸wiæ rezul~tat.

2.6. Teorema. Suwestvu¸t ovaly, dlØ kotoryh naibolee korot-

kaØ krivaØ osmotra qastiqno prohodit vnutri samogo ovala.

Dokazatel~stvo. 1) Rassmotrim parallelogramm ABCD, Ris.5, sostavlennyæ iz dvuh ravnobedrennyh treugol~nikov ABD i CDB, s osnovaniem AB = 2 i nebol~xoæ vysotoæ CC^′ = h. My utverßdaem, qto znaqenie h > 0 moßno vybrat~ nastol~ko malym, qto dlina lomanoæ ADBC budet men~xe, qem dlina lomanoæ ADCC^′. Deæstvitel~no, |ADBC| = 3 √ 1 + h^2 = 3 + O(h^2) · 3 |ADCC^′| = √ 1 + h^2 + 2 + h = 3 + O(h^2) + h,

i pri dostatoqno malom h > 0 budet |ADBC| < |ADCC^′|. Zafiksiruem h (i tot parallelogramm) dlØ kotorogo poslednee neravenstvo imeet mesto.

2) Pomestim centrami v kaßdoæ iz toqek A, B, C, D krug malogo radiusa δ > 0, Ris. 5, i soedinim krugi toqek A, D i krugi toqek B, C kasa¸wimisØ ih dugami okrußnosteæ P Q i RS (sm. Ris. 5) stol~ bol~xogo radiusa, qto ffti dugi othodØt ot parallelogramma ne bolee, qem na 2δ.

Krugi toqek A, B i toqek C, D soedinim kasa¸wimisØ ih ves~- ma pologimi dugami tipa parabol T XU i V Y W (sm. Ris. 5), vybrannymi tak, qto vse toqki fftih dug udaleny ot parallelogramma ne bolee, qem na 2δ, priqem dlØ ih naibolee udalennyh

18 M. L. EGOROV, V. A. ZALGALLER

Ris. 5.

ot parallelogramma toqek X i Y otrezok XY prohodit qerez centr O parallelogramma i perpendikulØren osnovaniØm AB i CD. Kontur T XU RS W Y V QP budet C^1-gladkim strogo vypuklym ovalom Γ(δ). Ego naibolee korotkaØ obßima¸waØ podkova sootvetstvuet kasatel~noæ l k ovalu Γ(δ) v toqke X. Dlina fftoæ samoæ korotkoæ podkovy pri l¸bom δ > 0 ostaetsØ bol~xe, qem |ADCC^′|. 3) Zakl¸qim nax oval Γ(δ) v obßima¸wiæ ego parallelogramm A_δ B_δC_δD_δ so storonami, parallel~nymi storonam ABCD. LomanaØ A_δ D_δB_δ C_δ budet linieæ osmotra ovala Γ(δ). No pri

δ → 0 dlina |A_δD_δ B_δC_δ| → |ADBC|, i pri dostatoqno malom δ > 0 liniØ osmotra A_δD_δ B_δ C_δ, qastiqno iduwaØ vnutri ovala Γ(δ), budet koroqe, qem kratqaæxaØ obßima¸waØ podkova ovala Γ(δ). •

Vse dal~neæxee posvØweno krivym osmotra okrußnosti S.

§ 3. Rexenie zadaqi 1

3.1. Pust~ krivaØ osmotra okrußnosti S prohodit qerez nekotoru¸ toqku P , leßawu¸ vnutri S, t.e. P ∈ int D, gde D = conv S. Postavim vspomogatel~nu¸ zadaqu: sredi vseh prohodØwih qerez toqku P lomanyh liniæ s qislom verxin ⩽ n (gde fiksirovannoe qislo n dostatoqno veliko, naprimer, n ⩾ 5) naæti naibolee korotku¸ lini¸ osmotra okrußnosti S. Po soobraßeniØm kompaktnosti hot~ odna takaØ kratqaæxaØ lomanaØ suwestvuet. Pust~ L takaØ lomanaØ. My vprave sqitat~, qto na L net

KRIVYE OSMOTRA OVALOV 19 (krome byt~ moßet toqki P ) lixnih, t.e. stoØwih vnutri reber, verxin. Samu toqku P vsegda vkl¸qaem v qislo verxin.

Izuqim stroenie lomanoæ L. Ona razbivaetsØ toqkoæ P na dve vetvi P A_1 . . . A_m i P B_1 . . . B_l (vtoraØ vetv~ moßet otsutstvovat~, esli P – naqalo dlØ L). Oboznaqim Q = conv L. �to – vypuklyæ mnogougol~nik, soderßawiæ v sebe krug D. Granica ∂Q – zamknutaØ vypuklaØ lomanaØ.

3.2 Lemma. KaßdaØ iz verxin lomanoæ ∂Q est~ verxina L. Ka-

ßdaØ iz verxin L, krome verxiny P est~ verxina ∂Q. Qerez kaßdu¸ verxinu ∂Q lomanaØ L prohodit rovno odin raz.

Deæstvitel~no, verxiny ∂Q sut~ ffkstremal~nye toqki dlØ

Q = conv L. Pofftomu oni – verxiny L.

Esli by u L, krome P , byla verxina, ne leßawaØ v odnoæ iz verxin ∂Q, to L moßno bylo by ukorotit~, ne menØØ Q ⊃ D.

Esli qerez verxinu ∂Q lomanaØ L proxla dvaßdy, to L moßno ukorotit~, ne menØØ Q. •

3.3. Lemma. Zven~Ø lomanoæ L ne mogut transversal~no perese-

kat~sØ.

Deæstvitel~no, pronumeruem posledovatel~no vse verxiny

L = X_1 . . . X_i(X_{i+1} . . . X_{j−1}X_j )X_{j+1} . . . X_k (k = m + l + 1 ⩽ n). Esli

rebra X_iX_{i+1} i X_j X_{j+1} transversal~no peresekalis~, Ris. 6, to perehod k lomanoæ L^′ = X_1 . . . X_i(X_j X_{j−1} . . . X_{i+1})X_{j+1} . . . X_k ukorotit L bez izmeneniØ Q. •

Ris. 6.

20 M. L. EGOROV, V. A. ZALGALLER

Krome togo v silu 3.2 smeßnye zven~Ø lomanoæ ne mogut i nalegat~ drug na druga. Iskl¸qenie sostavlØet odno iz zven~ev

P A_1 ili P B_1, na kotoroe moglo naleq~ sledu¸wee zveno A_1A_2

ili B_1B_2. No i fftu vozmoßnost~ poputno iskl¸qit sledu¸waØ vaßnaØ lemma.

3.4. Lemma. V sostave lomanoæ L net ni odnogo (otliqnogo ot

P A_1 i P B_1) zvena, prohodØwego qerez vnutrennie toqki mnoßestva D = conv S.

Dokazatel~stvo. Dopustim protivnoe, i pust~ AiAi+1 – poslednee pri dvißenii ot toqki P k toqke A_m zveno lomanoæ L, pereseka¸wee int D, Ris. 7. Toqki A_i i A_{i+1} kak verxiny vypuklogo mnogougol~nika Q ⊃ D leßat vne D. Provedem iz nih kasatel~- nye A_iT_1, A_iT_2, A_{i+1}T_3, A_{i+1}T_4 k okrußnosti S. (T_j – toqki kasaniØ). Ostal~nye oboznaqeniØ Øsny iz Ris. 7.

Ris. 7.

Iz toqki A_i viden uqastok T_1T_2 okrußnosti, a iz A_{i+1} – uqastok T_3T_4.

Vetv~ B_l . . . B_1P A_1 . . . A_i i vetv~ A_{i+1} . . . A_k lomanoæ L ne mogut peresekat~ prØmu¸ A_iA_{i+1}. Deæstvitel~no, otkrytyæ otrezok

A_iA_{i+1} oni ne mogut transversal~no pereseq~ vvidu 3.3; qerez

toqki A_i, A_{i+1}oni ne mogut proæti povtorno vvidu 3.2; ostal~- nu¸ qast~ prØmoæ A_iA_{i+1} oni ne mogut pereseq~, poskol~ku ffta qast~ prØmoæ leßit vne Q.

KRIVYE OSMOTRA OVALOV 21 Poskol~ku u okrußnosti S est~ dve kasatel~nye, parallel~- nye A_iA_{i+1}, i L dolßna imet~ obwie toqki s kaßdoæ iz nih, to odna iz upomØnutyh vetveæ lomanoæ L leßit po odnu storonu ot prØmoæ A_iA_{i+1}, a drugaØ – po drugu¸.

Vnutri uglov U_1A_iU_2 i U_3A_{i+1}U_4 leßat tol~ko toqki, vnexnie dlØ Q. Znaqit, tam net toqek L. Pofftomu kasatel~nye k otkrytoæ duge T_1T_4 pereseka¸tsØ tol~ko vetv~¸ A_{i+1} . . . A_m. Takim obrazom s vetvi B_l . . . B_1P A_1 . . . A_i osmatrivaetsØ duga T_1T_2T_3, a s vetvi A_{i+1} . . . A_m – duga T_3T_4T_1.

Vvidu kompaktnosti vetvi A_{i+1} . . . A_m, pereseka¸weæ vse kasatel~nye otkrytoæ dugi T_1T_4, na fftoæ vetvi naædetsØ pervaØ toqka C, v kotoroæ ffta vetv~ imeet obwu¸ toqku s kasatel~noæ k okrußnosti S v toqke T_1.

Vetv~ A_{i+1} . . . A_m po vyboru zvena A_iA_{i+1} ne zahodit vnutr~ D. Pofftomu ee uqastok A_{i+1} . . . C prohodit snarußi S, soedinØØ toqku A_{i+1} luqa T_3U_3 s toqkoæ C luqa T_1U . Pri fftom C = A_m, inaqe uqastok C . . . A_m moßno bylo by otbrosit~, ukoraqivaØ lomanu¸ L i ostavlØØ ee linieæ osmotra dlØ S.

Otrazim vs¸ vetv~ A_{i+1} . . . C otnositel~no prØmoæ, sostoØweæ iz toqek, ravnoudalennyh ot prØmyh T_3U_3 i T_1U . Poloßenie kaßdoæ toqki posle otraßeniØ oboznaqaem preßneæ bukvoæ so xtrihom (sm. na Ris. 6 toqki A^′_i, A^′_{i+1}, C^′). Posle otraßeniØ uqastok A^′_{i+1} . . . C^′ po-preßnemu soedinØet luqi T_1U i T_3U_3, ogibaØ S izvne, i iz ego toqek osmatrivaetsØ duga T_1T_4T_3.

Nam ostalos~ zamenit~ uqastok A_iA_{i+1} na uqastok A_iA^′_{i+1}, qtoby poluqit~ novu¸ lomanu¸ lini¸ osmotra B_l . . . B_1P A_1 . . . A_i

A^′_{i+1} . . . C^′, toße ØvlØ¸wu¸sØ lomanoæ linieæ osmotra okrußno-

sti S. Pri fftoæ zamene lomanaØ L (bez uveliqeniØ qisla verxin) ukoraqivaetsØ, tak kak |A_iA^′_{i+1}| < |A_iA_{i+1}|, poskol~ku v ravnoboqnoæ trapecii AA^′_{i+1}A_{i+1}A^′_i otrezok A_iA^′_{i+1} – bokovaØ storona, a A_iA_{i+1} – diagonal~. • 3.5. Lemma. Kaßdoe zveno lomanoæ L (krome zven~ev P A1, P B1)

ØvlØetsØ storonoæ mnogougol~nika Q. Vse storony mnogougol~nika Q (krome byt~ moßet storony B_1A_1) kasa¸tsØ okrußnosti S. U lomanoæ L rovno n verxin.

Dokazatel~stvo. 1. Dopustim, qto zveno AiAi+1 lomanoæ L ØvlØetsØ ne storonoæ, a diagonal~¸ mnogougol~nika Q. Togda A_iA_{i+1} delit Q na dve qasti. Soglasno 3.4 okrußnosti S celikom leßit v odnoæ iz fftih qasteæ.

22 M. L. EGOROV, V. A. ZALGALLER

PrØmaØ A_iA_{i+1} razbivaet ploskost~ na dve poluploskosti. Vetvi B_l . . . A_i i A_{i+1} . . . A_m lomanoæ L leßat (po soobraßeniØm, izloßennym v dokazatel~stve Lemmy 3.4) v raznyh poluploskostØh. Tu iz poluploskosteæ, gde leßit B_l . . . A_i nazovem verhneæ.

Okrußnost~ S obØzatel~no leßit v verhneæ poluploskosti. I lomanu¸ L moßno ukorotit~, otbrosiv ee qast~ A_{i+1} . . . A_m. Deæstvitel~no, esli nekotoraØ toqka y ∈ S byla vida iz toqki x vetvi A_{i+1} . . . A_m, to ona budet vidna i potom iz toqki x^′ =

A_iA_{i+1} ∩ xy otrezka A_iA_{i+1}.

Takim obrazom lomanaØ L na uqastke B_1 . . . B_l (esli on est~) i na uqastke A_1 . . . A_m idet po konturu lomanoæ Q.

2. Esli kakoe-nibud~ iz zven~ev A_jA_{j+1} ne kasalos~ okrußnosti S, to, povoraqivaØ luq A_j A_{j+1} (s nepodvißnym naqalom A_j ) do ego kasaniØ s S, my ukorotim L.

3. Esli qislo verxin u L men~xe n, to L moßno ukorotit~, srezaØ odin iz uglov. •

Dliny |L_n| naibolee korotkih lomanyh liniæ osmotra L_n, prohodØwih qerez P i ime¸wih n verxin, strogo monotonno ubyva¸t s rostom n. V to ße vremØ ffti dliny ograniqeny snizu, naprimer, qislom dist(P, S) > 0. Oboznaqim λ = lim_{n→∞} |L_n| > 0. 3.6. Lemma. Ne suwestvuet prohodØweæ qerez toqku P krivoæ

osmotra L s dlinoæ |L| < λ.

Dokazatel~stvo. Dopustim, qto naxlas~ takaØ krivaØ L. Uveliqiv ee gomotetieæ s centrom P i kofffficientom 1 + ε, my, za sqet malosti ε > 0, moßem poluqit~ krivu¸ (1 + ε)L takße s dlinoæ |(1 + ε)L| < λ. Esli iz toqki x = L(t) byla vidna hot~ odna toqka na S, to iz toqki x^′ = (1 + ε)L(t) budet viden na S nekotoryæ otrezok dugi. Iz pokrytiØ S takimi otrezkami moßno vybrat~ koneqnoe, otveqa¸wee nekotorym toqkam x^′_i. Dobavim k nim toqku P i vpixem v krivu¸ (1 + ε)L lomanu¸ s tak vybrannymi verxinami. My poluqim prohodØwu¸ qerez toqku P lomanu¸ lini¸ osmotra, bolee korotku¸, qem λ. �to protivoreqit vyboru λ. •

Oboznaqim λ_0 dlinu naibolee korotkoæ obßima¸weæ podkovy. Nam ostalos~ dokazat~ strogoe neravenstvo λ > λ_0. DlØ fftogo my

KRIVYE OSMOTRA OVALOV 23 pokaßem, qto vse dliny |L_n| kratqaæxih lomanyh na nekotoru¸ postoØnnu¸ a(P ) > 0 prevoshodØt λ_0.

3.7. Soglasno 3.5 lomanaØ Ln moßet imet~ tol~ko odin iz dvuh vozmoßnyh vidov Ris. 8.

Ris. 8.

V pervom sluqae A_1 . . . A_m – krivaØ osmotra, iduwaØ vne S. Soglasno 2.2 ee dlina ⩾ λ_0. Pofftomu

|L_n| − λ_0 ⩾ P A_1 > dist(P, S) = a_1 > 0.

Vo vtorom sluqae pri l¸bom n ⩾ 5 dlina |L_n| ⩽ |L_5|. Pofftomu uqastok B_1P A_1 < |L_5|. V treugol~nike P B_1A_1 pri l¸bom n ⩾ 5 summa dlin storon ograniqena sverhu B_1P + P A_1 < |L_5|, a vysota h iz verxiny P ograniqena snizu h ⩾ a_1. Otkuda sleduet suwestvovanie universal~noæ postoØnnoæ a_2 = a_2(|L_5|, a_1) > 0, dlØ kotoroæ

B_1P + P A_1 − B_1A_1 ⩾ a_2.

No zamena v lomanoæ L_n uqastka B_1P A_1 zvenom B_1A_1 daet nekotoru¸ krivu¸ osmotra L^′_{n−1}, iduwu¸ vne S. Ee dlina ⩾ λ_0. Pofftomu

|L_n| − λ_0 = |L^′_{n−1}| + (B_1P + P A_1 − B_1A_1) − λ_0 > a_2.

Takim obrazom vsegda

|L_n| − λ_0 ⩾ a(P ) = min{a_1, a_2} > 0. •

24 M. L. EGOROV, V. A. ZALGALLER

3.8. Rexim ewe sledu¸wu¸ zadaqu. Naæti naibolee korotku¸ krivu¸ osmotra okrußnosti S v klasse lomanyh liniæ s qislo zven~ev ⩽ n pri fiksirovannom n ⩾ 3.

DlØ takoæ kratqaæxeæ lomanoæ L spravedlivy vse utverßdeniØ punktov 3.1–3.5 s tem uproweniem, qto otsutstvu¸t osobye zven~Ø P A_1, P B_1. (Nebol~xaØ ogovorka nußna tol~ko pri dokazatel~stve pervogo punkta lemmy 3.5. V fftom sluqae okrußnost~ S ne obØzana leßat~ imenno v verhneæ poluploskosti. No esli ona leßit v nißneæ poluploskosti, to moßno otbrosit~ vs¸ predxestvu¸wu¸ verxine A_i qast~ lomanoæ L).

Itak, lomanaØ L imeet vid opisannogo vokrug okrußnosti S mnogougol~nika, iz kotorogo udalena odna storona L(0)L(1), Ris. 9.

Ris. 9.

Pri fftom vse A_iT_i = T_iA_{i+1}. Dokaßem ffto na primere zvena

A_1A_2. Pri neizmennyh prØmyh L(0)A_1 i A_2A_3 kasatel~nu¸ A_1A_2

moßno povoraqivat~, neskol~ko smewaØ toqku kasaniØ T_1. Dlina izmenØ¸wegosØ uqastka M A_1A_2T_2 lomanoæ L ravna 2|A_1A_2|. No A_1A_2 koroqe vsego, kogda T_1 – seredina A_1A_2. Vvidu A_iT_i =

T_iA_{i+1} vse ugly pri verxinah A_1, . . . , A_{n−2} odinakovy.

Nakonec, L(0)T = T L(1). Inaqe izmeneniem poloßeniØ prØmoæ L(0)L(1) so smeweniem toqki kasaniØ T moßno lomanu¸ L ukorotit~. Vmeste s predyduwim ffto vleqet α = β. Pri fftom α ⩽ π/2, inaqe L moßno ukorotit~. No togda dlina |L| = ρ [ 2(n − 2)tg^α_{n−2} + 2tg^α_2 ] , gde ρ – radius okrußnosti S, budet minimal~na pri α ∈ (0, π/2), slußawem kornem uravneniØ

2 sin^{2 α}_2 − cos^{2 α}_{n−2} = 0.

KRIVYE OSMOTRA OVALOV 25

§ 4. Rexenie zadaqi 2

4.1. Zadaqu 2 (sm. 1.5) o kratqaæxeæ krivoæ osmotra ediniqnoæ okrußnosti S s napered zadannoæ naqal~noæ toqkoæ P krivoæ rexim snaqala dlØ sluqaØ, kogda toqka P sovpadaet s centrom O okrußnosti S.

Predvaritel~no budem rexat~ fftu zadaqu v klasse lomanyh s qislom verxin ⩽ n + 1. Hot~ odna takaØ kratqaæxaØ lomanaØ liniØ osmotra L^0_n (pri n ⩾ 3) suwestvuet. Ee pervoe zveno obØzano idti iz O v odnu iz verxin mnogougol~nika Q = conv L^0_n. Otbrosim ffto pervoe zveno i oboznaqim L : I → R^2 ostavxu¸¸sØ qast~ lomanoæ L^0_n. Teper~ fiksirovannoæ sqitaem toqku L(0).

DlØ lomanoæ L = L(0)A_1 . . . A_mL(1) verny vse utverßdeniØ 3.1– 3.5 s uproweniem iz-za otsutstviØ osobyh zven~ev P A_1, P B_1. No dokazatel~stvo pervogo punkta Lemmy 3.5 trebuet dopolneniØ. Esli S leßit v nißneæ poluploskosti, to na fftot raz my ne vprave otbrasyvat~ naqalo L(0)A_1 . . . A_i, poskol~ku utratili by fiksirovannu¸ toqku L(0). V fftom sluqae dokazatel~stvo pervogo punkta Lemmy 3.5 zaverxim sledu¸wim obrazom. Esli vetv~ L(0)A_1 . . . A_i soderßit bolee odnogo zvena, zamenim ee otrezkom L(0)A_i, qto ukorotit L. Esli ffta vetv~ uße byla otrezkom L(0)A_i, to zametim, qto toqki L(0), A_i, O ne mogut leßat~ na odnoæ prØmoæ. Pofftomu malym povorotom vokrug O kak tverdogo celogo qasti A_i . . . A_mL(0) lomanoæ L moßno ukorotit~ zveno

L(0)A_i.

Teper~ Øsno, qto lomanaØ L imeet vid opisannoæ vokrug okrußnosti S zamknutoæ n-zvennoæ vypukloæ lomanoæ iz kotoroæ udaleno zveno L(0)L(1). A vsØ ffkstremal~naØ lomanaØ L^0_n otliqaetsØ ot L tol~ko dobavleniem otrezka OL(0), Ris. 10a. Na fftot raz my ne vprave utverßdat~, qto α_n ⩽ π/2, tak kak fiksirovannost~ toqki L(0) ne pozvolØet izmenØt~ poloßenie prØmyh

L(0)A_1 i L(0)L(1). No, kak i v 3.8, vse A_iT_i = T_iA_{i+1}, tak qto u

lomanoæ L ugly γ_n pri verxinah A_i odinakovy.

My ne budem utoqnØt~ znaqeniØ uglov α_n, β_n, γ_n dlØ ffkstremal~noæ lomanoæ L^0_n pri konkretnyh n ⩾ 3. Zametim tol~ko, qto s rostom n dliny |L^0_n| monotonno ubyva¸t, a ugly γ_n → π.

Postavim lomanye L^0_n (n = 3, 4, . . .) v poloßenie s obweæ prØmoæ L(0)L(1) i vyberem podposledovatel~nost~ nomerov n, dlØ kotoroæ budut imet~ mesto shodimosti k nekotorym toqkam

26 M. L. EGOROV, V. A. ZALGALLER

L(0) → L(0), L(1) → L(1), M_n → M , N_n → N . DlØ fftoæ podposle-

dovatel~nosti lomanye L^0_n shodØtsØ k nekotoroæ krivoæ osmotra L vida Ris. 10.

Sredi krivyh vida Ris. 10b, kak pokazyva¸t fflementarnye vyqisleniØ, naibolee korotkoæ ØvlØetsØ ta, u kotoroæ β = π/2,

α = 2π/3. (V fftom sluqae uqastok OL(0)M nosit harakter otra-

ßeniØ luqa sveta ot prØmoæ L(0)L(1). My nazovem taku¸ krivu¸ L krivoæ Isbella, sm. Ris. 2. Ee dlina |L| = 7π/6 + 1 + √ 3.

Ris. 10a Ris. 10b.

Teper~ moßno sdelat~ vyvod.

4.2. Teorema. U okrußnosti S net bolee korotkoæ krivoæ osmo-

tra s naqalom v centre O okrußnosti S, qem krivaØ Isbella, Ris. 2. •

Pereædem k krivym osmotra okrußnosti s fiksirovannoæ naqal~noæ toqkoæ P ≠ O.

4.3. Teorema. Esli fiksirovannoe naqalo P udaleno ot O na r ⩽ 2/ √ 3, to naibolee korotkoæ krivoæ osmotra s naqalom P ØvlØetsØ uqastok toæ krivoæ Isbella, u kotoroæ iduwee iz O zveno prohodit qerez toqku P .

Qtoby ubedit~sØ v fftom, dostatoqno povernut~ krivu¸ Isbella v takoe poloßenie i uqest~ rezul~tat 4.2. Dlina takoæ krivoæ 7π/6 + 1 + √ 3 − r. • 4.4. Pust~ teper~ OP = r > 2/^√3. Rassmotrim vspomogatel~- nu¸ zadaqu: naæti kratqaæxu¸ lomanu¸ lini¸ osmotra okrußnosti S v klasse lomanyh s naqalom P i qislom verxin ⩽ n + 1.

KRIVYE OSMOTRA OVALOV 27 TakaØ kratqaæxaØ L suwestvuet. Apriori est~ dve vozmoßnosti: 1) naqalo P slußit odnoæ iz verxin mnogougol~nika

Q = conv L; 2) ffto ne tak. UbedimsØ, qto vozmoßnost~ 2) v deæ-

stvitel~nosti iskl¸qena.

Dopustim, qto ona imeet mesto. Togda pervoe zveno lomanoæ L idet ot toqki P v nekotoru¸ verxinu mnogougol~nika

Q = conv L, oboznaqim ee L(0). Uqastok L(0) . . . L(1) lomanoæ L = P L(0) . . . L(1) toße est~ liniØ osmotra. DlØ fftogo uqastka

verny vse utverßdeniØ 3.1–3.5. Pofftomu on imeet vid opisannogo vokrug S zamknutogo n-ugol~nika iz kotorogo udalena storona

L(0)L(1). Toqka P obØzana leßat~ na otrezke OL(0). Inaqe povo-

rotom vetvi L(0) . . . L(1) vokrug O moßno ukorotit~ pervoe zveno

P L(0) lomanoæ L.

V fftom poloßenii, Ris. 11, uqastok P L(0)A_1 lomanoæ L dolßen v toqke L(0) nosit~ harakter otraßeniØ luqa sveta ot prØmoæ L(0)L(1). Inaqe L moßno sokratit~. No takoe otraßenie pri kasa¸wihsØ okrußnosti S otrezkah L(0)A_1 i L(0)L(1) nevozmoßno pri OL(0) > 2/ √ 3.

Ris. 11 Ris. 12.

Itak, pri OP > 2/ √ 3 i l¸byh n ⩾ 3 toqka P ØvlØetsØ verxinoæ L(0) mnogougol~nika Q.

Ne detaliziruØ pri konkretnyh n znaqeniØ uglov ffkstremal~- noæ lomanoæ L, my pri n → ∞, podobno tomu kak ffto sdelano v 4.1 dlØ Teoremy 4.2, prihodim k sledu¸wemu utverßdeni¸. 4.5. Teorema. U ediniqnoæ okrußnosti S net bolee korotkoæ

krivoæ osmotra s naqal~noæ toqkoæ P , udalennoæ ot centra O okrußnosti bolee qem na 2/ √ 3, qem izobraßennaØ na Ris. 12 krivaØ L. •

28 M. L. EGOROV, V. A. ZALGALLER

§ 5. Rexenie zadaqi 3

5.1. Qtoby naæti hot~ odnu naibolee korotku¸ krivu¸ osmotra ediniqnoæ okrußnosti S pri trebovanii, qtoby ffta krivaØ prohodila qerez fiksirovannu¸ toqku P , leßawu¸ vnutri S na rasstoØnii r < 1 ot centra, naqnem so vspomogatel~noæ zadaqi. Naæti naibolee korotku¸ lini¸ osmotra, prohodØwu¸ qerez P , v klasse lomanyh s qislom verxin ⩽ n + 1.

Hot~ odna takaØ lomanaØ L_n pri kaßdom n ⩾ 5 suwestvuet. Ih dliny |L_n| s rostom n ubyva¸t i lim_{n→∞} |L_n| est~ dlina iskomoæ kratqaæxeæ krivoæ. Bolee togo, esli my naædem krivu¸ osmotra, kotoraØ ne dlinnee ni odnoæ iz lomanyh L_n, to v silu 3.6 ffta krivaØ – odno iz rexeniæ zadaqi 3.

5.2. Iz Lemmy 3.5 sleduet, qto lomanaØ Ln sostoit iz dvuh vetveæ P A_1 . . . A_m i P B_1 . . . B_l (apriori odna iz fftih vetveæ moßet otsutstvovat~, togda P – naqalo L_n). Pri fftom qasti A_1 . . . A_m i B_1 . . . B_l idut izvne okrußnosti S.

Pri dvißenii po vetvi B_1 . . . B_l osmatrivaetsØ nekotoraØ zamknutaØ duga d_1 okrußnosti S, a pri dvißenii po A_1 . . . A_m – drugaØ zamknutaØ duga d_2. Esli uße odna iz fftih dvuh dug sovpadaet so vseæ okrußnost~¸ S, to L_n sostoit iz odnoæ vetvi, P – naqalo L_n i soglasno 4.3 L_n dlinnee, qem krivaØ Isbella za vyqetom r. Niße, v 5.8, my ubedimsØ, qto est~ bolee korotkaØ krivaØ osmotra, prohodØwaØ qerez P .

Esli ni d_1, ni d_2 okrußnost~ S ne pokryvaet (a vmeste oni S obØzany pokryvat~), to na S naædutsØ toqki T, T^′ ∈ d_1 ∩ d_2, razdelennye toqkami y_1, y_2 ∈ S, y_1 ∈ d_1, y_1 ∉ d_2, y_2 ∈ d_2, y_2 ∉ d_1.

5.3. Pust~ U T V i U^′T^′V^′ – kasatel~nye k S prØmye v toqkah T i T^′. Odna vetv~ lomanoæ L_n zavedomo soedinØet luq U T s luqem

U^′T^′, ogibaØ S, a drugaØ vetv~ soedinØet luq T V s luqem T^′V^′,

takße ogibaØ S.

Teper~ Øsno, qto lomanaØ L_n ne koroqe, qem liniØ L(T, T^′), sostoØwaØ iz samogo korotkogo puti, sostavlennogo iz dvuh qasteæ: ot P k luqu U T i ot nego k luqu U^′T^′ (v obhod S) pl¸s ot P k luqu T V i ot nego k T^′V^′ (v obhod S).

Nam ostaetsØ naæti samu¸ korotku¸ sredi liniæ L(T, T^′) pri vsevozmoßnyh poloßeniØh toqek T, T^′ na S.

5.4. Ne terØØ obwnosti budem sqitat~ toqku T fiksirovan-

KRIVYE OSMOTRA OVALOV 29 noæ, na risunkah – verhneæ toqkoæ okrußnosti S s centrom O; kasatel~nye U V i U^′V^′ – rashodØwimisØ vpravo (ili parallel~nymi) Ris. 13; qerez 2α ( 0 ⩽ α <^π_2 ) oboznaqaem ugod meßdu fftimi kasatel~nymi; a toqku P sqitaem raspoloßennoæ vyxe prohodØweæ qerez O prØmoæ l, slußaweæ bissektrissoæ ugla 2α. Toqka P (posle fiksacii toqki T ) leßit gde-to na okrußnosti σ s centrom O i radiusom r. Svobodnym ostaetsØ vybor poloßennoæ T^′ na S i P na σ, pofftomu kratqaæxu¸ krivu¸ L(T, T^′) dalee oboznaqaem L(T^′, P ).

Ris. 13.

PravaØ vetv~ krivoæ L(T^′, P ) zavedomo imeet vid P AT_1M_1N_1, Ris. 13, gde AT_1 – kasatel~naØ k S, T_1M_1 – duga S, otrezok M_1N_1 kasaetsØ S i perpendikulØren k U^′V^′. LevaØ ße vetv~ krivoæ L(T^′, P ) apriori moßet imet~ odin iz treh vidov stroeniØ.

1) SostoØt~ iz odnogo otrezka P N , soedinØ¸wego P s toqkoæ pereseqeniØ prØmyh U V i U^′V^′.

2) SostoØt~ iz dvuh otrezkov P B (gde B ∈ U T ) i BN ⊥ U^′V^′,

N ∈ U^′V^′, BN ∩ S = ?.

3) Imet~ stroenie P BT_2M_2N_2, analogiqnoe stroeni¸ pravoæ vetvi.

5.5. Lemma. KratqaæxaØ sredi vseh krivyh L(T^′, P ) ne moßet

imet~ levu¸ vetv~ tipa 2).

Deæstvitel~no, dlinu krivoæ L(T^′, P ) s levoæ vetv~¸ tipa 2) moßno ukorotit~, neznaqitel~nym sdvigom vlevo toqki T^′ na S. •

30 M. L. EGOROV, V. A. ZALGALLER

5.6. Lemma. Esli by u kratqaæxeæ iz krivyh L(T^′, P ) levaØ vetv~

imela tip 3), to toqka P leßala by na radiuse OT .

Dokazatel~stvo. Qtoby taku¸ krivu¸ L(T^′, P ) nel~zØ bylo ukorotit~ malymi sdvigami toqki A ili B vdol~ U V ili toqki P vdol~ σ neobhodimo sobl¸denie dvuh trebovaniæ: 1) na uqastkah P BT_1 i P AT_2 dolßno proishodit~ “otraßenie” ot prØmoæ U V ; 2) na uqastke BP A dolßno proishodit~ “otraßenie” ot okrußnosti σ. No pri toqke P , ne leßaweæ na OT , ffti dva trebovaniØ nesovmestny. Deæstvitel~no, pust~ naprimer P leßit levee OT , Ris. 14. Togda trebovanie 2) oznaqaet, qto prohodØwiæ qerez P ffllips s fokusami B i A kasaetsØ v toqke P okrußnosti σ. No togda BT > T A i ∠T BP < ∠T AP , a ffti dva neravenstva dela¸t nevozmoßnym sobl¸denie trebovaniæ ∠U BT_2 = ∠T BP , ∠T AP = ∠V AT_1. •

Ris. 14.

5.7. Lemma. KratqaæxaØ sredi vseh krivyh L(T^′, P ) ne moßet

imet~ levu¸ vetv~ tipa 3).

Dokazatel~stvo. V silu 5.6 dostatoqno rassmatrivat~ tol~ko krivye L = N_2^⌢M_2T_2BP A^⌢T_1M_1N_1 s levoæ vetv~¸ tipa 3), u kotoryh toqka P leßit na radiuse OT , Ris. 15. Za sqet povorota lomanoæ M_2N_2N_1M_1 kak tverdogo celogo vokrug O my byli vprave izobrazit~ Ris. 15 simmetriqnym otnositel~no prØmoæ OT . (Pri takom povorote dlina L ne menØ¸tsØ.)

Vvedem v rassmotrenie krivu¸ osmotra L_0 = BP A^⌢T_1T^′N , Ris. 16, s tem ße poloßeniem toqki P na OT , qto i u krivoæ L. My utverßdaem, qto |L_0| < |L|. Deæstvitel~no, dlina |L|

KRIVYE OSMOTRA OVALOV 31

Ris. 15.

prevoshodit dlinu obßima¸weæ okrußnost~ podkovy N_2^⌢M_2M_1N_1 (Ris. 15) na 2(P A + AT_1 − T T_1). A dlina |L_0| prevoshodit dlinu podkovy BT^⌢T_1M N na (P A + AT_1 −^⌢T T_1) + (BP − BT ). No P A + AT_1 −^⌢T T_1 > P A + AT_1 − (T A + AT_1) = P A − T A ⩾ BP − BT. Itak, dlØ kaßdoæ naxeæ krivoæ L naædetsØ bolee korotkaØ prohodØwaØ qerez P krivaØ osmotra L_0 s levoæ vetv~¸ tipa 1). •

Ris. 16 Ris. 17.

5.8. Lemma. DlØ kratqaæxeæ krivoæ zadaqi 3 toqka P ne moßet

slußit~ naqalom.

Deæstvitel~no, soglasno 4.5 kratqaæxaØ krivaØ osmotra s naqalom P ne koroqe, qem krivaØ P A^⌢T_1M T^′B, Ris. 17. No krivaØ

32 M. L. EGOROV, V. A. ZALGALLER osmotra BP A^⌢T_1M N koroqe na veliqinu ⌢ M T^′ − BP = = π 2 − ( 1 + r 2 )_2 + ( 1 − r √ 3 2 )_2 ⩾ π 2 − (3 2 )_2 + ( 1 − √ 3 2 )_2 > 0. 5.9. Nam ostaetsØ naæti kratqaæxu¸ sredi krivyh L(T^′, P ) s levoæ vetv~¸ tipa 1. TakaØ kratqaæxaØ L = BP A^⌢T_1MN , Ris. 18, neobhodimo udovletvorØet sledu¸wim trebovaniØm. Na uqastke

BP A dolßno proishodit~ “otraßenie” ot okrußnosti σ, a na

uqastke P AT_1 – “otraßenie” ot prØmoæ U V (inaqe krivu¸ L moßno ukorotit~ malym sdvigom toqki P vdol~ σ ili toqki A vdol~ U V ). Krome togo ugly α =^1_2 ∠ABN i ψ = ∠ABP dolßny udovletvorØt~ sootnoxeni¸

cos ψ = 2 sin^2 α. (∗)

Inaqe krivu¸ L moßno ukorotit~ malym sdvigom toqki kasaniØ T^′ vdol~ okrußnosti S. �ti trebovaniØ vpolne opredelØ¸t formu krivoæ L pri zadannom r < 1.

Ris. 18.

�to dokazyvaet sledu¸wee utverßdenie.

5.10. Teorema. KrivaØ osmotra ediniqnoæ okrußnosti S, pro-

hodØwaØ qerez toqku P , kotoraØ nahoditsØ ot centra O okrußnosti na rasstoØnii r (0 ⩽ r < 1), ne moßet byt~ koroqe, qem

KRIVYE OSMOTRA OVALOV 33

krivaØ osmotra L = BP A^⌢T_1M N , izobraßennaØ na Ris. 18. Pri fftom znaqenie r odnoznaqno opredelØet dlØ krivoæ L ugly ψ = ∠ABP, α = ∠N BP, β = ∠T OP, γ = ∠T OA. ZnaqeniØ fftih uglov i polnaØ dlina |L| pri razliqnyh r (vkl¸qaØ predel~noe r = 1) daetsØ sledu¸weæ tabliceæ. r ψ α β γ L 0.00 0.674889 0.674889 − π/6 6.205912 0.05 0.659013 0.679916 0.184441 0.513947 6.130632 0.10 0.642170 0.685126 0.182690 0.503775 6.056554 0.15 0.624268 0.690526 0.180899 0.493033 5.983775 0.20 0.605204 0.696117 0.179062 0.481664 5.912403 0.25 0.584862 0.701905 0.177172 0.469603 5.842556 0.30 0.563110 0.707887 0.175220 0.456775 5.774371 0.35 0.539799 0.714062 0.173193 0.443092 5.707999 0.40 0.514759 0.720421 0.171074 0.428454 5.643612 0.45 0.487799 0.726948 0.168836 0.412735 5.581405 0.50 0.458702 0.733620 0.166440 0.395791 5.521600 0.55 0.427226 0.740397 0.163832 0.377445 5.464453 0.60 0.393102 0.747224 0.160926 0.357477 5.410257 0.65 0.356040 0.754020 0.157590 0.335609 5.359352 0.70 0.315736 0.760672 0.153615 0.311483 5.312131 0.75 0.271900 0.767025 0.148659 0.284609 5.269057 0.80 0.224294 0.772873 0.142134 0.254281 5.230675 0.85 0.172813 0.777950 0.132967 0.219373 5.197641 0.90 0.117615 0.781944 0.118951 0.177759 5.170779 0.95 0.059367 0.784517 0.094327 0.124011 5.151242 1.00 0 π/4 0 0 π + 2

5.11. PoØsnim, kak rassqityvalas~ tablica. Oboznaqim rn =

0.05n. DlØ pervoæ stroki tablicy (pri n = 0) ugly ψ = α = arccos^{√17−1}_4 naædeny iz uravneniØ cos α = 2 sin^2 α, sm. formulu

(∗).

Qtoby poØsnit~, kak rassqityvalas~ kaßdaØ sledu¸waØ stroka tablicy (pri n = 1 ÷ 19), rassmotrim Ris. 19. Zdes~ O^′, P^′, σ^′ – otraßeniØ toqek O, P i okrußnosti σ otnositel~no prØmoæ

y = 1.

34 M. L. EGOROV, V. A. ZALGALLER

Ris. 19.

Naznaqiv znaqenie ψ, nahodim iz (∗) ugol α, zatem – poloßenie toqki B. Iz toqki B provodim pod uglom ψ luq BP^′, prelomlØem ego, otraßaØ ot okrußnosti σ^′, i podbiraem ishodnoe ψ tak, qtoby otraßennyæ luq P^′A_1 kasalsØ okrußnosti S.

Qislenno fftot process vyglØdit sledu¸wim obrazom. Naznaqa¸tsØ nißnØØ m i verhnØØ M granicy dlØ vybora ψ:

m = arctg [(1 − r)tg α_{n−1}] M = ψ_{n−1} Zdes~ α_{n−1} i ψ_{n−1} – dannye predyduweæ stroki.

Cikl naqinaetsØ s togo, qto polagaem ψ =^{m+M}_2 , α =

arcsin

√_{cos ψ} 2 , BT = ctg α.

Iz uravneniæ prØmoæ BP^′ i okrußnosti σ^′:

y − 1 = (x + BT )tg ψ; x^2 + (y − 2)^2 = r^2

KRIVYE OSMOTRA OVALOV 35 nahodim koordinaty (x_0, y_0) toqki P^′, (x_0 < 0) a s nimi i ugol

τ = arctg y_0 − 2 x_0 . Otraßennyæ luq P^′A obrazuet ugol z = 2τ − ψ s luqem A_1V .

�to pozvolØet napisat~ uravnene prØmoæ P^′A_1: y − y_0 = (x −

x_0)tg z. Esli ffta prØmaØ prohodit ot O na rasstoØnii, men~xem

edinicy, polagaem

m = arctg [(1 − r)tg α] M = ψ, gde ψ i α – tol~ko qto ispytannye znaqeniØ uglov. Esli ße prØmaØ prohodit na rasstoØnii, bol~xem edinicy, polagaem m = ψ, sohranØØ M . Zatem povtorØem cikl, do teh por, poka otraßennyæ luq P^′A_1 s naznaqennoæ toqnost~¸ budet kasat~sØ okrußnosti S. Pri naædennyh takim putem ψ_n i α_n rassqityva¸tsØ ostal~nye dannye stroki, posle qego perehodim k sledu¸weæ stroke.

Literatura

1. V. Faber, J. Mycielski, P. Pedersen, On the shortest curve which meets all the lines which meet circle. — Ann. Pol. Math. 44, No. 3 (1984), 248–266.

2. R. Bellman, Minimisation problem. — Bull. Amer. Math. Soc. 62, No. 3 (1956), 270.

3. J. R. Isbell, An optimal search pattern. — Naval Research Logistics Quarterly 4, No. 4 (1957), 357–359.

Egorov M. L., Zalgaller V. A. Visibility curves for ovals. For C^1-smooth strictly convex oval, the class of visibility curves is introduced. The equivalence of four definitions of this class of curves is proved, and the possible types of the shortest curves of visibility are studied. Several exstremal problems for the curve of visibility of the circle are solved.

Postupilo 14 marta 1996 g. Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN