A. A. Andrianov, F. Kannata, ȷ.-P. Dedonder, M. V. Ioffe DEFORMIROVANNA˚ SUPERSIMMETRI˚, ALGEBRA q–OSCILL˚TORA I ZADAQA RASSE˚NI˚ V KVANTOVO` MEHANIKE

1. Vvedenie

Deformirovannye simmetrii byli vvedeny [1, 2] dlØ opisaniØ integriruemosti nekotoryh rexetoqnyh modeleæ i konformnyh [3, 4] polevyh teoriæ. Pozdnee rØd primerov qdeformirovannyh simmetriæ i q-deformirovannyh algebr, generiru¸wih spektr, byl naæden v razliqnyh kvantovyh sistemah, v qastnosti, v kvantovo-mehaniqeskih modelØh nizxeæ razmernosti.

Prosteæxeæ algebroæ, realizuemoæ na izospektral~nyh sistemah kvantovoæ mehaniki, ØvlØetsØ algebra supersimmetriqnoæ kvantovoæ mehaniki [5, 6], obrazovannaØ superzarØdami i supergamil~tonianom. Supersimmetriqnye partnery v supergamil~toniane svØzany (spleta¸tsØ) superzarØdami, kotorye, na samom dele, poroßda¸t preobrazovaniØ Darbu [7] meßdu dvumØ izospektral~nymi sistemami. Deformacii fftoæ algebry voznika¸t pri ispol~zovanii obobwennyh superzarØdov s proizvodnymi vysxih porØdkov [8–10]. Takoe obobwenie vedet k SUSY algebre s vysximi proizvodnymi (HSUSY) [10], kotoraØ soderßit polinom vysxego porØdka ot gamil~toniana. S drugoæ storony, dobavlenie k superzarØdam operatora rastØßeniæ privodit k klassu q-deformirovannyh potencial~nyh sistem [11], na kotoryh moßet byt~ realizovana, v qastnosti, q-deformirovannaØ oscillØtornaØ algebra, generiru¸waØ spektr.

OscillØtornaØ algebra (Geæzenberga–VeælØ) byla deformirovana neskol~kimi sposobami [12, 13] i ee predstavleniØ formal~no proklassificirovany [13–15]. Poskol~ku obyqnyæ oscillØtor igraet vaßnu¸ rol~ vo mnogih oblastØh sovremennoæ kvantovoæ fiziki, novye realizacii q-oscillØtornoæ algebry v prostranstve volnovyh funkciæ konkretnoæ dinamiqeskoæ mode-

DEFORMIROVANNA˚ SUPERSIMMETRI˚ 23

li dolßny byt~ polezny dlØ ponimaniØ proØvleniØ fftoæ algebry v fiziqeskih sistemah.

Naxeæ cel~¸ ØvlØetsØ opisanie vzaimosvØzi meßdu polinomial~nymi deformaciØmi SUSY algebry i q-deformaciØmi, vvedennymi v sistemu xredingerovskogo tipa rastØßeniem koordinat. Na fftom puti naædeny razliqnye realizacii q-oscillØtora kak kvantovoæ sistemy, udovletvorØ¸weæ uravneni¸ Xredinge- ra. Tak ße kak v sluqae garmoniqeskogo oscillØtora (q = 1), iz qoscillØtornoæ algebry sleduet svØz~ meßdu sobstvennymi znaqeniØmi razliqnyh ffnergetiqeskih urovneæ, a takße svØz~ meßdu sootvetstvu¸wimi volnovymi funkciØmi [11] (ili kofffficientami otraßeniØ i prohoßdeniØ [10]).

DlØ togo, qtoby vosproizvesti q-oscillØtor, neobhodimo otoßdestvit~, s toqnost~¸ do konstanty, potencialy v gamil~tonianah, svØzannyh preobrazovaniem Darbu. DlØ obyqnogo garmoniqeskogo oscillØtora ffto svoæstvo samopodobiØ vypolnØetsØ i ob¨ØsnØet ego ffkvidistantnyæ spektr ffnergiæ. Dilatirovannoe uslovie samopodobiØ [11, 16] estestvennym obrazom otbiraet potencialy, ime¸wie ffnergetiqeskie spektry i volnovye funkcii q-deformirovannogo oscillØtora. Sootnoxenie meßdu amplitudami rasseØniØ dvuh q-superpartnerov privodit k “dual~nomu” uslovi¸ samopodobiØ [10] (v impul~snom prostranstve).

V razdele 2 kratko izlaga¸tsØ osnovnye svedeniØ ob odnomernoæ SSKM [5, 6]. V razdele 3 v samoæ obweæ forme postroena SSKM s superzarØdami vtoroæ stepeni po proizvodnym i vydeleny sluqai, kogda superpartnery ne mogut byt~ postroeny iteracieæ dvuh obyqnyh preobrazovaniæ Darbu. Tem samym, provedena klassifikaciØ vseh neprivodimyh preobrazovaniæ, uqastvu¸wih v postroenii HSUSY sistem s polinomial~no deformirovannymi superalgebrami.

V razdele 4 izuqaetsØ q-deformaciØ SUSY i HSUSY, inducirovannaØ rastØßeniem koordinat. Ustanovleno sosuwestvovanie kak q-deformirovannoæ SUSY algebry s obyqnym gamil~tonianom, tak i obyqnoæ SUSY algebry s q-deformirovannym gamil~- tonianom, postroeno obobwenie na sluqaæ HSUSY.

V razdele 5 posle vvedeniØ v q-deformirovannu¸ SUSY kvantovu¸ mehaniku usloviØ zamykaniØ, ili samopodobiØ, postroena q-oscillØtornaØ model~ s lokal~nym potencialom. ObsußdaetsØ

24 A. A. ANDRIANOV I DR.

dokazatel~stvo suwestvovaniØ regulØrnogo potenciala. Poluqeno polinomial~noe obobwenie za sqet q-deformacii polinomial~noæ superalgebry.

V razdele 6 rassmatrivaetsØ q-oscillØtornaØ algebra v forme [13] i privedena klassifikaciØ ee predstavleniæ v terminah central~nogo fflementa. Provedeno razloßenie gamil~tonovoæ realizacii iz razdela 5 na neprivodimye qoscillØtornye predstavleniØ. V razloßenii poØvlØ¸tsØ dva tipa q-oscillØtornyh predstavleniæ, i v to vremØ kak fokovskoe predstavlenie otnositsØ k svØzannym sostoØniØm, nefokovskie predstavleniØ pokryva¸t nepreryvnyæ spektr.

V razdele 7 issledu¸tsØ sledstviØ odnomernoæ HSUSY dlØ harakteristik rasseØniØ [17] gamil~tonianov-partnerov [18]. Sootnoxenie meßdu amplitudami rasseØniØ dvuh q-superpart-nerov [10] naædeno v razdele 8. Opredeleno “dual~noe” uslovie samopodobiØ (v impul~snom prostranstve) dlØ amplitud rasseØniØ. V terminah gipergeometriqeskoæ funkcii predstavlena ØvnaØ konstrukciØ, udovletvorØ¸waØ fftomu “dual~nomu” uslovi¸ samopodobiØ. Ona sootvetstvuet bezotraßatel~nomu potencialu.

V razdele 9 my analiziruem drugie vozmoßnye realizacii q-oscillØtora v prostranstve volnovyh funkciæ odnomernogo xredingerovskogo gamil~toniana. V naxem podhode lokal~nyæ gamil~tonian, voobwe govorØ, ne ØvlØetsØ bilineænym po operatoram roßdeniØ i uniqtoßeniØ, a, skoree, prinadleßit universal~noæ obertyva¸weæ algebre q-oscillØtora, t.e. algebre polinomov (analitiqeskih funkciæ) ot generatorov. Pofftomu q-oscillØtornye sootnoxeniØ rassmatriva¸tsØ kak raznovidnost~ q-deformirovannoæ (nelineænoæ) dinamiqeskoæ algebry. My formuliruem obwu¸ shemu postroeniØ lokal~nogo gamil~- toniana xredingerovskogo tipa s deformirovannymi algebrami, generiru¸wimi spektr. IssleduetsØ sootvetstvu¸wee otobraßenie ffnergetiqeskih urovneæ. Opisyva¸tsØ raznovidnosti q-oscillØtornoæ algebry i poluqeny ograniqeniØ na ih realizaci¸ v terminah xredingerovskogo gamil~toniana.

§2. SupersimmetriqnaØ kvantovaØ mehanika v odnom izmerenii

SSKM poroßdaetsØ [5, 6] operatorami superzarØda Q^+ i

DEFORMIROVANNA˚ SUPERSIMMETRI˚ 25

Q^− = (Q^+)^†, kotorye vmeste s gamil~tonianom sistemy H udo-

vletvorØ¸t algebre

(Q^±)^2 = 0, [H, Q^±] = 0, (1)

{Q^+, Q^−} = H = Q^2, (2)

gde vveden ffrmitov operator superzarØda Q = Q^+ + Q^−.

Odnomernoe predstavlenie realizuetsØ 2 × 2 superzarØdami

Q^− = ( 0 0 a^− 0 ) i Q^+ = ( 0 a^+ 0 0 ) . (3) s a^± = ±∂ + W (x) (4)

a supergamil~tonian sostoit iz dvuh obyqnyh xredingerovskih gamil~tonianov H = ( h^{(1)} 0 0 h^{(2)} ) = ( a^+a^− 0

0 a^−a^+ )

= −∂^2 + ( W^2 + W^′ 0 0 W^2 − W^′ ) = (−∂^2 + W^2)1 + σ_3W^′

h^{(i)} ≡ −∂^2 + V^{(i)}(x), (5)

gde σ_3 – matricy Pauli.

Neposredstvenno iz (1), (2) sleduet, qto vse sobstvennye znaqeniØ H neotricatel~ny. V terminah komponent algebra, opredelennaØ v (1), (2), oznaqaet, qto gamil~toniany h^{(1)} i h^{(2)} v (5) faktorizovany. Inaqe govorØ, dannomu faktorizuemomu gamil~tonianu h^{(1)} moßno sopostavit~ supersimmetriqnyæ partner h^{(2)}, takoæ, qto oba partnera svØzany sootnoxeniØmi spletaniØ

h^{(1)}a^+ = a^+h^{(2)} i a^−h^{(1)} = h^{(2)}a^−. (6)

�ti sootnoxeniØ privodØt k dvukratnomu vyroßdeni¸ vseh urovneæ H s poloßitel~noæ ffnergieæ, qto sootvetstvuet “bozonnomu” i “fermionnomu” sektoram, opredelØemym operatorom graduirovki τ = (−)^{bNF} = σ_3, gde ^N_F – operator qisla fermionov. Operator graduirovki kommutiruet s gamil~tonianom H i antikommutiruet s superzarØdom Q. Takim obrazom, operator superzarØda perevodit sobstvennye sostoØniØ s τ = +1 (bozony)

26 A. A. ANDRIANOV I DR.

v sobstvennye sostoØniØ s τ = −1 (fermiony) i naoborot. Bozonnye i fermionnye volnovye funkcii ØvlØ¸tsØ sobstvennymi funkciØmi h^{(1)} i h^{(2)}, sootvetstvenno. BlagodarØ sootnoxeniØ (6), oni svØzany meßdu soboæ operatorami a^±: √ EΨ^{(2)}_E = a^−Ψ^{(1)}_E i √ EΨ^{(1)}_E = a^+Ψ^{(2)}_E . (7)

Suwestvovanie sostoØniæ s nulevoæ ffnergieæ zavisit [6] ot asimptotiki superpotenciala W (x), vvedennogo v (4). DlØ sootvetstvu¸wih W (x) oni mogut voznikat~ libo v bozonnom sektore, t.e.

a^−Ψ^{(1)}(x) = 0,

libo v fermionnom, t.e.

a^+Ψ^{(2)}(x) = 0.

§3. SSKM s vysximi proizvodnymi

Issleduem teper~ drugie realizacii, v kotoryh sohranØ¸tsØ sootnoxeniØ (1), no dopuska¸tsØ deformacii sootnoxeniØ (2). V nestandartnoæ realizacii [9, 10] v opredelenii superzarØdov ispol~zu¸tsØ differencial~nye operatory vysxih porØdkov po proizvodnym. Vmesto lineænyh operatorov (4) opredelim differencial~nye operatory vtorogo porØdka

A^+ = (A^−)† = ∂^2 − 2f(x)∂ + b(x). (8)

Togda uravnenie (2) preobrazuetsØ v

{Q^+, Q^−} = Q^2 = K

s Q = Q^+ + Q^−. Kvazigamil~tonian K pri fftom poluqaetsØ iz obyqnoæ superalgebry, no teper~ on ØvlØetsØ operatorom qetvertogo porØdka i, sledovatel~no, ne imeet xredingerovskoæ formy.

Predpoloßim, qto suwestvuet diagonal~nyæ gamil~tonian H xredingerovskogo vida H = ( h^{(1)} 0 0 h^{(2)} ) , (9)

DEFORMIROVANNA˚ SUPERSIMMETRI˚ 27

kommutiru¸wiæ s superzarØdami Q^±, kotorye postroeny iz A^±, opredelennyh v (8). Togda iz sootnoxeniæ spletaniØ, analogiqnyh (6),

h^{(1)}A^+ = A^+h^{(2)} i A^−h^{(1)} = h^{(2)}A^−, (10)

sleduet, qto kvazigamil~tonian K kommutiruet s H i, krome togo, vyraßaetsØ qerez H sootnoxeniem:

K = H^2 − 2αH + β, (11)

gde α i β ØvlØ¸tsØ konstantami iz-za nevyroßdennosti spektra

h^{(1)}, h^{(2)} v odnomernoæ zadaqe i tak kak [K, Q] = 0. SootnoxeniØ

spletaniØ (10) dlØ H trebu¸t, qtoby

b(x) = f^2(x) − f^′(x) − f^{′′}(x) 2f(x) + ( f^′(x) 2f(x) )_2 + d 4f^2(x)

, (12) gde d = β − α^2. (13)

�to uslovie ØvlØetsØ neobhodimym i dostatoqnym dlØ suwestvovaniØ obobwennoæ, polinomial~noæ, HSUSY algebry, kotoraØ opredelØetsØ sootnoxeniØmi:

(Q^±)^2 = 0, [H, Q^±] = 0, {Q^+, Q^−} = Q^2 = (H − α)^2 + d. (14)

Ispol~zuØ uravnenie (12), potencialy gamil~tonianov-super-partnerov mogut byt~ vyraßeny qerez f(x) i ee proizvodnye

V^{(1),(2)} = ∓2f^′(x) + f^2(x) + f^{′′}(x) 2f(x) − ( f^′(x) 2f(x) )_2 − d 4f^2(x)

+ α. (15)

Sobstvennye funkcii h^{(1)} i h^{(2)} poluqa¸tsØ drug iz druga deæstviem differencial~nogo operatora vtorogo porØdka A^± v sootvetstvii s uravneniem (7).

�lementarnye operatory A^± moßno faktorizovat~, vyraziv qerez obyqnye superpotencialy W_1 i W_2, vvedennye v (4):

A^+ = a^+_1 a^+_2 = (∂ + W_1(x))(∂ + W_2(x)). (16)

V opredelennyh sluqaØh ih moßno svØzat~ lestniqnym uravneniem

a^−_1 a^+_1 = a^+_2 a^−_2 + c ili − W^′_1 + W^2_1 = W^′_2 + W^2_2 + c, (17)

28 A. A. ANDRIANOV I DR.

gde, bez poteri obwnosti, my rassmatrivaem c > 0 (pri fftom superpotencialy, superzarØdy i drugie sootvetstvu¸wie operatory zavisØt ot c). Iz fftogo uravneniØ poluqaem {Q^+, Q^−} = ~H( ~H − c), (18) gde, dlØ sravneniØ s (11),

~H = H + 1 2 (c − 2α) = ( a^+_1 a^−_1 0 0 a^−_2 a^+_2 + c ) . (19)

Oqevidno, c^2 = −4d > 0.

FaktorizaciØ (16) voznikaet [8, 9] iz dvuh posledovatel~nyh SSKM preobrazovaniæ ( h^{(1)} 0 0 h ) = ( a^+_1 a^−_1 0 0 a^−_1 a^+_1 ) (20) i ( h − c 0 0 h^{(2)} ) = ( a^+_2 a^−_2 0

0 a^−_2 a^+_2 ) (21)

s uqetom lestniqnogo usloviØ (17).

Vyberem c = 2α, t.e. β = 0. Togda superpotencialy W_{1,2} moßno parametrizovat~ funkcieæ f(x) sledu¸wim obrazom:

W_{1,2} = ± 2f^′(x) − c 4f(x) − f(x). (22) Lestniqnoe uravnenie (17) imeet smysl tol~ko pri uslovii, qto diskriminant d otricatelen; imenno pri fftom uslovii moßno vvesti v uravneniØ (20), (21) promeßutoqnyæ ffrmitov gamil~tonian. Esli d > 0, to nel~zØ udovletvorit~ sootnoxeni¸ vida (17); dannyæ klass SSKM vtorogo porØdka my budem pofftomu nazyvat~ neprivodimym.

�tot klass predstavlØet soboæ novyæ fflement pri postroenii supersimmetriqnyh lestnic i, sootvetstvenno, polinomial~nyh SSKM. ˚sno, qto sootvetstvu¸wiæ superzarØd ne moßet imet~ nul~-mod, poskol~ku, kak vidno iz (14), on ograniqen snizu konstantoæ √ d. Qtoby izbeßat~ singulØrnosteæ v superzarØdah i potencialah (15) v rassmatrivaemom sluqae, sleduet predpoloßit~, qto funkciØ f(x) ne imeet nuleæ. Obobwenie SUSY algebry vtorogo porØdka po proizvodnym na differencial~nye operatory A^± bolee vysokih porØdkov proizvoditsØ neposredstvenno i vedet k polinomam ot H v pravoæ qasti (14). LestniqnaØ

DEFORMIROVANNA˚ SUPERSIMMETRI˚ 29

konstrukciØ (20), (21) stroitsØ iz bazisnyh fflementov pervogo i vtorogo porØdka po proizvodnym. Takim obrazom, v obwem sluqae poluqaetsØ sledu¸waØ polinomial~naØ superalgebra:

Q^2 = ∏ i+2j=n (H − c_i)((H − α_j)^2 + d_j) d_j > 0. (23)

§4. q-deformirovannaØ SUSY kvantovaØ mehanika

V ramkah SSKM q-deformirovannaØ SUSY algebra byla postroena [11] v konkretnoæ realizacii, ispol~zu¸weæ operator rastØßeniæ

T_q f(x) = √ q(qx), T_q ∂_x = q^{−1}∂_xT_q, (24)

kotoryæ moßet byt~ takße predstavlen kak psevdodifferencial~nyæ operator:

T_q = √ q exp(ln qx∂_x), T^†_q = T^{−1}_q . (25)

q-deformirovannye superzarØdy Q^± stroØtsØ iz

a^+_q = (∂ + W (x))T^†_q ≡ ^a, a^−_q = T_q (−∂ + W (x)) ≡ ^a^+, (26)

analogiqno (3). Pereoboznaqenie operatorov Darbu a^±_q operatorami “roßdeniØ” ^a^+ i “uniqtoßeniØ” ^a proizvedeno s cel~¸ modelirovaniØ q-oscillØtora (sm. sledu¸wiæ razdel). BozonnaØ i fermionnaØ komponenty gamil~toniana (sm. (5)) teper~ q-deformirovany:

h^{(1)} ≡ a^+_q a^−_q = −∂^2 + W^2(x) + W^′(x) ≡ ^a^a^+,

h^{(2)} ≡ q^2a^−_q a^+_q = −∂^2 + q^2W^2(qx) − qW^′_x(qx) ≡ q^2^a^+^a.

(27)

Kofffficient q^2 v h^{(2)} vveden dlØ pravil~noæ normirovki kinetiqeskogo qlena. �ti gamil~toniany spleta¸tsØ ne obyqnoæ

SUSY algebroæ (sm. (6)), a udovletvorØ¸t q-deformirovannym

sootnoxeniØm spletaniØ:

q^2h^{(1)}a^+_q = a^+_q h^{(2)}, q^2a^−_q h^{(1)} = h^{(2)}a^−_q . (28)

Takim obrazom, voznikaet q-deformirovannaØ SUSY algebra, napomina¸waØ (1), (2)

{Q^+, Q^−}_q = H; [Q^+, H]_q = [H, Q^−]_q = 0 (29)

30 A. A. ANDRIANOV I DR.

v terminah q-(anti)kommutatorov (vmesto obyqnyh), [X, Y ]_q ≡ XY − q^2Y X, {X, Y }_q ≡ XY + q^2Y X. (30) V obyqnom smysle superzarØdy ne sohranØ¸tsØ, tak kak oni ne kommutiru¸t s gamil~tonianom. Vsledstvie fftogo gamil~- toniany-superpartnery ne ØvlØ¸tsØ bol~xe izospektral~nymi, no ih spektry svØzany q-rastØßeniem, q^2E^{(1)} = E^{(2)}. Otmetim odnako, qto suwestvuet drugoæ gamil~tonian (q-gamil~tonian ^H), s renormirovannym h^{(2)}, kotoryæ kommutiruet s superzarØdami i udovletvorØet superalgebre: {Q^+, Q^−} = ( h^{(1)} 0 0 q^{−2}h^{(2)} ) ≡ ^H; [ ^H, Q^±] = 0. (31)

Volnovye funkcii svØzany drug s drugom operatorami a^±_q ,

ψ^{(2)} _ a^−_q ψ^{(1)}, ψ^{(1)} _ a^+_q ψ^{(2)}. (32)

Ob¨edinim teper~ q-deformirovannu¸ SUSY s polinomial~- noæ HSUSY kvantovoæ mehanikoæ (sm. razdel 3). Faktorizuemu¸ konstrukci¸ q-deformirovannoæ HSUSY algebry vtorogo porØdka po proizvodnym moßno realizovat~ posredstvom dvuh posledovatel~nyh q-deformaciæ (26) s raznymi parametrami rastØßeniØ q_1, q_2. Komponenty q-superzarØda faktorizovany,

A^+_q = q^{−1}_1 a^+_{q1} · a^+_{q2} = q^{−1}_1 (∂ + W_1(x))T^†_{q1}(∂ + ~W_2(x))T^†_{q2} = (A^−_q )^†. (33)

Ih moßno preobrazovat~ k proizvedeni¸ differencial~nogo operatora vtorogo porØdka na edinstvennyæ operator rastØßeniØ:

a^+_q = (∂ + W_1(x))(∂ + W_2(x))T^†_q ;

q = q_1 · q_2; W_2(x) ≡ q^{−1}_1 ~W_2(q^{−1}_1 x).

(34)

V takoæ forme obobwenie SUSY vtorogo porØdka po proizvodnym stanovitsØ neposredstvennym i moßet byt~ sdelano po sheme razdela 3 s rastØßeniem na poslednem xage kak dlØ privodimogo

(d 6 0), tak i dlØ neprivodimogo (d > 0) sluqaev.

Kak i v obyqnom q-deformirovannom sluqae, gamil~tonian H ne kommutiruet s superzarØdom, no udovletvorØet uravneni¸

DEFORMIROVANNA˚ SUPERSIMMETRI˚ 31

(29). q-deformirovannaØ SUSY algebra s gamil~tonianom H imeet vid (σ_3, kak obyqno, matrica Pauli):

Q^+Q^− + q^4Q^−Q^+ = {Q^+, Q^−}_q2 = (H − αq^{1−σ3})^2 + d · q^{2(1−σ3)},

[Q^+, H]_q = [H, Q^−]_q = 0

(35) Snova suwestvuet q-gamil~tonian ^H (31), kotoryæ kommutiruet s superzarØdami. Krome togo, v terminah ^H algebra HSUSY prinimaet obyqnyæ vid (14).

Dal~neæxie xagi po obobweni¸ SUSY vysxih porØdkov po proizvodnym vedut libo k uravneni¸ (23) s q-gamil~tonianom i obyqnoæ SUSY, libo k ee q-deformirovanomu variantu [9, 10] s nastoØwim gamil~tonianom H i bazisnymi blokami, opredelennymi v (35):

{Q^+, Q^−}_qn = ∏ i+2j=n (H − c_i · q^{1−σ3} )((H − α_jq^{1−σ3} )^2 + d_j · q^{2(1−σ3)});

[Q^+, H]_q = [H, Q^−]_q = 0; d_j > 0.

(36)

§5. Lokal~nye gamil~tonovy modeli q-oscillØtora

TakaØ model~ stroitsØ iz q-deformirovannoæ SUSYQM (27), (29) s pomow~¸ usloviØ zamykaniØ

h^{(1)} = h^{(2)} + 1.

Togda, oqevidno, operatory ^a, ^a^+ udovletvorØ¸t q-kommutaci-onnomu sootnoxeni¸

^a^a^+ − q^2^a^+^a = 1, (37)

ØvlØ¸wemusØ suwestvennoæ qast~¸ algebraiqeskogo opredeleniØ q-oscillØtora [13] (sm. sledu¸wiæ razdel). Uslovie zamykaniØ vedet k q-samopodobnomu uravneni¸ dlØ W (x):

W^′(x) + qW^′(qx) + W^2(x) − q^2W^2(qx) = 1, (38)

gde xtrih oznaqaet proizvodnu¸ po x. Pri q = 1, oqevidno, vosproizvoditsØ obyqnyæ garmoniqeskoæ oscillØtor s W (x) = x/2, sootvetstvu¸wim samopodobnomu potencialu.

32 A. A. ANDRIANOV I DR.

Uravnenie (38) moßno rassmatrivat~ na vseæ osi, x ∈

(−∞, +∞), ili na poluosi, x ∈ [0, ∞). DlØ razloßeniØ v rØd

vokrug x ≃ 0 ili x → ∞ udobno vyrazit~ (38) v operatornoæ forme. Vvedem generator rastØßeniæ v T_q (25):

D = xd_x; Dx^n = nx^n; T_q = q^{D+ 12} ; (39)

i oboznaqim W̄ ≡ xW (x). Togda (38) v operatornoæ forme imeet vid:

(D − 1)W̄ = 1 1 + q^D x^2 − 1 − q^D 1 + q^D

W̄^2. (40)

Posle razloßeniØ v rØd okolo naqala koordinat

W̄ (x) = ∞∑ n=1 c_nx^n, poluqaem iz (40) nabor rekkurentnyh sootnoxeniæ dlØ n > 1:

(n − 1)c_n = 1 1 + q^2 δ_{n,2} − 1 − q^n 1 + q^n n−1∑ l=1 c_lc_{n−1}, (41)

c_1 ostaetsØ proizvol~noæ konstantoæ. Vyboru c^2_1 = 1/(1 − q^2) so-

otvetstvuet trivial~noe rexenie, pri kotorom c_n = 0, n ≠ 1.

Iz (41) moßno pokazat~ [11, 16], qto dlØ 0 < q 6 1 rexenie, regulØrnoe na vseæ osi, voznikaet dlØ c_1 = 0, c_2 = 1/(1 + q^2). Kak sledstvie, c_{2j+1} = 0 i ~W (−x) = ~W (x), W (−x) = −W (x). Asimptotiqeskoe razloßenie na beskoneqnosti moßno naæti iz (40) analogiqnym sposobom: W (x) | |x|≫1 = ± 1 √ 1 − q^2 + b_2(ln x) x^2 + O ( 1 x^3 ) , (42)

gde b_2(ξ ± ln q) = b_2(ξ) – proizvol~naØ periodiqeskaØ funkciØ ot

ξ ≡ ln x (v qastnosti, b_2 = const). Ono, oqevidno, daet ubyva-

¸wiæ potencial V (x) ∼ 1/x^2, |x| ≫ 1. Takim obrazom, spektr gamil~tonianov fftogo tipa s regulØrnym potencialom dolßen imet~ nepreryvnu¸ qast~. Esli rexenie W (x) vybrano tak, qto prinimaet poloßitel~noe znaqenie dlØ x → +∞ i otricatel~- noe dlØ x → −∞, to iz (26) sleduet, qto normiruemoe osnovnoe sostoØnie h^{(1)}, ψ_0 ∼ exp(− ∫ dxW (x)), suwestvuet i daetsØ nul~- modoæ operatora uniqtoßeniØ ^a: v fftom sluqae q-oscillØtornaØ

DEFORMIROVANNA˚ SUPERSIMMETRI˚ 33

model~ soderßit svØzannye sostoØniØ. Togda imeet smysl renormirovat~ gamil~toniany h^{(1),(2)} tak, qtoby pomestit~ nul~ ffnergii v naqale nepreryvnogo spektra:

h^{(1)} = H_1 + 1 1 − q^2

; h^{(2)} = H_2 + q^2 1 − q^2 (43)

s usloviem zamykaniØ, H_1 = H_2.

Predstavim teper~ obobwenie predstavlennoæ vyxe q-oscil-lØtornoæ modeli, kotoroe osnovano na q-deformacii polinomial~noæ HSUSY algebry (34), (36), razvitoæ v predyduwem razdele. DlØ togo, qtoby vosproizvesti q-oscillØtornoe sootnoxenie (37), my moßem ispol~zovat~ v (36) lix~ sledu¸wie sootnoxeniØ:

^a^a^+ = H^n_1 + 1 1 − q^{2n} ; q^{2n}^a^+^a = H^n_2 + q^{2n} 1 − q^{2n} . (44)

Esli H_1 = H_2, to

^a^a^+ − q^{2n}^a^+^a = 1. (45)

DlØ n > 2 polinom v pravoæ qasti (44) vsegda soderßit pary kompleksno soprØßennyh korneæ (nuli, kak funkcii gamil~- toniana). V sootvetstvie s lestniqnoæ konstrukcieæ (36), sootvetstvu¸wie spleta¸wie operatory Darbu v ^a, ^a^+ sostoØt iz neskol~kih bazisnyh preobrazovaniæ Darbu vtorogo porØdka po proizvodnym. Ime¸tsØ dva neffkvivalentnyh klassa qoscillØtornyh modeleæ, sootvetstvu¸wih n qetnym ili neqetnym. DlØ neqetnyh n lestnica soderßit odno preobrazovanie Darbu pervogo porØdka po proizvodnym, a dlØ qetnyh n sostoit tol~ko iz fflementov vtorogo porØdka.

Rassmotrim, v qastnosti, sluqaæ n = 2, kogda operatory roßdeniØ i uniqtoßeniØ da¸tsØ sootnoxeniØmi (34). Uravnenie q-samopodobiØ sleduet iz (15), (34) i imeet teper~ vid:

V (x) = f^2(x) − 2f^′(x) + f^{′′}(x) 2f(x) − ( f^′(x) 2f(x) )_2 − 1 4f^2(x)(1 − q^4) = = q^2f^2(qx) + 2qf^′(qx) + f^{′′}(qx) 2f(qx) − ( f^′(qx) 2f(qx) )_2 − q^2 4f^2(qx)(1 − q^4) , (46) �to uravnenie gorazdo sloßnee, qem (38), suwestvovanie u nego regulØrnogo rexeniØ ne ØvlØetsØ oqevidnym (sm. takße obsußdenie v razdele 8), hotØ v zadaqe na poluosi predstavlØetsØ,

34 A. A. ANDRIANOV I DR.

qto metod linearizacii shoditsØ i moßet byt~ ispol~zovan dlØ dokazatel~stva suwestvovaniØ.

§6. q-oscillØtornaØ algebra i ee predstavleniØ

Deformaci¸ bozonnogo oscillØtora moßno opredelit~ v terminah q-kommutatora, ^a^a^+ − q^2^a^+^a, gde ^a, ^a^+ = (^a)^+ – operatory uniqtoßeniØ i roßdeniØ, a q – vewestvennoe qislo, kotoroe bez poteri obwnosti moßno vybrat~ poloßitel~nym. Kommutator moßno zadat~ razliqnymi sposobami, sredi kotoryh vyberem sledu¸wiæ [13]:

^a^a^+ − q^2^a^+^a = 1. (47)

Dopolnitel~no opredelØetsØ operator qisla N takoæ, qto

[N, ^a^+] = ^a^+; [N, ^a] = −^a, (48)

gde podrazumeva¸tsØ obyqnye kommutatory. DlØ garmoniqeskogo oscillØtora, kogda q = 1, osnovnoe sostoØnie ØvlØetsØ nul~- modoæ operatora uniqtoßeniØ ^aψ_0 = 0, a operator qisla qastic N moßno normirovat~ N = ^a^+^a, tak qto nulevoe qislo zapolneniØ pripisyvaetsØ osnovnomu sostoØni¸.

Esli q ≠ 1, operator qisla qastic bolee ne ØvlØetsØ operatorom, bilineænym po ^a, ^a^+. Odnako imeetsØ central~nyæ fflement^5, vida [13]:

^ζ = q^{−2N} ([N ]_q − ^a^+^a), (49)

gde q-simvol [N ]_q opredelØetsØ kak

[N ]_q = 1 − q^{2N} 1 − q^2 . Operator ^ζ kommutiruet so vsemi generatorami q-oscillØtor-noæ algebry, qto vidno iz toßdestv

^a^+F (N ) = F (N − 1)^a^+; ^aF (N ) = F (N + 1)^a. (50)

5Na samom dele, on ne edinstvenen, t.k. l¸baØ periodiqeskaØ funkciØ

ϕ(N ) = ϕ(N � 1) takße prinadleßit podprostranstvu centra, kotoroe tem

samym sostoit iz l¸byh algebraiqeskih kombinaciæ bζ i ϕ(N ). DlØ dal~- neæxego dostatoqno otobrat~ tol~ko odin central~nyæ fflement v forme (49).

DEFORMIROVANNA˚ SUPERSIMMETRI˚ 35

Pofftomu ego sobstvennye znaqeniØ ζ numeru¸t predstavleniØ, i dlØ dannogo predstavleniØ s vybrannym ζ moßno naæti svØz~ meßdu bilineænymi operatorami ^a^+^a, ^a^a^+ i operatorom qisla qastic N :

^a^+^a = [N ]_q − ζq^{2N} ,

^a^a^+ = [N + 1]_q − ζq^{2N+2},

(51)

gde ispol~zovan q-kommutator (47). �ti operatory kommutiru- ¸t s N , i ih spektry generiru¸tsØ spektrom N . Iz uravneniæ (51) moßno vyqislit~ kommutator ^a^a^+ − ^a^+^a = q^{2N} ( 1 − ζ ζ_c ) , (52)

gde ζ_c – kritiqeskoe znaqenie ζ, pri kotorom kommutator obrawaetsØ v nul~:

ζ_c = − 1 1 − q^2 . L¸boe predstavlenie moßno opisat~ [13, 14] v bazise sobstvennyh funkciæ operatora qisla qastic s sobstvennymi znaqeniØmi ν_n, N ψ_n = ν_nψ_n. Kak i v sluqae obyqnogo garmoniqeskogo oscillØtora, blagodarØ sootnoxeniØm (48), vse sobstvennye sostoØniØ mogut byt~ postroeny iz odnogo vybrannogo sostoØniØ ψ_0 s pomow~¸ lestniqnyh operatorov ψ_{n+1} ≃ ^a^+ψ_n,

ψ_{n−1} ≃ aψ_n i, sledovatel~no, ν_{n±1} = ν_n ± 1. DlØ vybrannogo ψ_0 neffkvivalentnye predstavleniØ parametrizu¸tsØ znaqeniØ-

mi ν_0, leßawimi v ediniqnom intervale 0 6 ν_0 < 1, t.k. sdvig na celoe qislo otobraßaet odno sostoØnie v drugoe iz togo ße predstavleniØ. My moßem pereopredelit~ operator qisla qastic N = ~N + ν_0 tak, qto sobstvennye znaqeniØ ~N stanovØtsØ celymi qislami. �to pereopredelenie soglasuetsØ s osnovnymi kommutacionnymi sootnoxeniØmi (47), (48) i, blagodarØ (49), sootvetstvuet sledu¸wemu izmeneni¸ central~nogo fflementa:

^ζ^′ = ^ζq^{2ν}0 − ζ_c(q^{2ν}0 − 1) (53)

DlØ ζ ≠ ζ_c l¸boe predstavlenie, harakterizuemoe dvumØ parametrami ν_0, ζ, ffkvivalentno predstavleni¸ ν^′_0 = 0, ζ^′. V fftom sluqae dostatoqno sdvinut~ sobstvennye znaqeniØ operatora qisla qastic na celoe qislo i izuqat~ sobstvennye znaqeniØ central~nogo fflementa. DlØ ζ = ζ_c predstavleniØ numeru¸tsØ znaqeniØmi

ν_0.

36 A. A. ANDRIANOV I DR.

Qto kasaetsØ klassifikacii predstavleniæ q-oscillØtora v terminah ζ, imeetsØ tri tipa neffkvivalentnyh predstavleniæ [13, 14]: fokovskoe predstavlenie ζ > ζ_c, nefokovskoe predstavlenie dlØ ζ < ζ_c i special~noe predstavlenie dlØ ζ = ζ_c.

Fokovskoe predstavlenie harakterizuetsØ tem, qto suwestvuet osnovnoe sostoØnie operatora qisla qastic – nul~-moda operatora uniqtoßeniØ aψ_0 = 0. Poskol~ku iz (47), (52) i ν^′_0 = 0, my imeem ζ^′ = 0, fokovskoe predstavlenie edinstvenno i moßet byt~ postroeno dlØ l¸bogo 0 < q < ∞.

Nefokovskie predstavleniØ mogut poØvlØt~sØ tol~ko, esli

0 < q 6 1 i pofftomu ζ_c < 0. Spektr N neograniqen snizu. Sogla-

sovanie s uravneniØmi (51) trebuet, qtoby ζ < ζ_c. BlagodarØ sootnoxeni¸ (53), imeetsØ odnoparametriqeskoe semeæstvo nefokovskih predstavleniæ. Ih moßno parametrizovat~ libo s pomow~¸ central~nogo fflementa, fiksiruØ ν_0 = 0, libo posredstvom parametra 0 6 ν_0 < 1 dlØ fiksirovannogo znaqeniØ ζ. V dal~- neæxem my ispol~zuem vtoru¸ al~ternativnu¸ vozmoßnost~ i, dlØ opredelennosti, poloßim ζ = 2ζ_c.

V special~nom predstavlenii (opØt~ dlØ 0 < q 6 1) operatory roßdeniØ i uniqtoßeniØ kommutiru¸t (sm. (52)), i iz uravneniØ (47) sleduet, qto bilineænye operatory (51) stanovØtsØ c-qislami: ^a^a^+ = ^a^+^a = 1 1 − q^2

≡ ρ^2. (54)

�to predstavlenie poroßdaetsØ unitarnym operatorom U , tak qto ^a = ρU , ^a^+ = ρU^+. Stepeni operatorov roßdeniØ i uniqtoßeniØ obrazu¸t diskretnu¸ podgruppu gruppy U (1). V fftom predstavlenii operator qisla qastic nel~zØ vyrazit~ v vide funkcii ot ^a, ^a^+.

Takim obrazom, l¸baØ gamil~tonova realizaciØ q-oscillØ-tornoæ algebry moßet byt~ razloßena na pereqislennye vyxe neprivodimye predstavleniØ. V posledu¸wem my ograniqimsØ q-oscillØtornoæ model~¸ s lokal~nym (po x) gamil~tonianom^6 xredingerovskogo tipa [11].

Razloßim q-oscillØtornoe predstavlenie modeli (26)–(38) na neprivodimye predstavleniØ. Oqevidno, qto spektr svØzannyh sostoØniæ, ime¸wiæ nastoØwee osnovnoe sostoØnie, obra-

6ImeetsØ takße mnogo vozmoßnosteæ postroit~ nelokal~nye gamil~toniany (sm., naprimer, [12, 19]), kotorye my zdes~ ne obsußdaem.

DEFORMIROVANNA˚ SUPERSIMMETRI˚ 37

zuet fokovskoe predstavlenie, nepreryvnyæ spektr sostoit iz mnoßestva nefokovskih predstavleniæ. Iz q-oscillØtornyh sootnoxeniæ (51) my nahodim operator qisla qastic kak funkci¸ gamil~toniana dlØ oboih sluqaev: N = ln[(1 − q^2)^2H^2] 4 ln q

, (55)

gde nelineænoe operatornoe sootnoxenie moßno interpretirovat~ v terminah spektral~nogo razloßeniØ dlØ gamil~toniana H. DlØ fokovskogo predstavleniØ ffta svØz~ byla naædeny v [11], zdes~ my rasprostranØem ee na vse mnoßestvo nefokovskih predstavleniæ s poloßitel~nymi ffnergiØmi. Sootvetstvenno, central~nyæ fflement moßno opredelit~ sledu¸wim obrazom:

^ζ = ζ_c(1 + sign H), Hψ = Eψ, (56)

i v fokovskom predstavlenii ζ = 0, E < 0 i E_{n+1} = q^2E_n, v to vremØ kak v nefokovskom predstavlenii imeem ζ = 2ζ_c, E > 0. Posledovatel~nosti i diskretnyh, i nepreryvnyh urovneæ ffnergii ime¸t E = 0 v kaqestve toqki sguweniØ urovneæ.

Special~noe predstavlenie moglo by byt~ realizovano na sostoØniØh s nulevoæ ffnergieæ (na granice meßdu diskretnym i nepreryvnym spektrami), gde ζ = ζ_c. Odnako dlØ fftoæ qastnoæ modeli moßno dokazat~ ([20]), qto fiziqeskie sostoØniØ^7 s nulevoæ ffnergieæ ne suwestvu¸t, t.k. dva rexeniØ s nulevoæ ffnergieæ ime¸t rastuwee asimptotiqeskoe povedenie ∼ √ x. Pofftomu special~noe predstavlenie ne poØvlØetsØ v razloßenii prostranstva fiziqeskih volnovyh funkciæ.

Takim obrazom, my pokazali, qto q-oscillØtornaØ sistema s lokal~nym gamil~tonianom (43) sostoit iz dvuh tipov neprivodimyh predstavleniæ. V qastnosti, nepreryvnaØ qast~ spektra opisyvaetsØ nefokovskimi predstavleniØmi, parametrizuemymi vtorym invariantom v intervale 0 6 ν_0 < 1, i sootvetstvu¸t ffnergetiqeskomu intervalu |ζ_c| > E > q^2|ζ_c|: H = H_F ⨁ ∫ 06ν0<1 dμ(ν_0)H^{ν0}_{NF} , (57)

7Pod fiziqeskimi sostoØniØmi my ponimaem volnovye funkcii, kotorye osta¸tsØ ograniqennymi na beskoneqnosti.

38 A. A. ANDRIANOV I DR.

gde H oboznaqaet sootvetstvu¸wee gil~bertovo prostranstvo volnovyh funkciæ (kak svØzannyh sostoØniæ, tak i sostoØniæ rasseØniØ). q-oscillØtornye generatory deæstvu¸t na volnovye funkcii rasseØniØ kak psevdodifferencial~nye operatory v sootvetstvii s (26).

DlØ polinomial~noæ q-SUSY realizacii uravneniØ dlØ N i ζ takie ße, kak dlØ n = 1, pri uslovii, qto sdelana podstanovka q → q^n; H → H^n. Ime¸tsØ dva neffkvivalentnyh mnoßestva q-oscillØtornyh modeleæ, sootvetstvu¸wie qetnym ili neqetnym n. V obwem sluqae, gamil~toniany, prinadleßawie neqetnoæ algebre, sostoØt iz predstavleniæ n = 1 modeli. V qetnom sluqae Øsno, qto fokovskoe predstavlenie ne uqastvuet v razloßenii sootvetstvu¸wego prostranstva q-oscillØtornoæ volnovoæ funkcii, t.k. ‖^a^+^a‖ > 1/(1 − q^{2n}). Iz regulØrnogo, ne obrawa¸wegosØ v nul~, rexeniØ f(x) uravneniØ (46) poluqitsØ qoscillØtornaØ model~ s neotricatel~nym gamil~tonianom. Izza svoæstv nefokovskih predstavleniæ urovni s otricatel~noæ ffnergieæ razrexeny tol~ko dlØ gamil~tonianov, neograniqennyh snizu. Takie gamil~toniany dolßny togda associirovat~sØ s singulØrnymi potencialami.

§7. SSKM i zadaqa rasseØniØ

Rassmotrim zadaqu rasseØniØ na prØmoæ, t.e. x ∈ (−∞, +∞), dlØ gamil~toniana

h^{(1)} = −∂^2 + V^{(1)}(x) = a^+a^− (58)

s potencialom, kotoryæ stremitsØ (dostatoqno bystro) k posto- Ønnomu asimptotiqeskomu znaqeni¸

V^{(1)}(x) → C x → ±∞, (59)

gde diskretnyæ spektr ffnergiæ h^{(1)} ograniqen C(0 6 E_n 6 C):

h^{(1)}Ψ^{(1)}_n (x) = E_nΨ^{(1)}_n (x); n = 0, 1, . . . , (60)

a nepreryvnyæ spektr E(k) > C:

h^{(1)}Ψ^{(1)}_k (x) = E(k)Ψ^{(1)}_k (x); E(k) = k^2 + C. (61)

DEFORMIROVANNA˚ SUPERSIMMETRI˚ 39

Volnovye funkcii rasseØniØ udovletvorØ¸t asimptotiqeskim usloviØm (sm., naprimer [17])

Ψ^{(1)}_{k,−∞} = e^{+ikx} + R^{(1)}e^{−ikx} (62)

Ψ^{(1)}_{k,+∞} = T^{(1)}(k)e^{+ikx}, (63)

gde R^{(1)}(k), T^{(1)}(k) – kofffficienty otraßeniØ i prohoßdeniØ, sootvetstvenno.

Lestniqnye operatory a^± (4) asimptotiqeski vyraßa¸tsØ kak a^−_{±∞} = −∂ + W_±; a^+_{±∞} = ∂ + W_± (64) s W_± = lim_{x→±∞} W (x); W^2_± = C. (65)

Togda asimptotiqeskaØ volnovaØ funkciØ rasseØniØ gamil~toniana-partnera h^{(2)} proporcional~na

a^−_∞Ψ^{(1)}_{k,−∞} = (−ik + W_−) [ e^{ikx} − R^{(1)}(k) k − iW_− k + iW_− e^{−ikx} ] , (66)

a^−_{+∞}Ψ^{(1)}_{k,+∞} = (−ik + W_−) [ T^{(1)}(k) k + iW_+ k + iW_− e^{ikx} ] . (67)

Sledovatel~no [8, 18], kofffficienty prohoßdeniØ i otraßeniØ, associiruemye s h^{(2)}:

T^{(2)}(k) = T^{(1)}(k) k + iW_+ k + iW_− (68)

R^{(2)}(k) = −R^{(1)}(k) k − iW_− k + iW_− . (69)

Kak horoxo izvestno [17], kofffficient prohoßdeniØ soderßit fiziqeskie pol¸sa v verhneæ kompleksnoæ poluploskosti k, a ih poloßenie sootvetstvuet ffnergiØm svØzannyh sostoØniæ

E_j = −–^2_j + C, k_j = i–_j. Takim obrazom, razliqie v strukture

fiziqeskih pol¸sov T^{(1)} i T^{(2)} zavisit ot znakov W_±. Unitarnost~ vsegda vypolnØetsØ dlØ T^{(2)}, R^{(2)}, esli ona vypolnena dlØ

T^{(1)}, R^{(1)}.

40 A. A. ANDRIANOV I DR.

Zadaqa rasseØniØ dlØ VSSKM, opredelennoæ v (14), (15), moßet byt~ poluqena iteracieæ iz uravneniæ (68), (69):

T^{(2)}(k) = T^{(1)}(k)

(k + iW_{2+})(k + iW_{1+}) (k + iW_{2−})(k + iW_{1−})

R^{(2)}(k) = R^{(1)}(k) (k − iW_{2−})(k − iW_{1−}) (k + iW_{2−})(k + iW_{1−}) , (70)

gde, predpolagaØ, qto f_± = limf(x) pri x → ±∞ ØvlØ¸tsØ konstantami, tak qto potencialy V^{(1),(2)} pri x → ±∞ koneqny, i ispol~zuØ (22), poluqaem asimptotiqeskie znaqeniØ superpotencialov:

W_{1±} = c 4f_± − f_±; W_{2±} = − c 4f_± − f_±. (71)

Qtoby garantirovat~ odinakovye asimptotiqeskie znaqeniØ potencialov V_i na +∞ i na −∞, neobhodimo imet~ libo f^2_+ = f^2_−, libo 16f^2_+f^2_− = c^2.

DlØ d > 0 i nesingulØrnyh potencialov funkcii f(x) ne imeet nuleæ, i dlØ togo, qtoby imet~ odinakovye asimptotiki (59), neobhodimo potrebovat~ f_+ = f_− = f_∞. Sootvetstvenno, kofffficienty prohoßdeniØ i otraßeniØ svØzany sledu¸wim obrazom:

T^{(2)} = T^{(1)} R^{(2)} = R^{(1)}

(k + if_∞)^2 −^d_{4f2}1

(k − if_∞)^2 −^d_{4f2}1

. (72)

Ravenstvo kofffficientov prohoßdeniØ ob¨ØsnØetsØ odinakovymi asimptotiqeskimi znaqeniØmi dlØ kaßdogo potenciala na ±∞, kak v (59).

§8. q-oscillØtornoe rasseØnie i dual~noe samopodobie

Qto kasaetsØ zadaqi rasseØniØ dlØ rassmotrennyh vyxe modeleæ, asimptotiqeskie sootnoxeniØ (66)–(69) dolßny byt~ modificirovany s uqetom (26). V rezul~tate nahodim svØz~ meßdu kofffficientami prohoßdeniØ i otraßeniØ h^{(1)} = a^+_q a^−_q i

h^{(2)} = q^2a^−_q a^+_q , opredelennyh v (27), soderßawu¸ parametr ra-

stØßeniæ q:

T^{(2)}(k) = T^{(1)} ( k q ) (k + iW_+q) (k + iW_−q) ; R^{(2)}(k) = −R^{(1)} ( k q ) (k − iW_−q) (k + iW_−q) . (73)

DEFORMIROVANNA˚ SUPERSIMMETRI˚ 41

Takim obrazom, i v diskretnoæ, i v nepreryvnoæ qastØh spektra my likvidiruem vyroßdenie spektra, tipiqnoe dlØ obyqnoæ SSKM, i perehodim k masxtabnym sootnoxeniØm.

q-deformaciØ dannyh rasseØniØ pozvolØet nam sformulirovat~ dual~noe uslovie samopodobiØ, kotoroe, v obwem sluqae, ne podrazumevaet (obyqnogo) samopodobiØ potencialov. My snova formuliruem ffto uslovie, podobno razdelu 5, kak uslovie zamykaniØ, no dlØ amplitud rasseØniØ v impul~snom prostranstve:

T^{(2)}(k) = T^{(1)}(k); R^{(2)}(k) = R^{(1)}(k), (74)

kotoroe kombiniruetsØ s uravneniem (73). RexeniØ dlØ q < 1 i

W_+ = W_− > 0 ime¸t vid:

T^{(1)}(k) = ∞∏ n=1 (k + iW_+q^n) (k − iW_+q^n) t(ln k) ≡ (k − iW_+) (k + iW_+)_1

Φ_0(−1; iW_+/k)t(ln k);

R^{(1)}(k) = ∞∏ n=1 (k + iW_+q^n) (k − iW_+q^n) r(ln k) ≡ (k − iW_+) (k + iW_+)_1

Φ_0(−1; iW_+/k)r(ln k),

(75) gde |t^2| + |r|^2 = 1 i t(z)(r(z)) – periodiqeskie(antiperiodiqeskie) funkcii

t(z + ln q) = t(z), r(z + ln q) = −r(z),

i samopodobnye kofffficienty prohoßdeniØ i otraßeniØ parametrizu¸tsØ gipergeometriqeskoæ funkcieæ [24],_1Φ_0(a; z).

Esli naloßit~ uslovie isqeznoveniØ kofffficienta otraßeniØ pri bol~xih k, qto ffkvivalentno spravedlivosti bornovskogo razloßeniØ [17], to sleduet poloßit~ r(ln k) = 0 i poloßit~

t(ln k) = 1, sootvetstvenno. ˚sno, qto leßawiæ v osnove bezotra-

ßatel~nyæ potencial imeet beskoneqno mnogo svØzannyh sosto- Øniæ s toqkoæ sguweniØ v nule. Poskol~ku spravedlivo bornovskoe razloßenie, ffto oznaqaet, qto takoæ potencial medlenno ubyvaet i oscilliruet.

Moßno vyvesti q-deformirovannye HSUSY sootnoxeniØ meßdu kofffficientami prohoßdeniØ i otraßeniØ, rukovodstvuØs~ argumentami, privedximi k (70) i (72). DlØ qetnyh rØdov iz (44), (72) sleduet, qto kofffficient prohoßdeniØ trivialen.

DlØ sluqaØ q-oscillØtora moßno povtorit~ predyduwie argumenty o spravedlivosti bornovskogo razloßeniØ dlØ horoxo

42 A. A. ANDRIANOV I DR.

ubyva¸wego potenciala i sdelat~ vyvod, qto kofffficient otraßeniØ dolßen obratit~sØ v nul~. Pofftomu dlØ n = 2j takoæ q-oscillØtor ne dolßen davat~ nikakogo rasseØniØ, i v fftom sluqae vrØd li moßno imet~ regulØrnyæ ubyva¸wiæ qoscillØtornyæ potencial na vseæ osi. Vse ße ostaetsØ otkrytoæ vozmoßnost~ postroeniØ q-oscillØtora dlØ qetnyh n s regulØrnym potencialom na poluosi. V to ße vremØ dlØ neqetnyh rØdov n = 2j + 1, predstavlØetsØ, qto postroenie netrivial~nogo q-oscillØtornogo potenciala na vseæ osi ne natalkivaetsØ na prepØtstviØ.

Teper~ my perehodim k obwemu opisani¸ deformirovannyh dinamiqeskih algebr, kotorye realizu¸tsØ na volnovyh funkciØh operatora Xredingera i, v obwem sluqae, induciru¸t nelineænoe otobraßenie ffnergetiqeskih urovneæ.

§9. Obobwennye realizacii q-oscillØtornyh modeleæ

DlØ opisaniØ q-oscillØtornoæ algebry v obobwennoæ forme my vvedem novye operatory roßdeniØ i uniqtoßeniØ A^+, A posredstvom preobrazovaniØ, sohranØ¸wego kommutacionnye sootnoxeniØ s operatorom qisla qastic (48):

^a = F (N )A; ^a^+ = A^+F^∗(N ).

Funkci¸ F (x) moßno vybrat~ vewestvennoæ, t.k. ee faza ne igraet nikakoæ roli v sootnoxeniØh, kotorye budut vyvedeny niße. Iz (50) i (47), sleduet, qto q-kommutator s novym parametrom deformacii vosproizvoditsØ, esli

F^2(N − 1) = C_qF^2(N ), (76)

gde C_q – poloßitel~noe c-qislo; fftot vybor sohranØet bozonnyæ harakter algebry. Rexenie predyduwego uravneniØ daet:

F^2(N ) = C^{−N}_q ϕ^{−1}(N ); ϕ(N − 1) = ϕ(N ).

ϕ – periodiqeskaØ, poloßitel~naØ funkciØ, kotoraØ, na samom dele, prinimaet opredelennoe znaqenie v konkretnom predstavlenii i ØvlØetsØ pofftomu invariantnoæ. Iz razdela 6 sleduet, qto ϕ = ϕ(ν_0). Osnovnoæ q-kommutator prinimaet vid:

AA^+ − q^2C_qA^+A = C^N_q ϕ(N ). (77)

DEFORMIROVANNA˚ SUPERSIMMETRI˚ 43

Central~nyæ fflement modificiru¸tsØ sledu¸wim obrazom:

^ζ = q^{−2N} ([N ]_q − C^{1−N}_q ϕ^{−1}(N )A^+A). (78)

Bilineænye operatory toße modificiru¸tsØ po sravneni¸ s uravneniØmi (51):

A^+A = C^{N−1}_q ϕ(N )a^+a; AA^+ = C^N_q ϕ(N )aa^+. (79)

Dopolnitel~nyæ q-kommutator stroitsØ s novym parametrom deformacii:

AA^+ − C_qA^+A = ( 1 − ζ ζ_c ) C^N_q q^{2N} ϕ(N ). (80)

KlassifikaciØ predstavleniæ analogiqna opisannoæ v razdele 6, poskol~ku my ne vvodili novu¸ algebru, a vybrali drugie fflementy toæ ße samoæ universal~noæ obertyva¸weæ algebry v kaqestve bazisnyh generatorov. Special~nyæ vybor C_q = 1/q privodit k algebre v [12], v to vremØ kak C_q = 1/q^2 privodit k algebre, vvedennoæ v [21].

Teper~ my perehodim k nelineænym realizaciØm deformirovannyh algebr, generiru¸wih spektr, v kvantovoæ mehanike. Takie realizacii predstavlØ¸t interes dlØ algebraiqeskogo opisaniØ fiziqeskih sistem, spektr kotoryh lix~ priblißenno svØzan s garmoniqeskim ili q-garmoniqeskim oscillØtorami. My naqinaem s obobwennyh sootnoxeniæ spletaniØ:

H_1A^+ = A^+g(H_2); g(H_2)A = AH_1, (81)

gde H_{1,2} – gamil~toniany dvuh kvantovyh sistem so svØzannymi spektrami i volnovymi funkciØmi, H_iψ_i = E_iψ_i; E_1 = g(E_2), ψ_1 =

A^+ψ_2. V sluqae polinomial~noæ SSKM imeem g(x) = q^2x. Vsled-

stvie (81), [A^+A, H_1] = [AA^+, g(H_2)] = 0. Esli dopolnitel~no predpoloßit~, qto funkciØ g obratima, my imeem [AA^+, H_2] = 0; sledovatel~no, bilineænye operatory kommutiru¸t s gamil~tonianami i predstavlØ¸t, v obwem sluqae, operatory simmetrii [22]. V odnomernoæ kvantovoæ mehanike oni ØvlØ¸tsØ funkciØmi ot gamil~tonianov,

A^+A = σ_1(H_1); AA^+ = σ_2(H_2), (82)

44 A. A. ANDRIANOV I DR.

gde σ_i proizvol~nye obratimye funkcii. Togda dlØ analitiqeskih funkciæ f(z) poluqaem:

f(σ_1(H_1))A^+ = = ∞∑ m=0 c_mσ^m_1 (H_1)A^+ = A^+ ∞∑ m=0 c_mσ^m_2 (H_2) = A^+f(σ_2(H_2)).

(83)

Opredelim teper~ obratnye funkcii

σ_i(π_i(z)) = π_i(σ_i(z)) = z, (84)

i vyberem f(z) = π_i(z). Togda otobraßenie g i obratnoe k nemu

g^− opredelØ¸tsØ fftimi funkciØmi:

g(z) = π_1(σ_2(z)), g^−(z) = π_2(σ_1(z)). (85)

S pomow~¸ obratnogo otobraßeniØ poluqaem vtoroæ nabor sootnoxeniæ spletaniØ:

A^+H_2 = g^−(H_1)A^+. (86)

DlØ nahoßdeniØ svØzeæ meßdu ffnergetiqeskimi urovnØmi odnoæ i toæ ße dinamiqeskoæ sistemy naloßim uslovie samopodobiØ

H_1 = H_2. Takim obrazom my nahodim deformirovannu¸ dinami-

qesku¸ algebru gamil~toniana. LestniqnaØ konstrukciØ svØzyvaet razliqnye urovni i sobstvennye sostoØniØ, prinadleßawie sledu¸weæ posledovatel~nosti: A^+ : . . . → g^−(g^−(E)) → g^−(E) → E → g(E) → g(g(E)) → . . . A : . . . ← g^−(g^−(E)) ← g^−(E) ← E ← g(E) ← g(g(E)) ← . . . (87)

DlØ fiziqeskih sistem oscillØtornogo tipa s gamil~tonianami, ograniqennymi snizu, ffti operatory mogut poroßdat~ ves~ spektr modeli, togda kak na nepreryvnoæ qasti spektra oni svØzyva¸t lix~ podmnoßestvo urovneæ.

NakladyvaØ trebovaniØ (77), (80) na funkcii σ_{1,2}, opredelennye v (82) my realizuem q-oscillØtornu¸ algebru pri uslovii, qto vypolneny sledu¸wie ograniqeniØ na predstavlenie [ζ, ν_0] pri C_q ≠ 1:

ln(σ_2(z) − C_qσ_1(z)) = ( 1 + 2 ln q ln C_q ) ln[σ_2(z) − q^2C_qσ_1(z)] −

2 ln q ln C_q ln ϕ(ν_0) + ln ( 1 − ζ ζ_c ) (88)

DEFORMIROVANNA˚ SUPERSIMMETRI˚ 45

a pri C_q = 1, ϕ = 1:

σ_2(z) − q^2σ_1(z) = 1. (89)

V poslednem sluqae otobraßenie ffnergiæ oznaqaet:

E → π_1(q^2σ_1(E) + 1). (90)

V qastnosti, dlØ q = 1 ffto otobraßenie predstavlØet soboæ obobwenie spektra garmoniqeskogo oscillØtora.

Sostav neprivodimyh predstavleniæ, vhodØwih v q-oscillØ-tornu¸ algebru v konkretnoæ modeli, zavisit ot poloßeniØ fiksirovannyh toqek otobraßeniæ (87). Esli znaqenie ffnergii v fiksirovannoæ toqke vyxe, qem ffnergiØ osnovnogo sostoØniØ, fokovskoe predstavlenie prisutstvuet i realizuetsØ meßdu fftimi znaqeniØmi ffnergii. Esli pri koneqnyh ffnergiØh otsutstvu- ¸t fiksirovannye toqki, to vse gil~bertovo prostranstvo volnovyh funkciæ natØnuto na fokovskoe predstavlenie. Naoborot, esli fiksirovannaØ toqka sovpadaet s ffnergieæ osnovnogo sostoØniØ, to v razloßenii na neprivodimye predstavleniØ voznika¸t tol~ko nefokovskie predstavleniØ.

Takim obrazom, v predlagaemom nami podhode obwaØ strategiØ sostoit v tom, qto po svoæstvam spektra svØzannyh sosto- Øniæ i kofffficientov rasseØniØ nahoditsØ algebra, generiru- ¸waØ spektr, t.e. opredelØ¸tsØ funkcii σ_{1,2}, udovletvorØ¸wie ograniqeniØm (88). Praktiqeski ffto moßno sdelat~ tol~ko priblißenno, i otdel~no budet issledovana trebuemaØ teoriØ vozmuweniæ. DlØ nahoßdeniØ sootvetstvu¸wego potenciala nußno obobwit~ metod obratnoæ zadaqi rasseØniØ na potencialy, ime- ¸wie na beskoneqnosti asimptotiku 1/x^2 [16].

My nadeemsØ, qto analiz fiksirovannyh toqek funkcional~- nyh otobraßeniæ (87) moßet privesti k luqxemu ponimani¸ fiziqeskogo smysla (sm. [23] i ssylki v neæ) q-deformirovannoæ algebry. Qislo fiksirovannyh toqek moßet predstavlØt~ soboæ topologiqeskiæ invariant pri “gladkih” vozmuweniØh potenciala. Problema realizacii special~nogo predstavleniØ na volnovyh funkciØh lokal~nogo gamil~toniana (fiksirovannaØ toqka otobraßeniØ ffnergii) ostaetsØ poka otkrytoæ.

Otmetim takße, qto suwestvu¸t i drugie obobweniØ [23] qoscillØtornoæ algebry sledu¸wego vida:

^a^a^+ − Φ^2_1(N )^a^+^a = Φ^2(N ), (91)

46 A. A. ANDRIANOV I DR.

gde predpolagaetsØ, qto Φ_i vewestvennye, dostatoqno regulØrnye, funkcii. Moßno pereopredelit~ bazisnye fflementy universal~noæ obertyva¸weæ algebry

^a = M (N )A; ^a^+ = A^+M (N ); M^∗ = M ; (92)

tak qtoby zamenit~ funkci¸ Φ_1(N ) konstantoæ c. OgraniqimsØ preobrazovaniØmi, kotorye ne menØ¸t kommutacionnye sootnoxeniØ s operatorom qisla qastic. TrebuemaØ funkciØ M (N ) udovletvorØet sledu¸wemu uravneni¸:

Φ_1(N )M (N + 1) = cM (N ). (93)

V konkretnom predstavlenii {ζ, ν_0} ego rexenie

M (n + ν_0) = M (ν_0)c^{−n} n−1∏ l=0 Φ_1(l + ν_0), (94)

gde M (ν_0) proizvol~naØ funkciØ pri 0 6 ν_0 < 1. Tem samym, poluqaem q-deformirovannu¸ algebru (77), no s proizvol~noæ funkcieæ Φ_2(N ) v pravoæ qasti, v kaqestvennom soglasii s [23]. Podqerknem, odnako, qto ostaetsØ dopolnitel~naØ svoboda (92) modifikacii Φ_2(N ), kotoraØ ne menØet obertyva¸wu¸ algebru, i ne rassmatrivalas~ v [23]. Takim obrazom neffkvivalentnymi q-deformirovannymi algebrami ØvlØ¸tsØ tol~ko te, kotorye ne mogut byt~ svØzany takimi “kalibrovoqnymi” preobrazovaniØ- mi. DannaØ rabota qastiqno podderßana Rossiæskim fondom fundamental~nyh issledovaniæ (grant No. 96–01–00535), KCFE (grant No. 95–0–64–49) i grantom INFN ItaliØ.

Literatura

1. L. D. Faddeev, N. Yu. Reshetikhin and L. A. Takhtajan, — Alg. Anal. 1 (1989), 178.

2. V. G. Drinfeld, — Quantum Groups, Proc. ICM, (ed. A. M. Gleason, Providence, RI, AMS) 1 (1986), 798.

M. Jimbo, — Lett. Math. Phys. 10 (1985), 63: ibid. 11, (1986) 247. 3. P. P. Kulish, N. Yu. Reshetikhin, — Zap. Nauchn. Semin. LOMI 101 (1981), 101. 4. E. K. Sklyanin, — Funct. Anal Appl. 16 (1982), 262. 5. E. Witten, — Nucl. Phys. B188 (1981), 513.

6. P. Salomonson, J. W. Van Holten, — Nucl. Phys. B196 (1982), 509.

P. Salomonson and J. W. Van Holten, — Nucl. Phys. B196 (1983), 509.

DEFORMIROVANNA˚ SUPERSIMMETRI˚ 47

F. Cooper and B. Friedmann, — Ann. Phys. (N.Y.) 146 (1983), 509. M. de Crombrugghe and V. Rittenberg, — Ann. Phys. (N.Y.) 151 (1983), 99. A. A. Andrianov, N.V. Borisov, and M. V. Ioffe, — Phys. Lett. A105 (1984), 19. L. E. Gendenshtein and I. V. Krive, — Sov. Phys. Usp. 28 (1985), 645. A. Lahiri, P. K. Roy and B. Bagghi, — Int. J. Mod. Phys. A5 (1990), 1383.

7. Th. F. Moutard, — C. R. Acad. Sci. Paris, 80 (1875), 729.

G. Darboux, — C. R. Acad. Sci. Paris 94 (1882), 1456. 8. D. Baye, — Phys. Rev. Lett. 58 (1987), 2738.

R. D. Amado, F. Cannata and J. P. Dedonder, — Phys. Rev. C43 (1991), 2077. ibid..

9. A. A. Andrianov M. V. Ioffe, V. P. Spiridonov, — Phys. Lett. A174 (1993), 273. 10. A. A. Andrianov, F. Cannata, J.-P. Dedonder M. V. Ioffe,, — Int. J. Mod. Phys.

A10 (1995), 2683.

11. V. P. Spiridonov, — Mod. Phys. Lett. A7 (1992), 1241. 12. L. C. Biedenharn, — J. Phys. A22 (1989), L873.

A. J. Macfarlane, — J. Phys. A22 (1989), 4581.

13. P. P. Kulish, E. V. Damanskinski, — J. Phys. A23 (1990), L415.

P. P. Kulish, — Theor. Math. Phys. 86 (1991), 108. 14. G. Rideau, — Lett Math. Phys. 24 (1992), 147. 15. M. Chaichain, P. P. Kulish, — Phys. Lett. B234 (1990), 72.

M. Chaichian, P. P. Kulish, and J. Lukierski, — Phys. Lett. B262 (1991), 43. 16. A. B. Shabat, R. I. Yamilov, — Leningrad Math. J. 2 (1991), 377.

A. B. Shabat, — Inverse Prob. 8 (1992), 303.

A. Degasperis and A. B. Shabat, — Theor. Math. Phys. 100 (1994), 230. 17. K. Chadan, P. C. Sabatier, Inverse Problems in Quantum Scattering Theory.

Heidelberg, Springer, 1977.

18. D. Boyanovsky, R. Blankenbecler, — Phys. Rev. D30 (1984), 1821.

R. Akhoury and A. Comtet, — Nucl. Phys. B246 (1984), 253. J. C. D’Olivo, L. F. Urrutia and F. Zertuche, — Phys. Rev. D32 (1985), 2174. A. A. Andrianov, N. V. Borisov, and M. V. Ioffe, — Phys. Lett. B181 (1986), 141; Sov. J. Theor. Mat. Phys., 72, (1987) 748.

C. V. Sukumar, — J. Phys. A: Math. Gen. A19 (1986), 2297. F. Cooper, J. N. Ginocchio and A. Wipf, — Phys. Lett. A129 (1988), 145.

19. A. Lorek, J. Wess, — Z. Phys. C67 (1995), 671. 20. V. P. Spiridonov, — Phys. Rev. A52 (1995), 1909. 21. S. Chaturvedi et. al., — Phys. Rev. A43 (1991), 4555.

22. A. A. Andrianov, M. V. Ioffe, D. N. Nishnianidze, — Phys. Lett. A201 (1995), 103.

23. D. Bonatsos, C. Daskaloỳannis, — Phys. Lett. B307 (1993), 100.

J. Beckers and N. Debergh, — J. Phys. A24 (1991), L1277.

24. H. Bateman, A. Erdelyi, — Higher Transcendental Functions 1 (1953), New York, Mc Gray-Hill.

Andrianov A. A., Cannata F., Dedonder J.-P. and Ioffe M. V. Deformed supersymmetry, q-oscillator algebra and related scattering problems in quantum mechanics.

48 A. A. ANDRIANOV I DR.

We describe extensions of the supersymmetric quantum mechanics (SSQM) (in one dimension) which are characterized by deformed algebras. The supercharges involving higher-order derivatives are introduced leading to a deformed algebra which incorpotates a higher-order polynomial of the hamiltonian. When supplementing them with dilatations one finds the class of q-deformed SUSY systems. For a special choice of q-selfsimilar potentials the energy spectrum is (partially) generated by the q-oscillator algebra. In contrast to the standard harmonic oscillators these systems exhibit a continuous spectrum. We investigate the scattering problem in the q-deformed SSQM and introduce the notion of selfsimilarity in momentum space for scattering data. An explicit model for the scattering amplitude of a q-oscillator is constructed in terms of a hypergeometric function which corresponds to a reflectionless potential with infinitely many bound states. The general scheme of realization of the qoscillator algebra on the space of wave functions for a one-dimensional Schrödinger hamiltonian is developed. It shows the existence of non-Fock irreducible representations associated to the continuous part of the spectrum and directly related to the deformation.

Postupilo 19 aprelØ 1996 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

Dipartimento di Fisica and INEN, I-40126, Bologna, Italy

Laboratoire de Physique Nucléaire, Université Paris 7-Denis Diderot 2 Place Jussieu, F-75251 Paris Cedex 05, France

Division de Physique Théorique, IPN, F-91406 Orsay Cedex, France