R. S. Saks

O SVO`STVAH OBOBWENNO �LLIPTIQESKIH PSEVDODIFFERENCIAL^NYH OPERATOROV NA ZAMKNUTYH MNOGOOBRAZI˚H

§1. Vvedenie

V zametke [11] my rassmotreli mnoßestvo klassiqeskih psevdodifferencial~nyh operatorov (PDO) vesovogo porØdka (s; t), deæstvu¸wih meßdu seqeniØmi vektornyh rassloeniæ E i F na zamknutom mnogoobrazii X. Ego my oboznaqili L^{(s,t)}(X; E, F ). V fftom mnoßestve my vydelili dva klassa operatorov: 1) klass obobwenno fflliptiqeskih na X, oboznaqennyæ nami GEL^{(s,t)}(X), i 2) klass PDO, privodimyh v okrestnosti kaßdoæ toqki (x, ξ) iz T^′(X) k (mikro)-lokal~no fflliptiqeskim operatoram porØdka (s; t), kotoryæ my oboznaqili REL^{(s,t)}(X). My anonsirovali sledu¸wee utverßdenie ([11], Teorema 5).

Teorema 5. DlØ operatora A iz L^{(s,t)}(X; E, F ) sledu¸wie usloviØ

ffkvivalentny

1) operator A prinadleßit klassu GEL^{(s,t)}(X), 2) operator A prinadleßit klassu REL^{(s,t)}(X).

Cel~¸ dannoæ raboty ØvlØetsØ dokazatel~stvo fftoæ teoremy i drugih utverßdeniæ iz [11]. DlØ prostoty my ograniqimsØ sluqaem trivial~nyh rassloeniæ E i F (diffeomorfnyh X ×C^l ) i kogda E = F . �tot sluqaæ sostavlØet osnovu dlØ dokazatel~- stva obwego sluqaØ. Niße v p.1.5 my privedem ffti utverßdeniØ, no vnaqale napomnim naxi osnovnye oboznaqeniØ iz [11] i ih sootvetstvie obweprinØtym v [3–5]. OpredeleniØ iz [4, 5] my privodit~ ne budem.

1.1. OboznaqeniØ. X — vewestvennoe n-mernoe zamknutoe (to

est~, kompaktnoe i bez kraØ) C^∞-mnogoobrazie. T^∗(X) — ego kokasatel~noe rassloenie; dlØ sokraweniØ my budem pisat~ T^′(X) vmesto T^∗(X)\{0}. Vs¸du niße U — ffto koniqeskaØ oblast~ v

T^′(X), a U_q — koniqeskaØ okrestnost~ toqki q = (x_0, ξ_0) iz T^′(X), 215

216 R. S. SAKS naprimer, U_q = V_0 × Γ_0, gde V_0-okrestnost~ toqki X_0, leßawaØ v koordinatnoæ okrestnosti V , a Γ_0 — konus, soderßawiæ kovektor ξ_0.

Pust~ s ∈ R, a m ∈ Z.

H^s(X, C^l ) = W^s_2 (X, C^l ) est~ sobolevskoe prostranstvo funkciæ

na X so znaqeniØmi v kompleksnom vektornom prostranstve C^l .

L^m(X; E, E) — mnoßestvo klassiqeskih PDO, deæstvu¸wih v H^s(X; C^l ).

Otmetim, qto mnoßestvo L^m(X; E, F ) sostavlØet qast~ klassa standartnyh PDO, kotoryæ oboznaqaetsØ qerez Ψ^m(X; E, F ) (sm. [4], Opredelenie 18.1.32, ili [5], §7). My ostavili preßn¸¸ bukvu L v oboznaqenii klassa, qtoby vydelit~ rassmatrivaemyæ podklass L^m(X; E, F ), m ∈ Z, v klasse Ψ^r(X; E, F ), r ∈ R.

Pust~ operator A ∈ L^m(X; E; E). Qerez σ_m(A) oboznaqaetsØ glavnyæ simvol operatora A v klasse L^m(X; E, E), a qerez σ(A) — ego polnyæ simvol.

Otmetim, qto esli matrica σ_m(A)(x, ξ) otliqna ot nulevoæ matricy hotØ by v odnoæ toqke (x, ξ) iz T^′(X), to qislo m sovpadaet s istinnym porØdkom operatora A. No v klasse L^m(X) ≡

L^m(X; E, E) (dlØ sokraweniØ my qasto budem opuskat~ indeks

E v fftom oboznaqenii) soderßatsØ i operatory B, u kotoryh

σ_m(B) ≡ 0 vs¸du v T^′(X).

Pust~ U — koniqeskaØ oblast~ v T^′(X), k ≤ m, A ∈ L^m(X). My skaßem, qto operator A prinadleßit L^k(U ), esli dlØ ograniqeniØ polnogo simvola σ(A) na koordinatnu¸ okrestnost~ V , ego glavnyæ simvol σ_m(A) i posledu¸wie qleny σ_j(A) (odnorodnye po ξ stepeni j) toßdestvenno ravny nul¸ pri j > k. Esli ße ves~ polnyæ simvol σ(A) ≡ 0 v U , to A prinadleßit L^{−∞}(U ).

Propisnymi bukvami l_k(U ), l_m(X) budem oboznaqat~ sootvetstvu¸wie mnoßestva skalØrnyh operatorov; qerez el_k(U ) i

el_m(X) — klassy operatorov iz l_k(U ) i l_m(X) fflliptiqeskih v

U i vs¸du na X: a ∈ el_k(U ), esli i tol~ko esli σ_k(a) ≠ 0 v

U ⊂⊂ T^′(X), i a ∈ el_m(X), esli i tol~ko esli σ_m(a) ≠ 0 vs¸du v T^′(X). ˚sno, qto el_m(X) ⊂ el_m(U ). Analogiqno, qerez EL^m(U ) i EL^m(X) oboznaqa¸tsØ klassy operatorov iz L^m(X; E, E) fflli-

ptiqeskih v koniqeskoæ oblasti U ili v T^′(X):

A ∈ EL^m(U ) ⇔ det σ_m(A) ≠ 0 v U,

A ∈ EL^m(X) ⇔ det σ_m(A) ≠ 0 v T^′(X).

O NEKOTORYH SVO`STVAH OPERATOROV 217 ˚sno, qto EL^m(X) ⊂ EL^m(U ).

Oboznaqim L^{−∞}(X) = ∩_mL^m(X), L(X) = ∪_mL^m(X). 1.2. Operatory iz L(X; E, E) obrazu¸t algebru. Pri kompozicii operatorov A_j ∈ L^m(X; E, E) ih glavnye simvoly peremnoßa¸tsØ

σ_{m1+m2} (A_1 · A_2) = σ_{m1} (A_1)σ_{m2} (A_2) v T^′(X). (1)

�ta formula imeet i lokal~nyæ analog v koniqeskoæ oblasti

U ⊂ T^′(X) pri A_j ∈ L_{kj} (U ) i k_j ≤ m_j , esli v (1) zamenit~ m_j

na k_j. My ne budem vypisyvat~ izvestnye formuly dlØ polnogo simvola kompozicii A_1A_2 (sm. [4, 5]); nam vaßno ego svoæstvo, kotoroe, sleduØ rabote [3], budem nazyvat~ “principom lokal~- nosti”: dlØ togo, qtoby vyqislit~ polnyæ simvol σ(A_1A_2) v toqke q = (x_0, ξ_0) iz T^′(X), dostatoqno znat~ polnye simvoly σ(A_1) i σ(A_2) v l¸boæ (skol~ ugodno maloæ) koniqeskoæ okrestnosti

U_q toqki q. �to ße svoæstvo polnogo simvola σ(A) imeet mesto

pri zamene peremennyh v X.

Operatory A^L i A^R nazyva¸tsØ levym i pravym lokal~nymi parametriksami operatora A iz L^m(X) v oblasti U , esli oni udovletvorØ¸t sootnoxeniØm

A^L · A = I + T_1 i A · A^R = I + T_2, T_j ∈ L^{−∞}(U ), j = 1, 2. (2)

Pri U = T^′(X) parametriksy nazyva¸tsØ global~nymi. Iz principa lokal~nosti i naliqiØ “sreza¸wih” skalØrnyh PDO s koniqeskim nositelem, leßawim v l¸boæ oblasti U iz T^′(X), vytekaet izvestnoe (sm. [3] ili [5], Predloßenie 6.9)

Predloßenie 1.2. DlØ operatora A iz L^m(X; E, E) sledu¸wie

svoæstva ffkvivalentny:

i) A prinadleßit klassu EL^m(U ), t.e. on imeet porØdok m i fflliptiqen v koniqeskom otkrytom mnoßestve U ;

ii) dlØ l¸bogo koniqeskogo otkrytogo mnoßestva U_1 v U , zamykanie kotorogo v U ØvlØetsØ koniqeski kompaktnym (U_1 ⊂⊂ U ), suwestvuet takoæ operator P ∈ L^{−m}(X; E, E), qto operatory P A − I i AP − I prinadleßat L^{−∞}(U_1).

Takoæ operator P ØvlØetsØ levym i pravym parametriksom dlØ A v koniqeskoæ oblasti U (t.e. P = A^L = A^R) i on prinadleßit klassu EL^{−m}(U_1).

218 R. S. SAKS

1.3. Vyberem v E bazis e_1, . . . , e_l i predstavim fflementy u i f iz E = F v vide u = l∑ j=1 u_j e_j, f = l∑ i=1 f_ie_i. Esli A ∈ L(X), to uravnenie Au = f moßno zapisat~ v vide sistemy_l ∑ j=1 a_{ij}u_j = f_i, i = 1, . . . , l, (3) gde a_{ij} sut~ operatory iz l_{mij} (X).

Qislo m = max_{i,j} m_{ij} — ffto porØdok (ord A) operatora A na X i A prinadleßit L^m(X).

Pust~ celye qisla s_1, . . . , s_l i t_1, . . . , t_l udovletvorØ¸t neravenstvam

s_i + t_j ≥ m_{ij} dlØ vseh i, j = 1, . . . , l, (4)

taku¸ paru vektorov s = (s_1, . . ., s_l) i t = (t_1, . . ., t_l) my nazyvaem vesovym porØdkom operatora A i zapisyvaem, qto w − ord A =

(s, t) i qto A prinadleßit klassu L^{(s,t)}(X; E, E). Vesovoæ porØdok

zadaet matricu glavnogo simvola σ_{(s,t)}(A) ≡ {σ_{si+tj} (a_{ij})}_{i,j=1,...,l}, (5) v kotoroæ σ_{si+tj} (a_{ij}) ≡ 0, esli s_i + t_j > m_{ij}^1.

Operator A nazyvaetsØ (s, t)-fflliptiqeskimi v koniqeskoæ oblasti U iz T^′(X) (i, sootvetstvenno, na X), esli matrica

σ_{(s,t)}(A) obratima v U (i, sootvetstvenno, na T^′(X)). Mnoßestva

takih operatorov oboznaqim qerez EL^{(s,t)}(U ) i EL^{(s,t)}(X).

V qastnosti, esli s = ¯0, t = m̄ ≡ (m, . . . , m), to matricy

σ_(¯_{0,m̄)}(A) i σ_m(A) sovpada¸t i, sledovatel~no, klass EL^{(¯0,m̄)}(U )

ffto klass EL^m(U ).

Esli ße s = ¯0, a komponenty t_j vektora t ravny max_i m_{ij} , to operator A iz klassa EL^{(¯0,t)}(X) nazyvaetsØ fflliptiqeskim po

1Pri vybore w�ord A imeetsØ bol~xoæ proizvol. Qtoby umen~xit~ ego, obyqno predpolaga¸t, qto mij = si + tj hotØ by dlØ odnoæ pary i, j i qto

si ˇ 0 i maxi si = 0. �ta normirovka ne delaet vybor si i tj odnoznaqnym.

My budem predpolagat~ tol~ko uslovie (4)

O NEKOTORYH SVO`STVAH OPERATOROV 219 Petrovskomu [1]. Operator A nazyvaetsØ fflliptiqeskim v smysle Daglisa-Nirenberga [2], esli suwestvu¸t vektory s i t takie, qto A prinadleßit EL^{(s,t)}(X). Pokaßem, qto operatoru A iz fftogo klassa moßno sopostavit~ operator A^0 iz EL^0(X).

1.4. Vyberem i zafiksiruem l¸boæ skalØrnyæ operator A iz

el_1(X) s glavnym simvolom σ_1(λ)(x, ξ) = |ξ| i ego parametriks λ_{(−1)} iz el_{−1}(X). Operator λ moßno vybrat~ daße takim, qto pri

kaßdom s ∈ R on induciruet izomorfizm H^s(X) na H^{s−1}(X) (sm. [5], Lemma 2.4), no fftim svoæstvom λ my pol~zovat~sØ ne budem, nam dostatoqno fredgol~movosti λ v prostranstvah Soboleva.

Qerez λ^m oboznaqim m-tu¸ stepen~ λ pri m > 0, |m|-tu¸ stepen~ λ_{(−1)} pri m < 0, i λ^0 ≡ 1 (toßdestvennoe otobraßenie). Togda pri k, m iz Z imeem

σ_m(λ^m) = |ξ|^m i λ^kλ^m = λ^{k+m} + τ_{k,m}, (6)

gde τ_{k,m} ∈ l_{−∞}(X) i τ_{k,m} ravny nul¸, esli znaki k i m sovpada¸t.

Vektoram s i t iz Z^l sopostavlØ¸tsØ diagonal~nye operatory

J_s = (λ^{si} δ_{ij} ) i J_t, sootvetstvenno.

Togda iz formul (4) vytekaet, qto pri kompozicii diagonal~- nyh operatorov, opredelØ¸wie ih vektory skladyva¸tsØ, J_s · J_t = J_{s+t} + T_{s,t}, T_{s,t} ∈ L^{−∞}(X), (7) i, sledovatel~no, J_sJ_{−s} = I + T_{s,−s}, T_{s,−s} ∈ L^{−∞}(X), (8) gde I = I_l — ediniqnaØ matrica porØdka l.

Iz neravenstv (4) vytekaet, qto kompoziciØ

A^0 ≡ J_{−s}AJ_{−t} ∈ L^0(X), esli A ∈ L^{(s,t)}(X). (9)

Obratno, operator A vyraßaetsØ qerez A^0 po formule

A = J_sA^0J_t + T_{s,t}, gde T_{s,t} ∈ L^{−∞}(X). (10)

�ta formula poluqaetsØ iz associativnosti umnoßeniØ operatorov v L(X), formul (8), i togo fakta, qto dlØ l¸byh operatorov A iz L(X) i T_j iz L^{−∞}(X) kompozicii

AT_1 i T_2A ∈ L^{−∞}(X) i T_1 ± T_2 ∈ L^{−∞}(X) (11)

(bukvoæ T my vsegda budem oboznaqat~ operatory iz L^{−∞}(X) ili iz L^{−∞}(U ), opuskaØ izlixnie indeksy). Tak kak fflementy

220 R. S. SAKS matricy A^0 ime¸t vid a^0_{ij} = λ^{−si} a_{ij} λ^{−tj} , to iz formul kompozicii i formul (5)-(6) vytekaet, qto σ_0(a^0_{ij}) = |ξ|^{−si−tj} σ_{si+tj} (a_{ij}) i qto det σ_{(s,t)}(A) = |ξ|^{⟨s⟩+⟨t⟩} det σ_0(A^0) v U, (12)

gde ⟨s⟩ oboznaqaet summu komponent vektora s.

Pofftomu pri ukazannom sootvetstvii meßdu A i A^0 sohranØetsØ svoæstvo fflliptiqnosti v l¸boæ oblasti U iz T^′(X), a imenno,

A ∈ EL^{(s,t)}(U ) ⇔ A^0 ∈ EL^0(U ). (13)

Operatory A i A^0 ØvlØ¸tsØ ograniqennymi, a J_s i J_t fredgol~- movymi v prostranstvah, ukazannyh na diagramme

H^{k̄+t}(X; C^l )^A→ H^{k̄−s}(X, C^l ) (14) J_t ↓ J_s ↑ H^{k̄}(X, C^l )^{A0}→ H^{k̄}(X, C^l ) (15)

dlØ l¸bogo k ∈ R (k̄ — ffto vsegda l-vektor s komponentami ravnymi k). Pofftomu operatory A i A^0, deæstvu¸wie v prostranstvah (14) i (15) ØvlØ¸tsØ fredgol~movo ffkvivalentnymi (v russkoæ literature ih qawe nazyva¸t neterevo ffkvivalentnymi). Otmetim, qto sootnoxeniØ (13)-(15) sohranØ¸tsØ, esli v J_s (i

J_t, sootvetstvenno) vmesto diagonal~nyh fflementov λ^{si} v J_s (i J_r) ispol~zovat~ l¸bye drugie operatory iz klassov el_{si} (X).

Izvestno, sledu¸wee utverßdenie (sm., naprimer, [4], §19.5).

Teorema. Operator A iz L^{(s,t)}(X; E, E) na zamknutom mnogoobra-

zii X ØvlØetsØ fredgol~movo razreximym v prostranstvah (14), togda i tol~ko togda, kogda on prinadleßit klassu EL^{(s,t)}(X).

Otmetim, qto ffta teorema ostaetsØ spravedlivoæ dlØ operatorov iz bolee xirokogo klassa Ψ^{(s,t)}(X; E, F ) standartnyh PDO, deæstvu¸wih v seqeniØh vektornyh rassloeniæ E i F (sm. [4], Teorema 19.5.3), esli v (14) v oboznaqeniØh prostranstv zamenit~ C^l na E ili F , sootvetstvenno.

1.5. VernemsØ k soderßani¸ raboty. Oboznaqim GEL(X) = ∪_{(s,t)}GEL^{(s,t)}(X), EL(X) = ∪_mEL^m(X). (16) Analogiqno, oboznaqim P · EL(X), DN · EL(X) i W G · EL(X) klassy operatorov (razliqnyh porØdkov) fflliptiqeskih po Petrovskomu [1], fflliptiqeskih po Daglisu-Nirenbergu [2, 4] i

O NEKOTORYH SVO`STVAH OPERATOROV 221 privodimyh k fflliptiqeskim v smysle Vaænberga i Gruxina [3]. Ime¸t mesto vkl¸qeniØ EL(X) ⊂ P · EL(X) ⊂ DN · EL(X) ⊂ GEL(X) W G · EL(X) ⊂ GEL(X), (17) oni vyteka¸t iz opredeleniæ klassov GEL^0(X) i GEL^{(s,t)}(X) (sm. p.p. 1.3 §1, 3.1, 3.2 §3 i p.2.1, 2.2, 2.12 §2). My pokazyvaem, qto l¸boæ operator A iz GEL(X) imeet global~nyæ parametriks P = A^L = A^R, kotoryæ takße prinadleßit klassu GEL(X) (Teorema 3.6.1).

Izvestno, qto kompoziciØ operatorov iz klassa EL(X) prinadleßit EL(X), togda kak kompozicii operatorov iz klassov Petrovskogo, Daglisa-Nirenberga i Vaænberga-Gruxina, voobwe govorØ, ne prinadleßat fftim klassam. My pokazyvaem, qto kompozicii operatorov iz GEL(X) prinadleßat GEL(X) (Teorema 3.4). Sledovatel~no, fftomu klassu prinadleßat takße kompozicii operatorov iz klassov DN · EL(X) i W G · EL(X). S drugoæ storony, primer operatora iz p.3.5 §3 pokazyvaet, qto klass GEL(X) ne isqerpyvaetsØ takimi kompoziciØmi i soderßit operatory, glavnyæ simvol kotoryh imeet peremennyæ rang na T^′(X).

Operatory iz GEL^{(s,t)}(X), kotorye ne prinadleßat klassu

EL^{(s,t)}(X) my nazyvaem slabo fflliptiqeskimi. Mnoßestvo takih

operatorov oboznaqim W EL^{(s,t)}(X). SlabaØ fflliptiqnost~ operatora A opredelØetsØ koneqnoæ qast~¸ razloßeniØ ego polnogo simvola σ(A) v asimptotiqeskiæ rØd (vkl¸qaØ ego glavnyæ simvol). Faktiqeski, opredelenie klassov REL^{(s,t)}(U ) i REL^{(s,t)}(X) v p.4.1, 4.6 §4 i 5.1, 5.2 §5 ukazyvaet sposob, po kotoromu moßno proverØt~ prinadleßnost~ operatora A klassu W EL^{(s,t)}(X), tak kak soglasno Teoreme 5.2 klassy GEL^{(s,t)}(X) i REL^{(s,t)}(X) sovpada¸t. Detal~no algoritm prinadleßnosti operatora klassu GEL^{(s,l)}(X) my izlagaem v sledu¸weæ rabote [12], gde rassmatrivaetsØ problema fredgol~movoæ razreximosti obobwenno fflliptiqeskih operatorov. Tam ße privoditsØ dokazatel~- stvo ostal~nyh utverßdeniæ, ukazannyh v [11].

Otmetim ewe odno vaßnoe svoæstvo operatorov A iz klassa

GEL(X): prinadleßnost~ k fftomu klassu ne zavisit ot togo, ka-

koæ vesovoæ porØdok w − ord A my predpisyvaem operatoru A v kaqestve ishodnogo (Teorema 3.2), pri perehode ot porØdkov (s, t)

222 R. S. SAKS k porØdku (p, q) ≠ (s, t) moßno poterØt~ fflliptiqnost~, no nel~zØ poterØt~ obobwennu¸ fflliptiqnost~ (Teorema 3.3.1). ObobwennaØ fflliptiqnost~ ne zavisit takße ot vybora bazisa v vektornyh prostranstvah E i F (Teoremy 3.7.1 i 3.7.2). Vse ukazannye utverßdeniØ pokazyva¸t, qto klass GEL(X) ØvlØetsØ estestvennym rasxireniem klassa EL(X).

Zameqanie o moih rabotah [6-9]. Opredelenie 1 v [6, 7] v

sluqae, kogda S kvadratnaØ (l × l) matrica iz L^0(X) zadaet klass GEL^0(X), a opredelenie 6 v [6] i 1^′ v [7] — klass

GEL^{(s,t)}(X), sootvetstvenno. Operatory iz fftih klassov my na-

zvali v [6], [7] slabofflliptiqeskimi. Termin obobwenno fflliptiqeskie operatory, kotoromu my teper~ priderßivaemsØ [11], nam kaßetsØ bolee predpoqtitel~nym, tak kak klassy fflliptiqeskih operatorov EL^0(X) i EL^{(s,t)}(X) soderßatsØ v klassah GEL^0(X) i GEL^{(s,t)}(X), sootvetstvenno. Slabofflliptiqeskimi my nazyvaem teper~ operatory iz GEL^0(X)\EL^0(X) i iz

GEL^{(s,t)}(X)\EL^{(s,t)}(X). Krome togo, v §2 my vydelili i izuqaem

klassy EF L^0(U ) i EF L^{(s,t)}(U ) operatorov, dopuska¸wih fflliptiqesku¸ faktorizaci¸ dominantnoæ qasti, potomu qto, 1^0) oni poØvlØ¸tsØ estestvennym obrazom pri (mikro) lokalizacii ponØtiØ obobwennoæ fflliptiqnosti i 2^0) ffti klassy, kak nam kaßetsØ, predstavlØ¸t i samostoØtel~nyæ interes.

DlØ opredeleniØ prinadleßnosti zadannogo operatora A klassu EF L^0(U ) provodØtsØ C-preobrazovaniØ operatora i vvoditsØ klass REL^0(U_q ) operatorov, privodimyh k fflliptiqeskim v U_q operatory nulevogo porØdka. Pri opredelenii fftogo klassa v [11] my rasxirili vozmoßnosti dopustimyh Cpreobrazovaniæ, zadavaØ preobrazu¸wiæ operator C sredi operatorov vida

J_aS^0J_{−b}, gde a, b ∈ Z^l_+, C^0 ∈ EL^0(U_q ), (18)

togda kak v [6, 7], Opredelenie 2, my dopuskali tol~ko operatory (18) s vektorom b = 0. V p.2.10 my privodim primer operatora (72) iz klassa EF L^0(U ) i v p.4.2 i 4.3 dokazyvaem, qto fftot operator moßno privesti k operatoru iz EL^0(U_q), tol~ko i esli tol~ko ispol~zovat~ preobrazovaniØ (18) s vektorom b ≠ 0.

V p. 4.5 my dokazyvaem, qto dlØ l¸boæ koniqeskoæ oblasti

U_1 ⊂⊂ U ime¸t mesto vkl¸qeniØ

EF L^0(U ) ⊂ REL^0(U_1) i REL^0(U ) ⊂ EF L^0(U_1) (19)

O NEKOTORYH SVO`STVAH OPERATOROV 223 (Lemmy 4.5.1 i 4.5.2). Iz fftih vkl¸qeniæ legko vyvesti sovpadenie klassov GEL^{(s,t)}(X) i REL^{(s,t)}(X) (Teorema 5 v [11], kotoru¸ sleduet sqitat~ toqnoæ formulirovkoæ pervoæ v qasti teoremy 1 v [6] i [7]) (ob ffkvivalentnosti usloviæ 1) i 2) obobwennoæ fflliptiqnosti operatora A na X i ego privodimosti v okrestnosti kaßdoæ toqki iz T^′(X), esli privodimost~ rassmatrivat~ v rasxirennom smysle).

§2. Klass EF L(U ) operatorov, dopuska¸wih fflliptiqesku¸ v U faktorizaci¸ dominantnoæ qasti

2.1. My naqnem s operatorov A^0 iz klassa L^0(X; E, E). SokrawaØ oboznaqeniØ budem pisat~ L^k(X) (i, sootvetstvenno,

L^k(U )) vmesto L^k(X; E, E) (i L^k(U ; E, E)). Pust~ U — koniqeskaØ

oblast~ v T^′(X); v qastnosti, U moßet sovpadat~ so vsem T^′(X).

Opredelenie. Operator A^0 iz L^0(X) dopuskaet fflliptiqesku¸

v oblasti U faktorizaci¸ dominantnoæ qasti, esli suwestvu- ¸t vektory a_j iz Z^l i naædutsØ operatory A_j iz EL^0(U ) i T iz L^{−∞}(U ) takie, qto

A^0 = J_{ar} A_r . . . J_{a1} A_1 + T, r < ∞, (20)

gde J_{aj} — diagonal~nye operatory, sootvetstvu¸wie vektoram a_j, 1 ≤ j ≤ r^2.

Mnoßestvo takih operatorov oboznaqim EF L^0(U ).

Oqevidno, qto EL^0(U ) ⊂ EF L^0(U ).

Predstavleni¸ (20) sopostavim celoe qislo c, ravnoe summe vseh komponent vseh vektorov a_j , t.e. c = ∑_r j=1⟨a_j⟩, gde ⟨a_j ⟩ ffto summa komponent vektora a_j. V qastnosti, operatoru A^0 iz

EL^0(U ) sopostavim qislo c ravnoe nul¸.

Ime¸t mesto sledu¸wie utverßdeniØ.

Utverßdenie 2.1.1. Esli A^0 prinadleßit EF L^0(U ) i vmeste s

predstavleniem (20) imeet drugoe predstavlenie, skaßem,

A^0 = B_pJ_{bp} . . . B_1J_{b1} + T_1, T_1 ∈ L^{−∞}(U ) (21)

2Qislo diagonal~nyh operatorov Ja_j i fflliptiqeskih nulevogo porØdka Ai moßet razliqat~sØ na edinicu. Nam udobno zafiksirovat~ predstavlenie (20), polagaØ A1 = I, esli kompoziciØ naqinaetsØ s diagonal~nogo operatora, i ar = 0. esli ona okanqivaetsØ na Ar .

224 R. S. SAKS

gde b_k ∈ Z^l, B_k ∈ EL^0(U ), to r∑ j=1 ⟨a_j⟩ = p∑ k=1 ⟨b_k⟩. (22) BlagodarØ fftomu utverßdeni¸ kaßdomu operatoru A^0 iz

EF L^0(U ) sootvetstvuet qislo s (A^0|U ) ravnoe qislu (22) v l¸-

bom iz ego predstavleniæ,

c(A^0|U ) = r∑ j=1 ⟨a_j⟩. (23) Utverßdenie 2.1.2. Esli operator A iz EF L^0(U ) imeet pred-

stavlenie (20), to ∑_r j=1⟨a_j⟩ ≤ 0. V p.2.15 my pokaßem, qto utverßdenie 2.1.1 vytekaet iz utverßdeniØ 2.1.2. Dokazatel~stvo poslednego v obwem sluqae dovol~no dlinnoe i my ego izlagaem v rabote [12]. Zdes~ ße my ego dokaßem v sluqae, kogda u A^0 naædetsØ predstavlenie (20) s qislom diagonal~nyh operatorov, ne prevoshodØwim dvuh v pp. 2.6 i 2.9. �togo sluqaØ budet dostatoqno dlØ celeæ dannoæ publikacii.

2.2 Otmetim, qto operatory S^0 iz L^0(X), privodimye s pomow~¸ matric B_1 i B_2 iz EL^0(U_1) k bloqno fflliptiqeskim v U_1 matricam H (sm. [3]), B_1S^0B_2 = H, prinadleßat klassu EF L^0(U ) v l¸boæ oblasti U ⊂⊂ U_1, i mogut byt~ predstavleny v vide

S^0 = A_2J_{−a}A_1 + T, A_j ∈ EL^0(U ), j = 1, 2, T ∈ L^{−∞}(U ), (25)

gde vektor a opredelØetsØ porØdkami (−k) i razmerami t_k fflliptiqeskih v H blokov H_k i ih qislom p + 1:

a = −(¯0_{t0} , (−¯1)_{t1} , . . . , (−p̄)_{tp} ) ∈ Z^l_+.

Pofftomu dlØ S^0 qislo c(S^0 | |U ) = −⟨a⟩ = − p∑ k=0 kt_k ≤ 0. (26)

Predstavlenie (25) legko poluqit~, iz (24) esli vospol~zovat~- sØ parametriksami B^L_1 i B^R_2 iz klassa EL^0(U ) i predstavleniØm dlØ H vida (10),

H = H^0J_{−a} + T_1, H^0 ∈ EL^0(U_1), T_1 ∈ L^{−∞}(U_1). (27)

O NEKOTORYH SVO`STVAH OPERATOROV 225 Obratno, l¸boæ operator S^0 iz L^0(X), ime¸wiæ predstavlenie (25) privodim v U^′ ⊂⊂ U k operatoru vida J_{−a} + T_2,

A^L_1 S^0A^R_2 = J_{−a} + T_2, A^L_1 i A^R_2 ∈ EL^0(U^′), T_2 ∈ L^{−∞}(U^′), (28)

kotoryæ ØvlØetsØ qastnym sluqaem bloqno-fflliptiqeskogo operatora. Tak kak A^L_1 S^0A^R_2 ∈ L^0(U^′), to vektor (−a) prinadleßit

Z^l_−, t.e. ego komponenty nepoloßitel~ny.

Podklass operatorov iz EF L^0(U ), ime¸wih predstavlenie (25) oboznaqim BEL^0(U ). Matricy S^0 iz EL^0(U ) prinadleßat fftomu podklassu (A_2 = I, a = 0, T = 0 v (25)). Esli ße

S^0 ∈ BEL^0(U )\EL^0(U ), to vektor a ≠ 0, a ∈ Z^l_+, i, sledovatel~no,

qislo c(S^0(U )) ≡ −⟨a⟩ men~xe nulØ.

V p.2.7 my dokaßem sledu¸wee

Predloßenie 2.2.1. Esli operator S^0 iz BEL^0(U ) imeet narØdu

s predstavleniem (25) drugoe predstavlenie togo ße vida

S^0 = B_2J_{−b}B_1 + T_1, B_j ∈ EL^0(U ), T ∈ L^{−∞}(U ) (29)

i komponenty vektorov a i b uporØdoqeny po vozrastani¸, to vektory a i b sovpada¸t (a = b).

�to utverßdenie ffkvivalentno Lemme 1 iz [3]. 2.3. Pust~ operator A^0 prinadleßit klassu EF L^0(U ) i imeet predstavlenie (20).

Vydelim dva vaßnyh sluqaØ

a) kogda v (20) vse vektory a_j prinadleßat Z^l_−, (30)

b) kogda a_r ∈ Z^l_+, a ostal~nye a_j ∈ Z^l_−, j = 1, . . . , r − 1. (31)

Esli vektory a_j v (20) ne udovletvorØ¸t usloviØm a) ili b), to my transformiruem predstavlenie (20) k odnomu iz fftih sluqaev, ispol~zuØ nekotorye “kanoniqeskie” preobrazovaniØ, kotorye my seæqas opixem.

2.4. Poloßim

Ã^n_j = J_{−n̄}A_j J_{n̄} = λ^{−n}A_jλ^n, n ∈ Z. (32)

Iz formul kompozicii i (6) vytekaet, qto operatory A_j i Ã^n_j ime¸t odinakovye glavnye simvoly. Deæstvitel~no,

σ_0(Ã^n_j ) = σ_{−n}(λ^{−n})σ_0(A_j )σ_n(λ^n) = |ξ|^{−n}σ_0(A_j )|ξ|^n =

= σ_0(A_j ). (33)

226 R. S. SAKS Pofftomu,

A_j ∈ EL^0(U ) ⇔ Ã^n_j ∈ EL^0(U ) (34)

i operatory A_j vyraßa¸tsØ qerez Ã^n_j po formulam

A_j = J_nÃ^n_j J_{−n̄} + T_n, T_n ∈ L^{−∞}(X), (35)

(sravnite s formulami (8)-(10)).

Prosteæxee i samoe obwee iz preobrazovaniæ predstavleniØ (20) operatora A^0 sostoit v tom, qto v (20) my zamenØem odin ili neskol~ko iz operatorov A_j pravoæ qast~¸ ravenstva (35); a zatem peregruppirovyvaem poluqennoe vyraßenie, ispol~zuØ formuly (7) i (11). V itoge poluqaem vyraßenie togo ße vida. Naprimer, pri r > 2 v (20) zamenØØ A_2, imeem

A^0 = J_{ar} A_r . . . J_{a2} (J_{n̄}Ã_2J_{−n} + T_n)J_{a1} A_1 + T =

= J_{ar} A_r . . . J_{a2+n̄}Ã_2J_{a1−n̄}A_1 + T_1, T_1 ∈ L^{−∞}(U ). (36)

My poluqili predstavlenie, kotoroe otliqaetsØ ot (20) tem, qto pri n > 0 komponenty vektora a_1 umen~xilis~ na n edinic, a komponenty vektora a_2 na stol~ko ße edinic uveliqilis~.

2.5. Imeet mesto sledu¸waØ

Lemma 2.5. Pust~ vektory aj v predstavlenii (20) operatora A^0

ne udovletvorØ¸t vkl¸qeniØm (30) ili (31). Togda preobrazovani- Ømi (35) moßno poluqit~ predstavlenie vida

A^0 = J_{br} B_r . . . J_{b1} B_1 + T_1, T_1 ∈ L^{−∞}(U ), (37)

v kotorom vektory b_j udovletvorØ¸t usloviØm (30) ili (31), a matricy B_j prinadleßat EL^0(U ); bolee togo, σ_0(B_j ) = σ_0(A_j ) i r∑ j=1 ⟨a_j ⟩ = r∑ j=1 ⟨b_j ⟩. (38) Vvedem oboznaqeniØ M (a) i m(a) dlØ naibol~xeæ i naimen~- xeæ iz komponent vektora a = (α_1, . . . , α_l)

M (a) = max_i α_i, m(a) = min_i α_i. (39)

Pereædem k dokazatel~stvu lemmy. Pust~ M (a_1) > 0. Togda vospol~zuemsØ preobrazovaniem (35), v kotorom j = 2 i n = m_1, a

O NEKOTORYH SVO`STVAH OPERATOROV 227 m_1 = M (a_1). My poluqim predstavlenie (36), v kotorom vektor b_1 ≡ a_1 − m̄_1 prinadleßit Z^l_−. Esli vektor a_2 + m̄_1 ∈ Z^l_−, to ras-

smotrim sledu¸wie vektory a_3, . . . , a_r. Esli ße M (a_2 + m̄_1) > 0, to preobrazovanie (35) povtorØem s j = 3 i n = m_2 ≡ M (a_2+m̄_1) =

M (a_2) + M (a_1). Takim obrazom, posle (ne bolee qem) r − 1 pre-

obrazovaniæ (35) prihodim k predstavleni¸

A^0 = J_{ar +m̄r}�_1 Ã_rJ_{br}�_1 B_{r−1} . . . B_2J_{b1} A_1 + T_{r−1}, (40)

v kotorom vektory b_j prinadleßat Z^l_− pri j = 1, . . . , r − 1, matricy B_j sovpada¸t s A_j ili Ã_j , a T_{r−1} ∈ L^{−∞}(U ). Esli vektor

a_r + m̄_{r−1} prinadleßit Z^l_− ili Z^l_+, to, oboznaqaØ ego b_r i po-

lagaØ Ã_r = B_r , poluqim iskomoe predstavlenie (37). Esli ße vektor a_r + m̄_{r−1} imeet kak poloßitel~nye tak i otricatel~- nye komponenty, to na predyduwem xage preobrazovaniØ izmenim qislo n = m_{r−1} na bol~xee qislo n = m_{r−1} − u_r, gde

n_r ≡ m(a_r + m̄_{r−1}) < 0. My poluqim predstavlenie (40), v ko-

torom vektor n_{r−1} raven a_{r−1} − m̄_{r−1} + n̄_r i prinadleßit Z^l_−, a vektor b_r raven a_r + m̄_{r−1} − n̄_r i prinadleßit Z^l_+. Nakonec, otmetim, qto esli v predstavlenii (20) imeetsØ tol~ko odin diagonal~nyæ operator (r = 1), to A^0 ∈ BEL^0(U ), a v fftom sluqae, kak my pokazali v p.2.2, vektor a_1 ∈ Z^l_−. Lemma dokazana.

2.6. Nam ponadobØtsØ sledu¸wie utverßdeniØ.

Lemma 2.6.1. Pust~ operator B prinadleßit EF L^0(U ) i imeet

predstavlenie (20) vida B = J_aAJ_{−b} + T, a, b ∈ Z^l_+, A ∈ EL^0(U ), (41) a T ∈ L^{−∞}(U ). Togda qislo c ≡ ⟨a⟩−⟨b⟩ ne prevoshodit nulØ (c ≤ 0).

Lemma 2.6.2. Esli operator B udovletvorØet usloviØm Lemmy

2.6.1 i qislo c ravno nul¸, to operator B prinadleßit EL^0(U ) i, krome togo, det σ_0(B) = det σ_0(A) v U, (42)

a vektory a i b libo sovpada¸t, libo razliqa¸tsØ tol~ko perestanovkoæ komponent (b = Πa).

Preßde, qem perehodit~ k dokazatel~stvu fftih lemm, otmetim, qto ne ograniqivaØ obwnosti, moßno sqitat~, qto komponenty

α_i i β_i vektorov a i b uporØdoqeny sledu¸wim obrazom: −β_l ≤ · · · ≤ −β_1 ≤ 0 ≤ α_1 ≤ · · · ≤ α_l. (43)

228 R. S. SAKS Deæstvitel~no, pust~ Π_{s,k} matrica, poluqennaØ iz ediniqnoæ matricy I_l, perestanovkoæ ee strok (ili stolbcov) s nomerami s i k. Umnoßenie l¸boæ matricy M na Π_{s,k} sleva (sprava) svoditsØ k perestanovke v M dvuh strok (stolbcov) s nomerami s i k; v qastnosti, Π_{s,k}Π_{s,k} = I. Sledovatel~no, dlØ diagonal~nogo operatora J_a imeem

Π_{s,k}J_aΠ_{s,k} = J_a00 ,

gde a^{′′} — vektor, poluqaemyæ iz a perestanovkoæ ego komponent s nomerami s i k. Pofftomu, esli komponenty vektorov a i b ne udovletvorØ¸t usloviØm (43), to umnoßaØ J_a i J_b na sootvetstvu¸wie kompozicii Π_1 i Π_2 perestanovoqnyh matric, poluqim operatory

J_{a1} = Π_1J_aΠ_1 i J_{b1} = Π_2J_bΠ_2 (44)

u kotoryh vektory a_1 i b_1 uporØdoqeny soglasno (43).

Togda iz (43) i (44) poluqim

Π_1BΠ_2 = J_{a1} (Π^{−1}_1 AΠ^{−1}_2 )J_{−b1} + Π_1T Π_2. (45)

Takim obrazom, usloviØ (43) udovletvorØ¸tsØ posle sootvetstvu¸wih perestanovok strok i stolbcov v matricah A, B i T . Ne menØØ oboznaqeniæ, budem sqitat~, qto takie perestanovki provedeny i usloviØ (43) ime¸t mesto dlØ samih operatorov A i B.

V fftom sluqae lemmu 2.6.1 moßno utoqnit~.

Lemma 2.6.3. Pust~ operator B udovletvorØet usloviØm lemmy

2.6.1 i vektory a i b uporØdoqeny soglasno neravenstvam (43). Togda ih raznost~ a − b prinadleßit Z^l_−, t.e., α_j ≤ β_j , j = 1, . . ., l. (46) Deæstvitel~no, esli a = 0, to ffto utverßdenie oqevidno, pofftomu predpoloßim, qto a ≠ 0.

Vvidu formul (8) ravenstvo (41) moßno perepisat~ v vide

A = J_{−a}BJ_b + T^′, T^′ ∈ L^{−∞}(U ), (47)

kotoroe pofflementno vyglØdit tak a_{ij} = λ^{−αi} b_{ij}λ^{βj} + t^′_{ij}, t^′_{ij} ∈ l_{−∞}(U ), i, j ∈ [1, l]. (47^′)

O NEKOTORYH SVO`STVAH OPERATOROV 229 Po uslovi¸ matrica A ∈ EL^0(U ), matrica B prinadleßit L^0(U ), a ih fflementy a_{ij} i b_{ij} prinadleßat l_0(U ). Pofftomu, esli dlØ nekotoryh i i j qislo β_j − α_i men~xe nulØ, to ord a_{ij} ≤ β_j − α_i < 0 v U , t.e., glavnyæ simvol σ_0(a_{ij} ) i posledu¸wie qleny σ_k(a_{ij}) razloßeniØ polnogo simvola σ(a_{ij}) ravny nul¸ pri β_j − α_i < k < 0. Zapixem ffti ograniqeniØ na simvol matricy A tak

β_j < α_i ⇒ σ_k(a_{ij} ) = 0 v U pri k = 0, . . . , β_j − α_i + 1. (48)

Dokaßem lemmu 2.6.3. Ot protivnogo. Pust~ β_l < α_l. Togda iz neravenstv (43) vytekaet, qto β_j < α_l dlØ vseh j = 1, . . ., l. Soglasno sootnoxeniØm (48) σ_0(a_{lj} ) = 0 v U pri j = 1, . . . , l; i v matrice σ_0(A) poluqaem nulevu¸ stroku. No ffto ne vozmoßno, potomu, qto po uslovi¸ operator A prinadleßit EL^0(U ) i ego simvoliqeskaØ matrica σ_0(A) nevyroßdena v U . Sledovatel~no,

α_l ≤ β_l.

Dalee, esli β_k < α_k pri k < l, to iz neravenstv (43) poluqaem, qto β_j < α_i pri j ≤ k ≤ i i iz sootnoxeniæ (48), qto

σ_0(a_{ij}) = 0 v U pri 1 ≤ j ≤ k ≤ i ≤ l. (49)

Nulevye fflementy (49) v matrice σ_0(A) sostavlØ¸t prØmougol~- nu¸ podmatricu, kotoraØ pri l¸bom k peresekaetsØ s diagonal~¸ (pri k = 1 oni sostavlØ¸t pervyæ stolbec v σ_0(A)). Pofftomu, opredelitel~ σ_0(A) raven nul¸ v U , qto protivoreqit uslovi¸ A ∈ EL^0(U ). Sledovatel~no, α_k ≤ β_k pri vseh k = 1, . . ., l. Lemma 2.6.3 dokazana.

Lemma 2.6.1 ØvlØetsØ sledstviem Lemmy 2.6.3. Deæstvitel~no, v usloviØh posledneæ lemmy qislo c = ⟨a⟩ − ⟨b⟩ = ∑_l k=1(α_k − β_k) ≤ 0. Pri perestanovkah (44), (45) summa

komponent vektorov a i b ne menØetsØ, ⟨a⟩ = ⟨a_1⟩, ⟨b⟩ = ⟨b_1⟩; my prihodim k utverßdeni¸ Lemmy 2.6.1

Iz Lemmy 2.6.3 imeem ewe odno

Sledstvie 2.6.4. Esli operator B udovletvorØet usloviØm Lem-

my 2.6.3 i qislo c = ⟨a⟩ − ⟨b⟩ ravno nul¸, to vektory a i b sovpada¸t, t.e., ⟨a⟩ = ⟨b⟩ ⇒ a = b. (50) �to utverßdenie vytekaet iz oqevidnogo fakta, qto, esli vektor a − b prinadleßit Z^l_− (imeet nepoloßitel~nye komponenty)

230 R. S. SAKS i summa fftih komponent ⟨a − b⟩ = ⟨a⟩ − ⟨b⟩ ravna nul¸, to vektor

a − b raven nul¸.

Pereædem k dokazatel~stvu Lemmy 2.6.2. Po uslovi¸ qislo

c ≡ ⟨a⟩ − ⟨b⟩ = 0. Iz sledstviØ 2.6.4 poluqaem, qto vektory a i

b sovpada¸t, esli oni uporØdoqeny soglasno (43). V obwem sluqae, oni sovpada¸t posle sootvetstvu¸wih perestanovok (44), t.e. b = Πa, gde Π — matrica perestanovki.

Pereædem k dokazatel~stvu sootnoxeniØ (42). DlØ fftogo sravnim matricy σ_0(A) i σ_0(B), utoqnØØ raspoloßenie v nih nulevyh fflementov, sqitaØ, qto vektory a i b ravny i udovletvorØ¸t neravenstvam (43). Tak kak fflementy iz B, ime¸wie porØdki α_i − β_j = α_i − α_j < 0, v σ_0(B) predstavleny nulØmi, to vvidu (43) nuli v matrice σ_0(B) raspolaga¸tsØ v pravom verhnem uglu. Nuli v matrice σ_0(A) simmetriqny nulØm σ_0(B) i raspolaga¸tsØ v levom nißnem uglu, potomu, qto soglasno (48),

σ_0(a_{ij} ) = 0 pri α_i − α_j > 0. �lementy, ime¸wie nulevoæ porØ-

dok, raspoloßeny v B blokami vdol~ glavnoæ diagonali, i ffti bloki v silu A ∈ EL^0(U ) prinadleßat EL^0(U ), esli uqest~ raspoloßenie v σ_0(A) nulevyh fflementov i izvestnyæ iz algebry fakt ob opredelitelØh bloqno diagonal~nyh i nißne ili verhne (bloqno)-treugol~nyh matric. V itoge, opredeliteli matric

σ_0(A) i σ_0(B) ravny proizvedeni¸ opredeliteleæ teh blokov, ko-

torye raspoloßeny v nih vdol~ glavnoæ diagonali. Oni meßdu soboæ sovpada¸t. Otkuda vytekaet sootnoxenie (42). My ne budem podrobnee provodit~ ffto dokazatel~stvo, vmesto fftogo my privedem ewe drugoe dokazatel~stvo Lemmy 2.6.2, formulami iz kotorogo my vospol~zuemsØ pri dokazatel~stve sledu¸wego utverßdeniØ.

Vtoroe dokazatel~stvo Lemmy 2.6.2. Ne predpolagaØ sootnoxeniæ (43), sravnim v opredelitelØh σ_0(A) i σ_0(B) slagaemye, kotorye sootvetstvu¸t odnoæ i toæ ße perestanovke I =

(i_1, . . . , i_l) qisel 1, . . . , l. Oni ØvlØ¸tsØ proizvedeniØmi

±σ_0(b_{1i1} ) . . . σ_0(b_{lil} ), (51)

gde b_{ij} = λ^{αi} a_{ij}λ^{−βj} , i

±σ_0(a_{1i1} ) . . . σ_0(a_{lil} ). (52)

Pokaßem, qto esli ⟨a⟩ = ⟨b⟩, to proizvedeniØ (51) i (52) sovpada¸t. Tak kak a_{ij} ∈ l_0(U ), a λ^k ∈ el_k(U ), pri α_i − β_j ≤ 0 porØdok

O NEKOTORYH SVO`STVAH OPERATOROV 231

b_{ij} v U ne prevoshodit α_i − β_j . Otkuda poluqaem, qto

σ_0(b_{ij}) = 0 v U , esli α_i − β_j < 0, (53)

i, vvidu formul kompozicii i (6), qto

σ_0(b_{ij} ) = σ_0(a_{ij} ), esli α_i = β_j . (54)

Esli ße α_i > β_j , to uslovie b_{ij} ∈ l_0(U ) diktuet usloviØ (48) na polnyæ simvol σ(a_{ij} ), pri vypolnenii kotoryh, σ_0(b_{ij}) = |ξ|^{αi−βj} σ_{−αi+βj} (a_{ij} ), α_i > β_j . (55) DlØ kaßdoæ perestanovki I vozmoßno sledu¸wee: libo a) vse qisla α_k − β_{ik} = 0, k = 1, . . ., l, (56) libo

b) sredi qisel α_k −β_{ik} naædetsØ poloßitel~noe (sootvetstvenno, otricatel~noe) qislo α_p − β_{ip} (α_j − β_{ij} ). V sluqae (56) v silu (54) proizvedeniØ (51) i (52) sovpada¸t. V ostal~nyh sluqaØh sredi qisel α_k − β_{ik} naædetsØ kak poloßitel~noe qislo α_p − β_{ip} tak i otricatel~noe α_j − β_{ij} , potomu, qto ih summa po uslovi¸ ravna nul¸ (c = 0). Togda v kaßdom iz proizvedeniæ (51) i (52) naædetsØ nulevoæ mnoßitel~, v (51) σ_0(b_{jij} = 0 soglasno (53), a v (52) σ_0(a_{pip} ) = 0 soglasno (48). Pofftomu proizvedeniØ (51) i (52) ravny nul¸ i oni opØt~ sovpada¸t. Takim obrazom, opredeliteli σ_0(A) i σ_0(B) sovpada¸t v kaßdoæ toqke iz U . Otmetim, qto nenulevoæ vklad v ffti opredeliteli vozmoßen tol~ko dlØ teh perestanovok, dlØ kotoryh vypolnØetsØ uslovie (56). Iz fftogo fakta i iz prinadleßnosti A k EL^0(U ) legko ubedit~sØ, qto vektor b otliqaetsØ ot a tol~ko perestanovkoæ komponent (b = Πa). Deæstvitel~no, esli ffto ne tak, to sluqaæ (56) ne vozmoßen, a togda det σ_0(A) raven nul¸ v U , qto protivoreqit fflliptiqnosti A. Lemma 2.6.2 dokazana.

Lemmu 2.6.1 moßno dopolnit~ sledu¸wim utverßdeniem.

Lemma 2.6.5. Esli operator B udovletvorØet usloviØm lemmy

2.6.1 i qislo c ≡ ⟨a⟩ − ⟨b⟩ men~xe nulØ, to det σ_0(B) ≡ 0 v U .

Dokazatel~stvo. Opredelitel~ matricy σ0(B) sostoit iz pro-

izvedeniæ (51), sootvetstvu¸wih perestanovkam I. Qislo c < 0, pofftomu dlØ l¸boæ I sredi qisel α_k − β_{ik} , summa kotoryh ravna

232 R. S. SAKS c, naædetsØ qislo α_j − β_{ij} < 0. Soglasno (53), v kaßdom iz proizvedeniæ (51) soderßitsØ nulevoæ mnoßitel~ σ_0(b_{jij} ). Pofftomu opredelitel~ raven nul¸. Lemma dokazana.

Predloßenie 2.6.6. Pust~ operator C prinadleßit EF L^0(U )

i imeet predstavlenie (20) vida

C = A_3J_aA_2J_{−b}A_1 + T_1, a, b ∈ Z^l_+, A_j ∈ EL^0(U ). (57)

Togda dlØ C osta¸tsØ spravedlivymi analogi Lemm 2.6.1-2.6.5 za iskl¸qeniem formuly (42), kotoru¸ nußno zamenit~ formuloæ

det σ_0(C) = 3∏ j=1 det σ_0(A_j ) v U. (58)

Deæstvitel~no, operatory A_1 i A_3 ime¸t parametriksy A^R_1 i A^L_3 iz EL^0(U_1)_r dlØ l¸boæ U_1 ⊂⊂ U . PrimenØØ ih k ravenstvu (57), poluqim, qto kompoziciØ B ≡ A^L_3 CA^R_1 prinadleßit L^0(U_1) i imeet predstavlenie (41) v U_1. Teper~ iz Lemm 2.6.1–2.6.5 legko poluqit~ sootvetstvu¸wie utverßdeniØ dlØ operatora (57).

2.7. VozvrawaØs~ k klassu BEL^0(U ) iz p.2.2, dokaßem predloßenie 2.2.1. Ono vytekaet iz Lemm 2.6.3 i 2.6.5. Deæstvitel~no, pust~ operator S^0 imeet dva predstavleniØ (25) i (29), gde vektory a i b uporØdoqeny po vozrastani¸, t.e. a i b udovletvorØ¸t usloviØm (43). Togda, iskl¸qaØ S^0 i primenØØ k poluqennomu ravenstvu parametriksy A^L_2 i J_a sleva i B^R_1 sprava poluqim sootnoxenie

A_1B^R_1 = J_aA^L_2 B_2J_{−b} + T_2, a, b ∈ Z^l_+, T ∈ L^{−∞}(U_1), (59)

gde operatory B^R_1 , A^L_2 , a s nimi i A_1B^R_1 i A^L_2 B_2 prinadleßit klassu EL^0(U_1) v l¸boæ oblasti U_1 ⊂⊂ U . Predstavlenie (59) operatora A_1B^R_1 udovletvorØet usloviØm lemmy 2.6.3; sledovatel~no, a − b ∈ Z^l_−. Esli a − b ≠ 0, to soglasno Lemme 2.6.5 opredelitel~ matricy σ_0(A^R_1 ) toßdestvenno raven nul¸ v U_1. �to ne vozmoßno potomu, qto operator A_1B^R_1 fflliptiqen v U_1,

σ_0(A_1B^R_1 ) = σ_0(A_1)σ_0(B^R_1 ) = σ_0(A_1)[σ_0(B_1)]^{−1},

i opredelitel~ matric σ_0(A_1) i σ_0(B_1) otliqen ot nulØ v U_1. Itak, a = b i lemma dokazana.

2.8. Ispol~zuØ Lemmu 2.6.2 moßno opredelit~ preobrazovaniØ predstavleniæ (20) operatorov A^0 iz EF L^0(U ) bolee obwie,

O NEKOTORYH SVO`STVAH OPERATOROV 233 qem (35), (32) kotorye odnako vozmoßny ne vsegda (ne dlØ l¸byh matric A_j). Pust~ operator A ∈ EL^0(U ), vektor c ∈ Z^l_+ i c^{′′} = Πc — vektor, poluqaemyæ iz c perestanovkoæ Π ego komponent. Oboznaqim_c

Ã = J_cAJ_{−c}00, A ∈ EL^0(U ), c ∈ Z^l_+. (60)

Perehod ot operatora A k^cÃ budem nazyvat~ okaæmleniem A diagonal~nymi operatorami, a sam operator^cÃ — okaæmlennym. On imeet nulevoæ porØdok v U ,

cÃ ≡ J_cAJ_{−c}00 ∈ L^0(U ), (61)

esli σ(A) udovletvorØet usloviØm vida (48), gde nußno zamenit~

α_i i β_j komponentami vektorov c i c^{′′}. Esli vypolneno uslovie

(61), to soglasno Lemme 2.6.2 operator^cÃ prinadleßit EL^0(U ), tak kak dlØ nego vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ (42)

det σ_0(Ã) = det σ_0(A) v U. (62)

Operator A vyraßaetsØ qerez^cÃ po formule

A = J_{−c}^cÃJ_c00 + T_1,^cÃ ∈ EL^0(U ), T_1 ∈ L^{−∞}(X). (63)

Otmetim, qto prinadleßnost~^cÃ k L^0(U ) opredelØetsØ uslovi- Ømi (48) v sluqae c ≠ m̄ = (m_1, . . . , m), m ∈ N . Esli ße c = m̄, uslovie (61) vypolnØetsØ dlØ l¸bogo operatora A iz L^0(U ) i, v qastnosti, iz EL^0(U ); nikakih drugih usloviæ na σ(A) net i formuly (60) i (63) sovpada¸t s formulami (32) i (35) (esli opustit~ indeks) i poloßit~ m = −n).

Pust~ operator B imeet predstavlenie (41) i udovletvorØet Lemme 2.6.2. Tak kak operator Ã = J_aAJ_{−b} = B − T prinadleßit

EL^0(U ), to dlØ B faktiqeski imeet mesto bolee prostoe razlo-

ßenie

B =^aÃ + T,^aÃ ∈ EL^0(U ), T ∈ EL^{−∞}(U ). (64)

�tot primer pokazyvaet, qto v predstavlenii (20) operatora

A^0 iz EF L^0(U ) takße vozmoßny uproweniØ, esli hotØ by odin

iz operatorov A_j imeet okaæmlenie diagonal~nymi, udovletvorØ¸wie uslovi¸ (61). V p. 2.10 my privodim drugoæ primer i pokaßem, qto vozmoßnost~ uproweniØ ego predstavleniØ zavisit ot koniqeskoæ oblasti U . No vnaqale rassmotrim odnu situaci¸ obwego haraktera.

234 R. S. SAKS

2.9. VozvrawaØs~ k preobrazovaniØm predstavleniØ (20) operatora A^0 iz EF L^0(U ), predpoloßim, qto kakoæ-libo iz operatorov A_j imeet okaæmlenie (60), udovletvorØ¸wee usloviØm (61). Togda zamenØØ A_j pravoæ qast~¸ ravenstva (63) i peregruppirovyvaØ poluqennoe vyraßenie tak ße kak v (36), poluqim drugoe predstavlenie dlØ A^0 togo ße tipa, naprimer, (21). Pri fftom koliqestvo diagonal~nyh operatorov moßet umen~xit~sØ, no qislo c(A^0|U ) ne menØetsØ, t.e. imeet mesto ravenstvo (22), potomu qto dlØ okaæmlennyh operatorov (60) i (63) ffto qislo ravno nul¸. Variantov vozmoßnyh preobrazovaniæ predstavleniØ (20) moßet byt~ mnogo, tak ße, kak vozmoßnyh rasstanovok skobok v proizvedeniØh. Naprimer, 1) esli operatory^{cj} Ã_j prinadleßat

L^0(U ) a, sledovatel~no, i EL^0(U ), i predstavlenie (20) moßet

byt~ zapisano v vide

A^0 = r∏ j=1 c_j Ã j + T_1, T_1 ∈ L^{−∞}(U ), (65)

to operator A^0 na samom dele prinadleßit EL^0(U ); 2) esli predstavlenie (20) moßno predstavit~ v vide

A^0 =^bB̃ + T_2, gde B = A_2 ·^{c1} Ã_1 ∈ EL^0(U ) i^bB̃ ∈ L^0(U ), (66)

to operator A^0, ime¸wiæ takoe predstavlenie, sam prinadleßit

EL^0(U ). My priveli ffti dva primera tol~ko dlØ ill¸stracii

vozmoßnosteæ preobrazovaniæ v (20).

Ime¸t mesto sledu¸wie utverßdeniØ.

Lemma 2.9.1. Pust~ operator A^0 imeet predstavlenie (20), v

kotorom qislo diagonal~nyh operatorov bol~xe dvuh (r > 2) i vektory a_j ne udovletvorØ¸t uslovi¸ (30) (kogda vse a_j ∈ Z^l_−). Predpoloßim, qto ffto predstavlenie posledovatel~nymi operaciØmi okaæmleniØ (60), udovletvorØ¸wimi usloviØm (61), moßno preobrazovat~ v predstavlenie (21), v kotorom libo a) vse vektory b_k udovletvorØ¸t usloviØm (30), t.e. vse b_k prinadleßat Z^l_−, k = 1, . . ., p, libo

b) qislo diagonal~nyh operatorov v (21) ne prevoshodit dvuh, t.e. p ≤ 2. Togda qislo c(A^0|u) ≤ 0.

Lemma 2.9.2. Esli operator A udovletvorØet usloviØm Lemmy

2.9.1 i qislo c(A^0|u) ravno nul¸, to A prinadleßit EL^0(U ) i,

O NEKOTORYH SVO`STVAH OPERATOROV 235

krome togo,

det σ_0(A^0) = r∏ j=1 det σ_0(A_j ) v U (67)

Lemma 2.9.3. Esli operator A udovletvorØet usloviØm Lemmy

2.9.1 i qislo c(A^0|u) < 0, to

det σ_0(A^0) ≡ 0 v U (68)

Dokazatel~stvo Lemmy 2.9.1. Kak my uße otmeqali posle ka-

ßdogo iz preobrazovaniæ vida (63) predstavleniØ (20) menØ¸tsØ vektory a_j no summa vseh komponent vseh novyh vektorov ostaetsØ neizmennoæ. Esli v rezul~tate my poluqim predstavlenie (21), v kotorom vse vektory b_k udovletvorØ¸t usloviØm b_k ∈ Z^l_−, to, oqevidno, qto ∑_p k=1⟨b_k⟩ ≤ 0. Esli ße p ≤ 2 v predstavlenii

(21) i b_1 ∈ Z^l_−, a b_2 ∈ Z^l_+, to primenØem Lemmu 2.6.1 ili Predloßenie 2.6.5. Snova poluqaem, qto summa ⟨b_k⟩ ne prevoshodit nulØ. Lemma dokazana.

Dokazatel~stvo Lemmy 2.9.2. Esli vektory bk v predstavle-

nii (21) udovletvorØ¸t uslovi¸ b_k ∈ Z^l_− i summa ih komponent ravna nul¸, to, oqevidno, qto vse b_k = 0 i

A^0 = B_p . . . B_1 + T, B_j ∈ EL^0(U ), T ∈ L^{−∞}(U ). (69)

Otkuda poluqaem, qto

σ_0(A^0) = p∏ k=1 σ_0(B_k) i det σ_0(A^0) = p∏ k=1 det σ_0(B_k) v U. (76)

V svo¸ oqered~, kaßdaØ iz matric B_k opredelØetsØ qerez nekotoroe qislo matric A_j (j = i_1, . . . , i_k) pomow~¸ koneqnogo qisla operaciæ dvuh vidov, a imenno operaciæ okaæmleniØ i umnoßeniØ matric iz EL^0(U ). Pofftomu opredelitel~ matricy σ_0(B_k) raven proizvedeni¸ opredeliteleæ matric σ_0(A_j) dlØ teh A_j , kotorymi opredelØetsØ B_k. KaßdaØ iz matric B_k opredelØetsØ svoimi naborom matric A_j (v qastnosti, B_k moßet sovpadat~ s

A_i ili Ã_i) i kaßdaØ iz matric A_j vhodit v kakoæ-libo iz fftih

naborov. UqityvaØ formuly (62) i (70), poluqim formulu (67). Kaßdyæ iz opredeliteleæ v proizvedenii (67) otliqen ot nulØ

236 R. S. SAKS v U , pofftomu ono samo ne ravno nul¸ i operator A^0 prinadleßit EL^0(U ). Dokazatel~stvo sluqaØ a) zakonqeno. V sluqae b) my prihodim k predstavleni¸ (21) v kotorom p ≤ 2, a B_k vyraßa¸tsØ qerez A_j tak, kak pokazano vyxe. Pofftomu iz formul (62), (42) i (58) snova poluqim formulu (67) i, sledovatel~no, fflliptiqnost~ A^0 v U . Lemma dokazana.

Dokazatel~stvo Lemmy 2.9.3. Po predpoloßeni¸ qislo c = ∑_r k=1⟨a_k⟩ men~xe nulØ. Pofftomu v rezul~tate preobrazovaniæ v

sluqae a) my poluqim predstavlenie (21), v kotorom vektory

b_k ∈ Z^l_− i summa vseh komponent vseh vektorov b_k otricatel~-

na. Znaqit u vektorov b_k ime¸tsØ otricatel~nye komponenty, a v matricah σ_0(J_{bk} ) ime¸tsØ nulevye stroki. Iz predstavleniØ (21) vidim, qto σ_0(A^0) = σ_0(B_p)σ_0(J_{bp} ) . . . σ_0(B_1)σ_0(J_{b1} ) v U . VyqislØØ opredelitel~ fftogo proizvedeniØ matric i uqityvaØ, qto

det σ_0(J_{bk} ) ≡ 0 poluqim formulu (68). Dokazatel~stvo lemmy v

sluqae a) zakonqeno. V sluqae b) lemma vytekaet iz Lemmy 2.6.5 ili PredloßeniØ 2.6.6. Itak, Lemma 2.9.3 dokazana.

2.10. Pokaßem na primere, qto v klasse EF L^0(U ) ime¸tsØ operatory, kotorye vo vseæ oblasti U ne udovletvorØ¸t usloviØm Lemmy 2.9.1. V toße vremØ v U moßno vydelit~ podoblasti, gde usloviØ Lemmy 2.9.1 vypolnØ¸tsØ.

Pust~ V — svØznaØ koordinatnaØ okrestnost~, kotoraØ gladkoæ poverhnost~¸ (linieæ pri n = 2) P razdelena na dve podoblasti V_1 i V_2. Pust~ zadany dve funkcii a_j(x) ∈ C^∞(X) takie, qto a_j(x) ≠ 0 v V_j i a_1(x) · a_2(x) ≡ 0 v V . (71)

Rassmotrim matriqnyæ operator D vida A = ( a_1 λ^{−1} λ^{−1} a_2 ) (72)

gde a_j — operatory umnoßeniØ na funkcii a_j (x), λ^{−1} — parametriks operatora λ ∈ el_1(X) iz p.1.4, t.e. operatory λ^{−1}λ − 1 ≡

τ_{−1,1} i λ · λ^{−1} − 1 ≡ τ_{1,−1} prinadleßat l_{−∞}(X). Imeet mesto sle-

du¸wee

Predloßenie 2.10.1. Operator (72) pri uslovii (71) prinadle-

ßit klassu EF L^0(U ) v oblasti U = T^′(V ), i imeet predstavle-

O NEKOTORYH SVO`STVAH OPERATOROV 237 nie A = J 0 −1 !^{( a1 1}_{1 0}^)_J_1 −1 !^{( 1 a2}_{0 1}^)_{J( −1 0 ) + T,} (73) gde T = ( a_1τ_{1,−1} a_1λa_2 λ^{−1}τ_{1,−1} τ_{−1,1}a_2 ) i T ∈ L^{−∞}(U ). (74)

Dokazatel~stvo. Sootnoxenie (73) proverØetsØ peremnoßeni-

em matric. Vse fflementy matricy T , krome a_1λa_2, prinadleßat

l_{−∞}(X); fflement a_1λa_2 prinadleßit l_{−∞}(U ) potomu, qto nositeli

funkciæ a_1 i a_2(x) ne ime¸t vnutrennih toqek pereseqeniØ.

Zameqanie 2.10.2. Iz sootnoxeniæ (72)-(74) vidno, qto Pred-

loßenie 2.10.1 ostanetsØ v sile i togda, kogda v matrice (72) a_j l¸bye operatory iz l_0(X), udovletvorØ¸wie uslovi¸

a_1λa_2 ∈ l_{−∞}(U ), U ⊂ T^′(X), (71^′)

v nekotoroæ koniqeskoæ oblasti U iz T^′(X).

Odnako, dlØ naglØdnosti nam dostatoqno prostoæ situacii, kogda a_j — ffto operatory umnoßeniØ na funkcii, udovletvorØ- ¸wie uslovi¸ (71). Togda U = T^′(V ).

Imeet mesto

Predloßenie 2.10.3. Esli aj udovletvorØ¸t sootnoxeniØm

(71), to operator (72) ne udovletvorØet usloviØm Lemmy 2.9.1 v oblasti U = T^′(V ). On takße ne udovletvorØet usloviØm Lemmy 2.9.1 v l¸boæ (kak ugodno maloæ) okrestnosti U_q toqki q = (x_0, ξ_0), esli x_0 prinadleßit razdelØ¸weæ poverhnosti P, a ξ_0 ≠ 0 l¸boe.

Dokazatel~stvo. V predstavlenii (73) operatora (72) moßno

vydelit~ dva okaæmlennyh operatora vida (60)

Ã_1 = J 0 −1 !^{( a1 1}_{1 0}^)_J_1 0 ! i~_{A2 = J}_1 0 !^{( 1 a2}_{0 1}^)_J_{−1} 0 !_. (75)

Odnako, ni odin iz nih ne udovletvorØet uslovi¸ (61) v T^′(V ) ili v U_q , esli x_0 ∈ P. Deæstvitel~no, soglasno (71) v l¸boæ okrestnosti toqki x_0 ∈ P naædutsØ toqki x^′ i x^{′′}, gde a_1(x^′) ≠ 0 i

a_2(x^{′′}) ≠ 0, sootvetstvenno. Sledovatel~no, v l¸boæ okrestnosti

238 R. S. SAKS U_q toqki q = (x_0, ξ_0) operatory a_1λ i λa_2 ime¸t pervyæ porØdok.

Oni ØvlØ¸tsØ fflementami matric Ã_j v (75), kotorye tem samym ne udovletvorØ¸t uslovi¸ (61). Predloßenie dokazano.

Zameqanie. Diagonal~nye operatory v (73) zadany vektorami

a_1 = (−1, 0), a_2 = (1, −1), a_3 = (0, −1) (pri numeracii sprava

nalevo), kotorye ne udovletvorØ¸t vkl¸qeniØm (30) ili (31). Soglasno Lemme 2.5 zamenoæ vida (32) predstavlenie (73) moßno transformirovat~ v predstavlenie vida (37), v kotorom vektory

b_1 = (−1, 0), b_2 = (0, −1) i b_3 = (1, 0) udovletvorØ¸t vkl¸qeniØm

(31), a imenno ( a_1 λ^{−1} λ^{−1} a_2 ) = J_1 0 !^{( λ−1a1λ 1} 1 0 ) J_0 −2 !^{( 1 a2}_{0 1}^)_J_{−1} 0 !_{+ T,}

(76) gde komponenty t_{21} = t_{22} = 0 v matrice T , a komponenty t_{11} =

a_1τ_{1,−1} + τ_{1,−1}a_1, t_{12} = λλ^{−1}a_1λa_2 + τ_{1,−1}λ^{−1} prinadleßat l_{−∞}(U ), U = T^′(V ).

Soglasno Predloßeni¸ 2.10.3 predstavleniØ (73) i (76) operatora (72) nel~zØ uprostit~ vo vseæ oblasti U = T^′(V ), no v nekotoryh ee qastØh ffto sdelat~ moßno.

Predloßenie 2.10.4. Esli aj udovletvorØ¸t sootnoxeniØm

(71), to v kaßdoæ iz oblasteæ T^′(V_j ), j = 1, 2, operator (72) udovletvorØet usloviØm Lemmy 2.9.1. Tak v oblasti U_1 = T^′(V_1) operator (72) imeet sledu¸wu¸ faktorizaci¸ dominantnoæ qasti

A = J 0 −1 !^{( a1 1}_{1 0}^)_J_0 −1 !_+^{( 0 0}_{0 a2}^)_, (77)

v kotoroæ vektory b_1 = b_2 = (0, −1) udovletvorØ¸t uslovi¸ (30). DlØ l¸boæ oblasti W ⊂⊂ V_1 operator (72) prinadleßit klassu BEL^0(U^′), gde U^′ = T^′(W ), i imeet predstavlenie A = ( 1 0 λ^{−1}a^L_1 λ^{−1}a^L_1 λ ) J_0 −2 !^{( a1 λ−1} 0 −1 ) + T^′, (78)

gde a^L_1 = ψ(x)a^{−1}_1 (x), a funkciØ ψ(x) ∈ C^∞_0 (V_1) takova, qto ψ ≡ 1 na W ⊂ V_1. Matrica T^′ imeet komponenty t^′_{11} = t^′_{12} = 0, t^′_{21} = λ^{−1}(1− ψ) i t^′_{22} = a_2 + λ^{−1}a^L_1 τ_{−1,1}λ^{−1}, kotorye prinadleßat l_{−∞}(T^′(W )).

O NEKOTORYH SVO`STVAH OPERATOROV 239

Dokazatel~stvo. Sootnoxenie (77) oqevidno; funkciØ a2(x) so-

glasno (71) toßdestvenno ravna nul¸ na V_1, pofftomu operator a_2 ∈ l_{−∞}(T^′(V_1)). Sootnoxenie (78) legko proverit~, peremnoßiv matricy i pribaviv T^′. Operator λ^{−1}a^L_1 λ prinadleßit el_0(T^′(W )) potomu, qto σ_0(λ^{−1}a^L_1 λ) = a^{−1}_1 (x) ≠ 0 pri x ∈ W i l¸bom ξ ≠ 0. Prinadleßnost~ operatorov t^′_{21} i t^′_{22} klassu

l_{−∞}(T^′(W )) oqevidna. Predloßenie dokazano.

2.11. Pereædem k izuqeni¸ svoæstv operatorov iz klassa

EF L^0(U ).

Teorema 2.11. Pust~ koniqeskie oblasti U1 i U2 ime¸t nepustoe

pereseqenie i oblast~ U ⊂⊂ U_1 ∪ U_2. Pust~ operator A^0 prinadleßit EF L^0(U_1), a operator B^0 ∈ EF L^0(U_2). Togda ih kompoziciØ A^0B^0 prinadleßit EF L^0(U ) i

c(A^0B^0|U ) = c(A^0|U ) + c(B^0|U ). (79)

Dokazatel~stvo fftoæ teoremy prostoe. Ona vytekaet iz associativnosti kompozicii operatorov, iz formul (7), (10) i iz principa lokal~nosti dlØ polnogo simvola kompozicii. Esli

A^0 imeet v U_1 predstavlenie (20), a B^0 v U_2 predstavlenie

B^0 = J_{bs} B_s . . . J_{b1} B_1 + T_1, T_1 ∈ L^{−∞}(U_2), (80)

to ih kompoziciØ A^0B^0 imeet predstavlenie

A^0B^0 = J_{ar} A_r . . . J_{a1} A_1J_{bs} B_s . . . J_{b1}B_1 + T_2, (81)

gde T_2 ∈ L^{−∞}(U ), dlØ l¸boæ U ⊂⊂ U_1 ∪ U_2, A_j i B_k prinadleßat

EL^0(U ).

Sledovatel~no, A^0B^0 ∈ EF L^0(U ). Formula (79) poluqaetsØ iz (81) i utverßdeniØ 2.1.1. Lemma dokazana.

2.12. Pust~ operator A prinadleßit L^{(s,t)}(X; E, E). V sootvetstvii, s p.1.4 emu sopostavlØetsØ operator A^0 = J_{−s}AJ_{−t} iz

L^0(X; E, E).

Opredelenie. My skaßem, qto operator A prinadleßit klassu

EF L^{(s,t)}(U ), esli operator A^0 prinadleßit klassu EF L^0(U ).

Pust~ operator A^0 imeet predstavlenie (20), togda v silu formul (7) i (10) operator A imeet predstavlenie

A = J_{s+ar} A_r . . . J_{a1} A_1J_t + T_1, T_1 ∈ L^{−∞}(U ). (82)

240 R. S. SAKS Opredelim qislo c(A^{(s,t)}|U ) ravenstvom c(A^{(s,t)}|U ) = ⟨s⟩ + ⟨t⟩ + c(A^0|U ) = = ⟨s⟩ + ⟨t⟩ + r∑ j=1 ⟨a_j ⟩. (83) Oboznaqim EF L(U ) = ∪_{(s,t)}EF L^0(s, t)(U ). (84) Vesovoæ porØdok operatora opredelØetsØ neodnoznaqno. Pofftomu vaßna sledu¸waØ

Teorema 2.12. Pust~ A prinadleßit EF L^{(s,t)}(U )∩L^{(p,q)}(X; E, E)

i (p, q) ≠ (s, t). Togda operator A prinadleßit klassu EF L^{(p,q)}(U ) i c(A^{(p,q)}|U ) = c(A^{(s,t)}|U ) (85) Dokazatel~stvo. Nußno pokazat~, qto operator B^0 = J−pAJ−q ,

prinadleßawiæ po uslovi¸ klassu L^0(X), imeet predstavlenie vida (20), esli A^0 imeet predstavlenie (20) pravoæ qast~¸ (82) i zamenim A v formule dlØ B^0. Poluqim predstavlenie

B^0 = J_{s−p+ar} A_r . . . J_{a1} A_1J_{t−q} + T_2, T_2 ∈ L^{−∞}(U ), (86)

iz kotorogo sleduet, qto A ∈ EF L^{(p,q)}(U ) i c(A^{(p,q)}|U ) = ⟨p⟩ + ⟨q⟩ + c(B^0|U ) = ⟨p⟩ + ⟨q⟩ + ⟨s − p⟩ + ⟨t − q⟩ + c(A^0|U ) = ⟨s⟩ + ⟨t⟩ + c(A^0|U ) = c(A^{(s,t)}|U ). Teorema dokazana.

2.13. Rassmotrim zavisimost~ ot vybora vesovyh porØdkov dlØ fflliptiqeskih operatorov.

Teorema 2.13.1. Esli operator A prinadleßit klassu EL^{(s,t)}(U )∪

L^{(p,q)}(X) i (p, q) ≠ (s, t), to on prinadleßit klassu EF L^{(p,q)}(U ) i ⟨s⟩ + ⟨t⟩ ≤ ⟨p⟩ + ⟨q⟩. (87) Teorema 2.13.2. Esli operator A udovletvorØet usloviØm Teo-

remy 2.13.1 i ⟨s⟩ + ⟨t⟩ = ⟨p⟩ + ⟨q⟩, to operator A prinadleßit EL^{(p,q)}(U ) i, krome togo, det σ_{(p,q)}(A) = det σ_{(s,t)}(A) v U, (88) a vektory p, q i s, t svØzany sootnoxeniØmi p = s − r − n̄, q = t + Πr + n̄, (89) gde n ∈ Z, r ∈ Z^l_+, a Π — matrica perestanovki.

O NEKOTORYH SVO`STVAH OPERATOROV 241

Teorema 2.13.3. Esli operator A udovletvorØet usloviØm Teo-

remy 2.13.1 i ⟨s⟩ + ⟨t⟩ < ⟨p⟩ + ⟨q⟩, to A prinadleßit EF L^{(p,q)}(U ) i det σ_{(p,q)}(A) ≡ 0 v U. (90)

Dokazatel~stvo Teoremy 2.13.1. Ee pervoe utverßdenie —

sledstvie predyduweæ Teoremy 2.12. Dokaßem sootnoxenie (87). Po predpoloßeni¸ operator A imeet predstavlenie (10) s A^0 ∈ EL^0(U ). Sledovatel~no, predstavlenie (86) takogo operatora B^0 imeet vid

B^0 = J_{s−p}A^0J_{t−q} + T_1, A^0 ∈ EL^0(U ), T_1 ∈ L^{−∞}(U ). (91)

Soglasno Lemme 2.5, naædetsØ celoe qislo n takoe, qto vektory

s − p − n̄ i t − q + n̄ udovletvorØ¸t vkl¸qeniØm (30) ili (31), i

predstavlenie (91) moßno preobrazovat~ v predstavlenie

B^0 = J_{s−p−n̄}^nÃ^0J_{t−q+n̄} + T_2,^nÃ^0 ∈ EL^0(U ), T_2 ∈ L^{−∞}(U ). (92)

Esli ffti vektory udovletvorØ¸t vkl¸qeniØm (30), t.e.

s − p − n̄ ∈ Z^l_− i t − q + n̄ ∈ Z^l_−, (93)

to oqevidno, qto ⟨s − p − n̄⟩ + ⟨t − q + n̄⟩ = ⟨s⟩ + ⟨t⟩ − ⟨p⟩ − ⟨q⟩ ≤ 0. (94) My poluqili sootnoxenie (87). Esli ße ffti vektory udovletvorØ¸t uslovi¸ (31), t.e.

s − p − n̄ ∈ Z^l_+, a t − q + n̄ ∈ Z^l_−, (95)

to operator (92) udovletvorØet usloviØm Lemmy 2.6.1, iz kotoroæ, uqityvaØ pervoe iz sootnoxeniæ (ravenstvo) v (94), snova poluqaem neravenstvo (87). Teorema dokazana.

Dokazatel~stvo Teoremy 2.13.2. PovtorØØ predyduwee rassu-

ßdenie, poluqaem predstavlenie (92). Esli v nem vektory s−p−n̄ i t − q + n̄ udovletvorØ¸t uslovi¸ (93) i po predpoloßeni¸ teoremy v (94) sprava imeem ravenstvo nul¸, to oqevidno, qto

s − p − n̄ = 0 i t − q + n̄ = 0 i σ_0(B^0) = σ_0(Ã^0) = σ_0(A^0) v U

soglasno formule (3.3). Otkuda vytekaet formula (89) s r = 0, i formula (88), esli vspomnit~ formulu (12) i uslovie ⟨s⟩ +

242 R. S. SAKS

⟨t⟩ = ⟨p⟩ + ⟨q⟩. Esli ße ffti vektory udovletvorØ¸t sootnoxeni¸

(95), to k predstavleni¸ (92) primenima Lemma 2.6.2. Iz nee poluqaem, qto

det σ_0(B^0) = det σ_0(^nÃ^0) = det σ_0(A^0) v U. (96)

�to ravenstvo v silu (12) i ravenstva v (87) ffkvivalentno sootnoxeni¸ (88). Soglasno Lemme 2.6.2 suwestvuet matrica perestanovki Π takaØ, qto s − p − n̄ = Π^{−1}(q − t − n̄). OboznaqaØ fftot vektor qerez r, poluqim sootnoxenie (89). Teorema dokazana.

Dokazatel~stvo teoremy 2.13.3. Tak ße kak pri dokazatel~stve

predyduwih teorem, poluqaem predstavlenie (92), gde vektory

s−p−n̄ i t−q+n̄ udovletvorØ¸t libo uslovi¸ (93), libo uslovi¸

(95). Pri vyqislenii opredelitelØ σ_{(p,q)}(A), ispol~zuØ formulu vida (12) s B^0 vmesto A^0 i (p, q) vmesto (s, t), poluqaem

det σ_{(p,q)}(A) = |ξ|^{⟨p⟩+⟨q⟩} det σ_0(B^0). (97)

No opredelitel~ σ_0(B^0) v kaßdom iz fftih sluqaev toßdestvenno raven nul¸ v U . Deæstvitel~no, v sluqae (93) iz strogogo neravenstva v (94) vytekaet, qto po kraæneæ mere odin iz vektorov

s − p − n̄ i t − q + n̄ otliqen ot nulØ. Tak kak, k tomu ße, oni pri-

nadleßat Z^l_−, to ih nenulevye komponenty otricatel~ny. Esli

s − p − n̄ ≠ 0, to matrica σ_0(J_{s−p−n̄}) imeet nulevu¸ stroku i tak kak σ_0(B^0) = σ_0(J_{s−p−n̄})σ_0(A^0) · σ_0(J_{t−q+n̄}) (98)

to opredelitel~ σ_0(B^0) raven nul¸ v U .

V sluqae (95) det σ_0(B^0) ≡ 0 v U soglasno Lemme 2.6.5. Teorema dokazana.

Otmetim ewe, qto iz Lemmy 2.6.3 vytekaet

Predloßenie 2.13.4. Esli vektory s − p − n̄ i q − t − n̄ v pred-

stavlenii (92) prinadleßat Z^l_+ a ih komponenty uporØdoqeny po vozrastani¸, to vektor s + t − p − q prinadleßit Z^l_−.

2.14. Operatory iz EF L(U ) ime¸t parametriksy, kotorye prinadleßat klassu EF L(U_1) dlØ l¸boæ koniqeskoæ oblasti

U_1 ⊂⊂ U . Pokaßem ffto dlØ operatorov A^0 iz EF L^0(U ). Obozna-

qim qerez P_j parametriksy operatorov A_j iz EL^0(U ), kotorye suwestvu¸t soglasno Predloßeni¸ 1.2 i prinadleßit klassu

O NEKOTORYH SVO`STVAH OPERATOROV 243

EL^0(U_1). Diagonal~nye operatory J_{aj} ime¸t parametriksy J_{−aj}

po formule (8).

Iz opredeleniØ klassa EF L^0(U ) vytekaet sledu¸waØ

Lemma 2.14.1. Esli operator A^0 prinadleßit EF L^0(U ) i imeet

predstavlenie (20), to A^0 imeet parametriks P (levyæ i pravyæ odnovremenno, P = (A^0)^L = (A^0)^R), kotoryæ imeet vid

P = P_1J_{−a1} . . . P_rJ_{−ar} . (99)

Operator P prinadleßit klassu EF L^0(U_1) i

c(P |U_1) = −c(A^0|U_1), U_1 ⊂⊂ U. (100)

Deæstvitel~no, primenØØ posledovatel~no operatory iz proizvedeniØ (99) (sleva ili sprava) i ispol~zuØ formuly (8), (2) i (11), poluqim, qto

P A^0 = I + T_1, A^0P = I + T_2, T_j ∈ L^{−∞}(U_1). (101)

Prinadleßnost~ operatora P klassu EF L(U_1) i formula (100) vytekaet iz formuly (99) i UtverßdeniØ 2.1.1. Lemma dokazana.

Qto kasaetsØ porØdka operatora v Ū_1, to imeet mesto

Utverßdenie 2.14.2. PorØdok v oblasti^¯U1 operatora P , parame-

triksa operatora A^0 iz EF L^0(U ), udovletvorØet neravenstvam

ord A^0 = 0 ≤ ord P | |_{Ū1} ≤ −c(A^0|U ), gde U_1 ⊂⊂ U. (102)

My dadim polnoe dokazatel~stvo fftogo utverßdeniØ v rabote [12]. Seæqas otmetim lix~ sluqai, kogda v neravenstve (102) legko ubedit~sØ iz formuly (99) dlØ parametriksa i poluqennyh ranee rezul~tatov. Napomnim, qto esli A^0 ∈ EL^0(U ), to soglasno Predloßeni¸ 1.2 ego parametriks P prinadleßit

EL^0(U_1) i, sledovatel~no, porØdok P v Ū_1, raven nul¸.

Esli operator S^0 prinadleßit klassu BEL^0(U )\EL^0(U ) i imeet predstavlenie (25), to ego parametriks P_S0 imeet vid

P_S0 = B_1J_aB_2, gde B_j = A^L_j ∈ EL^0(Ū_1), a ∈ Z^l_+. (103)

Otkuda vidno, qto ego porØdok v U_1 raven maksimal~noæ iz komponent vektora a ≠ 0, t.e.,

0 < ord P_S0 | |_{Ū1} = M (a) ≤ −c(A^0|U ) = ⟨a⟩. (104)

244 R. S. SAKS Esli operator B iz EF L^0(U ) imeet predstavlenie (41) s a ≠ 0, to ego parametriks P_B imeet vid

P_B = J_bA^lJ_{−a}, a, b ∈ Z^l_+, A^L ∈ EL^0(U_1). (105)

Esli pri fftom komponenty vektorov a i b uporØdoqeny po vozrastani¸, to soglasno Lemme 2.6.3 vektor b−a ∈ Z^l_+, t.e. 0 ≤ β_j −α_j ,

j = 1, . . . , l. UqityvaØ fflliptiqnost~ operatora A^L v U_1 v pred-

stavlenii (105), netrudno videt~, qto

0 < ord P_B | |_{Ū1} = M (b − a) ≤ −c(B|U ). (106) Nakonec, esli operator A^0 imeet predstavlenie (20), v kotorom vse vektory a_j prinadleßat Z^l_−, a_j ≠ 0, j = 1, . . . , l, to ego parametriks (99) imeet v Ū_1 porØdok, udovletvorØ¸wiæ neravenstva

0 < ord P | |_{Ū1} ≤ r∑ j=1 M (−a_j) ≤ −c(A^0|U ). (107)

2.15. Pokaßem, qto Utverßdenie 2.1.1 vytekaet iz UtverßdeniØ 2.1.2. Deæstvitel~no, esli operator A^0 imeet dva predstavleniØ (20) i (21), to, iskl¸qaØ iz nih A^0, poluqim ravenstvo

J_{ar} A_r . . . J_{a1} A_1 + T = B_pJ_{bp} . . . B_1J_{b1} + T_1.

PrimenØØ k fftom ravenstvu parametriks (99), poluqim

I = P_1J_{−a1} . . . P_rJ_{−ar} B_pJ_{bp} . . . B_1J_{b1} + T_2, T_2 ∈ L^{−∞}(U_1). (108)

PorØdok matricy I − T_2 v U_1 raven nul¸, pofftomu soglasno Utverßdeni¸ 2.1.2 qislo β − α ≤ 0, gde α = r∑ i=1 ⟨a_j⟩, β = p∑ k=1 ⟨b_k⟩. Esli ße tu ße samu¸ proceduru povtorit~, primenØØ parametriks pravoæ qasti ravenstva (108), to poluqim drugoe predstavlenie ediniqnoæ matricy v U_1. Teper~ iz UtverßdeniØ 2.1.2 imeem, qto α − β ≤ 0. Sledovatel~no, α = β, qto i trebovalos~ dokazat~.

Otmetim ewe, qto v protivnom sluqae, t.e., esli by γ = α − β ne ravnØlos~ nul¸, to ediniqnoæ matrice v okrestnosti kaßdoæ toqki iz U sootvetstvovalo by neograniqennoe mnoßestvo qisel:

O NEKOTORYH SVO`STVAH OPERATOROV 245 0, ±γ, ±γ^2, . . . , zadavaemyh razloßeniØmi vida (108), qto ne vozmoßno.

2.16. Iz Teorem 2.11, 2.12 i Lemmy 2.14.1 vytekaet, qto klassu EF L(U_1) prinadleßit kompoziciØ koneqnogo qisla operatorov iz klassov EL^{(s,t)}(U ) i BEL^m (U ) razliqnyh porØdkov, a takße ih parametriksov; U_1 ⊂⊂ U .

Primer operatora (72) v predpoloßenii (71) pokazyvaet, qto klass EF L(U ) ne svoditsØ k takim kompoziciØm (v razloßenii (73) fftogo operatora prisutstvuet netrivial~noe slagaemoe (74) — operator T iz L^{−∞}(U )).

S drugoæ storony, s pomow~¸ klassov EL^{(s,t)}(U ) moßno opredelit~ klass EF L(U ), ne ispol~zuØ diagonal~nye operatory.

Opredelenie. Operator A iz L(X; E, E) dopuskaet v oblasti

U fflliptiqesku¸ faktorizaci¸ dominantnoæ qasti, esli suwestvuet vektory b_j i c_j, operatory S_j , prinadleßawie EL^{(bj ,cj )}(U ), j = 1, . . ., r, i T ∈ L^{−∞}(U ) takie, qto

A = C_r . . . C_1 + T. (109)

Pri fftom, operatoru A sopostavlØetsØ qislo c^′(A|U ) = r∑ j=1 ⟨b_j ⟩ + ⟨c_j ⟩. Ispol~zuØ sootnoxeniØ (7)-(10) i Teoremu 2.12 legko ubedit~sØ, qto ffto opredelenie ffkvivalentno Opredeleni¸ p.2.12 i p.2.1 v sluqae, kogda A ∈ L^0(X), a imenno, iz predstavleniØ (109) legko poluqit~ predstavlenie (82) i obratno (priqem, neodnoznaqno). Krome togo, iz UtverßdeniØ 2.1.1 vytekaet, qto qisla

c(A|U ) i c^′(A|U ) sovpada¸t. Iz fftoæ ffkvivalentnosti vytekaet

sledu¸wee.

Predloßenie 2.16. Prinadleßnost~ zadannogo operatora A klas-

su EF L^{(s,t)}(U ) ne zavisit ot vybora operatora λ iz el_1(X) i ego parametriksa λ_{(−1)} iz el_{−1}(X) v diagonal~nyh operatorah (J_s, J_t, . . . ).

Vproqem, ffto utverßdenie legko dokazat~ i neposredstvenno. 2.17. Pri zamene bazisov v prostranstvah E i F (zdes~ my vremenno predpoloßim, qto E ≠ F , no budem sqitat~, qto dim E =

dim F ) matriqnoe predstavlenie operatora A iz L(X; E, F ), kak

246 R. S. SAKS izvestno, umnoßa¸tsØ sleva i sprava na nevyroßdennye matricy P (x) i Q(x) pri vseh x ∈ V , gde V — l¸baØ koordinatnaØ okrestnost~ na X (Q(x) = P^{−1}(X), esli E = F ). Takie operatory, kak operatory umnoßeniØ na P (x) i Q(X) prinadleßat klassu EL^0(T^′(V )). Pofftomu, esli matriqnyæ operator A prinadleßit klassu EF L^0(U ) i imeet predstavlenie (20) v oblasti U iz T^′(V ) v bazisah {e_j } i {f_k}, to operator A^′ v bazisah {e^′_i} i {f^′_j } imeet vid

A^′ = P (x)AQ(x) = P (x)J_{ar} A_r . . . J_{a1} A_1Q(x) + T_1, (110)

gde T_1 = P (x)T Q(x) prinadleßit L^{−∞}(U ).

Ots¸da vytekaet

Predloßenie 2.17. Klass EF L^0(U ) invarianten otnositel~no

vybora bazisov v E (i v F , esli E ≠ F ).

§3. Klass GEL(X) obobwenno fflliptiqeskih PDO

3.1. Pust~ mnogoobrazie X svØzno i n > 1, togda mnoßestvo

T^′(X) takße svØzno.

Opredelenie. Operator A^0 iz L^0(X; E, E) nazyvaetsØ obobwenno

fflliptiqeskim na X, esli dlØ l¸boæ toqki q iz T^′(X) suwestvuet okrestnost~ U_q takaØ, qto A^0 prinadleßit klassu EF L^0(U_q ). Mnoßestvo takih operatorov oboznaqim qerez GEL^0(X).

Oqevidno, qto EL^0(X) ⊂ GEL^0(X). Qerez W EL^0(X) oboznaqim mnoßestvo GEL^0(X)\EL^0(X). Operatory iz fftogo klassa budem nazyvat~ slabo fflliptiqeskimi na X. Klassu GEL^0(X) prinadleßat tak ße ravnomerno ne fflliptiqeskie operatory [3] iz

L^0(X). Klass takih operatorov oboznaqim W G·EL^0(X). V termi-

nah p.2.2 fftot klass opredelØetsØ tak. Operator S prinadleßit klassu W G·EL^0(X), esli dlØ l¸boæ toqki q iz T^′(X) suwestvuet okrestnost~ U_q takaØ, qto S prinadleßit klassu BEL^0(U_q ). Tak kak BEL^0(U_q ) ⊂ EF L^0(U_q), to

W G · EL^0(X) ⊂ GEL^0(X). (111)

Operatoru A^0 iz GEL^0(X) sopostavlØetsØ celoe qislo c(A^0). Opredelim ego. V kaßdoæ okrestnosti U_q , gde A^0 ∈ EF L^0(U_q ) operatoru pripisyvaetsØ qislo c(A^0|U_q), ravnoe summe (23). Esli dve okrestnosti U_1 i U_2 toqek q_1 i q_2 iz T^′(X) pereseka¸tsØ, to

O NEKOTORYH SVO`STVAH OPERATOROV 247 v pereseqenii U_1 ∩ U_2 operator A^0 imeet dva predstavleniØ vida (20) i (21) i dva qisla c_1 i c_2. Soglasno Utverßdeni¸ 2.1.1 ffti qisla sovpada¸t (c_1 = c_2). Mnogoobrazie T^′(X) svØzno, pofftomu qislo c opredelØetsØ odnoznaqno na vsem T^′(X). Utverßdenie 2.1.2 pokazyvaet, qto qislo c(A^0) nepoloßitel~no dlØ l¸bogo operatora A^0 iz GEL^0(X), t.e.

c(A^0) ≤ ord A^0 = 0.

Esli operator A^0 prinadleßit EL^0(X), to qislo c(A^0) = 0. Imeet mesto i obratnoe

Utverßdenie 3.1.1. Esli operator A^0 ∈ GEL^0(X) i qislo c(A^0)

ravno nul¸, to A^0 prinadleßit klassu EL^0(X).

V sluqaØh, kogda v okrestnosti kaßdoæ toqki q iz T^′(X) operator A^0 imeet predstavlenie (20), udovletvorØ¸wee usloviØm Lemmy 2.9.2, ffto utverßdenie dokazano (vvidu formuly (67) ono vytekaet iz fflliptiqnosti operatorov A_j v U_q ). V obwem sluqae, my ego dokaßem v rabote [12].

Otmetim ewe, qto esli operator A ∈ W G · EL^0(X) i imeet lokal~noe predstavlenie (25), gde komponenty vektora a uporØdoqeny po vozrastani¸, togda iz PredloßeniØ 2.2.1 vytekaet, qto vektor a ∈ Z^l_+ opredelen odnoznaqno na vsem T^′(X).

3.2. Pust~ operator A prinadleßit L^{(s,t)}(X; E, E). My skaßem, qto operator A prinadleßit klassu GEL^{(s,t)}(X), esli sootvetstvu¸wiæ emu operator A^0 = J_{−s}AJ_{−t} prinadleßit klassu

GEL^0(X). Tak ße kak pri opredelenii c(A^{(s,t)}|U ) poloßim

c(A^{(s,t)}) = ⟨s⟩ + ⟨t⟩ + c(A^0). (112)

Oqevidno, qto EL^{(s,t)}(X) ⊂ GEL^{(s,t)}(X). Esli operator A ∈

EL^{(s,t)}(X), to c(A^{(s,t)} = ⟨s⟩ + ⟨t⟩. Iz UtverßdeniØ 3.1.1 vyteka-

et sledu¸wee

Utverßdenie 3.2.1. Esli operator A prinadleßit GEL^{(s,t)}(X)

i c(A^{(s,t)}) = ⟨s⟩ + ⟨t⟩, to on prinadleßit klassu EL^{(s,t)}(X).

Sledovatel~no, esli operator A prinadleßit klassu W EL^{(s,t)}(X) = GEL^{(s,t)}(X)\EL^{(s,t)}(X), to qislo c(A^{(s,t)}) < ⟨s⟩ + ⟨t⟩.

248 R. S. SAKS

Oboznaqim GEL(X) = ∪_{(s,t)}GEL^{(s,t)}(X). ObobwennaØ fflliptiqnost~ ne zavisit ot proizvola, kotoryæ imeetsØ pri vybore vesovogo porØdka, tak kak imeet mesto

Teorema 3.2.2. Pust~ operator A ∈ GEL^{(s,t)}(X) ∩ L^{(p,q)}(X; E, E)

i (p, q) ≠ (s, t). Togda A prinadleßit klassu GEL^{(p,q)}(X) i

c(A^{(s,t)}) = c(A^{(p,q)}). (113)

Deæstvitel~no, esli operator A prinadleßit GEL^{(s,t)}(X) ∩

L^{(p,q)}(X; E, E) i toqka q ∈ T^′(X), to suwestvuet okrestnost~ U_q, v

kotoroæ A prinadleßit EF L^{(s,t)}(U_q )∪L^{(p,q)}(X; E, E) i imeet predstavlenie vida (82). Soglasno Teoreme 2.12 operator A prinadleßit klassu EF L^{(p,q)}(U_q ) i imeet mesto ravenstvo (85). UqityvaØ proizvol~nost~ q iz T^′(X) i svØznost~ T^′(X) poluqaem prinadleßnost~ A klassu GEL^{(p,q)}(X) i ravenstvo (113).

Zameqanie. Ravenstvo (113) pokazyvaet, qto vesovoæ porØdok

(s, t) v oboznaqenii c(A^{(s,t)}) moßno opustit~; i dalee my budem

pisat~ c(A) vmesto c(A^{(s,t)}). Zdes~ umestno otmetit~ tak ße, qto v predstavlenii (82) operatory J_s i J_t zadany global~no, togda kak matricy A_j , vektory a_j i ih qislo r mogut byt~ razliqnymi v razliqnyh okrestnostØh odnoæ i toæ ße toqki q (sm. predstavleniØ (73), (76) i (77), (78) operatora (72) v predpoloßenii (71) ili (71^′) pri U sovpada¸wem s T^′(X); predstavleniØ (73) i (76) global~nye U = T^′(X), a predstavleniØ (77), (78) — lokal~nye (v toæ oblasti U_1, gde a_2 ∈ l_{−∞}(U_1)).

3.3. Predpoloßim, qto operator A ∈ EL^{(s,t)}(X), on imeet togda global~noe predstavlenie (10) s operatorom A^0 iz EL^0(U ) pri

U = T^′(X). V takom sluqae, primenimy Teoremy 2.13.1-2.13.3 i

klass EF L^{(p,q)}(U ) sovpadaet s klassom GEL^{(p,q)}(X). Radi polnoty zapixem ih toqnu¸ formulirovku.

Teorema 3.3.1. Esli operator A ∈ EL^{(s,t)}(X) ∩ L^{(p,q)}(X; E, E) i

(p, q) ≠ (s, t), to A prinadleßit klassu GEL^{(p,q)}(X) i ⟨s⟩ + ⟨t⟩ ≤ ⟨p⟩ + ⟨q⟩. (114)

O NEKOTORYH SVO`STVAH OPERATOROV 249

Teorema 3.3.2. Esli operator A udovletvorØet usloviØm Teore-

my 3.3.1 i v (114) imeet mesto ravenstvo, to operator A prinadleßit EL^{(p,q)}(X) i, krome togo, v l¸boæ koniqeskoæ oblasti U iz T^′(X) det σ_{(p,q)}(A) = det σ_{(s,t)}(A) ∀U ⊂ T^′(X), (115)

a vektory p, q i s, t svØzany sootnoxeniØmi p = s − r − n̄, q = t + Πr + n̄, n ∈ Z, r ∈ Z^l_+, (116) gde Π — matrica perestanovki.

Teorema 3.3.3. Esli operator A udovletvorØet usloviØm Teore-

my 3.3.1 i v (114) imeet mesto strogoe neravenstvo, to A prinadleßit klassu W EL^{(p,q)}(X) i

det σ_{(p,q)}(A) ≡ 0 vs¸du na T^′(X). (117)

�ti teoremy pokazyva¸t, qto klass GEL(X) ØvlØetsØ estestvennym rasxireniem klassa EL(X). Pri netoqnom vybore porØdkov moßno poterØt~ fflliptiqnost~, no obobwennaØ fflliptiqnost~ sohranØetsØ, tak kak soglasno Teoreme 3.3.3, operator stanovitsØ togda slabo fflliptiqeskim. Iz Teoremy 3.3.2 vidno, pri kakih porØdkah fflliptiqnost~ moßet sohranit~sØ.

3.4. Pereædem k voprosu o kompozicii operatorov iz klassa

GEL(X). Imeet mesto

Teorema 3.4. Pust~ operatory A i B prinadleßat GEL(X). To-

gda ih kompoziciØ AB takße prinadleßit klassu GEL(X) i

c(AB) = c(A) + c(B). (118)

Dokazatel~stvo. Operatory A i B prinadleßat GEL(X), vybe-

rem dlØ nih kakie-libo vesovye porØdki. Esli m i k sut~ istinnye porØdki A i B, to zdes~ udobno poloßit~ w − ord A = (m̄, ¯0) i w − ord B = (¯0, k̄). Togda dlØ A, B i AB imeem predstavleniØ

A = J_{m̄}A^0 + T_1, B = B^0J¯_k + T_2, A^0, B^0 ∈ GEL^0(X), (119)

AB = J_{m̄}A^0B^0J¯_k + T_3, T_j ∈ L^{−∞}(X). (120)

Po opredeleni¸, dlØ kaßdoæ toqki q iz T^′(X) suwestvu¸t okrestnosti U^′_q i U^{′′}_q takie, qto A^0 i B^0 prinadleßat klassam

EF L^0(U^′_q ) i EF L^0(U^{′′}_q ), sootvetstvenno. Soglasno Teoreme 2.11

250 R. S. SAKS ih kompoziciØ A^0B^0 prinadleßit EF L^0(U_q ) dlØ l¸boæ U_q ⊂⊂

U^′_q ∩ U^{′′}_q i, krome togo,

c(A^0B^0|U_q) = c(A^0|U_q) + c(B^0|U_q). (121)

Vvidu proizvol~nosti toqki q na T^′(X) i formuly (120) kompoziciØ AB prinadleßit klassu GEL^{(m̄,k̄)}(X) ⊂ GEL(X). Pervoe utverßdenie teoremy dokazano.

V silu Teoremy 3.2.2 i predstavleniØ (120) dlØ AB ravenstvo (118) vytekaet iz ravenstva (121). Deæstvitel~no, c(AB) =

c(AB^{(m̄,k̄)}) = ⟨m̄⟩ + ⟨k̄⟩ + c((AB)^0) = ⟨m̄⟩ + ⟨k̄⟩ + c(A^0B^0|U_q) = ⟨m̄⟩+⟨k̄⟩+c(A^0|U_q)+c(B^0|U_q ) = c(A^m)+c(B^k) = c(A)+c(B). Teorema

dokazana.

3.5. Iz fftoæ teoremy vytekaet, qto kompoziciØ koneqnogo qisla operatorov iz GEL(X) i W G · EL(X) razliqnyh porØdkov prinadleßit klassu GEL(X). Pokaßem, qto posledniæ klass xire dvuh predyduwih. Rassmotrim operator (72) i dlØ naglØdnosti predpoloßim, qto X ffto dvumernaØ sfera S, na kotoroæ zadany nenulevye funkcii klassa C^∞(S) i takie, qto ih nositeli ne ime¸t vnutrennih toqek pereseqeniØ, t.e.,

a_1(x) · a_2(x) ≡ 0 vs¸du na S. (122)

Naprimer, parallelØmi i meridianami sfera razbita na rØd kletok, gde pooqeredno a_1, a_2 ne ravny nul¸ (esli qislo kletok neqetno, to v odnoæ iz nih moßno poloßit~ a_1 = a_2 = 0).

Predloßenie 3.5. Pust~ fflementy aj(x) operatora (72) udovle-

tvorØ¸t uslovi¸ (122). Togda on prinadleßit klassu GEL^0(S) i ne prinadleßit ni klassu W G · EL^0(S), ni klassu DN · EL(S).

Dokazatel~stvo. Pri uslovii (122) operator a1λa2 prinadle-

ßit l_{−∞}(S), pofftomu operator (72) imeet global~noe predstavlenie (73) i znaqit prinadleßit klassu GEL^0(S). Matrica

σ_0(A) = ( a_1(x) 0 0 a_2(x) ) (123)

imeet peremennyæ rang (v toqkah x_0, leßawih na granice dvuh ili bolee kletok, gde a_1(x_0) = a_2(x_0) = 0, on raven nul¸; v skol~ ugodno blizkih toqkah x^{(j)}, gde a_j(x^{(j)}) ≠ 0 pri j = 1 ili 2, on raven edinice). Pofftomu operator (72) ne prinadleßit klassu

O NEKOTORYH SVO`STVAH OPERATOROV 251

W G · EL^0(S), v kotorom pervoe iz usloviæ — ffto trebovanie po-

stoØnstva ranga matricy σ_0(A) na T^′(S). Iz formuly (77) vidno, qto operator (72) prinadleßit klassu EL^{(s,s)}(K^′) pri s = (0, −1) vnutri kaßdoæ iz kletok K^′ na S, gde a_1 ≠ 0, no a_2 ≡ 0. Analogiqno, on prinadleßit klassu EL^{(t,t)}(K^{′′}) pri t = (−1, 0) v kletkah

K^{′′}, gde a_1 ≡ 0, no a_2 ≠ 0. Soglasovat~ takie porØdki ne vozmoß-

no, pofftomu operator (72) pri uslovii (122) ne prinadleßit klassu DN · EL(S). Predloßenie dokazano.

Zameqanie. Privedennyæ primer pokazyvaet takße, qto klass

GEL(X) ne svoditsØ k kompoziciØm operatorov iz klassov EL(X)

i W G · EL(X) razliqnyh porØdkov.

3.6. Pust~ operator A prinadleßit klassu GEL(X). Iz opredeleniØ fftogo klassa i Lemmy 2.14.1 vytekaet, qto dlØ kaßdoæ toqki q iz T^′(X) suwestvuet okrestnost~ U_q i operator P_q iz

EF L(U_q ), kotoroæ ØvlØetsØ lokal~nym parametriksom operato-

ra A, on udovletvorØet sootnoxeniØm P_q = A^L_q = A^R_q i

A^L_q A = I + T_1, AA^R_q = I + T_2, T_j ∈ L^{−∞}(U_q ). (124)

Iz lokal~nyh parametriksov P_q moßno “skleit~” global~nyæ parametriks P , dlØ kotorogo

P A = I + T^′, T^′ ∈ L^{−∞}(X), (125) AP = I + T^{′′}, T^{′′} ∈ L^{−∞}(X). (126) Teorema 3.6.1. L¸boæ operator A iz klassa GEL(X) imeet

global~nyæ parametriks P . Operator P prinadleßit klassu GEL(X) i c(P ) = −c(A). (127)

Dokazatel~stvo. Postroim snaqala pravyæ parametriks P =

A^R, udovletvorØ¸wiæ sootnoxeni¸ (126). DlØ fftogo, kak iz-

vestno [4], dostatoqno opredelit~ ego polnyæ simvol σ(A^R) ≡

K(x, ξ) — matricu na T^′(X). Sdelaem ffto lokal~no otdel~no dlØ

kaßdoæ koniqeskoæ okrestnosti U_q toqki q = (x_0, ξ_0) iz T^′(X). Pust~ v okrestnosti x_0 ∈ X kakim-libo sposobom vybrana sistema koordinat i pust~ P_q = A^R_q pravyæ lokal~nyæ parametriks,

252 R. S. SAKS udovletvorØ¸wiæ vtoromu iz sootnoxeniæ v (124). Preßde vsego pokaßem, qto polnyæ simvol σ(A^R_q ) opredelØetsØ v U_q odnoznaqno. Deæstvitel~no, pust~ u A ime¸tsØ v U_q dva lokal~nyh pravyh parametriksa P_1 i P_2. Togda iz sootnoxeniæ (124_2) dlØ

P_j = A^R_j imeem

A(P_2 − P_1) = T^{′′}_2 − T^′_2, T^′_2 i T^{′′}_2 ∈ L^{−∞}(U_q ). (128)

Dokaßem, qto σ(P_1) = σ(P_2) v U_q . Ot protivnogo, predpoloßim, qto suwestvuet toqka

q_1 ∈ U_q : σ(P_1) | |_{q1} ≠ σ(P_2) | |_{q1} . (129)

Vospol~zuemsØ tem, qto operator A imeet levyæ lokal~nyæ parametriks A^L_{q1} udovletvorØ¸wiæ pervomu iz sootnoxeniæ v (124), v koniqeskoæ okrestnosti U^′_{q1} ⊂⊂ U_q . PrimenØØ A^L_{q1} k ravenstvu (128), poluqim

P_2 − P_1 = T_3, gde T_3 = A^L_{q1} (T^{′′}_2 − T^′_2) − T_1(P_2 − P_1) ∈ L^{−∞}(U^′_{q1} ), (130)

potomu, qto T_1 ∈ L^{−∞}(U^′_{q1} ). Sledovatel~no, polnyæ simvol σ(T_3) raven nul¸ v U^′_{q1} i iz pervogo ravenstva v (130) imeem σ(P_2) =

σ(P_1) v U^′_{q1} i, v qastnosti, v toqke q_1, qto protivoreqit predpo-

loßeni¸ (129). Itak,

σ(P_1) = σ(P_2) v U_q . (131)

Mnogoobrazie X kompaktno; togda mnoßestvo S^∗(X), — rassloenie ediniqnyh sfer nad X, takße kompaktno. Sledovatel~no, iz pokrytiØ S^∗(X) okrestnostØmi U̇_q moßno vybrat~ koneqnoe podpokrytie {U̇_j }, j = 1, . . . , N . Pri fftom, koniqeskie okrestnosti U_j , j = 1, . . ., N , obrazu¸t koneqnoe pokrytie mnoßestva

T^′(X) = T^∗(X)\{0}. Zdes~ my vospol~zovalis~ sootvetstviem (x, ξ) ∈ U ⇔ (x, ξ̇) ∈ U̇ , gde ξ̇ = ξ/|ξ|, predpolagaØ, qto na X zadana

rimanova metrika, opredelØ¸waØ |ξ|_x v toqkah x. V kaßdom iz

U_j operator A imeet lokal~nyæ parametriks P_j, udovletvorØ¸-

wiæ v U_j , sootnoxeniØm (124). Esli kakie-libo dve oblasti U_i i U_j ime¸t nepustoe pereseqenie, to v U_i ∩ U_j kak P_i, tak i P_j ØvlØ¸tsØ pravymi lokal~nymi parametriksami A. Togda v silu uße dokazannoæ v (131) odnoznaqnosti polnogo simvola, σ(P_i) i

σ(P_j) sovpada¸t v U_i ∩ U_j, t.e. esli v fftom pereseqenii vybrat~

kaku¸-libo sistemu koordinat (skaßem, tu qto byla v U_i ili v

O NEKOTORYH SVO`STVAH OPERATOROV 253

U_j ) i oba polnyh simvola zapisat~ v fftih koordinatah, to for-

mal~nye rØdy v kaßdom iz fflementov matric σ(P_i) i σ(P_j ) budut odinakovy. Tem samym, ograniqeniØ σ(P_i) na U_j opredelØ¸t seqenie K v rassloenii, kotoromu prinadleßat polnye simvoly operatorov. Po fftomu seqeni¸ K moßno postroit~ operator P , polnyæ simvol kotorogo sovpadaet s K (sm. [4]):

K = σ(P ) = {σ(P_j) v U_j }, j = 1, . . . , N. (132)

Matrica P ØvlØetsØ dlØ A pravym global~nym parametriksom; ona udovletvorØet sootnoxeni¸ (126). Deæstvitel~no, iz opredeleniØ pravogo lokal~nogo parametriksa, formuly (132) i principa lokal~nosti (utverßda¸wego, qto dlØ opredeleniØ v toqke q iz T^′(X) polnogo simvola proizvedeniØ dvuh operatorov dostatoqno znat~ polnye simvoly somnoßiteleæ tol~ko v nekotoroæ okrestnosti toqki q) vytekaet, qto polnyæ simvol

AP − I raven nul¸ na T^′(X): σ(AP − I) = 0 ∀(x, ξ) ∈ T^′(X), (133) a ffto i oznaqaet, qto AP − I raven T , gde T ∈ L^{−∞}(X), qto i trebovalos~ dokazat~. DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva teoremy ostaetsØ pokazat~, qto postroennyæ dlØ A pravyæ parametriks ØvlØetsØ takße i levym, t.e. on udovletvorØet sootnoxeni¸ (125). Rassmotrim proizvedenie AP A. Iz associativnosti i sootnoxeniØ (126) dlØ P imeem

AP A = (AP )A = A + T^{′′}A = A + T_3, T_3 ∈ L^{−∞}(X).

Snova ispol~zuØ associativnost~ proizvedeniØ, poluqaem ravenstvo

A(P A − I) = T_3, T_3 ∈ L^{−∞}(X). (134)

Primenim k fftomu ravenstvu levyæ lokal~nyæ parametriks P_j =

A^L_j , udovletvorØ¸wiæ sootnoxeni¸

P_jA − I = T_i, gde T_j ∈ L^{−∞}(U_j ).

Poluqaem, qto

P A − I = T^′_j , gde T^′_j = P_jT_3 − T_j (P A − I) ∈ L^{−∞}(U_j ).

PolagaØ j = 1, . . . , N , i uqityvaØ, qto oblasti U_j obrazu¸t pokrytie T^′(X) poluqaem, qto polnyæ simvol operatora P A − I

254 R. S. SAKS raven nul¸ vs¸du na T^′(X), t.e. poluqaem sootnoxenie (125). Teorema dokazana.

Qto kasaetsØ porØdka operatora P , to iz UtverßdeniØ 2.14.2 vytekaet sledu¸wee

Utverßdenie 3.6.2. PorØdok parametriksa PA operatora A iz

GEL(X) udovletvorØet neravenstvu

− ord A ≤ ord P_A ≤ − ord A − c(A^0), (135)

gde ord A ≡ m — istinnyæ porØdok operatora A, a A^0 = J_{−m̄}A.

Napomnim, qto soglasno Utverßdeni¸ 1.1.2 qislo c(A^0) ≤ 0. Qislo m est~ istinnyæ porØdok operatora A vs¸du na X, esli

A ∈ L^m(X) i σ_m(A) ≠ 0 hotØ by v odnoæ toqke iz T^′(X).

3.7. Iz PredloßeniØ 2.17 vytekaet sledu¸waØ

Teorema 3.7.1. Klass GEL^0(X) invarianten otnositel~no vybo-

ra bazisov v E (i v F , esli E ≠ F , no dim E_x = dim F_x).

Otmetim, qto esli operator A ∈ EL^{(s,t)}(X) v bazise {e_j}, to on moßet ne byt~ fflliptiqeskim v bazise {e^′_j } pri l¸bom vybore vesovyh porØdkov (p, q). V fftom legko ubedit~sØ na primere. UqityvaØ formuly (10) dlØ A i (110) dlØ A^′, imeem

A^′ = P (X)J_sA^0J_tQ(X) + T_1, T_1 ∈ L^{−∞}(X). (136)

Otkuda vidno, qto operator A^′ prinadleßit EL^{(p,q)}(X) esli i tol~ko esli kompoziciØ J_{−p}P J_sA^0J_tQJ_{−q} prinadleßit EL^0(X), qto vozmoßno daleko ne vsegda.

V l¸bom sluqae, polagaØ p = m̄, q = ¯0, gde m = ord A, poluqaem, qto operator (136) prinadleßit klassu GEL^m(X). Analogiqno, iz lokal~noæ formuly vida (82) dlØ operatora A iz

GEL^{(s,t)}(X) v bazise {e_j } i sootvetstvu¸weæ formuly vida (110)

dlØ operatora A^′ v bazise {e^′_j } vytekaet

Teorema 3.7.2. Esli operator A prinadleßit GEL^{(s,t)}(X) v ba-

zise {e_j }, to pri vybore l¸bogo drugogo bazisa {e^′_j } operator A^′ moßet ne prinadleßat~ klassu GEL^{(s,t)}(X), no vsegda prinadleßit klassu GEL^m(X), gde m = ord A.

O NEKOTORYH SVO`STVAH OPERATOROV 255

§4. Klass REL(U ) operatorov, privodimyh k lokal~no fflliptiqeskim PDO

V fftom paragrafe izuqaetsØ klass operatorov iz L^{(s,t)}(X; E, E), privodimyh posredstvom kompozicii s operatorami iz klassa

EL^{(a,−b)}(U ) s a i b ∈ Z^l_+ k operatoru iz EL^{(s,t)}(U ); zdes~ U = U_q —

okrestnost~ fiksirovannoæ toqki q iz T^′(X). �ti preobrazovaniØ pozvolØ¸t opredelit~ prinadleßnost~ zadannogo operatora A klassu EF L^{(s,t)}(U ), a zatem i klassu GEL^{(s,t)}(X).

4.1. Naqnem s preobrazovaniæ operatora A iz L^0(X; E, E). Oni provodØtsØ posredstvom primeneniØ sleva k A operatora vida

C = J_aC^0J_{−b}, gde a, b ∈ Z^l_+, C^0 ∈ EL^0(U ), (137)

t.e. fflliptiqeskogo v U operatora C vesovogo porØdka (a, −b).

My skaßem, qto operator A dopuskaet C-preobrazovanie (sleva) v koniqeskoæ oblasti U , esli kompoziciØ CA prinadleßit klassu L^0(U ) i, sledovatel~no, pri perehode ot A k CA(≡ A_1) my ne vyhodim iz klassa L^0(U ).

Opredelenie. Operator A iz L^0(X) nazovem privodimym v okrest-

nosti toqki q k (mikro)-lokal~no fflliptiqeskomu operatoru nulevogo porØdka, esli suwestvuet koniqeskaØ okrestnosti U_q ⊂ T^′(X) i koneqnaØ cepoqka dopustimyh preobrazovaniæ C_j vida (137) s a_j i b_j iz Z^l_+, A_1 = C_1A, . . . , A_p = C_pA_{p−1}, takih, qto A_j ∈ L^0(U_q ), j = 1, . . . , p i operator A_p prinadleßit EL^0(U_q ). Mnoßestvo takih operatorov oboznaqim qerez REL^0(U_q ).

Iz opredeleniØ (138) vidno, qto

A_p = C_p . . . C_1A = D_pA ∈ EL^0(U_q ), (138) gde D_p = C_p . . . C_1 = J_{ap} C^0_p J_{−bp} . . . J_{a1} C^0_1 J_{−b1}, (139)

priqem C^0_j ∈ EL^0(U_q ) i a_j, b_j ∈ Z^l_+ pri j = 1, . . ., p. Sledovatel~no, privodØwiæ operator D_p prinadleßit klassu EF L(U_q ). Operatoru A iz REL^0(U_q ) sopostavim celoe qislo d ravnoe

d = c(D_p|U_q) = p∑ j=1 ⟨a_j⟩ − ⟨b_j ⟩. (140)

256 R. S. SAKS �lliptiqeskie operatory S iz EL^0(U ) budem sqitat~ prinadleßawimi klassu REL^0(U ) kak privodimye na nulevom xage k S i

D_0 = I v U , a qislo d = 0.

4.2. Rassmotrim detal~nee vopros o dopustimyh C-preobra-zovaniØh operatora A iz L^0(X) i roli vektorov a i b pri takih preobrazovaniØh. Esli a = b = 0, to C^0A ∈ L^0(U ) dlØ l¸bogo

A ∈ L^0(U ) i σ_0(C^0A) = σ_0(C^0) · σ_0(A) v U. (141)

Tak qto pri C^0-preobrazovaniØh matrica glavnogo simvola

σ_0(A) umnoßaetsØ na nevyroßdennu¸ v U matricu σ_0(C^0). Esli

naædetsØ matrica C^0 takaØ, qto j-taØ stroka kompozicii C^0A imeet v U porØdok −α_j < 0, to k C^0A moßno primenit~ diagonal~nyæ operator J_a s vektorom a, u kotorogo j-taØ komponenta ravna α_j > 0, a ostal~nye ravny nul¸ (a = (0 . . . 0, α_j, 0 . . . 0) =

α_je_j ). Togda kompoziciØ J_aC^0A snova prinadleßit L^0(U ) i ope-

rator A dopuskaet J_aC^0-preobrazovanie. Pri fftom j-taØ stroka matricy σ_0(C^0) ØvlØetsØ annulØtorom matricy σ_0(A), t.e.

e_j σ_0(C^0)σ_0(A) = 0 v U, (142)

gde e_j — j-taØ stroka ediniqnoæ matricy.

Takim obrazom, preobrazovaniØ takogo vida dopuska¸t lix~ te matricy A, u kotoryh

rang σ_0(A) ≤ k < l v U. (143)

Esli suwestvuet okrestnost~ U toqki q, v kotoroæ matrica σ_0(A) imeet postoØnnyæ rang k < l, to C-preobrazovanie vida J_aC^0 suwestvuet i legko stroitsØ (sm. [3, 7]). V obwem sluqae, imeet mesto

Predloßenie 4.2. Neobhodimym i dostatoqnym usloviem suwe-

stvovaniØ u operatora A preobrazovaniæ vida J_aC^0, a ∈ Z^l_+, v nekotoroæ okrestnosti toqki q = (x_0, ξ_0) iz T^′(X) ØvlØetsØ suwestvovanie u lineænoæ algebraiqeskoæ sistemy s parametrom (x, ξ) ⃗y(x, ξ)σ_0(A) = 0, (x, ξ) ∈ U, (144) nenulevogo v toqke q i gladkogo v okrestnosti U_q (toqnee, gladkogo po x i ξ̇ = ξ/|ξ| v U̇_q) rexeniØ ⃗y(x, ξ), odnorodnogo po ξ nulevogo porØdka.

Neobhodimost~ my pokazali vyxe, vektor ⃗y = e_j σ_0(C^0) v (142) ØvlØetsØ takim rexeniem sistemy (144) . DlØ dokazatel~stva

O NEKOTORYH SVO`STVAH OPERATOROV 257 dostatoqnosti pokaßem , qto po nenulevomu v toqke q i gladkomu rexeni¸ ⃗y(x, ξ) moßno postroit~ matricu C^0 iz EL^0(U_q ), udovletvorØ¸wu¸ sootnoxeni¸ (142). Deæstvitel~no, u vektora ⃗y(x, ξ) naædetsØ nenulevaØ v toqke q komponenta y_j (x, ξ). Po nepreryvnosti ona ne isqezaet v nekotoroæ okrestnosti U_0 toqki q. Vospol~zuemsØ ediniqnoæ matriceæ i zamenim v neæ j-tu¸ stroku vektorom ⃗y.

Poluqim matricu Y (x, ξ) nevyroßdennu¸ v U . Umnoßim fftu matricu na srezyva¸wu¸ funkci¸ g(x, ξ) (odnorodnu¸ po ξ nulevogo porØdka iz klassa C^∞_0 (U̇ ) i ravnu¸ edinice na U_0 ⊂⊂ U ). Togda l¸boæ operator C^0 s glavnym simvolom g(x, ξ)Y (x, ξ) udovletvorØet sootnoxeni¸ (142) v koniqeskoæ oblasti U_q ⊂ U_0. Sledovatel~no, operator A dopuskaet J_aC^0-preobrazovanie s nekotorym a ∈ Z^l_+, ⟨a⟩ > 0, v okrestnosti U_q . Predloßenie dokaza- no. V sluqae, kogda v l¸boæ okrestnosti toqki q rang σ(A) peremennyæ, suwestvu¸t matricy A, u kotoryh simvoly σ_0(A) udovletvorØ¸t uslovi¸ (143), no ne ime¸t v okrestnosti nekotoryh toqek q gladkih i nenulevyh v q annulØtorov ⃗y vida (144).

Pokaßem ffto na primere. Rassmotrim operator (72), v kotorom fflementy a_j sut~ operatory umnoßeniØ na funkcii a_j (x) , udovletvorØ¸wie uslovi¸ (71). Matrica σ_0(A) imeet vid (123) i ne zavisit ot ξ , ee rang raven nul¸ v toqkah x_0 ∈ P i raven edinice v toqkah x iz V , ne prinadleßawih P. V okrestnosti toqek (x_0, ξ_0) iz T^′(P) (pri x_0 ∈ P, ξ_0 ≠ 0) sistema (144) operatora (72) ne imeet gladkogo rexeniØ ⃗y(x, ξ), ne obrawa¸wegosØ v nul~ v toqke q = (x_0, ξ_0). Deæstvitel~no, poverhnost~ P razdelØet oblast~ V na dve qasti V_j , j = 1, 2. Legko videt~, uqityvaØ (71), qto sistema (144) imeet v T^′(V_j) rexeniØ vida

y^{(1)} = (0, f_1) v T^′(V_1), (145)

y^{(2)} = (f_2, 0) v T^′(V_2).

gde f_j (x, ξ) — proizvol~nye odnorodnye po ξ funkcii nulevoæ stepeni, gladkie po (x, ξ̇) i otliqnye ot nulØ v T^′(V_j ), j = 1, 2. Qtoby poluqit~ gladkoe rexenie ⃗y(x, ξ) v okrestnosti U_q neobhodim skleit~ vektory y^{(1)} i y^{(2)} v toqkah iz T^′(P) i, v qastnosti, v toqke q = (x_0, ξ_0) ∈ T^′(P). No togda iz ravenstva y^{(1)}(q) = y^{(2)}(q) vvidu (145) poluqaem, qto f_1(q) = f_2(q) = 0, t.e. l¸boe iz polu-

258 R. S. SAKS qennyh rexeniæ ⃗y(x, ξ) obrawaetsØ v nul~ v toqke q. Sledovatel~no, iz nego nel~zØ postroit~ fflliptiqeskiæ v U_q operator

C^0 takoæ, qto odna iz strok σ_0(C^0) sovpadaet s ⃗y(x, ξ).

4.3. Pokaßem, qto preobrazovaniØmi (137) bolee obwego vida, vybiraØ b ≠ 0, operator (72) moßno privesti k fflliptiqeskomu operatoru nulevogo porØdka v okrestnosti l¸boæ toqki q iz

T^′(V ). Imeet mesto

Predloßenie 4.3. Operator (72) s fflementami aj iz l0(X) pri-

nadleßit klassu REL^0(U_q ) v koniqeskoæ oblasti U , gde kompoziciØ a_1λa_2 prinadleßit klassu l_{−∞}(U ). V qastnosti, esli a_j(x) — funkcii, udovletvorØ¸wie uslovi¸ (71), to operator (72) prinadleßit klassu REL^0(U ) v oblasti U = T^′(V ).

Dokazatel~stvo. Rassmotrim C-preobrazovaniØ (137) vida

C_1 = J 0 2 !^{( 0 1}

1 −λ^{−1}a_1λ ) J_{−1} 0 !_{, C2 = J}_1 0 !^{( 1 −a2} 0 1 ) . (146) PrØmym vyqisleniem netrudno ubedit~sØ, qto kompoziciØ C_1A operatora C_1 iz (146) i (72) vyglØdit tak

C_1A = ( λ^{−1} a_2 0 1 ) + ( 0 0 t_{21} t_{22} ) , (147)

gde t_{21} ≡ −λ^2λ^{−1}a_1τ_{1,−1} i t_{22} ≡ τ_{2,−2} + λ^2λ^{−1}a_1λa_2. Operatory

t_{ij} prinadleßat l_{−∞}(U ), esli a_1λa_2 prinadleßit l_{−∞}(U ), potomu

qto operatory τ_{k,−k} ≡ λ^kλ^{−k} − 1 prinadleßat l_{−∞}(X), k = 1, 2.

Teper~, primenØØ k (147) operator C_2 iz (146), poluqim

C_2C_1A = I_2 + T^′, (148)

gde komponenty t^′_{ij} matricy T^′ vyraßa¸tsØ qerez komponenty t_{21} i t_{22} matricy T v (147) po formulam

t^′_{11} = τ_{1,−1} − λa_2t_{21}, t^′_{12} = −λa_2t_{22}, t^′_{21} = t_{21}, t^′_{22} = t_{22};

pofftomu oni prinadleßat l_{−∞}(U ). Poskol~ku operator I_2 + T^′, gde I_2 — ediniqnaØ matrica, fflliptiqen v U , to operator (72) prinadleßit klassu REL^0(U ), qto i trebovalos~ dokazat~.

4.4. Ustanovim svØz~ meßdu razliqnymi privodØwimi operatorami (139). Imeet mesto sledu¸waØ

O NEKOTORYH SVO`STVAH OPERATOROV 259

Lemma 4.4.1. Pust~ A prinadleßit REL^0(U ) i narØdu s opera-

torom (139) imeetsØ drugoæ operator D^′_p0, toße privodØwiæ A k operatoru A^′_p iz EL^0(U ), t.e.

A_p ≡ D_pA ∈ EL^0(U ) i A^′_p0 ≡ D^′_p0 A ∈ EL^0(U ). (149)

Togda operatory D_p i D^′_p0 svØzany sootnoxeniØmi

D^′_p0 = BD_p + T, gde B ∈ EL^0(U_0), T ∈ L^{−∞}(U_0), (150) D_p = B^′D^′_p0 + T^′, gde B^′ ∈ EL^0(U_0), T ∈ L^{−∞}(U_0), (151)

dlØ l¸boæ oblasti U_0 ⊂⊂ U .

Dokazatel~stvo. Soglasno p.p.2.12, 2.14 i Lemme 2.14.1 opera-

tor D_p, prinadleßawiæ klassu EF L(U ), imeet (levyæ) parametriks D^L_p , prinadleßawiæ klassu EF L(U_1) dlØ l¸boæ oblasti

U_1 ⊂⊂ U , t.e.

D^L_p D_p = I + T_p, T_p ∈ L^{−∞}(U_1). (152)

Sledovatel~no,

D^′_p0 = D^′_p0(D^L_p D_p − T_p) = BD_p + T, gde B = D^′_p0 D^L_p , (150^′)

a T = −D^′_p0 T_p prinadleßit L^{−∞}(U_1). My poluqili ravenstvo (150). Dokaßem, qto B ∈ EL^0(U_0). Primenim k ravenstvu (150) sprava operator A i vospol~zuemsØ sootnoxeniØmi (149). Imeem

A^′_p0 = BA_p + T_1, A^′_p0 i A_p ∈ EL^0(U ), T_1 ∈ L^{−∞}(U_1). (153)

K fftomu ravenstvu primenim pravyæ parametriks A^R_p , prinadleßawiæ klassu EL^0(U_0), gde U_0 ⊂⊂ U_1. Poluqim

B = A^′_p0 A^R_p + T_2, T_2 ∈ L^{−∞}(U_0). (154)

DominantnaØ qast~ operatora B est~ kompoziciØ fflliptiqeskih v U_0 operatorov. Sledovatel~no, B ∈ EL^0(U_0) i sootnoxeniØ (150) dokazany. SootnoxeniØ (151) poluqa¸tsØ po simmetrii. Lemma dokazana.

Iz sootnoxeniæ (150) i (151) vytekaet sledu¸wee

260 R. S. SAKS

Predloßenie 4.4.2. DlØ l¸boæ koniqeskoæ oblasti U0 ⊂⊂ U is-

tinnye porØdki k i k^′ operatorov D_p i D^′_p0 v Ū_0 sovpada¸t. Bolee togo, esli D_p ∈ L^k(U_0), D^′_p0 ∈ L^k 0 (U_0) i σ_k(D_p) i σ_k0(D^′_p0) glavnye simvoly operatorov D_p i D^′_p0 v U_0 takie, qto σ_k(D_p) ≢ 0 i σ_k0(D^′_p0) ≢ 0 v U_0, to k = k^′ i rangi matric σ_k(D_p) i σ_k(D^′_p0) sovpada¸t v kaßdoæ toqke (x, ξ) iz U_0.

Deæstvitel~no, pust~ k^′ > k i σ_k0(D^′_p0) ≢ 0 v U_0 ⊂⊂ U , a

σ_k0(D_p) ≡ 0 v U_0. Togda iz (150) poluqaem ravenstvo dlØ glavnyh

simvolov operatorov levoæ i pravoæ qasti

σ_k0(D^′_p0) = σ_0(B)σ_k0(D_p) = σ_0(B) · 0 ≡ 0 v U_0.

My prixli k protivoreqi¸ s predpoloßeniem. Sledovatel~no,

k^′ ≤ k. Analogiqno, uqityvaØ sootnoxenie (151), poluqim k^′ = k.

Teper~ iz ravenstv (150) i (151) imeem

σ_k(D^′_p0) = σ_0(B)σ_k(D_p) i σ_k(D_p) = σ_0(B^′)σ_k(D^′_p0) v U_0. (155)

Tak kak matricy σ_0(B) i σ_0(B^′) nevyroßdeny v U_0, to rangi matric σ_k(D_p i σ_k(D^′_p0) sovpada¸t v kaßdoæ toqke (x, ξ) iz U_0. Predloßenie dokazano.

Iz Lemmy 4.4.1, PredloßeniØ 4.4.2, vspominaØ opredelenie qisla c(A|U ) i uqityvaØ Utverßdenie 2.1.1, imeem

Sledstvie 4.4.3. Esli Dp i D^′_p0 privodØwie operatory (udovle-

tvorØ¸wie sootnoxeniØm (149)), to c(D_p|U ) = c(D^′_p0 |U ).

Takim obrazom, qislo d = c(D_p|U ), ravnoe soglasno (139)−(140) ∑_p j=1⟨a_j ⟩ − ⟨b_j⟩, ne zavisit ot proizvola, kotoryæ imeetsØ pri

vybore operatora D_p. Ego moßno oboznaqit~ d(A^0|U ) 4.5. Ustanovim svØz~ meßdu klassami REL^0(U ) i EF L^0(U_1).

Imeet mesto

Lemma 4.5.1. DlØ l¸boæ koniqeskoæ oblasti U1 ⊂⊂ U

REL^0(U ) ⊂ EF L^0(U_1), (156)

t.e. esli A^0 ∈ REL^0(U ), to A^0 ∈ EF L^0(U_1) i, krome togo,

c(A^0|U_1) = −d(A^0|U_1). (157)

Dokazatel~stvo. Pust~ A^0 ∈ REL^0(U ) i Dp — ego privodØwiæ

operator, ime¸wiæ vid (139) i takoæ, qto D_pA^0 ≡ A^0_p ∈ EL^0(U ).

O NEKOTORYH SVO`STVAH OPERATOROV 261 On imeet lokal~nyæ parametriks D^L_p , udovletvorØ¸wiæ sootnoxeni¸ (152), prinadleßawiæ klassu EF L(U_1) dlØ l¸boæ oblasti U_1 ⊂⊂ U . PrimenØØ D^L_p k ravenstvu (138), poluqim predstavlenie dlØ operatora A^0:

A^0 = D^L_p A_p + T = J_{b1} B_1J_{b2−a1} . . . B_pJ_{−ap} A_p + T, (158)

gde B_j = (C^0_j )^L — (levye) parametriksy operatorov C^0_j , prinadleßawie klassu EL^0(U_1), i T ∈ L^{−∞}(U_1).

�to predstavlenie pokazyvaet, qto operator A^0 prinadleßit klassu EF L^0(U_1) i qto qislo c = −d, t.e. imeem ravenstvo (157). Lemma dokazana.

Imeet mesto i obratnoe utverßdenie togo ße tipa.

Lemma 4.5.2. DlØ l¸boæ koniqeskoæ oblasti U1 ⊂⊂ U

EF L^0(U ) ⊂ REL^0(U_1), (159)

t.e. esli A^0 ∈ EF L^0(U ), to A^0 ∈ REL^0(U_1) i, krome togo,

d(A^0|U_1) = −c(A^0|U_1). (160)

Dokazatel~stvo. Pust~ operator A^0 prinadleßit EF L^0(U ) i

imeet predstavlenie (20). Po Lemme 2.5 ffto predstavlenie moßno preobrazovat~ takim obrazom, qto vektory b_j v predstavlenii (37) udovletvorØ¸t libo uslovi¸ (30), libo uslovi¸ (31). DlØ prostoty my ne budem menØt~ oboznaqeniæ i budem sqitat~, qto usloviØm (30) ili (31) udovletvorØ¸t sami vektory a_j . Rassmotrim pervyæ sluqaæ.

a) Esli vse vektory a_j v predstavlenii (20) prinadleßat Z^l_−, to diagonal~nye operatory J_{aj} prinadleßit klassu L^0(U ) dlØ l¸boæ U iz T^′(X). Pofftomu ih kompozicii s operatorami A_j iz

EL^0(U ) takße prinadleßat L^0(U ) i, v qastnosti, takovy kompo-

zicii

E_k ≡ A_{r−k+1}J_{ar}�_k . . . A_2J_{a1} A_1, k = 1, . . . , r − 1. (161)

C-preobrazovaniØ operatora A^0 vyberem v vide

C_1 = J_{−ar} i C_k = J_{ck} C^0_k, gde c_k = −a_{r−k+1}, C^0_k = A^L_{r−k+2} ∈ EL^0(U_1),

(162) pri k = 2, . . ., r. Togda iz formuly (20) poluqaem, qto

C_k . . . C_1A^0 = E_k + T_k, E_k ∈ L^0(U ), T_k ∈ L^{−∞}(U_1),

262 R. S. SAKS pri k = 1, . . ., r − 1. I, nakonec, kompoziciØ

D_rA^0 ≡ C_r . . . C_1A^0 = A_1 + T_r, A_1 ∈ EL^0(U ), T_r ∈ L^{−∞}(U_1) (163)

privodit operator A^0 k fflliptiqeskomu v U_1 operatoru A_1 + T_r . Itak, operator A^0 prinadleßit REL^0(U_1).

Rassmotrim vtoroæ sluqaæ (31).

b) Pust~ vektor a_r ∈ Z^l_+ i a_j ∈ Z^l_− pri j < r.

Togda kompozicii E_k (161) snova prinadleßat L^0(U ), ibo oni ne soderßat operatora J_{ar} . Teper~ C-preobrazovaniØ operatora

A^0 vyberem v vide

C_1 = J_{c1} C^0_1 J_{−b1} , gde b_1 = a_r, c_1 = −a_{r−1}, i C^0_1 = A^L_r ∈ EL^0(U_1)

(164) C_k = J_{ck} C^0_k, gde c_k = −a_{r−k}, C^0_k = A^L_{r−k+1}, k = 2, . . ., r − 1. PrimenØØ ih k operatoru (20), poluqim

C_1A = E_2 + T^′_1, E_2 ∈ L^0(U_1), T^′_1 ∈ L^{−∞}(U_1), (165_1)

C_k . . . C_1A^0 = E_{k+1} + T^′_k, E_{k+1} ∈ L^0(U ), T^′_k ∈ L^{−∞}(U_1), (165_k)

pri k = 2, . . ., r − 2; zdes~ E_k ffto kompoziciØ (161). I, nakonec,

D_{r−1}A^0 ≡ C_{r−1} . . . C_1A^0 = A_1 + T^′_{r−1}, T^′_{r−1} ∈ L^{−∞}(U_1). (166)

Itak, C-preobrazovaniØmi (20) my priveli k operatoru A_1 +

T^′_{r−1}, prinadleßawemu EL^0(U_1).

Ravenstvo (160) legko poluqaetsØ, esli uqtem, qto pri preobrazovaniØh, provodimyh pri dokazatel~stve Lemmy 2.5, qislo

c(A^0|U ) ne menØetsØ i vospol~zuemsØ formulami (162) i (164),

sootvetstvenno.

c) Otmetim otdel~no, sluqaæ, kogda v predstavlenii (20) imeetsØ odin diagonal~nyæ operator. Togda operator A^0 prinadleßit klassu BEL^0(U ) i vektor a_1 = −a v predstavlenii (25), gde poloßim A^0 = S^0; prinadleßit Z^l_−, (ffto my pokazali v p.2.2). PrimenØØ preobrazovanie

C_1 = J_aA^L_2 , gde A^L_2 ∈ EL^0(U_1), U_1 ⊂⊂ U, (162^′)

k formule (25), poluqim

C_1A^0 = A_1 + T_1, A_1 ∈ EL^0(U ), T_1 ∈ L^{−∞}(U_1), (163^′)

O NEKOTORYH SVO`STVAH OPERATOROV 263 t.e., iskomoe privedenie operatora A^0 k fflliptiqeskomu v U_1 operatoru A_1 + T_1. Lemma dokazana.

4.6. NarØdu s levostoronnimi preobrazovaniØmi operatora

A^0 iz L^0(X) pri privedenii ego k fflliptiqeskomu v U opera-

toru moßno ispol~zovat~ pravostoronnie preobrazovaniØ ili provodit~ ih posledovatel~no s razliqnyh storon. DlØ naglØdnosti budem oboznaqat~ operatory, primenØemye sleva, bukvoæ C, a te, kotorye my primenØem sprava — bukvoæ B (s razliqnymi indeksami). Pust~ c i d — vektory iz Z^l_+ i operator B imeet vid

B = J_{−c}B^0J_d, B^0 ∈ EL^0(U ), c, d ∈ Z^l_+. (167)

My govorim, qto operator A^0 dopuskaet B-preobrazovanie v oblasti U , esli porØdok kompozicii A^0B v U ne prevoshodit nulØ, t.e. A^0 i A^0B prinadleßat L^0(U ). Operator A^0 dopuskaet (C, B) preobrazovaniØ esli posledovatel~nye kompozicii A^0 s operatorami (137) i (ili) s operatorami (167) prinadleßat klassu L^0(U ).

Opredelenie. Operator A^0 nazyvaetsØ privodimym v okrestno-

sti toqki q iz T^′(X) k (mikro) lokal~no fflliptiqeskomu operatoru nulevogo porØdka, esli suwestvuet koniqeskaØ okrestnost~ U_q ⊂ T^′(X) i koneqnaØ cepoqka dopustimyh (C, B)-preobrazovaniæ A^0 → A^0_1 → . . . A^0_m (priqem, pri kaßdom xage primenØetsØ libo C, libo B-preobrazovanie) takaØ, qto operatory A^0_j ∈ L^0(U_q ) pri j ≤ m i A^0_m ∈ EL^0(U_q ). Esli pri fftom ispol~zu¸tsØ tol~- ko B-preobrazovaniØ, to operator A^0 nazyvaetsØ pravostoronne privodimym k fflliptiqeskomu v U_q operatoru nulevogo porØdka.

Esli sravnit~ ffto opredelenie s opredeleniem v p.4.1, to vidim, qto zdes~ my rasxirili vozmoßnosti preobrazovaniæ operatora A^0, dopuskaØ kak preobrazovaniØ ego strok operatorami

C_i, tak i preobrazovaniØ ego stolbcov operatorami B_j . Odnako,

okazyvaetsØ, qto pri fftom my ne rasxirØem klassa REL^0(U_q ) p.4.1, opredelennogo tol~ko posredstvom C-preobrazovaniæ, tak kak imeet mesto sledu¸waØ

Lemma 4.6. Esli operator A^0 privodim k operatoru A^0_m ∈

EL^0(U_q ) s pomow~¸ cepoqki (C, B)-preobrazovaniæ, to v l¸boæ koniqeskoæ okrestnosti U^′_q ⊂ U_q naædetsØ cepoqka C-preobrazovaniæ

264 R. S. SAKS

(138), kotoraØ privedet A^0 k operatoru A^0_p ∈ EL^0(U^′_q ), t.e. A^0 ∈ REL^0(U^′_q ).

Dokazatel~stvo lemmy sostoit iz dvuh xagov. Na pervom xage my pokazyvaem, qto operator A^0, udovletvorØ¸wiæ uslovi- Øm lemmy, prinadleßit klassu EF L^0(U_1) dlØ l¸boæ oblasti

U_1 ⊂⊂ U_q . Na vtorom xage vospol~zuemsØ Lemmoæ 4.5.2 i polu-

qim, qto operator A^0 prinadleßit REL^0(U^′_q), gde U^′_q ⊂⊂ U_1. Po- Øsnim pervyæ xag; on analogiqen dokazatel~stvu Lemmy 4.5.1. Pust~ (i_1, . . . , i_m) perestanovka qisel 1, . . ., m, opredelØ¸waØ porØdok primeneniØ operatorov C_i ili B_j k A^0. Togda, uqityvaØ associativnost~ proizvedeniØ operatorov kompozici¸ A^0_m zapixem v vide

C_{i1} . . . C_{ik} A^0B_{ik+1} . . . B_{im} = A^0_m ∈ EL^0(U_q ). (168)

Operatory C_i i B_j vida (137) i (167) ime¸t levye i pravye parametriksy,

C^L_i = J_{bi} (C^0_i )^LJ_{−ai} , B^R_j = J_{−dj} (B^0_j )^RJ_{cj} , (169)

gde (C^0_i )^L i (B^0_j )^R prinadleßat EL^0(U_1), U_1 ⊂⊂ U . PrimenØØ ffti parametriksy k ravenstvu (168) poluqim predstavlenie dlØ operatora A^0:

A^0 = C^L_{ik} . . . C^L_{i1}A^0_mB^R_{im} . . . B^R_{ik+1} + T_1, T_1 ∈ L^{−∞}(U_1). (170)

Formuly dlØ C^L_i i B^R_j pokazyva¸t, to ffto predstavlenie imeet vid (20), t.e. dominantnaØ qast~ operatora est~ kompoziciØ diagonal~nyh i fflliptiqeskih v U_1 operatorov. Sledovatel~- no, A^0 ∈ EF L^0(U_1); sdelav vtoroæ xag, poluqim okonqatel~nyæ rezul~tat. Lemma dokazana.

4.7. Pust~ operator A prinadleßit klassu L^{(s,t)}(X; E, E). V sootvetstvii s naxim podhodom, my skaßem, qto A prinadleßit klassu REL^{(s,t)}(U ), esli operator A^0 ≡ J_{−s}AJ_{−t} iz L^0(X) prinadleßit klassu REL^0(U ). Pri fftom, esli operator D_p vida (139) privodit A^0 k operatoru A^0_p = D_pA iz EL^0(U ), to operator

J_sD_pJ_{−s} privodit A k operatoru A_p = J_sD_pJ_{−s}A iz EL^{(s,t)}(U ).

Deæstvitel~no, iz formul (8)-(13) imeem

J_sD_pJ_{−s}A = J_s(D_pA^0)J_t + T_1 = J_sA^0_pJ_t + T_1 = A_p + T_1,

gde operator T_1 ∈ L^{−∞}(U ).

O NEKOTORYH SVO`STVAH OPERATOROV 265 Sledovatel~no, opredelØØ qislo d = d(A^{(s,t)}|U ) tak ße, kak v p.4.1 (sm. formulu (140)), imeem d(A^{(s,t)}|U ) = c(J_sD_pJ_{−s}|U ) = c(D_p|U ) = d(A^0|U ). Tak qto poloßim

d(A^{(s,t)}|U ) = d(A^0|U ), A^0 = J_{−s}AJ_{−t}. (171)

Oboznaqim REL(U ) = ∪_{(s,t)}REL^{(s,t)}(U ). Iz opredeleniØ klassov REL^{(s,t)}(U ) i EF L^{(s,t)}(U ) (v p.2.12) i iz Lemm 4.5.1 i 4.5.2 vyteka¸t sledu¸wie utverßdeniØ.

Predloßenie 4.7.1. Esli A ∈ REL^{(s,t)}(U ), to A ∈ EF L^{(s,t)}(U1)

dlØ l¸boæ oblasti U_1 ⊂⊂ U i, krome togo, c(A^{(s,t)}|U_1) + d(A^{(s,t)}|U_1) = ⟨s⟩ + ⟨t⟩. (172) Predloßenie 4.7.2. Esli A ∈ EF L^{(s,t)}(U ), to A ∈ REL^{(s,t)}(U1)

dlØ ∀ U_1 ⊂⊂ U i, krome togo, imeet mesto sootnoxenie (172).

Dokaßem pervoe iz nih. A ∈ REL^{(s,t)}(U ), esli A^0 ∈ REL^0(U ). Soglasno, Lemme 4.5.1 togda A^0 ∈ EF L^0(U_1) dlØ l¸boæ U_1 ⊂⊂ U . Znaqit, operator A ∈ EF L^{(s,t)}(U_1). Formula (172) vytekaet iz formul (83) i (171). Predloßenie 4.7.1 dokazano.

Predloßenie 4.7.2 dokazyvaetsØ analogiqno, ispol~zuØ Lemmu 4.5.2

Imeet mesto,

Teorema 4.7.3. Pust~ A ∈ REL^{(s,t)}(U ) ∩ L^{(p,q)}(X : E, E) i (p, q) ≠

(s, t). Togda operator A prinadleßit klassu REL^{(p,q)}(U_1) v l¸boæ oblasti U_0 ⊂⊂ U i, krome togo, d(A^{(p,q)}|U_0) = ⟨p⟩ + ⟨q⟩ − ⟨s⟩ − ⟨t⟩ + d(A^{(s,t)}|U_0). (173) Utverßdenie teoremy, oqevidno, vytekaet iz PredloßeniØ 4.7.1, Teoremy 2.12 i PredloßeniØ 4.7.2. Formula (173) poluqaetsØ iz formul (171), (172) i (85): d(A^{(p,q)}|U_0) = ⟨p⟩ + ⟨q⟩ − c(A^{(p,q)}|U_0) = = ⟨p⟩ + ⟨q⟩ − c(A^{(s,t)}|U_0) = ⟨p⟩ + ⟨q⟩ − ⟨s⟩ − ⟨t⟩ + d(A^{(s,t)}|U_0), (174)

266 R. S. SAKS qto i trebovalos~ dokazat~.

Itak, prinadleßnost~ operatora klassu REL(U ) ne zavisit ot vybora vesovogo porØdka (s, t), no qislo d(A^{(s,t)}|U ) zavisit ot nego.

§5. Klass REL(X) 5.1. Vvedem ewe odin klass.

Opredelenie. Operator A^0 iz L^0(X; E, E) nazyvaetsØ privodi-

mym povsemestno na T^′(X) k (mikro) lokal~no fflliptiqeskomu operatoru nulevogo porØdka, esli dlØ l¸boæ toqki q iz T^′(X) naædetsØ koniqeskaØ okrestnost~ U_q takaØ, qto A^0 prinadleßit klassu REL^0(U_q ). Klass takih operatorov oboznaqim REL^0(X).

Qislo d(A^0), sovpada¸wee v okrestnosti U_q , gde A^0 ∈ REL^0(U_q ), s qislom d(A^0|U_q), opredelØetsØ odnoznaqno na vsem T^′(X).

�to utverßdenie vytekaet iz SledstviØ 4.4.3 iz Lemmy 4.4.1 i iz svØznosti mnoßestva T^′(X). Rassußdenie takoe ße, kak pri opredelenii v §3 qisla c(A^0). Po opredeleni¸ operator A^0 iz

EL^0(X) prinadleßit REL^0(X) i d(A^0) = 0. Spravedlivo

Utverßdenie 5.1.1. Esli operator A^0 ∈ REL^0(X) i qislo

d(A^0) = 0, to A ∈ EL^0(X).

My vernemsØ k obsußdeni¸ dokazatel~stva fftogo utverßdeniØ qut~ niße, vnaqale otmetim sledu¸wiæ fakt.

Teorema 5.1.2. DlØ operatora A^0 iz L^0(X; E, E) sledu¸wie uslo-

viØ ffkvivalentny: a) A^0 prinadleßit REL^0(X), b) A^0 prinadleßit GEL^0(X).

Meßdu qislami c(A^0) i d(A^0) vypolnØetsØ sootnoxenie

c(A^0) + d(A^0) = 0. (175)

Dokazatel~stvo. Esli A^0 prinadleßit REL^0(X), to po opre-

deleni¸ dlØ l¸boæ toqki q iz T^′(X) suwestvuet okrestnost~ U_q takaØ, qto A^0 ∈ REL^0(U_q ). Togda v silu Lemmy 4.5.1 operator A^0 prinadleßit klassu EF L^0(U^′_q ) v l¸boæ okrestnosti U^′_q ⊂⊂ U_q i

c(A^0|U^′_q) = −d(A^0|U^′_1) = −d(A^0). UqityvaØ proizvol~nost~ toqki q ∈ T^′(X) i opredelenie klassa GEL^0(X) i qisla c(A^0), polu-

qaem qto A^0 ∈ GEL^0(X) i c(A^0) = −d(A^0). Pervoe utverßdenie

O NEKOTORYH SVO`STVAH OPERATOROV 267 teoremy dokazano. Vtoroe utverßdenie poluqaetsØ analogiqnym rassußdeniem, ispol~zuØ Lemmu 4.5.2. Teorema dokazana.

Iz fftoæ teoremy oqevidno, qto Utverßdenie 5.1.1 ffkvivalentno Utverßdeni¸ 3.1. My ego dokaßem polnost~¸ v rabote [12].

Iz UtverßdeniØ 2.1.2 i 5.1.1 vytekaet, qto esli operator A prinadleßit klassu REL^0(X)\EL^0(X), to qislo d(A^0) > 0.

5.2. V sootvetstvie s p.4.7. Operator A iz L^{(s,t)}(X; E, E) prinadleßit klassu REL^{(s,t)}(X), esli sootvetstvu¸wiæ emu operator A^0 = J_{−s}AJ_{−t} iz L^0(X) prinadleßit klassu REL^0(X). Vvidu formuly (171) poloßim

d(A^{(s,t)}) = d(A^0), A^0 = J_{−s}AJ_{−t}. (176)

Oboznaqim REL(X) = ∪_{(s,t)}REL^{(s,t)}(X). (177) Imeet mesto

Teorema 5.2. Klassy GEL^{(s,t)}(X) i REL^{(s,t)}(X) sovpada¸t, t.e.

esli operator A prinadleßit GEL^{(s,t)}(X), to A prinadleßit REL^{(s,t)}(X) i obratno. Pri fftom c(A^{(s,t)}) = ⟨s⟩ + ⟨t⟩ − d(A^{(s,t)}). (178) �ta teorema, vytekaet iz Teoremy 5.1.2 i opredeleniæ ukazannyh klassov i qisel (sm. takße PredloßeniØ 4.7.1 i 4.7.2).

5.3. Otmetim ewe odno vaßnoe svoæstvo operatorov iz klassa

W EL^0(X) = REL^0(X)/EL^0(X): suwestvuet matrica D, vozmoßno

ne kvadratnaØ s razmerami L × l, gde l ≤ L, kotoraØ privodit operator A^0 iz W EL^0(X) k global~no fflliptiqeskomu na X operatoru DA^0 nulevogo porØdka. �to znaqit, qto matrica σ_0(DA^0) imeet levu¸ obratnu¸ vs¸du na T^′(X). Deæstvitel~no, soglasno opredeleni¸ klassa REL^0(X) dlØ l¸boæ toqki q iz T^′(X) suwestvuet okrestnost~ U_q i operator D_p = C_p . . . C_1 takoæ, qto kompoziciØ A^0_p = D_pA^0 ∈ EL^0(U_q). Iz pokrytiØ kompaktnogo mnoßestva S^∗(X) ⊂ T^′(X) okrestnostØmi U̇_q moßno vybrat~ koneqnoe podpokrytie {U̇_j }, j = 1, . . ., N , i postroit~ razbienie edinicy

{φ_j(x, ξ)}, podqinennoe fftomu pokryti¸. Zdes~ ξ̇ = ξ/|ξ|, a φ_j(x, ξ̇)

— gladkie i odnorodnye po ξ nulevogo porØdka funkcii s nositelØmi ˙Ū^′_j ⊂ U̇_j . Rassmotrim operatory D^{(j)} = φ_j (x, D)D_{pj} i iz

268 R. S. SAKS nih sostavim (lN × l)-matricu D = D^{(1)} . . D^{(N)} . (179)

Togda oqevidno, qto operatory A^0_j = D^{(j)}A^0 prinadleßat

EL^0(U^′_j ), a vsØ (lN × l)-matrica DA prinadleßit klassu EL̃^0(X)

global~no fflliptiqeskih na X operatorov. Pri N > 1 ona ne ØvlØetsØ kvadratnoæ. �tot operator D pozvolØet opredelit~ prostranstvo Soboleva, v kotorom operator A^0 iz W EL^0(X) ØvlØetsØ neterovo razreximym [7].

Iz UtverßdeniØ 4.5.4 i opredeleniØ qisla d(A^0) poluqaem ograniqeniØ dlØ istinnogo porØdka operatora D vs¸du na T^′(X)

0 ≤ ord D ≤ d(A^0). (180)

Poluqennye rezul~taty nahodØt primenenie pri issledovanii razreximosti kraevyh zadaq dlØ fflliptiqeskih sistem differencial~nyh uravneniæ [3, 9, 10].

Literatura

1. I. G. Petrovskiæ, Ob analitiqnosti rexeniæ sistem uravneniæ s qastnym proizvodnymi. — Matem. sbornik 5, ˝ 1 (1939), 3–70.

2. A. Douglis, L. Nirenberg, Interior estimates for elliptic systems of partial differential equations. — Comm. Pure and Appl. Math. 8 (1955), 503-538.

3. B. G. Vaænberg, V. V. Gruxin, O ravnomerno ne fflliptiqeskih zadaqah 1. — Matem. sbornik 72 (1967), 602-636.

4. L. Hermander, Analiz lineænyh differencial~nyh operatorov s qastnymi proizvodnymi, t.2. Moskva, Mir, 1987, s. 495.

5. F. Trev, Vvedenie v teori¸ psevdodifferencial~nyh operatorov i integral~nyh operatorov Fur~e, t.1. Moskva, Mir, 1984, s. 360.

6. R. S. Saks, Slabofflliptiqeskie sistemy psevdodifferencial~nyh uravneniæ na mnogoobraziØh bez kraØ. — DAN 240, ˝ 4 (1978), 786–789.

7. R. S. Saks, Slabofflliptiqeskie sistemy psevdodifferencial~nyh uravneniæ na mnogoobraziØh bez kraØ. V sb.: Differencial~nye uravneniØ s qastnymi proizvodnymi (Trudy sem. ak. S.L.Soboleva), No.2 (1978), 103–126, Novosibirsk.

8. R. S. Saks, Slabofflliptiqeskie sistemy differencial~nyh uravneniæ i ih svoæstva. V sb.: TeoriØ kubaturnyh formul i priloßeniØ funkcional~nogo analiza k zadaqam matematiqeskoæ fiziki (Trudy sem. ak. S.L.Soboleva), No.1 (1979), Novisibirsk, 91–118.

9. R. S. Saks, Slabofflliptiqeskie kraevye zadaqi. V sb.: UravneniØ s qastnymi proizvodnymi (Trudy sem. ak. S.L.Soboleva), No.2 (1979), Novisibirsk, 57–78.

O NEKOTORYH SVO`STVAH OPERATOROV 269 10. B. G. Vaænberg, V. V. Gruxin, O ravnomerno nefflliptiqeskih zadaqah.

— Matem. sbornik 73, ˝ 1 (1967), 126–154.

11. R. S. Saks, Obobwenno fflliptiqeskie psevdodifferencial~nye operatory na zamknutom mnogoobrazii. — DAN 331, ˝ 6 (1993), 687–690.

12. R. S. Saks, O neterovoæ razreximosti fflliptiqeskih operatorov na zamknutyh mnogoobraziØh. Budet opublikovano.

Saks R. S. On properties of the generalized elliptic pseudo-differential operators on closed manifolds.

The coincidence of two classes of the generalized elliptic pseudodifferential operators — the class GEL(X) and the class REL(X) — selected by author from the class of all the linear classical pseudodifferential operators L(X; E, E) (Theorem 5.2) is proved. It is also proved that the composition AB of any operators A and B from GEL(X) and global parametrix P_A and P_B belongs to GEL(X) (Theorems 3.4 and 3.6.1). The belonging of A to GEL(X) does depend neither the choosing of basis in E nor the weight-orders of A (Theorems 3.2.2, 3.7.1, and 3.7.2).

In §2 and §4, some properties of the classes EF L(U ) and REL(U ), which arise from microlocal analysis of the generalized elliptic operators, are studied.

Postupilo 12 fevralØ 1996 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im.V. A. Steklova RAN