O. A. LadyßenskaØ O GLOBAL^NO` ODNOZNAQNO` RAZREXIMOSTI DVUMERNYH ZADAQ DL˚ VODNYH RASTVOROV POLIMEROV

PosvØwaetsØ pamØti A. P. Oskolkova

§1. Vvedenie

SqitaetsØ, qto dinamika slabyh vodnyh rastvorov polimerov dostatoqno horoxo opisyvaetsØ sistemoæ

∂_t(v −–Δv)+v ·∇(v −–Δv)−νΔv +∇p = f, –, ν = const > 0 (1.1_1)

div v = 0, v | t=0 = v^0, (1.2_2)

pri tom ili inom kraevom uslovii (sm. [1, 2] i dr.). Issledovanie sistemy (1.1_k) vaßno i s qisto matematiqeskoæ toqki zreniØ, ibo ona ne vkladyvaetsØ v ramki horoxo izuqennyh klassov sistem. Odnim iz naibolee interesnyh voprosov ØvlØetsØ vopros o global~noæ odnoznaqnoæ razreximosti dlØ nee zadaqi Koxi i razliqnyh naqal~no-kraevyh zadaq. Naskol~ko mne izvestno, odnoznaqnaØ razreximost~ nekotoryh iz nih pri n = 2 i n = 3 byla ustanovlena lix~ pri teh ili inyh ograniqeniØh “malosti” na dannye zadaqi ili interval vremeni suwestvovaniØ rexeniæ.

Takie rezul~taty ime¸tsØ v rabote [3] A. P. Oskolkova. V §2 my privedem odin iz rezul~tatov raboty [3], kasa¸wiæsØ global~nogo suwestvovaniØ obobwennyh rexeniæ. V bolee rannih rabotah [4–6] A. P. Oskolkova ime¸tsØ teoremy edinstvennosti v klassah bolee gladkih obobwennyh rexeniæ. K fftim rabotam my ewe vernemsØ v konce stat~i.

V predlagaemoæ rabote my dokaßem, qto, podobno uravneniØm Nav~e–Stoksa i uravneniØm �ælera, sistema (1.1_k), k = 1, 2, global~no odnoznaqno razrexima v dvumernyh situaciØh, kogda net zavisimosti ot odnoæ iz prostranstvennyh koordinat. �to budet sdelano dlØ kraevogo usloviØ, kotoroe estestvenno nazvat~ 138

O GLOBAL^NO` ODNOZNAQNO` RAZREXIMOSTI 139 usloviem proskal~zyvaniØ qastic i vihreæ. Analogiqno (i bolee prosto) ffto delaetsØ pri kraevyh usloviØh periodiqnosti po prostranstvennym peremennym i v zadaqe Koxi.

§2. Kraevye usloviØ proskal~zyvaniØ

qastic i vihreæ. Izvestnye fakty

Ukazannye v zaglavii kraevye usloviØ v trehmernom sluqae ime¸t vid

v_n = v · n = 0, rot v × n = 0 na ∂Ω, (2.1_1)

gde n – ediniqnaØ vnexnØØ normal~ k ∂Ω, a v = (v_1, v_2, v_3). DlØ sluqaØ Ω ⊂ R^2 rot v moßno rassmatrivat~ kak skalØr: rot v = v_{2x1} − v_{1x2} i usloviØ (2.1_1) zapisat~ v vide

v_n = 0, rot v = v_{2x1} − v_{1x2} = 0 na ∂Ω. (2.1_2)

V sootvetstvii s obweæ koncepcieæ issledovaniØ naqal~nokraevyh zadaq, razrabotannoæ mno¸ v konce 40h–naqale 50h godov (sm. [7] 1953 g. i drugie monografii i raboty, v ih qisle i uqebnu¸ mnogorafi¸ [8]), nado vybrat~ dlØ issleduemoæ zadaqi funkcional~nye prostranstva H_0 c H_1 c H_2 c . . . , vbira¸wie v sebØ kraevye usloviØ i, vozmoßno, qast~ drugih uravneniæ zadaqi i pereformulirovat~ vs¸ zadaqu kak zadaqu Koxi v prostranstve H_0, vybiraemom v kaqestve fazovogo prostranstva.

DlØ uravneniæ Nav~e–Stoksa s usloviem prilipaniØ Ø realizovala fftu programmu, razbiv vs¸ zadaqu na dve zadaqi: v pervoæ nahoditsØ pole skorosteæ, a vo vtoroæ – pole davleniØ po ego gradientu (poslednØØ zadaqa ØvlØetsØ klassiqeskoæ, no rexat~sØ dolßna v obwem sluqae v prostranstve obobwennyh funkciæ). Pri fftom vaßnu¸ rol~ igraet sledu¸- waØ niße Lemma 2.1, dokazannaØ mno¸ dlØ izvestnogo razloßeniØ vektornogo prostranstva L_2(Ω; R^m) v ortogonal~nu¸ summu podprostranstva G(Ω) = {∇p ‖ p ∈ W^1_2 (Ω)} i zamykaniØ v norme L_2(Ω; R^m) mnoßestva gladkih solenoidal~nyh poleæ, ime¸- wih na ∂Ω nulevu¸ normal~nu¸ komponentu (t.e. v · n | ∂Ω = 0) (sm. [9], gl. I, §2). �to razloßenie odni nazyva¸t razloßeniem VeælØ, drugie – razloßeniem Gel~mgol~ca. Zapixem ego v vide L_2(Ω; R^m) =^∘J_{(n)}(Ω) ⊕ G(Ω). Spravedliva

140 O. A. LADYȷENSKA˚

Lemma 2.1. Prostranstvo^∘J(n)(Ω) sovpadaet s^∘J(Ω) – zamykaniem

v norme L_2(Ω; R^m) mnoßestva • J^∞(Ω) = { v‖v ∈^•C^∞(Ω), div v = 0 } . (Toqka sverhu oznaqaet, qto fflementy v ime¸t kompaktnye nositeli, leßawie v Ω).

V kaqestve prostranstva H_1 (dlØ kraevogo usloviØ v|_{∂Ω} = 0) Ø

vybrala zamykanie mnoßestva^•J^∞(Ω) v norme integrala Dirihle, a v kaqestve H_2 – pereseqenie H_1 ∩W^2_2 (Ω). Pri issledovanii b&ol~xeæ gladkosti rexeniæ ispol~zovalis~ i drugie funkcional~nye prostranstva.

Imenno takoæ podhod k issledovani¸ kraevyh i naqal~nokraevyh zadaq vo mnogom sposobstvoval uspehu posledu¸wih desØtiletiæ v izuqenii uravneniæ Nav~e–Stoksa i mnogih drugih zadaq matematiqeskoæ fiziki, lineænyh i nelineænyh.

DlØ zadaqi (1.1_k), (2.1_k) naibolee podhodØwimi ØvlØ¸tsØ

sledu¸wie prostranstva:^∘J(Ω), ∘ J^1_{(n)}(Ω) ≡ { u‖u ∈ W^1_2 (Ω, R^3), div u = 0, u · n | ∂Ω = 0 } (2.2_1) i ∘ J^2_{(n,r)}(Ω) ≡ { u‖u ∈ W^2_2 (Ω, R^3),

div u = 0, u · n | ∂Ω = 0, rot u × n | ∂Ω = 0 } . (2.2_2)

DlØ Ω ⊂ R^2 i u ∈ W^l_2(Ω, R^2) poslednee uslovie rot u × n | ∂Ω = 0 traktuetsØ kak (2.1_2). Qtoby ne otvlekat~sØ na qisto analitiqeskie voprosy, budem sqitat~ Ω ograniqennoæ oblast~¸ v R^m, m = 2 ili 3, s dostatoqno gladkoæ graniceæ ∂Ω.

Izvestno, qto dlØ ih fflementov spravedlivy neravenstva ‖u‖ 6 c1‖ux‖, u ∈^∘J^1_{(n)}, (2.31) c_2‖u‖_W 1_{2 (Ω)} 6 ‖rot u‖ 6 c_3‖u_x‖, u ∈^∘J^1_{(n)}, (2.3_2)

c_4‖u‖_W 2_{2 (Ω)} 6 ‖Δu‖ = ‖rot rot u‖ 6 c_5‖u_{xx}‖, u ∈^∘J^2_{(n,r)}, (2.3_3)

O GLOBAL^NO` ODNOZNAQNO` RAZREXIMOSTI 141 gde c_k – poloßitel~nye postoØnnye, zavisØwie tol~ko ot Ω. Simvol ‖ · ‖ oznaqaet normu v L_2(Ω; R^m) s kakim-libo m = 0, 1, . . ., a ( , ) budet oboznaqat~ skalØrnoe proizvedenie v L_2(Ω; R^m). BlagodarØ (2.3_k) v^∘J^1_{(n)} vmesto obyqnoæ normy prostranstva W^1_2 (Ω) moßno vzØt~ ffkvivalentnu¸ eæ normu ‖rot u‖, a v^∘J^1_{(n,r)} vmesto normy ‖u‖_W 2_{2 (Ω)} dlØ u vzØt~ veliqinu ‖Δu‖ = ‖rot rot u‖.

Nam budet nußno ravenstvo

(−Δu, v) = (rot u, rot v)+ ∫ ∂Ω (rot u × n) · v ds+

+(div u, div v)− ∫ ∂Ω div u(v · n) ds, a, toqnee, ego sledstvie:

(−Δu, v) = (rot u, rot v), (2.4) spravedlivoe dlØ l¸bogo solenoidal~nogo polØ u, udovletvorØ- ¸wego uslovi¸ rot u × n|_{∂Ω} = 0 i l¸bogo v ∈ W^1_2 (Ω, R^m), a takße sootnoxenie (v · ∇u, w) = −(u, v · ∇w), (2.5) spravedlivoe dlØ l¸byh u i w iz W^1_2 (Ω; R^m) i v ∈^∘J_{(n)}(Ω).

S zadaqeæ (1.1_k), (2.1_k) estestvenno svØzana spektral~naØ zadaqa dlØ sistemy Stoksa

−Δu + ∇q = λu, u ∈^∘J^2_{(n,r)}(Ω). (2.6)

BlagodarØ toßdestvu

(Δu, ∇p) = 0, ∀ u ∈^∘J^2_{(n,r)}(Ω) i ∀ p ∈ W^1_2 (Ω) (2.7) i razloßeni¸

L_2(Ω; R^m) =^∘J(Ω) ⊕ G(Ω), G(Ω) = { ∇p‖p ∈ W^1_2 (Ω) } (2.8)

v zadaqe (2.6) ∇q ≡ 0, i potomu zadaqu (2.6) luqxe formulirovat~ tak:

Au ≡ −Δu = λu, u ∈^∘J^2_{(n,r)}(Ω), (2.9)

142 O. A. LADYȷENSKA˚

priqem v kaqestve osnovnogo prostranstva nado vzØt~^∘J(Ω). Operator A ustanavlivaet vzaimno-odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu mnoßestvom D(A) =^∘J^2_{(n,r)}(Ω), plotno vloßennym v^∘J(Ω), i vsem ∘ J(Ω). Pri fftom spravedlivy ocenki

‖u‖_W k+2_{2 (Ω)} 6 c_k(Ω)‖Δu‖_W k_{2 (Ω)}

pri ∀ k = 0, 1, . . ., esli tol~ko ∂Ω dostatoqno gladkaØ. Zadaqa

Au = f, u ∈^∘J^2_{(2,r)}, (2.10)

s f ∈^∘J(Ω) imeet variacionnyæ harakter: ee rexenie daet infimum funkcionalu J(u) = ∫ Ω [ (rot u)^2 − 2uf ] dx

na mnoßestve^∘J^1_{(n)}(Ω). Vtoroe kraevoe uslovie iz (2.1_k) ØvlØetsØ estestvennym kraevym usloviem fftoæ zadaqi.

DlØ zadaq (2.9) i (2.10) spravedlivy vse svoæstva, ustanovlennye dlØ sistemy Stoksa pri uslovii u|_{∂Ω} = 0, ili skalØrnoæ zadaqi Dirihle dlØ operatora −Δ, v ih qisle i toqnye teoremy razloßeniØ po sobstvennym funkciØm, dokazannye nami dlØ fftih zadaq (sm., naprimer, [7, 8]).

Kak vyØsneno v [10], pri teoretiqeskom izuqenii zadaqi (1.1_k), (2.1_k) vygodno ispol~zovat~ sistemu sobstvennyh funkciæ {φ^{(k)}}^∞_{k=1} svØzannoæ s neæ zadaqi (2.9) v kaqestve bazisa pri postroenii teh ili inyh priblißeniæ.

�tu sistemu moßno vybrat~ tak, qtoby ( φ^{(k)}, φ^{(l)} ) = δ^l_k. Ona budet ortobazisom v prostranstvah^∘J(Ω),^∘J^2_{(n)}(Ω) i^∘J^2_{(n,r)}(Ω), esli v nih vybrat~ normy tak, kak ukazano bylo vyxe, posle formul (2.3_k). DlØ galerkinskih priblißeniæ v^N , N = 1, 2, . . ., zadaqi (1.1_k), (2.1_k), vyqislennyh po sisteme {φ^{(k)}}^∞_{k=1} , budut spravedlivy vse ocenki, kotorye my poluqim niße, priqem maßoranty v nih moßno vybrat~ nezavisØwimi ot nomera N . Pereædem k poluqeni¸ fftih ocenok.

O GLOBAL^NO` ODNOZNAQNO` RAZREXIMOSTI 143 Umnoßim (1.1_1) na v − –Δv, prointegriruem po Ω i rezul~tat preobrazuem, ispol~zuØ (2.5), k vidu 1 2 d dt ‖v − –Δv‖^2 + ν‖rot v‖^2 + ν–‖Δv‖^2 = (f, v − –Δv). (2.11)

Ots¸da poluqim neravenstvo max t∈[0,T ] ‖v(t) − –Δv(t)‖ 6

6 ‖v(0) − –Δv(0)‖ +

T∫ 0 ‖f(τ )‖dτ ≡ M_1(T ), (2.12)

a takße ocenku T∫ 0 ( ν‖rot v‖^2 + ν–‖Δv‖^2 ) dt 6 c(M1(T )). (2.13)

V silu (2.3_k), iz (2.12) sleduet ocenka max t∈[0,T ] ‖v(t)‖_W 2_{2 (Ω)} 6 c(M_1(T )) (2.14)

(zavisimost~ maßorant ot konstant ν i – ne ukazyvaetsØ).

Vtoroe vaßnoe sootnoxenie poluqim v rezul~tate skalØrnogo umnoßeniØ (1.1_1) na v_t i posledu¸wego integrirovaniØ po qastØm. Ono imeet vid

‖v_t‖^2 + –‖rot v_t‖ + ν 2 d dt ‖rot v‖^2 = (v − –Δv, v · ∇v_t) + (f, v_t). (2.15)

Iz nego, v silu ograniqennosti vloßeniØ W^2_2 (Ω) v L_∞(Ω), ocenki (2.14) i (2.3_2) sleduet neravenstvo

‖v_t‖^2 + –‖rot v_t‖ + ν 2 d dt ‖rot v‖^2 6 c‖rot v_t‖ + ‖f‖ ‖v_t‖ 6

6 –_{2 ‖rot vt‖2 +} c^2_2

–^{+ 1}2^{‖vt‖2 + 1}2^{‖f‖2.}

(2.16)

Posle privedeniØ podobnyh qlenov i integrirovaniØ poluqim ocenku ‖v_t‖_{L2(QT )} + ‖rot v_t‖_{L2(QT )} 6 c, (2.17) gde c zavisit ot M_1(T ) iz (2.14) i ‖f‖_{L2 (QT )}, a Q_T = Ω × (0, T ).

144 O. A. LADYȷENSKA˚

Krome fftogo, iz (2.15) vyvoditsØ i ocenka max t∈[0,T ] ‖rot v_t(t)‖ 6 c (2.18)

s maßorantoæ c, zavisØweæ ot M_1(T ) i normy ‖f‖_{L2,∞(QT )} funkcii f v L_∞(0, T ; L_2(Ω; R^m)). DlØ ee poluqeniØ nado tretiæ qlen levoæ qasti perenesti napravo i zamenit~ ego maßorantoæ ν‖rot v_t‖‖rot v‖ 6 –_4 ‖rot v_t‖^2 +^{ν2}– ‖rot v‖^2. Ostal~nye qleny pravoæ qasti oceniva¸tsØ tak ße, kak i vyxe.

Kak otmeqeno vyxe, ocenki (2.14), (2.17) i (2.18) spravedlivy i dlØ galerkinskih priblißeniæ v^N , N = 1, 2, . . ., vyqislennyh po sisteme sobstvennyh funkciæ {φ^{(k)}}^∞_{k=1} . �togo vpolne dostatoqno, qtoby poluqit~ obobwennoe rexenie v zadaqi, kak predel~nu¸ toqku dlØ mnoßestva priblißeniæ v^N , N = 1, 2, . . ., i dokazat~ teoremu:

Teorema 2.1. Zadaqa (1.1k) i (2.1k), k = 1, 2, pri v^0 ∈^∘J^2_{(n,r)}(Ω),

f ∈ L_2(Q_T ; R^m) i m = 2 ili 3 imeet po kraæneæ mere odno

obobwennoe rexenie v, prinadleßawee L_∞(0, T ;^∘J^2_{(n,r)}(Ω)) s v_t iz

L_2(0, T ;^∘J^1_{(n)}(Ω)). DlØ nego verny ocenki (2.14) i (2.17).

�ta teorema, po-suwestvu, dokazana A. P. Oskolkovym v obzore [3] ego rezul~tatov po razliqnym zadaqam gidrodinamiki. V [3] imeetsØ odna oploxnost~: napisano, qto neravenstva (0.11)–(0.13) (u nas ffto neravenstva (2.3_k, k=1,2,3) spravedlivy dlØ proizvol~nyh fflementov v iz H^s_n(Ω), s = 1, 2. Na samom ße dele dlØ ih spravedlivosti nado na v naloßit~ to ili inoe dopolnitel~noe ograniqenie, naprimer, solenoidal~nost~ v. No imenno tol~ko k takim fflementam v (fflementam iz J^s_{(n)}(Ω) v oboznaqeniØh [3]) avtor i primenØet (0.11)–(0.13).

V [3] imeetsØ ewe odna teorema (teorema 4.2), otnosØwaØsØ k zadaqe (1.1_k), (2.1_k), m = 2, 3. V neæ utverßdaetsØ naliqie bolee gladkogo rexeniØ v(x, t) dlØ t ∈ [0, T ], no pri uslovii “malosti” dannyh f i v^0, ili ego suwestvovanie na malom intervale [0, T^∗], esli f i v^0 “ne maly.” Edinstvennost~ takih rexeniæ dokazana v bolee rannih rabotah A. P. Oskolkova [4, 5]. Pravda, v [4, 5] rassmotreno vmesto (2.1_k) uslovie prilipaniØ: v|_{∂Ω} = 0, no ffto razliqie v voprosah edinstvennosti nesuwestvenno.

O GLOBAL^NO` ODNOZNAQNO` RAZREXIMOSTI 145 Moßno pokazat~, qto v usloviØh teoremy 2.1 dlØ f ∈ L_∞(0, T ; L_2(Ω; R^m)) spravedliva i ocenka (2.18), ponimaema kak i (2.14) vyxe, v smysle vraimax_{t∈[0,T ]} i ne max_{t∈[0,T ]}.

V sledu¸wem paragrafe my dokaßem, qto v sluqae m = 2 obobwennoe rexenie v, garantirovannoe teoremoæ 2.1, edinstvenno.

§3. Edinstvennost~ obobwennyh rexeniæ dlØ dvumernyh zadaq

Obobwennoe rexenie v, garantirovannoe teoremoæ 2.1, udovletvorØet sisteme (1.1_1) v forme integral~nogo toßdestva, kotoroe, kak izvestno, moßno zapisat~ po-raznomu. Nam udobno vzØt~ ego v vide nabora ravenstv ( v(t), φ^{(k)} ) + –^(rot v(t), rot φ^{(k))} −^(v^0, φ^{(k))} − –^(rot v^0, rot φ^{(k))} + + t∫ 0 [( −v(τ ) + –Δv(τ ), v(τ ) · ∇φ^{(k)} ) + ν ( rot v(τ ), rot φ^{(k)} ) ] dτ =

= t∫ 0 ( f(τ, φ^{(k)} ) dτ, k = 1, 2, . . . , ∀ t ∈ [0, T ]. (3.1)

Galerkinskie priblißeniØ v^N (x, t) =^N ∑ k=1 c^N_k (t)φ^{(k)}(x) udovletvo-

rØ¸t (3.1) dlØ k = 1, 2, . . . , N . Dokaßem taku¸ teoremu edinstvennosti:

Teorema 3.1. V sluqae Ω ⊂ R^2 funkciØ v ∈ L∞(0, T ;^∘J^2_{(2,r)}), udovle-

tvorØ¸waØ ravenstvam (3.1), edinstvenna.

Predpoloßim, qto imeetsØ dve takih funkcii: v^′ i v^{′′}. Pred-

stavim ih raznost~ u v vide: u(x, t) =^∞ ∑ k=1 b_k(t)φ^{(k)}(x) i oboznaqim

qerez u^{(l)}(x, t) summu^l ∑ k=1 b_k(t)φ^{(k)}(x). Raznost~ ravenstv (3.1) dlØ

v^′ i v^{′′} daet dlØ u sootnoxeniØ d dt b_k(t)(1 + –λ_k) + νλ_kb_k(t) =

146 O. A. LADYȷENSKA˚ = ( u(t) − –Δu(t), v^′(t) · ∇φ^{(k)} ) + (3.2) + ( v^{′′}(t) − –Δv^{′′}(t), u(t) · ∇φ^{(k)} ) , k = 1, 2, . . . , spravedlivye dlØ poqti vseh t iz [0, T ]. UmnoßaØ (3.2) na b_k(t) i skladyvaØ rezul~taty po k ot 1 do l, poluqim sootnoxenie 1 2 d dt ( ‖u^{(l)}‖^2 + –‖rot u^{(l)}‖^2 ) + ν‖rot u^{(l)}‖^2 = = ( u − –Δu, v^′ · ∇u^{(l))} +^(v^{′′} − Δv^{′′}, u · ∇u^{(l))} . (3.3) Pervyæ qlen pravoæ qasti predstavim v vide ( u − –Δu, v^′ · ∇u^{(l))} = (u − –Δu, v^′ · ∇u) + + ( u − –Δu, v^′ · ∇(u^{(l)} − u)^) = (3.4) = –^(rot u, v^′_{kx1} u2x_k − v^′_{kx2} u1x_k^)+^(u−–Δu, v^′ ·∇(u^{(l)} −u)^) .

�to predstavlenie podstavim v (3.3) i rezul~tat prointegriruem po t. �to daet 1 2 ( ‖u^{(l)}(t)‖^2 + –‖rot u^{(l)}(t)‖^2 ) + ν t∫ 0 ‖rot u^{(l)}(τ )‖^2 =

= t∫ 0 –^(rot u, v^′_{kx1} u2x_k − v^′_{kx2} u1x_k^) dτ + + t∫ 0 ( u − –Δu, v^′ · ∇(u^{(l)} − u)^) +^{t∫}_0^(v^{′′} − Δv^{′′}, u · ∇u^{(l))} dτ. (3.5) V silu predpoloßeniØ v^′, v^{′′} ∈ L_∞(0, T ;^∘J^2_{(n,r)}(Ω)) i svoæstv razloßeniæ po sobstvennym funkciØm {φ^{(k)}}, imeem

‖u(t)‖^2 = ∞∑ k=1 b^2_k(t) 6 c, ‖rot u(t)‖^2 = ∞∑ k=1 b^2_k(t)λ_k 6 c i

‖Au(t)‖^2 = ∞∑ k=1 b^2_k(t)λ^2_k 6 c.

O GLOBAL^NO` ODNOZNAQNO` RAZREXIMOSTI 147 BlagodarØ im pri l → ∞ vtoroæ integral pravoæ qasti (3.5)

stremitsØ k nul¸, a tretiæ k integralu^t ∫ 0 (v^{′′} − –Δv^{′′}, u · ∇u)dτ . Pofftomu iz (3.5) moßno sdelat~ takoæ vyvod:

‖u_x(t)‖^2 6 c_1‖rot u(t)‖^2 6

6 c2

t∫ 0 ∫ Ω |u_x|^2 |v^′_x| dx dt + t∫ 0 ‖u · ∇u‖dτ . (3.6)

Qtoby sdelat~ ots¸da zakl¸qenie u ≡ 0, vospol~zuemsØ izvestnymi i fflementarno dokazyvaemymi neravenstvami:

max_{x∈K} | P_N φ(x) | 6 c (ln N )^{1/2} ‖φ‖_W 1_{2 (K)}, (3.7_1)

‖Q_N φ‖_{2,K} 6 cN^{−1}‖φ‖_W 1_{2 (K)}, (3.7_2)

max_{x∈K} | Q_N φ(x) | 6 cN^{−1}‖φ‖_W 2_{2 (K)}, (3.7_3)

spravedlivymi dlØ l¸boæ funkcii φ, zadannoæ v kvadrate K ⊂

R^2, udovletvorØ¸weæ usloviØm periodiqnosti i prinadleßa-

weæ tomu W^m_2 (K), kotoroe ukazano v pravoæ qasti sootvetstvu¸- wego neravenstva. V (3.7_k) P_N φ est~ otrezok klassiqeskogo rØda Fur~e dlØ φ, vzØtyæ po znaqeniØm (k_1, k_2), udovletvorØ¸wim neravenstvu |k| = √ k^2_1 + k^2 < N , a Q_N φ = φ − P_N φ. PostoØnnye c v (3.7_k) zavisØt tol~ko ot razmera K. Iz (3.7_k) izvestnym obrazom (sm., naprimer, [8]) vyvodØtsØ analogiqnye neravenstva dlØ funkciæ, zadannyh v proizvol~noæ ograniqennoæ oblasti Ω ⊂ R^2 s ne oqen~ plohoæ graniceæ. Budem oboznaqat~ ih temi ße nomerami (3.7_k) k = 1, 2, 3. BlagodarØ (3.7_1) i (3.7_2) i ocenke (2.14) dlØ v^′ max_{x∈Ω} | P_N v^′_{ixk} (x, t) | 6 c (ln N )^{1/2} , (3.81) a ‖Q_N v^′_{ixk} ‖_{2,Ω} 6 cN^{−1} (3.8_2)

s kontroliruemymi c. �ti neravenstva ispol~zuem dlØ ocenki

148 O. A. LADYȷENSKA˚ pervogo qlena pravoæ qasti (3.6): t∫ 0 ∫ Ω |u_x|^2 |v^′_x|dxdτ 6 t∫ 0 ∫ Ω |u_x|^2 ( |P_N v^′_x| + |Q_N v^′_x| ) dxdτ 6

6 c(ln N )^{1/2 ∫}

Q_t |u_x|^2dxdτ + t∫ 0 ‖u_x‖^2_{4,Ω} ‖Q_N v^′_x‖dτ 6

6 c(ln N )^{1/2}

t∫ 0 |u_x|^2dτ + cN^{−1} t∫ 0 c_1‖u_{xx}‖^2dτ 6

6 c(ln N )^{1/2}

t∫ 0 |u_x|^2dτ + c_2N^{−1}, t 6 T.

Vtoroæ qlen pravoæ qasti (3.6) ocenim, ispol~zuØ (3.7_1) i (3.7_3), tak: t∫ 0 ‖u · ∇u‖fτ 6 t∫ 0 ‖(P_N u + Q_N u) · ∇u‖ dx 6

6 c(ln N )^{1/2}

t∫ 0 |u_x|^2dτ + c_2N^{−1}.

PodstavlØØ ffti ocenki v (3.6), poluqim dlØ y(t) ≡ ‖u_x(t)‖^2 neravenstvo y(t) 6 c_3(ln N )^{1/2} t∫ 0 y(τ )dτ + c_4N^{−1}, t ∈ [0, T ]. (3.9) SqitaØ N > 3, zamenim ego bolee grubym neravenstvom y(t) 6 c_3 ln N t∫ 0 y(τ )dτ + c_4N^{−1}.

IntegriruØ ego, poluqim y(t) 6 c_4N^{−1+c3t}.

O GLOBAL^NO` ODNOZNAQNO` RAZREXIMOSTI 149 Tak kak ono verno pri vseh N > 3, to ots¸da sleduet, qto y(t) ≡ 0 dlØ t ∈ [0, t_1], t_1 < c^{−1}_3 . PrimenØØ fftot vyvod k y(t) posledovatel~- no na otrezkah [t_1, 2t_1], [2t_1, 3t_1] i t.d. ubedimsØ, qto y(t) ≡ 0 na vsem [0, T ]. Teorema 3.1 dokazana.

SituaciØ, s kotoroæ my stolknulis~ pri dokazatel~stve teoremy edinstvennosti, shodna s toæ, kotoraØ vstretilas~ pri issledovanii dvumernyh uravneniæ �ælera dlØ nesßimaemyh ßidkosteæ (sm. V. I. ıdoviq [11] i drugie ego raboty) i dokazatel~stve teorem edinstvennosti dlØ obobwennyh rexeniæ nestacionarnyh zadaq teorii oboloqek (sm. V. I. Sedenko [12] i drugie ego raboty). Vo vseh fftih zadaqah “qut~-qut~” ne hvataet informacii o gladkosti rexeniØ dlØ togo, qtoby vospol~zovat~sØ davno otrabotannymi metodami (naprimer, lemmoæ Granuola). V ukazannyh sluqaqaØh “ne hvataet” ograniqennosti vloßeniØ W^1_2 (Ω), Ω ⊂ R^2, v L_∞(Ω).

V sledu¸wem paragrafe my snova vstretimsØ s fftoæ “nehvatkoæ” i preodoleem ee s pomow~¸ (4.3).

§4. Suwestvovanie bolee gladkih rexeniæ

Pokaßem, qto pri m = 2 moßno ocenit~ normu v i v_t v W^l_2(Ω) s l¸bym l qerez dannye zadaqi. DlØ ocenki normy v v W^3_2 (Ω) ispol~zuem ffkvivalentnost~ integralov ‖Δrot v‖ i ‖v‖_W 3_{2 (Ω)} dlØ

l¸boæ v ∈^∘J^2_{(n,r)}(Ω) ∩ W^3_2 (Ω), toqnee neravenstva

c_1‖v‖_W 3_{2 (Ω)} 6 ‖Δrot v‖ 6 c_2‖D^3_xv‖. (4.1)

Levoe, netrivial~noe neravenstvo sleduet iz vtorogo osnovnogo neravenstva ‖u‖_W 2_{2 (Ω)} 6 c‖Δu‖_{2,Ω}, spravedlivogo dlØ l¸boæ u ∈ W^2_2 (Ω) i ravnoæ nul¸ na ∂Ω ([7], sm. takße [8]) i izvestnyh svoæstv operatora rot :

‖u‖_W l_{2(Ω)} 6 c(l)‖rot u‖_W l−1_{2 (Ω)} (4.2)

dlØ l¸byh u ∈^∘J^2_{(n)}(Ω) ∩ W^l_2(Ω).

Krome fftogo nam ponadobitsØ sugubo dvumernoe neravenstvo

max_{x∈Ω} |u(x)| 6 M_1 ln [ M_2 + M_3‖Δu‖ ] , M_2 > 1, (4.3)

spravedlivoe dlØ l¸boæ u ∈ W^2_2 (Ω), Ω ⊂ R^2, [11]. V nem veliqiny M_k opredelØ¸tsØ Ω i ‖u‖_W 1_{2 (Ω)}. Ono i ego mnogomernye analogi

150 O. A. LADYȷENSKA˚ vyvodØtsØ na osnove izvestnyh teorem vloßeniØ W^l_p(Ω) v L_q(Ω), no s pravil~nym uqetom zavisimosti rosta maßorant v nih ot parametrov n, l, p i q.

Primenim operator rot k obeim qastØm (1.1_1). �to dast uravnenie

∂_t(rot v − –Δrot v) + v · ∇(rot v − –Δrot v) − j_1 − νΔrot v = rot f, (4.4) gde j_1 = – (v_{kx1} Δv_{2xk} − v_{kx2} Δv_{1xk} ) .

Umnoßim (4.4) skalØrno na −Δrot v i rezul~tat preobrazuem k vidu

–_2 d_{dt‖Δrot v‖2 + ν‖Δrot ‖2 =}

= (rot v_t + v · ∇rot v − j_1 − rot f, Δrot v) ≡ j_2.

(4.5)

Pravu¸ qast~ j_2 ocenim, ispol~zuØ neravenstvo Koxi i (2.14), sledu¸wim obrazom:

|j_2| 6 ( ‖rot v_t‖ + max_Ω |v|‖∇rot v‖+

+– max_Ω |vx|‖Δvx‖ + ‖rot f‖^)‖Δrot v‖ 6

6 (c + ‖rot f‖) ‖Δrot v‖ + c– max_Ω |vx|‖Δrot v‖^2.

(4.6)

DlØ ocenki max_Ω |v_x(x, t)| vospol~zuemsØ (2.14) i neravenstvami (4.1)–(4.3). Oni da¸t neravenstvo

max_Ω |v_x(x, t)| 6 c_1 ln [ c_2 + c_3‖Δrot v(t)‖ ] , c_2 > e, (4.7)

s kontroliruemymi nami c_k. BlagodarØ (4.6) i (4.7) iz (4.5) sleduet dlØ y(t) ≡ (‖Δrot v(t)‖^2 + 1)^{1/2} neravenstvo

–_2 d_{dt y(t)} 6_{cc1}–_{y(t) ln [ c2 + c3 y(t) ] + c4(t), (4.8)}

gde c_4(t) = c + ‖rot f(t)‖ iz (4.6). DlØ z(t) ≡ c_2 + c_3y(t) iz (4.8) sleduet neravenstvo dz z ln z 6 [ 2cc_1 + 2 –^{c3c4(t)} ] dt,

O GLOBAL^NO` ODNOZNAQNO` RAZREXIMOSTI 151 integriruØ kotoroe, poluqim ocenku dlØ z(t)

z(t) = c_2 + c_3y(t) 6

6 exp^{ ln z(0) · exp^[ 2cc1t +^2– c3

t∫ 0 c_4(τ ) dτ ]} . (4.9)

Ots¸da i (4.1) sleduet ocenka max t∈[0,T ] ‖v(t)‖_W 3_{2 (Ω)} 6 c (4.10)

s maßorantoæ c, zavisØweæ ot ‖v^0‖_W 3_{2 (Ω)} i ‖rot f‖_{L2(QT )}, a takße ot bolee slabyh norm v^0 i f, ukazannyh v §2.

Ocenki vseh bolee sil~nyh norm v i v_t privodØtsØ prowe, ibo poluqennye ocenki (2.14), (2.18) i (4.10) pozvolØ¸t rabotat~ s (1.1_1) kak s lineænoæ sistemoæ, rassmatrivaØ mnoßitel~ v vo vtorom qlene kak kofffficient, dlØ kotorogo nam izvestny ocenki dostatoqno sil~nyh norm. V qastnosti ocenka max t∈[0,T ] ‖v_t(t)‖_W 2_{2 (Ω)} 6 c (4.11)

vyvoditsØ iz ravenstva, poluqaemogo iz (1.1_1), skalØrno umnoßennogo na −Δv_t.

Rez¸miruØ sdelannoe, moßno skazat~, qto my rassmatrivaem zadaqu (1.1_k), (2.1_k) kak zadaqu Koxi dlØ operatornogo uravne- niØ ∂_t(v + –Av) + P_{∘J} [ v · ∇(v + –Av) ] + νAv = P_{∘J} f,

v(·, t) ∈^∘J^2_{(n,r)}(Ω), v | t=0 = v^0,

(4.12)

v kotorom P∘_J est~ ortoproektor iz L_2(Ω, R^m) na^∘J(Ω), a operator A opredelen v (2.7).

Posle togo, kak zadaqa (4.12) rexena, my moßem naæti davlenie p, ispol~zuØ polnu¸ sistemu (1.1_1).

V zakl¸qenie nado skazat~, qto qast~ rezul~tatov rabot [4] i [5] A. P. Oskolkova, kasa¸waØsØ apriornyh ocenok i razreximosti sistemy (1.1_k) pri kraevom uslovii v|_{∂Ω} = 0, nußdaetsØ v revizii. V fftih voprosah on ispol~zoval approksimaci¸, kotoraØ nekorrektna kak dlØ (1.1_k), tak i dlØ sistemy Nav~e– Stoksa. On vzØl ee iz moeæ raboty [13] 50h godov, utverßdenie

152 O. A. LADYȷENSKA˚ kotoroæ nosØt uslovnyæ harakter i kotoraØ davno byla zabrakovana mno¸. Ona byla vypolnena do pervogo bezuslovnogo rezul~tata [14] po global~noæ odnoznaqnoæ razreximosti pervoæ naqal~no-kraevoæ zadaqi dlØ uravneniæ Nav~e–Stoksa (sluqaæ dvuh prostranstvennyh peremennyh) i zadolgo do opisaniØ korrektnyh kraevyh usloviæ dlØ sistemy Stoksa i ee obobweniæ.

Rabota vypolnena pri podderßke RFFI, grant ˝ 96-01- 00824, i INTAS, grant ˝ 94-1376.

Literatura 1. L. I. Sedov, Mehanika sploxnoæ sredy. T. 2, M., Nauka, (1970). 2. L. S. Art¸xkov, Dinamika nen~¸tonovskih ßidkosteæ. L., (1979). 3. A. P. Oskolkov, Naqal~no-kraevye zadaqi s kraevym usloviem proskal~-

zyvaniØ dlØ modificirovannyh uravneniæ Nav~e–Stoksa. — Zap. nauqn.

semin. POMI 213 (1994), 93–115.

4. A. P. Oskolkov, O razreximosti v celom pervoæ kraevoæ zadaqi dlØ od-

noæ kvazilineænoæ sistemy 3-go porØdka, vstreqa¸weæsØ pri izuqenii dvißeniØ vØzkoæ ßidkosti. — Zap. nauqn. semin. LOMI 27 (1972),

145–160.

5. A. P. Oskolkov, O edinstvennosti i razreximosti v celom kraevyh za-

daq dlØ uravneniæ dvißeniØ vodnyh rastovorov polimerov. — Zap. na-

uqn. semi. LOMI 38 (1973), 98–136.

6. A. P. Oskolkov, O nestacionarnyh teqeniØh vØzko-uprugih ßidkosteæ.

— Tr. Mat. in-ta AN SSSR 159 (1983), 101–131.

7. O. A. LadyßenskaØ, SmexannaØ zadaqa dlØ giperboliqeskogo uravneniØ.

M., Gostehizdat, (1953).

8. O. A. LadyßenskaØ, Kraevye zadaqi matematiqesklæ fiziki. M., Nauka.

(1973).

9. O. A. LadyßenskaØ, Matematiqeskie voprosy dinamiki vØzkoæ nesßi-

maemoæ ßidkosti. M., GIFML, (1961); (vtoroe izdanie, M., Nauka,

1970).

10. O. A. LadyßenskaØ, Ob integral~nyh ocenkah i shodimosti priblißen-

nyh metodov dlØ lineænyh fflliptiqeskih operatorov. — Vestnik LGU

7 (1958), 60–69.

11. V. N. ıdoviq, DvumernaØ zadaqa o protekanii ideal~noæ nesßimaemoæ

ßidkosti. — Mat. sb. 64, No. 4 (1964), 562–588.

12. V. N. Sedenko, Teorema edinstvennosti obobwennogo rexeniØ naqal~no-

kraevoæ zadaqi nelineænoæ teorii kolebaniæ pologih oboloqek s maloæ inercieæ prodol~nyh peremeweniæ. — Mehanika tverdogo tela 6 (1991),

142–150.

O GLOBAL^NO` ODNOZNAQNO` RAZREXIMOSTI 153 13. O. A. LadyßenskaØ, O nestacionarnyh uravneniØh Nav~e–Stoksa. — Vestnik LGU, seriØ mat., meh.6 astr. No. 19 (1958), 9–18.

14. O. A. LadyßenskaØ, Rexenie “v celom” kraevoæ zadaqi dlØ uravneniæ Na-

v~e–Stoksa v sluqae dvuh prostranstvennyh peremennyh. — DAN SSSR

123 (1958), 427–429.

Ladyzhenskaya O. A. On a global unique solvability of some twodimensional problems for the water solutions of polymers.

A global unique solvability of the two-dimensional unitial boundary value problem with some slip-boundary conditions for a quasilinear system describing the flows of weak water solutions of polymers is proved. It is noted that for this system a global unique solvability of the Cauchy problem and the initial boundary problem with the periodic boundary conditions are proved in a similar way.

Postupilo 12 fevralØ 1996 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im.V. A. Steklova RAN