N. V. Hmylko O PON˚TII TOQNOSTI BITOPOLOGIQESKIH RASXIRENI`

1. Postanovka problemy. V teorii rasxireniæ topologiqe-

skih prostranstv estestvennymi ob¨ektami ØvlØ¸tsØ strogie i odnovremenno toqnye rasxireniØ. Pri fftom rasxirenie (X0, τ 0) nazyvaetsØ strogim (po Stonu) rasxireniem topologiqeskogo prostranstva (X, τ ), esli τ 0-zamykaniØ vseh podmnoßestv mnoßestva X obrazu¸t bazu τ 0-zamknutyh mnoßestv. Rasxirenie (X0_{, τ} 0_) nazyvaetsØ toqnym (po Ivanovu) rasxireniem topologiqeskogo prostranstva (X, τ ), esli dlØ l¸byh dvuh ne sovpada- ¸wih toqek x, y v X0, iz kotoryh hot~ odna ne prinadleßit X, naædetsØ v X mnoßestvo F takoe, qto τ 0-zamykanie fftogo mnoßestva soderßit odnu iz fftih toqek i ne soderßit drugu¸ (v fftom sluqae govorØt, qto toqki x i y topologiqeski razliqimy iz X, a mnoßestvo F 0 = τ 0 − clF – razliqa¸wee ffti toqki mnoßestvo).

Pri perehode ot teorii rasxireniæ topologiqeskih prostranstv k teorii rasxireniæ bitopologiqeskih prostranstv situaciØ svØzannaØ s fftimi ponØtiØmi neskol~ko usloßnØetsØ. Pravda ponØtie strogosti rasxireniæ perenositsØ iz topologiqeskoæ teorii v bitopologiqesku¸ dovol~no prosto. DlØ prostoty my budem zdes~ rassmatrivat~ tol~ko takie rasxireniØ (X0, β0) bitopologiqeskih prostranstv (X, β), dlØ kotoryh (X0_{× X}0_{, β}0_) ØvlØetsØ rasxireniem topologiqeskogo prostranstva (X × X, β). Rasxirenie (X0, β0) my budem nazyvat~ strogim rasxireniem bitopologiqeskogo prostranstva (X, β), esli

(X0_{×X}0_{, β}0_) ØvlØetsØ strogim rasxireniem topologiqeskogo prostranstva (X ×X, β). Odnako ponØtie toqnosti rasxireniØ perenositsØ na bitopologiqeskie prostranstva ne stol~ trivial~no. OsnovnaØ trudnost~ svØzana zdes~ s nevozmoßnost~¸ neposredstvennogo perenosa topologiqeskoæ razliqimosti toqek na bitopologiqeskie prostranstva. Delo v tom, qto v bitopologiqeskoæ situacii razliqaemye toqki prinadleßat osnovnomu mnoßestvu X0, a_β0-zamykaniØ ØvlØ¸tsØ podmnoßestvami mnoßestva_X0_{× X}0 i pofftomu ne mogut byt~ razliqa¸wimi ffti toqki mnoßestvami. 230

O PON˚TII TOQNOSTI 231

Neobhodimo, v svØzi s fftim, libo ustanovit~ kakoe-to pravilo postroeniØ po bitopologiqeskim strukturam β i β0 sistemy razliqa¸wih podmnoßestv mnoßestva X0 libo ustanovit~ kakoe-to pravilo sopostavleniØ kaßdoæ toqke x ∈ X0 nekotorogo mnoßestva C_x ⊂ X0 × X0 i proceduru razliqeniØ fftih mnoßestv.

2. Toqnost~ strogih rasxireniæ. PonØtie strogosti i po-

nØtie toqnosti rasxireniæ topologiqeskih prostranstv nezavisimy, suwestvu¸t strogie ne toqnye rasxireniØ i, naoborot, ne strogie toqnye rasxireniØ. Moßno zametit~, odnako, qto v klasse strogih rasxireniæ topologiqeskih prostranstv ponØti¸ toqnosti rasxireniæ moßno pridat~ kategornyæ harakter, a imenno okazyvaetsØ spravedlivym sledu¸wee utverßdenie.

Teorema. Esli (X0, τ 0) ØvlØetsØ strogim rasxireniem topologi-

qeskogo prostranstva (X, τ ), to ono budet toqnym rasxirenim togda i tol~ko togda, kogda dlØ l¸boæ pary ne sovpada¸wih toqek x ∈ X0, y ∈ X0, iz kotoryh hot~ odna ne prinadleßit X, invol¸- ciØ φ_{x,y}, menØ¸waØ mestami ffti toqki i ostavlØ¸waØ na meste ostal~nye toqki, ne budet nepreryvnym otobraßeniem.

Dokazatel~stvo. Pust~ (X0, τ 0) – strogoe rasxirenie topologi-

qeskogo prostranstva (X, τ ), x ≠ y – toqki iz X0, iz kotoryh hot~ odna ne prinadleßit X. Pust~, dlØ opredelennosti, y /∈ X. Nam dostatoqno dokazat~, qto otobraßenie φ_{x,y} ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeniem togda i tol~ko togda, kogda toqki x i y topologiqeski nerazliqimy iz X. Predpoloßim, qto toqki x i y topologiqeski nerazliqimy iz X. V fftom sluqae oni budut topologiqeski nerazliqimy i v X0, to est~ kaßdoe τ 0-zamknutoe mnoßestvo libo soderßit obe ffti toqki libo ne soderßit ni odnu iz nih. No togda φ_{x,y} = φ�^1_{x,y} perevodit kaßdoe τ 0-zamknutoe mnoßestvo v sebØ i potomu ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeni- em. Predpoloßim, teper~, qto φ_{x,y} – nepreryvnoe otobraßenie.

˚vlØØs~ invol¸cieæ, φ_{x,y} budet v fftom sluqae gomeomorfizmom. Togda iz y ∈ τ 0 − clF sleduet x = φ_{x,y}(y) ∈ τ 0 − clF . Deæstvitel~- no, esli dopustit~, qto x /∈ τ 0 − clF pri y /∈ X, to φ_{x,y}F = F . Togda mnoßestvo τ 0 − cl(φ_{x,y}F ) = τ 0 − clF soderßit toqku y i ne soderßit toqku x. V to ße vremØ iz nepreryvnosti φ_{x,y} sleduet τ 0_{− cl(φx,yF ) = φx,y(τ} 0_{− clF ) = (τ} 0_{− clF ) \ {y} ∪ {x}}. Tak kak mnoßestva vida τ 0 − clF , gde F ⊂ X obrazu¸t bazu zamknutyh mnoßestv prostranstva (X0, τ 0), to l¸boe τ 0-zamknutoe

232 N. V. HMYLKO

mnoßestvo v X0, soderßawee toqku y, budet soderßat~ toqku x. No togda verno i obratnoe: l¸boe τ 0-zamknutoe mnoßestvo v X0, soderßawee toqku x, budet soderßat~ toqku y. �to sleduet iz togo, qto para toqek x i y prinadleßit nekotoromu mnoßestvu

A ⊂ X0 togda i tol~ko togda, kogda ona prinadleßit mnoßestvu φ_{x,y}A. Toqka y prinadleßit mnoßestvu φ_{x,y}(τ 0 − clF ), sledova-

tel~no, x ∈ φ_{x,y}(τ 0 −clF ), znaqit x, y ∈ τ −cl F . Tak kak mnoßestva vida τ 0 − clF , gde F ⊂ X, zamknuty, toqki x i y topologiqeski nerazliqimy iz X. Teorema dokazana.

�ta teorema pozvolØet rassmatrivat~ v kaqestve trivial~nogo obobweniØ na bitopologiqeskie prostranstva ponØtiØ toqnosti strogogo rasxireniØ sledu¸wee opredelenie.

Strogoe rasxirenie (X0, β0) bitopologiqeskogo prostranstva

(X, β) nazyvaetsØ ego toqnym rasxireniem, esli dlØ l¸boæ pa-

ry ne sovpada¸wih toqek x ∈ X0, y ∈ X0, iz kotoryh hot~ odna ne prinadleßit X, invol¸ciØ φ_{x,y}, menØ¸waØ mestami ffti toqki i ostavlØ¸waØ na meste ostal~nye toqki, ne budet binepreryvnym otobraßeniem.

Takoe ponimanie toqnosti bitopologiqeskih rasxireniæ budet estestvennym obobweniem kategornogo ponØtiØ toqnosti topologiqeskih rasxireniæ pri standartnom vloßenii kategorii topologiqeskih prostranstv i ih nepreryvnyh otobraßeniæ v kategori¸ bitopologiqeskih prostranstv i ih binepreryvnyh otobraßeniæ. �to sleduet iz togo fakta, qto otobraßenie

φ_{x,y} × φ_{x,y} nepreryvno togda i tol~ko togda, kogda nepreryvno

otobraßenie φ_{x,y}.

3. Toqnost~ ne strogih rasxireniæ. Esli (X0, τ 0) ne ØvlØ-

etsØ strogim rasxireniem topologiqeskogo prostranstva (X, τ ), to moßet okazat~sØ tak, qto dlØ l¸boæ pary ne sovpada¸wih toqek x ∈ X0, y ∈ X0, iz kotoryh hot~ odna ne prinadleßit X, invol¸ciØ φ_{x,y}, menØ¸waØ mestami ffti toqki i ostavlØ¸waØ na meste ostal~nye toqki, ne budet nepreryvnym otobraßeniem, no tem ne menee rasxirenie ne ØvlØetsØ toqnym. Vozmoßnost~ takoæ situacii podtverßdaetsØ sledu¸wim trivial~nym primerom. Primer. Pust~ X = {0}, X0 = {0, 1}, τ = {∅, X}, τ 0 = {∅, {0}, X0}. Zdes~ imeetsØ edinstvennaØ invol¸ciØ φ_{0,1}, ona ne ØvlØetsØ, oqevidno, nepreryvnym otobraßeniem, no toqki 0 i 1 ne razliqimy iz X.

O PON˚TII TOQNOSTI 233

Esli (X0, τ 0) ne ØvlØetsØ strogim rasxireniem topologiqeskogo prostranstva (X, τ ), to my moßem rassmotret~ na X0 topologiqesku¸ strukturu τ 0_0, taku¸ qto (X0, τ 0_0) ØvlØetsØ strogim rasxireniem topologiqeskogo prostranstva (X, τ ). Tak kak ponØtie toqnosti proizvol~nogo rasxireniØ opredeleno v terminah struktury τ 0_0, to rasxireniØ (X0, τ 0) i rasxirenie (X0, τ 0_0) odnovremenno toqny ili ne toqny. Tak, v rassmotrennom vyxe primere topologiqeskaØ struktura τ 0_0 trivial~na i potomu rasxireniØ (X0, τ 0) i (X0, τ 0_0) ne ØvlØ¸tsØ toqnymi rasxireniØmi.

Analogiqnyæ podhod k ponØti¸ toqnosti proizvol~nogo (ne obØzatel~no strogogo) rasxireniØ moßno ispol~zovat~ i v bitopologiqeskoæ situacii.

4. Strukturnoe opredelenie toqnosti. My rassmotreli vy-

xe kategornoe opredelenie toqnosti rasxireniæ bitopologiqeskih prostranstv. Sformuliruem na ego osnove strukturnoe opredelenie toqnosti. Estestvenno, qto pri fftom nam pridetsØ rassmatrivat~ otobraßeniØ φ_{x,y} × φ_{x,y} topologiqeskogo prostranstva X0 × X0 v sebØ, opredelennye dlØ kaßdoæ pary razliqnyh toqek x, y, iz kotoryh hot~ odna ne prinadleßit X. Problema sostoit v otyskanii strukturnogo usloviØ neobhodimogo i dostatoqnogo dlØ togo, qtoby kaßdoe takoe otobraßenie bylo nepreryvnym. Pri fftom my budem predpolagat~, koneqno, qto (X0 × X0, β0) ØvlØetsØ strogim rasxireniem topologiqeskogo prostranstva (X × X, β), pofftomu nam moßno budet ograniqit~- sØ rassmotreniem β0-zamykaniæ podmnoßestv mnoßestva X × X. Zametim teper~, qto otobraßenie φ_{x,y} × φ_{x,y} perevodit krest s centrom (x, x) v krest s centrom v (y, y) i obratno (ris. 1), ostavlØØ vse ostal~nye toqki na meste.

Teorema. Otobraßenie φx,y ×φx,y nepreryvno togda i tol~ko to-

gda, kogda β0-zamykanie kaßdogo mnoßestva F ⊂ X × X soderßit ili ne soderßit odnovremenno obe toqki iz par vida: (x, u) i (y, u), (w, x) i (w, y), (x, x) i (y, y), (x, y) i (y, x). Dokazatel~stvo. Analogiqno dokazatel~stvu teoremy p.2 s uqe-

tom togo, qto otobraßenie φ_{x,y} ×φ_{x,y} perevodit toqku (x, u) v toqku (y, u) i obratno, toqku (w, x) v toqku (w, y) i obratno, toqku

(x, x) v toqku (y, y) i obratno, toqku (x, y) toqku (y, x) i obratno.

Iz fftoæ teoremy sleduet sledu¸wee strukturnoe opredelenie toqnosti strogogo bitopologiqeskogo rasxireniØ.

234 N. V. HMYLKO

Ris. 1.

Strogoe rasxirenie (X0, β0) bitopologiqeskogo prostranstva

(X, β) ØvlØetsØ ego toqnym rasxireniem esli dlØ l¸boæ pary

ne sovpada¸wih toqek x ∈ X0, y ∈ X0, iz kotoryh hot~ odna ne prinadleßit X, β0-zamykanie nekotorogo mnoßestva F ⊂ X × X ili soderßit rovno odnu iz toqek (x, u), (y, u), ili soderßit rovno odnu iz toqek (w, x), (w, y), ili soderßit rovno odnu iz toqek (x, x), (y, y), ili soderßit rovno odnu iz toqek (x, y), (y, x).

5. UsloviØ tipa toqnosti. V formulirovku ponØtiØ toqno-

sti bitopologiqeskogo rasxireniØ vhodili toqki x, y i mno- ßestva C_x = ({x} × X0) ∪ (X0 × {x}), C_y = ({y} × X0) ∪ (X0 × {y}) (kresty fftih toqek). �ti mnoßestva dolßny byli udovletvorØt~ sootvetstvu¸wim usloviØm. PredstavlØet opredelennyæ interes rassmatrivat~ takße i ponØtiØ tipa toqnosti, v kotoryh toqkam x ∈ X sopostavlØ¸tsØ ne ih kresty, a kakie-to drugie mnoßestva C_x ⊂ X0 × X0, a pary C_x, C_y dolßny budut

O PON˚TII TOQNOSTI 235

udovletvorØt~ kakim-to drugim usloviØm. Tip toqnosti budet opredelen tipom mnoßestv C_x i tipom usloviæ nakladyvaemyh na pary C_x, C_y. Moßno, naprimer, qut~-qut~ izmenit~ ponØtie toqnosti, rassmatrivaØ dlØ toqek iz X ih kresty ne v X0 × X0, a v X × X. Moßno, takße, poloßit~ C_x = X0 × X0 dlØ vseh x ∈ X0 ili ße poloßit~ C_x = X0 × X0 dlØ vseh x ∈ X0 \ X i C_x = X × X dlØ vseh x ∈ X. V kaqestve usloviØ nakladyvaemogo na paru

C_x, C_y (kak vsegda hot~ odna iz toqek x, y ne prinadleßit X)

moßno vzØt~, naprimer, topologiqesku¸ razliqimost~ iz X × X hotØ by odnoæ pary toqek, odna iz kotoryh prinadleßit C_x, a drugaØ prinadleßit C_y. �to dovol~no slaboe uslovie. S drugoæ storony moßno potrebovat~, qtoby imela mesto topologiqeskaØ razliqimost~ iz X × X kaßdoæ takoæ pary toqek. �to oqen~ sil~noe uslovie.

Trivial~nymi primerami ØvlØ¸tsØ sledu¸wie ponØtiØ tipa toqnosti. Poloßim C_x = X0 × X0 dlØ vseh x ∈ X0. Togda moßno budet potrebovat~ topologiqesku¸ razliqimost~ iz X × X hot~ odnoæ pary toqek iz X0 × X0 ili ße (v drugom variante), topologiqesku¸ razliqimost~ kaßdoæ takoæ pary toqek.

Raznoobrazie ponØtiæ tipa toqnosti bitopologiqeskih rasxireniæ ves~ma veliko. �ti ponØtiØ moßno kombinirovat~. Pust~ Λ – nekotoroe mnoßestvo ponØtiæ tipa toqnosti, C^{(λ)}x ,

λ ∈ Λ – mnoßestvo sopostavlØemoe toqke x ∈ X0 dlØ ponØtiØ

tipa toqnosti λ, C_x – mnoßestvo poluqennoe iz C^{(λ)}x , vzØtyh po vsem λ ∈ Λ, kakoæ-to ne zavisimoæ ot x teoretiko mnoßestvennoæ operacieæ. Pri fftom na pary C_x, C_y nakladyvaetsØ uslovie, ØvlØ¸weesØ kakoæ-to ne zavisimoæ ot x logiqeskoæ kombinacieæ usloviæ, nakladyvaemyh na pary C^{(λ)}x , C^{(λ)}y dlØ kaßdogo λ ∈ Λ.

V kaqestve primera, rassmotrim kombinaci¸ gorizontal~- noæ toqnosti, vertikal~noæ toqnosti i diagonal~noæ toqnosti (vo vseh posledu¸wih opredeleniØh rassmatriva¸tsØ toqki x, y, hot~ odna iz kotoryh ne prinadleßit X).

Gorizontal~noæ toqnost~¸ budem nazyvat~ ponØtie tipa (h), dlØ kotorogo C^{(h)}x = X0 × {x}, priqem dlØ kaßdoæ pary C^{(h)}x , C^{(h)}y naædetsØ mnoßestvo F ⊂ X × X, β0-zamykanie kotorogo soderßit odnu iz toqek (x, u), (y, u) i ne soderßit drugu¸, dlØ nekotorogo u ∈ X0. Vertikal~noæ toqnost~¸ budem nazyvat~ ponØtie tipa (v), dlØ kotorogo C^{(v)}x = {x} × X0, priqem dlØ kaßdoæ pary C^{(v)}x , C^{(v)}y

236 N. V. HMYLKO

naædetsØ mnoßestvo F ⊂ X × X, β0-zamykanie kotorogo soderßit odnu iz toqek (w, x), (w, y) i ne soderßit drugu¸, dlØ nekotorogo w ∈ X0. Diagonal~noæ toqnost~¸ budem nazyvat~ ponØtie tipa (d), dlØ kotorogo C^{(d)}x = {(x, x)}, priqem dlØ kaßdoæ pary C^{(d)}x , C^{(d)}y naædetsØ mnoßestvo F ⊂ X × X, β0-zamykanie kotorogo soderßit odnu iz toqek (x, x), (y, y) i ne soderßit drugu¸.

PonØtie diagonal~noæ toqnosti moßno usilit~, esli potrebovat~ razliqa¸wie v X × X mnoßestva soderßalis~ v diagonali

Δ ⊂ X × X. Sledu¸wiæ primer pokazyvaet, qto ffto usilenie

suwestvenno.

Primer. Pust~ X = (0, 1), X0 = [0, 1]. β0 imeet predbazu zamknu-

tyh mnoßestv, sostoØwu¸ iz obyqnyh zamknutyh mnoßestv kvadrata otrezka [0,1], a takße ego diagonali Δ0 bez koneqnyh toqek ((0,0) i (1,1)). Netrudno videt~, qto my poluqili rasxirenie s diagonal~noæ toqnost~¸, no toqki (0,0) i (1,1) ne razliqimy iz Δ.

K soßaleni¸ net analogiqnoæ toqnosti, kotoraØ imela by delo s toqkami (x, y) i (y, x). Ob¨edinenie gorizontal~noæ, vertikal~noæ i diagonal~noæ toqnosteæ daet lix~ nekotoroe priblißenie k toqnosti.

Khmylko N. V. On notion of exactness of bitopological extensions. The author considers a generalization on bitopological spaces of the notion of exactness of topological extensions and some bitopological notions of exactness type.

Postupilo 25 dekabrØ 1996g. S.-Peterburgskiæ institut toqnoæ mehaniki i optiki (tehniqeskiæ universitet)