A. A. Ivanov BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA

Predislovie

�ta kniga ØvlØetsØ itogom mnogoletneæ raboty avtora po bitopologiqeskim prostranstvam. Podgotovka ee teksta byla osuwestvlena v 1994–1995 godah pri podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (granty 94–01–00914 i 95–01– 00914). V rabote nad knigoæ avtor rukovodstvovalsØ dvoØkoæ cel~¸. S odnoæ storony, bylo estestvennoe ßelanie predstavit~ svoi sobstvennye rezul~taty issledovaniæ, predprinØtyh im v raznoe vremØ v fftom napravlenii. Odnako hotelos~ takße napisat~ neqto celoe, da¸wee bolee ili menee polnoe predstavlenie ob fftoæ oblasti matematiki.

Nevozmoßno, koneqno, izloßit~ vs¸ teori¸ bitopologiqeskih prostranstv dostatoqno detal~no, ee ßurnal~naØ literatura soderßit sotni stateæ. Da v fftom i net neobhodimosti, ne vse v fftoæ literature dostoæno vnimaniØ. Koneqno vybor haraktera izloßeniØ toæ ili inoæ qasti materiala otraßaet nauqnye interesy avtora. Qto-to opisano bolee detal~no, qto-to lix~ shematiqno, a o qem-to voobwe ne upomØnuto. No delo ne tol~ko v fftom. Ime¸tsØ i ob¨ektivnye priqiny, poroßda¸wie taku¸ pristrastnost~. S naibol~ximi podrobnostØmi izlaga- ¸tsØ zdes~ osnovy obweæ teorii bitopologiqeskih prostranstv, iniciirovannoæ i dovol~no daleko prodvinutoæ samim avtorom. Imenno v fftoæ teorii voznikali i nesomnenno ewe poØvØtsØ soverxenno novye idei i metody, pofftomu ee neobhodimo nastoæqivo propagandirovat~.

Qitatel~, zainteresovavxiæsØ tem ili inym voprosom teorii bitopologiqeskih prostranstv, moßet naæti nedosta¸wie detali v stat~Øh cikla “Problematika teorii bitopologiqeskih prostranstv”, a v sluqae neobhodimosti naæti i sootvetstvu¸wie ssylki v stat~Øh cikla “BibliografiØ po bitopologiqeskim prostranstvam”. �ti stat~i opublikovany v sledu¸- wih sbornikah serii “Zapiski nauqnyh seminarov LOMI 7

8 A. A. IVANOV (POMI)”:

IssledovaniØ po topologii. 6., tom 167, (1988g.), IssledovaniØ po topologii. 7., tom 208, (1993g.), IssledovaniØ po topologii. 8., tom 231, (1995g.). V knige byli ispol~zovany i drugie sat~i avtora, opublikovannye v cikle “IssledovaniØ po topologii” Zapisok Nauqnyh Seminarov LOMI, kak neposredstvenno svØzannye s bitopologiqeskimi prostranstvami, tak i ne ime¸wie k nim, na pervyæ vzglØd, prØmogo otnoxeniØ. V tekste knigi net ssylok na ffti stat~i, no vsegda moßno ponØt~, kakie iz nih ime¸tsØ v vidu. Vot kratkie kommentarii k fftim stat~Øm.

Struktury rasxireniæ. – IssledovaniØ po topologii. Zap. Nauqn. Semin. LOMI, tom 36 (1973 g.).

Znaqitel~naØ qast~ soderßawihsØ v fftoæ stat~e rezul~tatov, otnosØwihsØ k rasxireniØm topologiqeskih prostranstv i popolneniØm ravnomernyh prostranstv, byla obobwena v knige na bitopologiqeskie prostranstva.

Detalizacii. – IssledovaniØ po topologii. Zap. Nauqn. Semin. LOMI, tom 36 (1973 g.).

Problematika, svØzannaØ s vloßeniem odnoæ kategorii v drugu¸, voznikaet i v bitopologiqeskoæ teorii. V qastnosti, v knige izuqalis~ aksiomy detalizacii (retrakcii) v bitopologiqeskoæ situacii.

Nepodvißnye toqki otobraßeniæ metriqeskih prostranstv. – IssledovaniØ po topologii 2. Zap. Nauqn. Semin. LOMI, tom 66 (1976 g.).

Material fftoæ stat~i slabo otraßen v knige, hotØ vozmoßno ego xirokoe obobwenie s cel~¸ sozdaniØ teorii nepodvißnyh toqek otobraßeniæ bimetriqeskih prostranstv.

Struktury topologiqeskogo tipa. – IssledovaniØ po topologii 3. Zap. Nauqn. Semin. LOMI, tom 83 (1979 g.). BitopologiqeskaØ teoriØ rassmatrivaetsØ v knige, kak qast~ teorii prostranstv topologiqeskogo tipa.

Sledu¸wie dve stat~i v kommentariØh ne nußda¸tsØ. Bitopologiqeskie prostranstva. – IssledovaniØ po topologii 4. Zap. Nauqn. Semin. LOMI, tom 122 (1982 g.). Bitopologiqeskie mnogoobraziØ. – IssledovaniØ po topologii 5. Zap. Nauqn. Semin. LOMI, tom 143 (1985 g.). Avtor vyraßaet nadeßdu, qto ffta kniga budet poleznoæ ne

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 9 tol~ko dlØ sloßivxihsØ specialistov, no i dlØ naqina¸wih matematikov, v tom qisle studentov, vozbudit u nih interes k teorii bitopologiqeskih prostranstv i ee priloßeniØm.

VVEDENIE 1. Odin pouqitel~nyæ primer. Preßde, qem pristupit~ k sa-

moæ teorii bitopologiqeskih prostranstv, hotelos~ by poØsnit~ qto, sobstvenno govorØ, predstavlØet iz sebØ ffta teoriØ i kakovy vozmoßnosti ee primeneniØ. Nam kaßetsØ poleznym privesti dlØ fftogo sledu¸wiæ prostoæ primer.

Primer.

Pust~ X = {x|0 < x ⩽ 1}, τ_1, τ_2 – topologiqeskie struktury na X, opredelØemye sledu¸wim obrazom:

τ_1 – obyqnaØ topologiqeskaØ struktura poluintervala (0, 1], τ_2 – obyqnaØ topologiqeskaØ struktura okrußnosti, poluqen-

noæ otoßdestvleniem koncov otrezka [0, 1].

Topologiqeskie prostranstva (X, τ_1) i (X, τ_2) ne oblada¸t svoæstvom nepodvißnoæ toqki, to est~ dlØ kaßdogo iz fftih prostranstv v otdel~nosti (poluintervala i okrußnosti) suwestvuet kakoe-to ego nepreryvnoe otobraßenie f : X −→ X v sebØ, ne ime¸wee nepodvißnoæ toqki, to est~ toqki x ∈ X, dlØ kotoroæ f(x) = x. Esli, odnako, my rassmotrim l¸boe otobraßenie f : X −→ X nepreryvnoe otnositel~no obeih topologiqeskih struktur τ_1 i τ_2 odnovremenno, to takoe otobraßenie budet imet~ nepodvißnu¸ toqku. Deæstvitel~no, pust~ f(1) ≠ 1, dokaßem, qto v fftom sluqae f-obraz mnoßestva X ØvlØetsØ ego sobstvennym podmnoßestvom, a imenno, qto emu ne prinadleßat toqki dostatoqno blizkie k toqke 0. Dopustim, qto ffto ne tak i suwestvuet v X posledovatel~nost~ (x_n), dlØ kotoroæ f(x_n) shoditsØ k 0 otnositel~no obyqnoæ topologii qislovoæ prØmoæ. Bez naruxeniØ obwnosti, perehodØ v sluqae neobhodimosti k podposledovatel~nosti, moßno sqitat~, qto (x_n) −→ x v (X, τ_2) dlØ nekotoroæ toqki x ∈ X i pofftomu f(x) = 1. No ffto nevozmoßno, tak kak posledovatel~nost~ (f(x_n)) ne shoditsØ v (X, τ_1) k toqke 1. Itak my dokazali, qto f(X) ØvlØetsØ sobstvennym podmnoßestvom okrußnosti, i potomu budet topologiqeskim otrezkom v

(X, τ_2). No togda f nepreryvno otobraßaet fftot otrezok v sebØ

i potomu imeet nepodvißnu¸ toqku.

10 A. A. IVANOV

Takim obrazom odnovremennoe rassmotrenie dvuh topologiqeskih struktur, zadannyh na odnom i tom ße mnoßestve, ili, kak govorØt, rassmotrenie bitopologiqeskogo prostranstva

(X, τ_1, τ_2) pozvolilo poluqit~ suwestvenno novyæ rezul~tat. �to

bitopologiqeskoe prostranstvo obladaet svoæstvom nepodvißnoæ toqki, v to vremØ kak topologiqeskie prostranstva (X, τ_1) i

(X, τ_2) fftim svoæstvom ne oblada¸t.

2. Vozniknovenie bitopologiqeskoæ v smysle Kelli teorii. TeoriØ bitopologiqeskih prostranstv ØvlØetsØ sravni-

tel~no molodoæ oblast~¸ topologii. Ee vozniknovenie svØzyva¸t obyqno s poØvleniem v 1963 godu raboty Kelli. V fftoæ osnovopolaga¸weæ stat~e bylo qetko sformulirovano ishodnoe ponØtie bitopologiqeskogo prostranstva, kak mnoßestva s dvumØ proizvol~no fiksirovannymi na nem topologiqeskimi strukturami. Tam ße byli privedeny i nekotorye rezul~taty, v znaqitel~noæ mere opredelivxie razvitie teorii bitopologiqeskih prostranstv na mnogie gody vpered. Spravedlivosti radi, sleduet otmetit~, qto odnovremennoe izuqenie dvuh topologiqeskih struktur, opredelennyh na odnom i tom ße mnoßestve, provodilos~ i v bolee rannih rabotah drugih avtorov. Sam termin “bitopologiqeskoe prostranstvo” byl vveden v 1957 godu Motxanom. On rassmatrival bitopologiqeskie prostranstva, kak troæki (X, τ_1, τ_2), odnako topologiqeskie struktury τ_1 i τ_2 byli u nego sil~no svØzany drug s drugom. Bolee togo, ego interesovali ne bitopologiqeskie prostranstva, kak takovye, a special~nye pary (τ_1, τ_2) topologiqeskih struktur.

Neobhodimost~ odnovremennogo izuqeniØ dvuh topologiqeskih struktur otmeqalas~ ewe v 1931 godu Vilsonom, odnako i u nego oni ne byli proizvol~nymi. U Vestona (1957 god) figurirovali uße proizvol~nye pary (τ_1, τ_2) topologiqeskih struktur, no izuqalis~ tol~ko otnoxeniØ meßdu τ_1 i τ_2 dlØ vsevozmoßnyh par topologiqeskih struktur zadannyh na proizvol~no fiksirovannom mnoßestve X. V svØzi s fftim u nego daße ne bylo special~nogo termina oboznaqa¸wego troæki (X, τ_1, τ_2).

Vo vseh fftih rabotah, vkl¸qaØ i stat~¸ Kelli, bitopologiqeskie prostranstva vystupali kak vtoriqnye ob¨ekty, estestvenno voznika¸wie pri izuqenii drugih ob¨ektov. Odnako sam fakt poØvleniØ bitopologiqeskih prostranstv v samyh raznyh, dalekih drug ot druga, teoriØh vleqet neobhodimost~ ih izuqe-

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 11 niØ, kak samostoØtel~nyh ob¨ektov, trebuet sozdaniØ sootvetstvu¸weæ teorii.

3. Estestvennost~ bitopologiqeskoæ teorii Kelli. Pros-

teæximi ob¨ektami, estestvenno poroßda¸wimi bitopologiqeskie prostranstva, ØvlØ¸tsØ razliqnye nesimmetriqnye struktury. Pust~, naprimer, d – nesimmetriqnaØ metrika, opredelennaØ na nekotorom mnoßestve X, to est~ d(x, y) ≠ d(y, x) dlØ nekotoryh toqek x, y iz X. �ta metrika opredelØet dve sistemy okrestnosteæ toqek, a imenno: U_1(x, ϵ) = {y|d(y, x) < ϵ}, x ∈ X, ϵ > 0,

U_2(x, ϵ) = {y|d(x, y) < ϵ}, x ∈ X, ϵ > 0. i, sledovatel~no, ona opredelØet dve nesovpada¸wie v obwem sluqae topologiqeskie struktury τ_1 i τ_2. Tem samym nesimmetriqnaØ metrika opredelØet bitopologiqeskoe prostranstvo

(X, τ_1, τ_2).

Proizvol~noe otnoxenie porØdka na mnoßestve X takße opredelØet bitopologiqeskoe prostranstvo. Pri fftom odna topologiqeskaØ struktura opredelØetsØ mnoßestvami A, udovletvorØ- ¸wimi uslovi¸. (x ∈ A i x ≤ y) ⇐⇒ y ∈ A drugaØ ße opredelØetsØ mnoßestvami A, udovletvorØ¸wimi uslovi¸ (x ∈ A i y ≤ x) ⇐⇒ y ∈ A. Interesna takße svØz~ bitopologiqeskih prostranstv s distributivnymi rexetkami.

Pust~ M – distributivnaØ rexetka, to est~ qastiqno uporØdoqennoe mnoßestvo, v kotorom a + b = sup{a, b} i a × b = inf {a, b} suwestvu¸t i ffti operacii distributivny. Pust~ X – mnoßestvo, sostoØwee iz vseh prostyh idealov v M , to est~ podmnoßestv p ⊂ M , dlØ kotoryh a + b ∈ p ⇐⇒ (a ∈ p ili b ∈ p), a × b ∈ p ⇐⇒ (a ∈ p i b ∈ p).

12 A. A. IVANOV

Na mnoßestve X moßno vvesti dve topologiqeskie struktury

τ_1 i τ_2, opredelØemye, sootvetstvenno, sistemoæ vseh mnoßestv vida {p|a /∈ p} i vida {p|a ∈ p}. Ewe do, tak skazat~, oficial~nogo zaroßdeniØ teorii bitopologiqeskih prostranstv byla ustanovlena svØz~ ih s bimodal~- nymi logikami. V bimodal~noæ logike ime¸tsØ dve modal~nye svØzki ♦_1 i ♦_2 – strogaØ vozmoßnost~ i, sootvetstvenno, slabaØ vozmoßnost~. Ime¸tsØ takße modal~nye svØzki □_1 i □_2 – strogaØ neobhodimost~ i slabaØ neobhodimost~, opredelØemye, sootvetstvenno, kak s ♦_1 s i s ♦_2 s, gde s – svØzka otricaniØ.

Pri postroenii bitopologiqeskoæ modeli fiksirovannoæ bimodal~noæ logiki, kaßdoæ peremennoæ sopostavlØetsØ nekotoroe podmnoßestvo fiksirovannogo mnoßestva X, otricani¸ sootvetstvuet dopolnenie, kon¨¸nkcii sotvetstvuet pereseqenie, diz¨¸nkcii – ob¨edinenie mnoßestv, svØzkam ♦_1 i ♦_2 – sootvetstvu¸t operacii zamykaniØ (voobwe govorØ, razliqnye), svØzkam □_1 i □_2 – vnutrennosti. Tem samym, model~ ØvlØetsØ bitopologiqeskim prostranstvom.

Privedennye primery, a ih koliqestvo moßno bylo by uveliqit~, ubeditel~no demonstriru¸t neobhodimost~ vvedeniØ samostoØtel~nogo ponØtiØ bitopologiqeskogo prostranstva i razvitiØ sootvetstvu¸weæ teorii. �ta teoriØ privlekla k sebe vnimanie mnogoqislennyh issledovateleæ.

4. Prostranstva topologiqeskogo tipa, bitopologiqeskie prostranstva. Soverxenno drugoæ podhod, da¸wiæ bolee ob-

wee, qem u Kelli, ponØtie bitopologiqeskogo prostranstva byl predloßen v 1979 Ivanovym. V ego stat~e rassmatriva¸tsØ tak nazyvaemye. struktury topologiqeskogo tipa. �to ponØtie vvoditsØ sledu¸wim obrazom.

Pust~ X – nekotoroe mnoßestvo, rassmatrivaemoe kak osnovnoe, X_1, X_2, . . . , X_n – kakie-to dopolnitel~nye mnoßestva. NaqinaØ s mnoßestv X, X_1, X_2, . . . , X_n moßno obrazovyvat~ novye mnoßestva, ispol~zuØ teoretiko-mnoßestvennu¸ operaci¸ obrazovaniØ proizvedeniØ dvuh mnoßestv i operaci¸ perehoda ot mnoßestva k mnoßestvu vseh ego podmnoßestv

Y_1, Y_2 → Y_1 × Y_2 = {(y_1, y_2)| y_1 ∈ Y_1, y_2 ∈ Y_2}, Y → P Y = {A|A ⊂ Y }.

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 13 PrimenØØ ffti operacii mnogokratno v l¸boæ posledovatel~- nosti my poluqaem raznoobraznye mnoßestva, sostavlØ¸wie baxn¸ (xkalu) mnoßestv nad mnoßestvom X. Proizvol~nu¸ toqku l¸bogo iz takih mnoßestv nazyva¸t (po Burbaki) strukturoæ na X. Esli vspomogatel~nyh mnoßestv net, to struktura nazyvaetsØ vnutrenneæ. Naprimer, topologiqeskaØ struktura, opredelennaØ na X, kak sovokupnost~ vseh otkrytyh mnoßestv sootvetstvu¸wego topologiqeskogo prostranstva, ØvlØetsØ toqkoæ mnoßestva P (P X).

Strukturoæ topologiqeskogo tipa na X nazyvaetsØ topologiqeskaØ struktura, opredelennaØ na kakom-nibud~ mnoßestve, prinadleßawem baxne mnoßestv nad X. Prosteæximi strukturami topologiqeskogo tipa ØvlØ¸tsØ: topologiqeskie struktury na X (obyqnye topologiqeskie struktury), bitopologiqeskie struktury na X (topologiqeskie struktury na X ×X), settopologiqeskie struktury na X (topologiqeskie struktury na P X). GovorØ v dal~neæxem o bitopologiqeskih strukturah i bitopologiqeskih prostranstvah, my budem imet~ v vidu topologiqeskie struktury na X × X i, sotvetstvenno, pary (X, β), gde β – bitopologiqeskaØ struktura na X. Takim obrazom (X × X, β) – topologiqeskoe prostranstvo, (X, β) – bitopologiqeskoe prostranstvo.

5. Razloßimye bitopologiqeskie prostranstva. Bitopolo-

giqeskoe prostranstvo (X, τ_1, τ_2) my budem nazyvat~ bitopologiqeskim v smysle Kelli prostranstvom.

PonØtie bitopologiqeskogo prostranstva, kak pary (X, β), gde β – topologiqeskaØ struktura na X × X, okazalos~ estestvennym obobweniem ponØtiØ bitopologiqeskogo v smysle Kelli prostranstva. Deæstvitel~no, zadanie bitopologiqeskogo prostranstva (X, τ_1, τ_2), gde τ_1 i τ_2 – topologiqeskie struktury na mnoßestve X, ravnosil~no zadani¸ bitopologiqeskogo prostranstva (X, τ_1 × τ_2). Takie bitopologiqeskie prostranstva

(X, β), β = τ_1 × τ_2, my budem nazyvat~ razloßimymi, tak kak

v fftom sluqae (X × X, β) = (X × X, τ_1 × τ_2) = (X, τ_1) × (X, τ_2).

V ramkah obweæ teorii bitopologiqeskih prostranstv teoriØ bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv ØvlØetsØ teorieæ razloßimyh bitopologiqeskih prostranstv.

6. Al~ternativnye opredeleniØ bitopologiqeskogo prostranstva. Bitopologiqeskoe prostranstvo ponimalos~ pervo-

14 A. A. IVANOV naqal~no, kak troæka (X, τ_1, τ_2), to est~, kak nekoe mnoßestvo X, rassmatrivaemoe vmeste s dvumØ proizvol~no fiksirovannymi na nem topologiqeskimi strukturami τ_1 i τ_2. �to i est~ opredelenie bitopologiqeskogo v smysle Kelli prostranstva. V dal~- neæxem poØvilos~ drugoe, kak okazalos~ bolee obwee, ponimanie bitopologiqeskogo prostranstva, kak pary (X, β), gde β – proizvol~no fiksirovannaØ na mnoßestve X × X topologiqeskaØ struktura. Pri takom ponimanii bitopologiqeskogo prostranstva, bitopologiqeskoe v smysle Kelli prostranstvo prevratilos~ v paru (X, τ_1 × τ_2).

Vozmoßno i drugoe ponimanie, bitopologiqeskogo prostranstva, pri kotorom beretsØ za osnovu ne mnoßestvo X a mnoßestvo

X × X. Bitopologiqeskim prostranstvom budet togda topologi-

qeskoe prostranstvo (Y, β) s dopolnitel~noæ strukturoæ predstavleniØ Y v vide kvadrata X × X kakogo-nibud~ mnoßestva X. Tak kak v obwem sluqae takoe predstavlenie ne edinstvenno, to ono deæstvitel~no ØvlØetsØ dopolnitel~noæ strukturoæ na Y .

Bitopologiqeskoe prostranstvo v fftom ponimanii budet dovol~no sloßnym ob¨ektom, a imenno (Y, β, X, j), gde j – vzaimno odnoznaqnoe otobraßenie X × X na Y .

Meßdu rassmotrennymi variantami ponØtiØ bitopologiqeskogo prostranstva net, po-suwestvu, osoboæ raznicy. V oboih sluqaØh my imeem delo s topologiqeskimi strukturami na mnoßestve X × X. Moßno, odnako, vvesti ewe odnu interpretaci¸ ponØtiØ bitopologiqeskogo prostranstva, v kotorom mnoßestvo

X × X v Øvnom vide ne figuriruet.

Pust~ (X, β) – nekotoroe bitopologiqeskoe prostranstvo,

(x_λ|λ ∈ Λ) – proizvol~naØ napravlennaØ sistema toqek v X,

(x_λ ∈ X dlØ kaßdogo λ ∈ Λ). RassmatrivaØ sistemu (x_λ|λ ∈ Λ) vmeste s nekotoroæ toqkoæ x ∈ X, my budem govorit~ o prisoedinenii (x_λ|λ ∈ Λ) k toqke x, zapisyvaØ ffto prisoedinenie v vide (x_λ|λ ∈ Λ) → x (o shodimosti k toqke x zdes~ ne moßet byt~ i

reqi, tak kak topologiqeskaØ struktura na X ne opredelena).

Pust~ (x_λ|λ ∈ Λ) → x, (y_λ|λ ∈ Λ) → y. Budem govorit~, qto sistema (y_λ|λ ∈ Λ) → y est~ rezul~tat perenosa sistemy (x_λ|λ ∈

Λ) → x iz toqki x v toqku y, esli ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y).

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 15 V fftom sluqae budem pisat~ (x_λ|λ ∈ Λ) →_{x,y} (y_λ|λ ∈ Λ). Itak, ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y) ⇐⇒ ((x_λ|λ ∈ Λ) →_{x,y} (y_λ|λ ∈ Λ)). V obwem sluqae, opredelennoe zdes~ otnoxenie perenosa ne tranzitivno, ne simmetriqno i daße ne refleksivno. V kaqestve bitopologiqeskogo prostranstva my moßem teper~ rassmatrivat~ proizvol~noe mnoßestvo X vmeste s nekotorym, opredelenym na nem, perenosom napravlennyh sistem toqek. �to sloßnoe po forme opredelenie obladaet nekotorym preimuwestvom naglØdnosti.

Suwestvovanie razliqnyh podhodov k ponØti¸ bitopologiqeskogo prostranstva pozvolØet var~irovat~ ih, vybiraØ naibolee podhodØwiæ, v toæ ili inoæ situacii, variant.

7. Al~ternativnye opredeleniØ binepreryvnogo otobraßeniØ. Kaßdomu variantu ponØtiØ bitopologiqeskogo prostran-

stva sootvetstvuet svoe ponØtie binepreryvnogo otobraßeniØ.

Ponimani¸ bitopologiqeskogo prostranstva v smysle Kelli, sootvetstvuet sledu¸wee opredelenie.

Otobraßenie f : (X, τ_1, τ_2) −→ (X^′, τ^′_1, τ^′_2) nazyvaetsØ binepreryvnym otobraßeniem, esli otobraßeniØ

f : (X, τ_1) −→ (X^′, τ^′_1) i f : (X, τ_2) −→ (X^′, τ^′_2)

nepreryvny.

Ponimani¸ bitopologiqeskogo prostranstva, kak pary (X, β) sootvetstvuet sledu¸wee opredelenie.

Otobraßenie f : (X, β) −→ (X^′, β^′) nazyvaetsØ binepreryvnym otobraßeniem, esli otobraßenie f × f : (X × X, β) −→ (X^′ × X^′, β^′) nepreryvno, (f × f)(x, y) = (f(x), f(y)).

Ponimani¸ bitopologiqeskogo prostranstva, kak pary (Y, β), gde (Y, β) – topologiqeskoe prostranstvo i Y = X × X, sootvetstvuet sledu¸wee opredelenie.

16 A. A. IVANOV

Nepreryvnoe otobraßenie f : (Y, β) −→ (Y^′, β^′) s ukazannymi na Y i Y^′ predstavleniØmi Y = X × X, Y^′ = X^′ × X^′ nazyvaetsØ binepreryvnym otobraßeniem, esli f = g × g, g : X −→ X^′.

Ponimani¸ bitopologiqeskogo prostranstva, kak mnoßestva X s fiksirovannymi na nem perenosami (x_λ|λ ∈ Λ) →_{x,y} (y_λ|λ ∈ Λ) napravlennyh sistem toqek, sootvetstvuet sledu¸wee opredelenie.

Otobraßenie f : X −→ X^′ s ukazannymi na X i X^′ perenosami napravlennyh sistem toqek nazyvaetsØ binepreryvnym otobraßeniem, esli iz (x_λ|λ ∈ Λ) →_{x,y} (y_λ|λ ∈ Λ) sleduet (f(x_λ)|λ ∈ Λ) →_{f(x),f(y)} (f(y_λ )|λ ∈ Λ). Netrudno dokazat~, qto vse ffti opredeleniØ binepreryvnosti otobraßeniæ perehodØt drug v druga pri zamene odnoæ formulirovki ponØtiØ bitopologiqeskogo prostranstva na drugu¸.

8. Osnovnye kategorii. Bitopologiqeskie prostranstva i ih

binepreryvnye otobraßeniØ obrazu¸t kategori¸ BT (Bitop), bitopologiqeskie v smysle Kelli prostranstva i ih binepreryvnye otobraßeniØ obrazu¸t kategori¸ KT (Ktop), topologiqeskie prostranstva i ih nepreryvnye otobraßeniØ obrazu¸t kategori¸ T (Top). My uslovimsØ otoßdestvlØt~ kaßdoe topologiqeskoe prostranstvo (X, τ ) s bitopologiqeskim v smysle Kelli prostranstvom (X, τ, τ ), kaßdoe bitopologiqeskoe v smysle Kelli prostranstvo (X, τ_1, τ_2) s bitopologiqeskim prostranstvom

(X, τ_1 × τ_2). Takim obrazom moßno rassmatrivat~ vkl¸qeniØ T ⊂ KT ⊂ BT. Nepreryvnoe otobraßenie f : (X, τ ) −→ (X^′, τ^′) pereædet pri fftom v binepreryvnoe otobraßenie f : (X, τ, τ ) −→ (X^′, τ^′, τ^′),

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 17 a binepreryvnoe otobraßenie

f : (X, τ_1, τ_2) −→ (X^′, τ^′_1, τ^′_2)

stanet binepreryvnym otobraßeniem

f : (X, β) −→ (X^′, β^′), β = τ_1 × τ_2, β^′ = τ^′_1 × τ^′_2.

KategoriØ T okaßetsØ polnoæ podkategorieæ kategorii KT , a ta, v svo¸ oqered~, budet polnoæ podkategorieæ kategorii BT .

9. Procedura obobweniØ teoriæ. V svØzi s vkl¸qeniØmi T ⊂ KT ⊂ BT. predstavlØetsØ estestvennym stremlenie perenesti opredeleniØ i utverßdeniØ, otnosØwiesØ k topologiqeskim prostranstvam i ih otobraßeniØm (k kategorii T ) na bitopologiqeskie v smysle Kelli prostranstva i ih otobraßeniØ (na kategori¸ KT ) i, zatem, na bitopologiqeskie prostranstva i ih otobraßeniØ (na kategori¸ BT ). PodavlØ¸waØ qast~ bitopologiqeskoæ literatury kak raz i posvØwena perenosu topologiqeskih teoriæ (T -teoriæ) na KT -kategori¸. Naqalo fftomu bylo poloßeno v upomØnutoæ vyxe stat~e Kelli 1963 goda.

�ffektivnost~ takogo perehoda obespeqivaetsØ strukturnym shodstvom topologiqeskih i bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv. V oboih sluqaØh my imeem delo s topologiqeskimi strukturami na ishodnyh mnoßestvah ili ße, sootvetstvenno, s parami takih topologiqeskih struktur. OsnovnaØ trudnost~ sostoit v perehode ot τ -formulirovok k ih (τ_1, τ_2)-formulirovkam. �tot perehod neodnoznaqen, a perebor variantov i ih analiz trebuet, podqas, znaqitel~nyh issledovaniæ. Tem ne menee, poqti vse osnovnye ponØtiØ i utverßdeniØ T -teorii byli, v koneqnom sqete, pereneseny s bol~xim ili men~xim uspehom v KT - teori¸. Sobstvenno govorØ, poqti vsØ KT -teoriØ ØvlØetsØ, poka, rezul~tatom takogo perenosa.

Sovsem inaØ situaciØ voznikaet pri popytke perenosa KT - teorii v BT -teori¸. My imeem zdes~ delo s topologiqeskimi strukturami τ_1, τ_2 na ishodnom mnoßestve X, s odnoæ storony, i s topologiqeskoæ strukturoæ β na mnoßestve X × X, s drugoæ. Moßno, koneqno, pereæti snaqala ot (τ_1, τ_2)-formulirovok k

(τ_1 ×τ_2)- formulirovkam, odnako posledu¸wiæ perehod ot τ_1 ×τ_2-

formulirovok k β-formulirovkam daleko ne oqeviden.

18 A. A. IVANOV

10. ObwaØ bitopologiqeskaØ teoriØ. ObwaØ teoriØ bitopo-

logiqeskih prostranstv voznikla faktiqeski ne kak obobwenie teorii bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv, a kak qast~ teorii prostranstv topologiqeskogo tipa. PredstavlØlos~ interesnym vyØsnit~ kakie matematiqeskie ob¨ekty moßno opisat~ temi ili inymi strukturami topologiqeskogo tipa i qto da¸t ffti opisaniØ dlØ izuqeniØ takih ob¨ektov. Sredi struktur topologiqeskogo tipa pervymi, privlekximi k sebe vnimanie, byli topologiqeskie struktury na P X. Im bylo posvØweno neskol~ko soobweniæ, a imenno na Moskovskom meßdunarodnom matematiqeskom kongresse (Moskva, 1966 god), na 5- æ vseso¸znoæ topologiqeskoæ konferencii (Novosibirsk, 1966 god), na Meßdunarodnom simpoziume po topologii i ee priloßeniØm (SFRı, Herceg-Novi, 1968 god). V fftih soobweniØh bitopologiqeskim prostranstvom nazyvalos~ prostranstvo topologiqeskogo tipa (X, ζ), gde ζ-topologiqeskaØ struktura na P X (v to vremØ avtoru ne byli izvestny raboty po bitopologiqeskim v smysle Kelli prostranstvam). Prostranstva (X, ζ) byli interesny tem, qto struktury ζ na P X mogut predstavlØt~, kak gladkie tak i kusoqno lineænye struktury na topologiqeskih mnogoobraziØh. Odnako, neskol~ko pozße, v 1979, Ivanovym bylo dokazano, qto podhodØwie topologiqeskie struktury na X×X mogut predstavlØt~ kusoqno lineænye struktury na topologiqeskih mnogoobraziØh X. Voznik interes i k takim strukturam, naqalos~ ih sistematiqeskoe izuqenie, imenno oni stali nazyvat~sØ bitopologiqeskimi strukturami.

11. Problematika bitopologiqeskoæ teorii. Problematika

teorii bitopologiqeskih prostranstv obxirna i raznoobrazna. Qast~ fftoæ problematiki imeet obwetopologiqeskoe proishoßdenie. Ona osnovana na ponØtiØh, ØvlØ¸wihsØ bolee ili menee neposredstvennymi obobweniØmi razliqnyh ponØtiæ teorii topologiqeskih prostranstv. TakaØ problematika dominiruet v KT -teorii, no zanimaet skromnoe mesto v BT -teorii. Znaqitel~no bol~xiæ interes predstavlØ¸t v BT -teorii suwestvenno bitopologiqeskie ponØtiØ, ne ime¸wie analogov v teorii topologiqeskih prostranstv. Osobyæ interes vyzyva¸t priloßeniØ bitopologiqeskih prostranstv, naprimer predstavlenie razliqnyh klassov nepreryvnyh otobraßeniæ topologiqeskih prostranstv, bitopologiqeskie mnogoobraziØ i bitopologiqe-

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 19 skie gruppy. Oni zanima¸t znaqitel~noe mesto v nastoØweæ rabote. S¸da vkl¸qena takße (v razumnyh predelah) i klassiqeskaØ teoriØ, to est~ teoriØ bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv, rassmatrivaemaØ, kak qast~ obweæ teorii.

Dopolnenie pri korrekture.

Vospol~zovavxis~ predstavivxeæsØ vozmoßnost~¸, otmetim ewe odno interesnoe i perspektivnoe napravlenie issledovaniæ. Sut~ ego sostoit v sledu¸wem.

Pust~ X – proizvol~noe topologiqeskoe prostranstvo, mnoßestvo ego toqek budem oboznaqat~ takße qerez X. Rassmotrim mnoßestvo X × X, mnoßestvo X \ X vseh nepreryvnyh otobraßeniæ X v sebØ i otobraßeniØ F : X × X −→ X, C : X −→ X \ X, svØzannye sootnoxeniem F (x, y) = G(x)(y). �to sootnoxenie opredelØet vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu vsemi otobraßeniØmi F : X × X −→ X, i vsemi otobraßeniØmi C : X −→ X \ X. My budem rassmatrivat~ vse pary F , G takih sootvetstvu¸- wih drug drugu otobraßeniæ.

L¸baØ topologiqeskaØ struktura τ na mnoßestve X × X odnoznaqno opredelØet maksimal~nu¸ topologiqesku¸ strukturu τ_∗ na mnoßestve X \ X, dlØ kotoroæ iz nepreryvnosti otobraßeniØ F sleduet nepreryvnost~ sootvetstvu¸wego otobraßeniØ G. Naoborot, l¸baØ topologiqeskaØ struktura τ na mnoßestve X \ X odnoznaqno opredelØet minimal~nu¸ topologiqesku¸ strukturu τ^∗ na mnoßestve X × X, dlØ kotoroæ iz nepreryvnosti otobraßeniØ G sleduet nepreryvnost~ sootvetstvu¸wego otobraßeniØ F . Tem samym ustanavlivaetsØ svØz~ meßdu topologiqeskimi strukturami na X × X, to est~ bitopologiqeskimi strukturami na X, i topologiqeskimi strukturami na X \ X – mnoßestve nepreryvnyh otobraßeniæ topologiqeskogo prostranstva X v sebØ. Inaqe govorØ, ustanavlivaetsØ svØz~ meßdu bitopologiqeskimi prostranstvami i prostranstvami funkciæ, da¸waØ vozmoßnost~ ih parallel~nogo izuqeniØ.

20 A. A. IVANOV

GLAVA I

KLASSIQESKA˚ TEORI˚

�ta glava soderßit nekotorye varianty neposredstvennogo obobweniØ teorii bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv na proizvol~nye bitopologiqeskie prostranstva. Zdes~ sohranØetsØ klassiqeskiæ podhod k postroeni¸ bitopologiqeskoæ teorii, pri kotorom opredeleniØ i utverßdeniØ, otnosØwiesØ k bitopologiqeskim prostranstvam (X, β) dolßny perehodit~ v izvestnye opredeleniØ i utverßdeniØ, otnosØwiesØ k bitopologiqeskim v smysle Kelli prostranstvam (X, τ_1, τ_2), esli β = τ_1 × τ_2 i k topologiqeskim prostranstvam (X, τ ), esli

β = τ × τ . S drugoæ storony, daleko ne vse, qto est~ v sovre-

mennoæ klassiqeskoæ teorii, budet zdes~ upomØnuto. Req~ poædet tol~ko ob osnovnyh ponØtiØh i rezul~tatah teorii. Bolee detal~noe izloßenie i bibliografi¸ predmeta moßno naæti v stat~Øh avtora pereqislennyh v predislovii.

§1. Osnovnye opredeleniØ 1. BitopologiqeskaØ struktura. Bitopologiqeskoæ struktu-

roæ (BT -strukturoæ) na mnoßestve X nazyvaetsØ proizvol~naØ topologiqeskaØ struktura na mnoßestve X × X.

2. Bitopologiqeskoe prostranstvo. Bitopologiqeskim pro-

stranstvom (BT -prostranstvom) nazyvaetsØ proizvol~naØ para

(X, β), gde β est~ bitopologiqeskaØ struktura na mnoßestve X.

3. Binepreryvnoe otobraßenie. Binepreryvnym otobraßeni-

em (BT -otobraßeniem) nazyvaetsØ otobraßenie f : (X, β) −→

(X^′, β^′), dlØ kotorogo f × f : (X × X, β) −→ (X^′ × X^′, β^′) - ne-

preryvnoe otobraßenie. Zdes~ (f × f)(x, y) = (f(x), f(y)).

4. BitopologiqeskaØ kategoriØ. Bitopologiqeskoæ kategori-

eæ (BT -kategorieæ) nazyvaetsØ kategoriØ sostoØwaØ iz vseh bitopologiqeskih prostranstv i vseh ih binepreryvnyh otobraßeniæ.

5. BitopologiqeskaØ teoriØ. Bitopologiqeskoæ teorieæ (BT -

teorieæ) nazyvaetsØ sovokupnost~ opredeleniæ i utverßdeniæ, otnosØwihsØ k bitopologiqeskoæ kategorii.

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 21

6. Bitopologiqeskoe v smysle Kelli prostranstvo. Bitopo-

logiqeskim v smysle Kelli prostranstvom (KT -prostranstvom) nazyvaetsØ proizvol~naØ troæka (X, τ_1, τ_2), gde τ_1 i τ_2 – topologiqeskie struktury na mnoßestve X.

7. Binepreryvnoe v smysle Kelli otobraßenie. Binepre-

ryvnym v smysle Kelli otobraßeniem (KT -otobraßeniem) nazyvaetsØ otobraßenie f : (X, τ_1, τ_2) −→ (X^′, τ^′_1, τ^′_2), dlØ kotorogo

f : (X, τ_1) −→ (X^′, τ^′_1) i f : (X, τ_2) −→ (X^′, τ^′_2) – nepreryvnye oto-

braßeniØ.

8. BitopologiqeskaØ v smysle Kelli kategoriØ. Bitopologi-

qeskoæ v smysle Kelli kategorieæ (KT -kategorieæ) nazyvaetsØ kategoriØ sostoØwaØ iz vseh bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv i vseh ih binepreryvnyh otobraßeniæ.

9. BitopologiqeskaØ v smysle Kelli teoriØ. Bitopologiqes-

koæ v smysle Kelli teorieæ (KT -teorieæ) nazyvaetsØ sovokupnost~ opredeleniæ i utverßdeniæ, otnosØwihsØ k bitopologiqeskoæ v smysle Kelli kategorii.

10. Vloßenie KT -kategorii v BT -kategori¸. Vloßeniem KT -

kategorii v BT -kategori¸ nazyvaetsØ sootvetstvie, pri kotorom (X, τ_1, τ_2) perehodit v (X, τ_1 × τ_2) i f : (X, τ_1, τ_2) −→ (X^′, τ^′_1, τ^′_2) perehodit v f : (X, τ_1 × τ_2) −→ (X^′, τ^′_1 × τ^′_2).

11. TopologiqeskaØ kategoriØ. Topologiqeskoæ kategorieæ

(T -kategorieæ) nazyvaetsØ kategoriØ sostoØwaØ iz vseh topologiqeskih prostranstv i vseh ih nepreryvnyh otobraßeniæ.

12. TopologiqeskaØ teoriØ. Topologiqeskoæ teorieæ (T -teo-

rieæ) nazyvaetsØ sovokupnost~ opredeleniæ i utverßdeniæ, otnosØwihsØ k topologiqeskoæ kategorii.

13. Vloßenie T -kategorii v KT -kategori¸. Vloßeniem T -

kategorii v KT -kategori¸ nazyvaetsØ sootvetstvie, pri kotorom (X, τ ) perehodit v (X, τ, τ ) i f : (X, τ ) −→ (X^′, τ^′) perehodit v f : (X, τ, τ ) −→ (X^′, τ^′, τ^′). 14. Diagonal~. Diagonal~¸ v X ×X nazyvaetsØ mnoßestvo Δ = {(x, x)|x ∈ X}. 15. Okrußenie diagonali. Okrußeniem diagonali v X × X na-

zyvaetsØ l¸boe mnoßestvo U ⊂ X × X, soderßawee diagonal~ Δ ⊂ X × X.

22 A. A. IVANOV

16. Vertikal~noe mnoßestvo. Vertikal~nym v X × X mnoße-

stvom nazyvaetsØ l¸boe mnoßestvo {x} × X, opredelennoe dlØ proizvol~no fiksirovannogo x ∈ X.

17. Gorizontal~noe mnoßestvo. Gorizontal~nym v X × X mno-

ßestvom nazyvaetsØ l¸boe mnoßestvo X × {y}, opredelennoe dlØ proizvol~no fiksirovannogo y ∈ X.

18. Krest. Krestom v X × X nazyvaetsØ l¸boe mnoßestvo ({x}×

X)∪(X ×{y}), opredelennoe dlØ proizvol~no fiksirovannoæ toq- ki (x, y) ∈ X × X. 19. PrØmougol~noe mnoßestvo. PrØmougol~nym v X × X mno-

ßestvom nazyvaetsØ l¸boe mnoßestvo A × B, gde A ⊂ X, B ⊂ X.

20. PrØmougol~naØ oboloqka. PrØmougol~noæ oboloqkoæ mno-

ßestva A ⊂ X ×X nazyvaetsØ mnoßestvo [A], ØvlØ¸weesØ pereseqeniem vseh prØmougol~nyh mnoßestv soderßawih A (naimen~- xee prØmougol~noe mnoßestvo, soderßawee A).

§2. Osnovnye konstrukcii 1. Variantnost~ obobweniæ. TeoriØ bitopologiqeskih v smy-

sle Kelli prostranstv, stavxaØ nyne klassiqeskoæ, razvivalas~ kak nekotoroe obobwenie teorii topologiqeskih prostranstv. Avtory stateæ formulirovali opredeleniØ i utverßdeniØ, otnosØwiesØ k bitopologiqeskim prostranstvam, peredelyvaØ sootvetstvu¸wim obrazom te ili inye opredeleniØ i utverßdeniØ, otnosØwiesØ k topologiqeskim prostranstvam. Naprimer, usloviØ tipa “G ∈ τ ” dlØ topologiqeskogo prostranstva (X, τ ) zamenØlos~ na uslovie “G ∈ τ_1” ili “G ∈ τ_2” dlØ bitopologiqeskogo prostranstva (X, τ_1, τ_2). TakaØ zamena mogla osuwestvlØt~- sØ po-raznomu i potomu v KT -teorii my imeem razliqnye obobweniØ odnih i teh ße opredeleniæ i utverßdeniæ T -teorii. Ime¸tsØ i drugie priqiny neodnoznaqnosti obobweniæ, no tak ili inaqe imelo mesto rasweplenie formulirovok. Takoe rasweplenie voznikaet i pri perehode ot KT -teorii k BT -teorii. Process obobweniØ opredeleniæ i utverßdeniæ okazyvaetsØ zdes~ daße bolee variantnym, tak kak pri fftom mogut byt~ ispol~zovany raznoobraznye svØzi meßdu BT -prostranstvami, KT -prostranstvami i T -prostranstvami. S fftoæ toqki zreniØ predstavlØ¸t interes konstrukcii, ustanavliva¸wie takogo

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 23 roda svØzi. My rassmotrim zdes~ nekotorye iz takih konstrukciæ, a imenno diagonal~nu¸, gorizontal~nyh i vertikal~nyh mnoßestv, pod¨ema, prØmougol~nyh oboloqek.

2. Diagonal~naØ konstrukciØ. Pust~ (X, β)-proizvol~noe bi-

topologiqeskoe prostranstvo. BitopologiqeskaØ struktura β, ØvlØØs~ topologiqeskoæ strukturoæ na mnoßestve X × X, induciruet topologiqesku¸ strukturu β|Δ na diagonali Δ ⊂ X × X. Vloßenie i : X −→ X × X, i(x) = (x, x), perenosit strukturu β|Δ na mnoßestvo X, rezul~tat perenosa oboznaqim qerez β|X. Takim obrazom bitopologiqeskomu prostranstvu (X, β) stavitsØ v sootvetstvie topologiqeskoe prostranstvo (X, β|X). Takoe sootvetstvie imeet funktornyæ harakter, tak kak esli

f : (X, β) −→ (X^′, β^′) – binepreryvnoe otobraßenie, to f : (X, β|X) −→ (X^′, β^′|X^′) – nepreryvnoe otobraßenie. Sootvet-

stvu¸wiæ funktor P : BT −→ T ØvlØetsØ daße retrakcieæ, tak kak on toßdestvenen na T (my uslovilis~ sqitat~, qto T ⊂ BT ).

3. Gorizontal~naØ i vertikal~naØ konstrukcii. Razliqnye

konstrukcii svØzany s tak nazyvaemymi sledami bitopologiqeskih struktur na gorizontal~nyh i vertikal~nyh mnoßestvah. Pust~ (X, β) – proizvol~noe bitopologiqeskoe prostranstvo. BitopologiqeskaØ struktura β, ØvlØØs~ topologiqeskoæ strukturoæ na mnoßestve X ×X, induciruet topologiqesku¸ strukturu na kaßdom gorizontal~nom mnoßestve X×{y} i na kaßdom vertikal~nom mnoßestve {x} × X. Budem oboznaqat~ ffti topologiqeskie struktury (sledy β) qerez β( , y) i β(x, ), sootvetstvenno. VloßeniØ j(y) : X −→ X × X, j(x) : X −→ X × X, j(y)(x) = (x, y), j(x)(y) = (x, y), pozvolØ¸t perenesti topologiqeskie struktury β( , y) i β(x, ) na X, rezul~taty perenosa budem takße oboznaqat~

qerez β( , y) i β(x, ). My poluqaem, takim obrazom, dve sistemy sledov struktury β, a imenno: gorizontal~nu¸ sistemu sledov

(β( , y)|y ∈ X) i vertikal~nu¸ sistemu sledov (β(x, )|x ∈ X).

Suwestvu¸t razliqnye sposoby postroeniØ topologiqeskoæ struktury po dannoæ sisteme topologiqeskih struktur, zadannyh na odnom i tom ße mnoßestve. V qastnosti, moßno postroit~ topologiqesku¸ strukturu τ_1 po gorizontal~noæ sisteme sledov i, vozmoßno drugim sposobom, postroit~ topologiqesku¸ strukturu τ_2 po vertikal~noæ sisteme sledov. Tem samym budet ustanovleno nekotoroe sootvetstvie meßdu bitopologiqeskimi prostranstvami i bitopologiqeskimi v smysle Kelli prostran-

24 A. A. IVANOV stvami. PonØtno, qto takoe sootvetstvie opredeleno neodnoznaqno, ono zavisit ot vybrannyh sposobov postroeniØ topologiqeskih struktur τ_1 i τ_2. Ono ne obØzatel~no budet funktornym sootvetstviem. Naprimer, esli τ_1 i τ_2 ØvlØ¸tsØ pereseqeniØmi gorizontal~nyh sledov i, sootvetstvenno, vertikal~nyh sledov, to poluqennoe takim sposobom sopostavlenie F : BT → KT budet funktornym. Esli, s drugoæ storony, τ_1 i τ_2 ØvlØ¸tsØ ob¨- edineniØmi sootvetstvu¸wih sledov, to sopostavlenie ne budet funktornym. Deæstvitel~no, esli f : (X, β) −→ (X^′, β^′) ØvlØetsØ binepreryvnym otobraßeniem, to kaßdoe vertikal~noe (gorizontal~noe) v X × X mnoßestvo otobraßaetsØ pri fftom nepreryvno v sootvetstvu¸wee vertikal~noe (gorizontal~noe) v

X^′ × X^′ mnoßestvo. Ots¸da sleduet, qto probraz sleda bitopo-

logiqeskoæ struktury β^′ na l¸bom vertikal~nom (gorizontal~- nom) v X^′ × X^′ mnoßestve soderßitsØ v slede bitopologiqeskoæ struktury β na sootvestvu¸wem vertikal~nom (gorizontal~nom) v X×X mnoßestve, esli takoe mnoßestvo suwestvuet. Esli f otobraßaet X na X^′, to v kaßdoe vertikal~noe (gorizontal~noe) v

X^′ × X^′ mnoßestvo otobraßaetsØ kakoe-nibud~ vertikal~noe (go-

rizontal~noe) v X × X mnoßestvo, pofftomu f-proobraz kak pereseqeniØ tak i ob¨edineniØ sledov struktury β^′, budet soderßat~sØ v pereseqenii ili, sootvetstvenno, v ob¨edinenii sledov struktury β. V fftom sluqae otobraßeniØ f : (X, τ ) −→ (X^′, τ^′), budut nepreryvnymi. Esli ße f(X) ≠ X^′, to naædetsØ vertikal~noe (gorizontal~noe) v X^′ × X^′ mnoßestvo, ne soderßaweesØ v (f × f)(X × X). Binepreryvnost~ otobraßeniØ f ne zavisit ot sledov struktury β^′ na takih mnoßestvah, pofftomu moßno sqitat~ ih diskretnymi. Pri ob¨edinenii sootvetstvu¸wih sledov my poluqim diskretnu¸ topologiqesku¸ strukturu, v to vremØ kak ob¨edinenie sledov struktury β moßet okazat~sØ i ne diskretnym. Qto ße kasaetsØ pereseqeniØ sledov to ono moßet tol~ko umen~xitsØ v svØzi s privleqeniem sledov struktury β^′ na vertikal~nyh (gorizontal~nyh) mnoßestvah, ne soderßawihsØ v (f × f)(X × X). Pofftomu otobraßeniØ f : (X, τ_1) −→ (X^′, τ^′_1) i f : (X, τ_1) −→ (X^′, τ^′_1) okaßutsØ nepreryvnymi.

4. Metod pod¨ema. Privedennye vyxe konstrukcii opredelØ-

li sootvetstviØ toßdestvennye na topologiqeskih prostranstvah. Rassmotrim teper~ konstrukci¸, opredelØ¸wu¸ funktor

F : BT −→ T , ne toßdestvennyæ na T .

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 25 Pust~ (X, β) – proizvol~noe bitopologiqeskoe prostranstvo.

Poloßim F (X, β) = (X × X, β), F (f) = f × f. Esli β = τ × τ , to

F (X, β) = (X × X, β) = (X, τ ) × (X, τ ) i, takim obrazom, funktor

F perevodit l¸boe topologiqeskoe prostranstvo v ego kvadrat. ZamenØØ prostranstva i otobraßeniØ, vhodØwie v opredeleniØ i utverßdeniØ kakoæ-nibud~ T -teorii, na ih F -proobrazy, my poluqaem, koneqno, opredeleniØ i utverßdeniØ nekotoroæ BT - teorii. Odnako my ne moßem utverßdat~, qto poluqili pri fftom sootvetstvu¸wee obobwenie ishodnoæ T -teorii. �to budet tak tol~ko i tom sluqae, kogda ffta T -teoriØ invariantna otnositel~no odnovremennogo perehoda k kvadratam topologiqeskih prostranstv i ih otobraßeniæ. Naprimer, tak nel~zØ obobwat~ teori¸ razmernosti topologiqeskih prostranstv.

5. Krest konstrukciØ. Sledu¸waØ konstrukciØ moßet Øvit~sØ

osnovoæ svoeobraznoæ bitopologiqeskoæ teorii.

Pust~ (X, β) – proizvol~noe bitopologiqeskoe prostranstvo. DlØ l¸boæ toqki (x, y) ∈ X ×X odnoznaqno opredelena bitopologiqeskaØ struktura β(x, y) = β( , y)×β(x, ) ili, qto, po-suwestvu, to ße samoe, bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β( , y), β(x, )). Pust~ P – nekotoroe svoæstvo KT -prostranstv. Togda v X × X odnoznaqno opredeleno mnoßestvo P(β) vseh toqek (x, y), dlØ kotoryh bitopologiqeskoe v smysle Kelli prostranstvo

(X, β( , y), β(x, )) obladaet svoæstvom P. Voznika¸waØ na fftoæ

osnove teoriØ ØvlØetsØ obobweniem KT -teorii v tom smysle, qto dlØ kaßdogo KT -prostranstva (X, τ_1, τ_2) mnoßestvo P(β) libo sovpadaet s X × X libo pusto, v obwem ße sluqae vozmoßny i drugie varianty. Zdes~ predstavlØet interes izuqenie mnoßestva P(β) ⊂ X × X dlØ dannogo svoæstva P i dannoæ bitopologiqeskoæ struktury β, a takße izuqenie sootnoxeniæ meßdu

P(β) dlØ razliqnyh svoæstv P i razliqnyh bitopologiqeskih

struktur β.

6. Nepolnye konstrukcii. KaßdaØ iz rassmotrennyh nami

konstrukciæ odnoznaqno opredelØet sootvetstvu¸wu¸ svØz~ meßdu bitopologiqeskimi prostranstvami i bitopologiqeskimi v smysle Kelli prostranstvami ili ße topologiqeskimi prostranstvami. �ti konstrukcii vpolne opredelØ¸t sootvetstvu- ¸wie BT -teorii i pofftomu ih moßno sqitat~, tak skazat~, polnymi konstrukciØmi. No est~ i nepolnye konstrukcii, ostavlØ- ¸wie vozmoßnost~ vybora variantov pri postroenii obobweniØ

26 A. A. IVANOV toæ ili inoæ KT -teorii ili T -teorii. Takie konstrukcii soderßat tol~ko ukazaniØ na harakter sootvetstvu¸wih obobweniæ. My moßem, naprimer, fiksirovat~ kakoæ-nibud~ funktor kategorii BT v sebØ i rassmatrivat~ ego kompozicii s razliqnymi funktorami, ustanavliva¸wimi te ili inye svØzi meßdu kategoriØmi BT , KT , T . Rassmotrim, naprimer, metod prØmougol~nyh oboloqek.

Pust~ β –proizvol~naØ bitopologiqeskaØ struktura na X. PerehodØ ot mnoßestva A k ego prØmougol~noæ oboloqke [A], my poluqim mnoßestvo, ne prinadleßawee v obwem sluqae k β. Sovokupnost~ prØmougol~nyh oboloqek vseh mnoßestv prinadleßawih β poroßdaet nekotoru¸ topologiqesku¸ strukturu na X × X, kotoru¸ my budem oboznaqat~ qerez [β]. V obwem sluqae β ≠ [β].Moßet sluqit~sØ, qto [β] ⊂ β, naprimer dlØ

β = {∅, X × X, Δ} ego prØmougol~naØ oboloqka [β] = {∅, X × X}

strogo soderßitsØ v β. Vozmoßen i sluqaæ β ⊂ [β], naprimer dlØ struktury β, sostoØweæ iz vseh podmnoßestv diagonali i

X × X. Postroennoe sootvetstvie toßdestvenno na razloßimyh

bitopologiqeskih prostranstvah odnako ono funktorno tol~ko dlØ otobraßeniæ bitopologiqeskih prostranstv na bitopologiqeskie prostranstva (dlØ ffpimorfizmov).

§3. Aksiomy otdelimosti 1. Topologiqeskie aksiomy otdelimosti. ImeetsØ dovol~-

no mnogo razliqnyh aksiom otdelimosti dlØ topologiqeskih prostranstv (X, τ ), ih koliqestvo znaqitel~no vozrastaet pri perehode k bitopologiqeskim v smysle Kelli prostranstvam

(X, τ_1, τ_2) i stanovitsØ trudno obozrimym v teorii bitopologi-

qeskih prostranstv (X, β). Neskol~ko pozße my prodemonstriruem process raswepleniØ aksiom otdelimosti pri ih posledovatel~nom obobwenii seæqas ße ostanovimsØ na topologiqeskih aksiomah otdelimosti tipa aksiomy otdelimosti Hausdorfa (aksiomy T_2) i tipa aksiomy otdelimosti Rissa (aksiomy

T_1). Takovyh toße nabiraetsØ nemalo. Ishodnymi dlØ takih ot-

delimosteæ ØvlØ¸tsØ sledu¸wie opredeleniØ.

T_2: DlØ l¸byh dvuh razliqnyh toqek x_1, x_2 topologiqeskogo

prostranstva (X, τ ) naædutsØ takie mnoßestva G_1, G_2, qto

x_1 ∈ G_1 ∈ τ, x_2 ∈ G_2 ∈ τ, G_1 ∩ G_2 = ∅.

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 27

T_1: DlØ l¸byh dvuh razliqnyh toqek x_1, x_2 topologiqeskogo

prostranstva (X, τ ) naædetsØ takoe mnoßestvo G, qto x_1 ∈ G ∈ τ i x_2 /∈ G. Topologiqeskoe prostranstvo (X, τ ), udovletvorØ¸wee aksiome T_2, nazyvaetsØ hausdorfovym ili klassa T_2 ili T_2-prostranstvom, topologiqeskoe prostranstvo (X, τ ), udovletvorØ¸- wee aksiome T_1, nazyvaetsØ rissovskim ili klassa T_1 ili T_1- prostranstvom.

Suwestvu¸t razliqnye varianty aksiom T_2 i T_1, otliqa¸- wiesØ drug ot druga tem, qto vmesto usloviæ x_1 ∈ G_1 ∈ τ, x_2 ∈

G_2 ∈ τ i, sootvetstvenno, usloviæ x_1 ∈ G ∈ τ, x_2 /∈ G vvo-

dØtsØ usloviØ x_1 ∈ G_1 ∈ τ^′, x_2 ∈ G_2 ∈ τ^′ i, sootvetstvenno,

x_1 ∈ G ∈ τ^′, x /∈ G, gde τ^′-nekotoraØ sistema podmnoßestv mnoße-

stva X (ne obØzatel~no topologiqeskaØ struktura), kanoniqeski opredelØemaØ po τ tem ili inym svoæstvom P. Tak, naprimer, v nekotoryh stat~Øh rassmatrivaetsØ sistema vseh regulØrno otkrytyh mnoßestv, τ^′ = {G|G = τ -int (τ -clG)}, v drugih ße rassmatrivaetsØ sistema vseh poluotkrytyh mnoßestv, to est~ mnoßestv, kaßdoe iz kotoryh soderßit nekotoroe G ∈ τ i soderßitsØ v ego τ -zamykanii. Takih sistem moßno pridumat~ mnogo i, sootvetstvenno, moßno poluqit~ mnogo razliqnyh variantov aksiom tipa T_2 i T_1. Vse ffto otnositsØ i k aksiomam drugih tipov.

2. Rasweplenie aksiom otdelimosti v KT . Struktura bito-

pologiqeskogo v smysle Kelli prostranstva (X, τ_1, τ_2) sostoit iz dvuh topologiqeskih struktur τ_1 i τ_2, pofftomu pri obobwenii aksiom T_2 i T_1 na bitopologiqeskie v smysle Kelli prostranstva my moßem zamenit~ kaßdoe vhoßdenie τ v formulirovku fftih aksiom na τ_1 ili na τ_2 ili na kaku¸ -nibud~ drugu¸ topologiqesku¸ strukturu τ^′ = τ (τ_1, τ_2), kanoniqeski opredelØemu¸ strukturami τ_1 i τ_2. Pri fftom dolßno, estestvenno, vypolnØt~- sØ uslovie τ (τ, τ ) = τ . Izvestny sledu¸wie osnovnye varianty takogo roda obobweniØ:

pT_2: DlØ l¸byh dvuh razliqnyh toqek x_1, x_2 bitopologiqe-

skogo prostranstva (X, τ_1, τ_2) naædutsØ takie mnoßestva G_1, G_2, qto x_1 ∈ G_1 ∈ τ_1, x_2 ∈ G_2 ∈ τ_2, G_1 ∩ G_2 = ∅.

28 A. A. IVANOV

pT_1: DlØ l¸byh dvuh razliqnyh toqek x_1, x_2 bitopologiqe-

skogo prostranstva (X, τ_1, τ_2) naædutsØ takie mnoßestva G_1, G_2, qto x_1 ∈ G_1 ∈ τ_1, x_2 /∈ G_1 ili x_1 ∈ G_2 ∈ τ_2, x_2 /∈ G_2.

wpT_2: DlØ l¸byh dvuh razliqnyh toqek x_1, x_2 bitopologiqe-

skogo prostranstva (X, τ_1, τ_2) naædutsØ takie mnoßestva G_1, G_2, qto x_1 ∈ G_1 ∈ τ_1, x_2 ∈ G_2 ∈ τ_2 ili

x_1 ∈ G_1 ∈ τ_2, x_2 ∈ G_2 ∈ τ_1, G_1 ∩ G_2 = ∅.

sup T_2: DlØ l¸byh dvuh razliqnyh toqek x_1, x_2 bitopologiqe-

skogo prostranstva (X, τ_1, τ_2) naædutsØ takie mnoßestva G_1, G_2, qto x_1 ∈ G_1 ∈ τ, x_2 ∈ G_2 ∈ τ, G_1 ∩ G_2 = ∅, τ = sup{τ_1, τ_2}.

inf T_2: DlØ l¸byh dvuh razliqnyh toqek x_1, x_2 bitopologiqe-

skogo prostranstva (X, τ_1, τ_2) naædutsØ takie mnoßestva G_1, G_2, qto x_1 ∈ G_1 ∈ τ, x_2 ∈ G_2 ∈ τ, G_1 ∩ G_2 = ∅, τ = inf {τ_1, τ_2}.

Formulirovki aksiom wpT_1, sup T_1, inf T_1 oqevidny. Vozmoßno naloßenie srazu dvuh i bolee usloviæ, kak v sledu¸weæ aksiome

biT_2: DlØ l¸byh dvuh razliqnyh toqek x_1, x_2 bitopologiqe-

skogo prostranstva (X, τ_1, τ_2) naædutsØ takie mnoßestva G_1, G_2, qto x_1 ∈ G_1 ∈ τ_1, x_2 ∈ G_2 ∈ τ_1, G_1 ∩ G_2 = ∅

i naædutsØ takie mnoßestva G_1, G_2, qto

x_1 ∈ G_1 ∈ τ_2, x_2 ∈ G_2 ∈ τ_2, G_1 ∩ G_2 = ∅,

inaqe govorØ, topologiqeskie prostranstva (X, τ_1) i (X, τ_2) prinadleßat klassu T_2.

Vozmoßno takße ispol~zovanie srazu neskol~kih kanoniqeski opredelennyh struktur

τ^′_1(τ_1, τ_2), τ^′_2(τ_1, τ_2), . . . ,

perehodØwih v τ pri τ_1 = τ_2 = τ .

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 29

3. Rasweplenie aksiom otdelimosti v BT . PerehodØ teper~

k obobweni¸ aksiom T_2 i T_1 na proizvol~nye bitopologiqeskie prostranstva (X, β), my okazyvaemsØ v zatrudnitel~nom poloßenii. Kak my uße imeli sluqaæ zametit~, prostaØ pereformulirovka fftih aksiom zdes~ ne srabatyvaet, tak kak bitopologiqeskaØ struktura β ØvlØetsØ strukturoæ na X × X, a ne na X. Moßno, pravda, vospol~zovat~sØ aksiomami biT_2 i biT_1, vernee im ffkvivalentnymi (v silu mul~tiplikativnosti i nasledstvennosti klassov T_2 i T_1) formulirovkami

biT_2: Topologiqeskoe prostranstvo (X ×X, τ_1 ×τ_2) prinadleßit

klassu T_2,

biT_1: Topologiqeskoe prostranstvo (X ×X, τ_1 ×τ_2) prinadleßit

klassu T_1.

Togda my poluqim odin iz variantov obobweniØ aksiomy T_2 na proizvol~nye bitopologiqeskie prostranstva, a imenno

upT_2: Topologiqeskoe prostranstvo (X × X, β) prinadleßit

klassu T_2.

Analogiqnoe obobwenie moßno sformulirovat~ dlØ aksiomy

T_1.

�ta ideØ perehoda ot aksiomy otnositel~no struktury nad X k ffkvivalentnoæ eæ aksiome otnositel~no struktury nad X × X, sformulirovannaØ v p.2.4, moßet byt~ ispol~zovana dovol~no xiroko. Rassmotrim ewe neskol~ko primerov ee primeneniØ. V klasse T aksioma T_2 ffkvivalentna kaßdoæ iz sledu¸wih aksiom:

ΔT_2: Diagonal~ Δ ⊂ X × X ØvlØetsØ zamknutym v (X × X, τ × τ )

mnoßestvom.

recT_2: DlØ l¸boæ toqki (x_1, x_2) iz X × X, ne prinadleßaweæ

diagonali, naædetsØ ee prØmougol~naØ τ ×τ -okrestnost~, ne ime- ¸waØ obwih toqek s diagonal~¸.

Netrudno zametit~, qto v klasse KT sootvetstvu¸wie analogi fftih aksiom budut takße ffkvivalentny.

ΔT_2: Diagonal~ Δ ⊂ X ×X ØvlØetsØ zamknutym v (X ×X, τ_1 ×τ_2)

mnoßestvom.

recT_2: DlØ l¸boæ toqki (x_1, x_2) iz X × X, ne prinadleßaweæ

diagonali, naædetsØ ee prØmougol~naØ τ_1 × τ_2-okrestnost~, ne ime¸waØ obwih toqek s diagonal~¸.

Odnako v klasse BT analogi fftih aksiom uße ne ffkvivalentny, proishodit rasweplenie aksiomy.

ΔT_2: Diagonal~ Δ ⊂ X × X ØvlØetsØ zamknutym v (X × X, β)

30 A. A. IVANOV mnoßestvom.

recT_2: DlØ l¸boæ toqki (x_1, x_2) iz X × X, ne prinadleßaweæ

diagonali, naædetsØ ee prØmougol~naØ β-okrestnost~, ne ime¸- waØ obwih toqek s diagonal~¸.

Vtoroæ variant ØvlØetsØ oqevidnym usileniem pervogo. Zametim, qto my ne trebuem zdes~, qtoby ffta prØmougol~naØ okrestnost~ byla by β-otkrytym mnoßestvom, takovyh moßet i ne okazat~sØ. V svØzi s fftim obstoØtel~stvom moßno sformulirovat~ usilenie predyduweæ aksiomy a imenno:

orecT_2: DlØ l¸boæ toqki (x_1, x_2) iz X × X, ne prinadleßaweæ

diagonali, naædetsØ soderßawee ee β-otkrytoe prØmougol~noe mnoßestvo, ne ime¸wee obwih toqek s diagonal~¸.

4. Otdelimosti v KT i otdelimosti v BT . Vozmoßen i dru-

goæ podhod k vvedeni¸ aksiom otdelimosti dlØ bitopologiqeskih prostranstv. My uße rassmatrivali nekotorye varianty vvedeniØ dvuh topologiqeskih struktur na X po bitopologiqeskoæ strukture, to est~ vvedeniØ bitopologiqeskogo prostranstva (X, τ_1, τ_2) sootvetstvu¸wego bitopologiqeskomu prostranstvu (X, β). KaßdaØ aksioma otdelimosti dlØ (X, τ_1, τ_2) ØvitsØ togda aksiomoæ otdelimosti dlØ sootvetstvu¸wego (X, β).

Moßno perenosit~ aksiomy otdelimosti iz KT -teorii v BT - teori¸ ispol~zuØ perehod ot (X, β) k (X, β( , y), β(x, )), opredelennyæ dlØ kaßdoæ toqki (x, y) ∈ X × X. Pust~ P-nekotoraØ KT - aksioma otdelimosti. Togda v X ×X opredeleno mnoßestvo P(β) vseh toqek (x, y), dlØ kotoryh prostranstvo (X, β( , y), β(x, )) udovletvorØet aksiome P. V kaqestve BT -aksiom otdelimosti mogut figurirovat~ razliqnye usloviØ nakladyvaemye na mnoßestvo

P(β), naprimer uslovie P(β) = X × X ili β − clP(β) = X × X.

5. Zakl¸qenie. Vse skazannoe vyxe otnositsØ s temi ili iny-

mi otkloneniØmi k l¸bym aksiomam otdelimosti. Dat~ bolee ili menee polnoe opisanie privodimyh v literature aksiom otdelimosti i sootnoxeniæ meßdu nimi zdes~ ne predstavlØetsØ vozmoßnym, ih neskol~ko desØtkov tipov daße v klasse KT . Bolee polnu¸ informaci¸ ob aksiomah otdelimosti moßno naæti v “Zapiskah...” (sm. predislovie).

§4. SvØznost~ 1. Rasweplenie ponØtiæ svØznosti. Znaqitel~naØ literatura

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 31 posvØwena ponØti¸ svØznosti i lokal~noæ svØznosti topologiqeskih i bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv. Pri fftom, kak obyqno, pri perehode ot topologiqeskih prostranstv k bitopologiqeskim v smysle Kelli prostranstvam proishodit rasweplenie ponØtiæ.

Topologiqeskoe prostranstvo (X, τ ) nazyva¸t svØznym, esli iz G_1 ∪ G_2 = X, G_1 ∩ G_2 = ∅, G_1 ∈ τ, G_2 ∈ τ sleduet {G_1, G_2} =

{∅, X}. Sootvetstvu¸xaØ aksioma svØznosti dlØ topologiqeskih

prostranstv vyglØdit sledu¸wim obrazom:

C: Iz G_1 ∪ G_2 = X, G_1 ∩ G_2 = ∅, G_1 ∈ τ, G_2 ∈ τ sleduet {G_1, G_2} = {∅, X}. Pri perehode k bitopologiqeskim v smysle Kelli prostranstvam (X, τ_1, τ_2) ffta aksioma rasweplØetsØ na sledu¸wie aksio- my: pC: Iz G_1 ∪ G_2 = X, G_1 ∩ G_2 = ∅, G_1 ∈ τ_1, G_2 ∈ τ_2 sleduet {G_1, G_2} = {∅, X}. inf C: Iz G_1 ∪ G_2 = X, G_1 ∩ G_2 = ∅, G_1 ∈ τ, G_2 ∈ τ , τ = inf {τ_1, τ_2}, sleduet {G_1, G_2} = {∅, X}.

sup C: Iz G_1 ∪ G_2 = X, G_1 ∩ G_2 = ∅, G_1 ∈ τ, G_2 ∈ τ , τ = sup{τ_1, τ_2}, sleduet {G_1, G_2} = {∅, X}.

biC: Iz G_1 ∪ G_2 = X, G_1 ∩ G_2 = ∅, G_1 ∈ τ, G_2 ∈ τ , τ ∈ {τ_1, τ_2}, sleduet {G_1, G_2} = {∅, X}, τ = τ_1 ili τ = τ_2.

Tak kak svØznost~ topologiqeskih prostranstv sohranØetsØ pri perehode k proizvedeniØm i k nepreryvnym obrazam, to v klasse KT aksioma biC ffkvivalentna sledu¸weæ aksiome:

upC: Topologiqeskoe prostranstvo (X × X, τ_1 × τ_2) svØzno. Teper~ my moßem sformulirovat~ analog aksiomy upC dlØ BT -prostranstv (X, β), a imenno

upC: Topologiqeskoe prostranstvo (X × X, β) svØzno.

2. Kategornoe ponØtie svØznosti. Kak my ubedimsØ v dal~neæ-

xem, strukturnaØ formulirovka v T -teorii vsegda moßet byt~ zamenena kategornoæ. V qastnosti, opredelenie C-svØznosti, sformulirovannoe vyxe v terminah sootvetstvu¸wih mnoßestv (strukturnoe opredelenie), moßno sformulirovat~ v terminah nepreryvnyh otobraßeniæ (dat~ kategornoe opredelenie). V rassmatrivaemom sluqae moßno vospol~zovat~sØ sledu¸wim utverßdeniem:

Topologiqeskoe prostranstvo (X, τ ) svØzno togda i tol~ko togda, kogda kaßdoe ego nepreryvnoe otobraßenie v dvuhtoqeq-

32 A. A. IVANOV

noe diskretnoe prostranstvo postoØnno (imeet odnotoqeqnyæ obraz).

Analogiqnoe utverßdenie spravedlivo dlØ bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv s toæ tol~ko razniceæ, qto teper~ imeetsØ v vidu pC-svØznost~, rassmatriva¸tsØ binepreryvnye otobraßeniØ, a v kaqestve oblasti znaqeniæ beretsØ bitopologiqeskoe prostranstvo (D, τ_r, τ_l), gde D = {0, 1}, τ_r = {∅, D, {0}}, τ_l = {∅, D, {1}}. Qto ße kasaetsØ proizvol~nyh bitopologiqeskih prostranstv, to dlØ upC-svØznosti sootvetstvu¸waØ teorema neverna, pofftomu predstavlØetsØ bolee estestvennym sledu¸wee opredelenie:

Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β) nazyvaetsØ bC-svØznym, esli kaßdoe ego binepreryvnoe otobraßenie v bitopologiqeskoe prostranstvo (D, τ_r × τ_l) postoØnno. V sledu¸wem paragrafe my ubedimsØ v estestvennosti takogo sposoba opredeleniØ ponØtiæ.

3. Varianty lokal~noæ svØznosti. Pereædem teper~ k ponØ-

ti¸ lokal~noæ svØznosti. V kategorii T ffto ponØtie vyglØdit sledu¸wim obrazom:

lC: DlØ l¸boæ toqki x ∈ X topologiqeskogo prostranstva

(X, τ ) i l¸boæ ee τ -okrestnosti G, x ∈ G ∈ τ , naædetsØ svØznaØ

τ -okrestnost~ G^′ fftoæ toqki, soderßawaØsØ v G, x ∈ G^′ ⊂ G.

Problema vybora togo ili inogo ponØtiØ lokal~noæ svØznosti v kategorii KT upiraetsØ, preßde vsego, v opredelenie ponØtiØ okrestnosti toqki bitopologiqeskogo v smysle Kelli prostranstva (X, τ_1, τ_2). Zdes~ vozmoßny raznye podhody, opØt~ proishodit rasweplenie ponØtiØ. Nekotorye avtory sqita¸t, naprimer, qto okrestnostØmi toqki x v (X, τ_1, τ_2) ØvlØ¸tsØ vse

τ_1- i vse τ_2-okrestnosti fftoæ toqki, drugie ße rassmatriva¸t v

kaqestve okrestnosteæ toqki x v (X, τ_1, τ_2) vsevozmoßnye pereseqeniØ τ_1-okrestnosteæ i τ_2-okrestnosteæ ili ße ih ob¨edineniØ.

V obweæ teorii bitopologiqeskih prostranstv diagonal~naØ topologiqeskaØ struktura β|X dlØ bitopologiqeskogo prostranstva (X, β) estestvenno vydelØetsØ sredi drugih topologiqeskih struktur na mnoßestve X, sootvetstvie β → β|X imeet kategornyæ harakter. Pofftomu svØznost~ topologiqeskogo prostranstva

(X, β|X) v kakoæ-to stepeni otraßaet “svØznost~” bitopologiqe-

skogo prostranstva (X, β). S drugoæ storony, neobhodimo uqityvat~ i harakter struktury β vblizi diagonali. S fftoæ toqki

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 33 zreniØ pri postroenii teorii lokal~noæ svØznosti sleduet sqitat~ okrestnostØmi toqki x_0 vse mnoßestva {x, y|(x, y) ∈ W }, gde W ØvlØetsØ okrestnost~¸ toqki (x_0, x_0) v (X × X, β).

§5. Kategornye metody 1. Strukturnyæ i kategornyæ metody. Kategornyæ podhod v

teorii bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv (v KT - teorii) v nekotoryh sluqaØh predpoqtitel~nee, qem strukturnyæ, no v KT -teorii, kak, vproqem, i v T -teorii, kategornyæ i strukturnyæ podhody po-suwestvu ffkvivalentny. Delo v tom, qto imeet mesto vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu topologiqeskimi strukturami τ , opredelennymi na mnoßestve X, i sovokupnostØmi vseh nepreryvnyh otobraßeniæ f : (X, τ ) −→

(D, τ_r ), gde τ_r = {∅, D, {0}}. Pri fftom sootvetstvii kaßdoe mno-

ßestvo G ∈ τ zadaetsØ nepreryvnym otobraßeniem f_G : (X, τ ) −→

(D, τ_r ), dlØ kotorogo

f_G(x) = { 0, x ∈ G 1, x ∉ G. , i, takim obrazom, τ ←→ {f_G|G ∈ τ } Analogiqno, moßno ustanovit~ sootvetstvie meßdu parami

(τ_1, τ_2) topologiqeskih struktur na X i sovokupnostØmi vseh bi-

nepreryvnyh otobraßeniæ

f : (X, τ_1, τ_2) −→ (D, τ_r , τ_0),

f : (X, τ_1, τ_2) −→ (D, τ_0, τ_r), gde τ_0 = {∅, D}. Pri fftom sootvetstvii kaßdoe mnoßestvo G, prinadleßawee

τ_1 ili τ_2 opØt~ zadaetsØ otobraßeniem f : X −→ D, dlØ kotorogo

f_G(x) = { 0, x ∈ G 1, x ∉ G. No, esli G ∈ τ_1, to otobraßenie

f : (X, τ_1, τ_2) −→ (D, τ_r , τ_0),

34 A. A. IVANOV binepreryvno, esli ße G ∈ τ_2, to otobraßenie

f : (X, τ_1, τ_2) −→ (D, τ_0, τ_r),

binepreryvno.

2. SituaciØ v BT -teorii. Zametim, kstati, qto v obweæ teo-

rii bitopologiqeskih prostranstv situaciØ soverxenno inaØ. Zdes~ strukturnyæ podhod i kategornyæ podhod ne ffkvivalentny drug drugu, bitopologiqeskie struktury ne opredelØ¸tsØ, v obwem sluqae, sovokupnostØmi sootvetstvu¸wih binepreryvnyh otobraßeniæ.

Deæstvitel~no, pust~ B – proizvol~no fiksirovannoe mnoßestvo bitopologiqeskih prostranstv. Togda naædetsØ mnoßestvo X, mownost~ kotorogo bol~xe mownosti mnoßestva toqek l¸bogo bitopologiqeskogo prostranstva iz B. Pust~, dalee,

β = {∅, X×X, Δ}. Rassmotrim vse vozmoßnye binepreryvnye oto-

braßeniØ f : (X, β) −→ (X^′, β^′) dlØ vseh (X^′, β^′) ∈ B. DlØ togo qtoby sovokupnost~ vseh takih otobraßeniæ opredelila β neobhodimo suwestvovanie takih (X^′, β^′), f : (X, β) −→ (X^′, β^′), G^′ ∈ β^′, qto (f × f)^{−1}(G^′) = Δ. No, v silu predpolagaemogo nami sootnoxeniØ meßdu mownostØmi mnoßestv X i X^′, naædutsØ v X × X takie toqki x, y, x ≠ y, qto f(x) = f(y). DlØ fftih toqek (f × f)(x, y) = (f(x), f(y)) = (f(x), f(x)) = (f × f)(x, x) ∈ G^′, to est~ (x, y) ∈ (f × f)^{−1}(G^′) i potomu Δ ≠ (f × f)^{−1}(G^′). No ffto i oznaqaet, qto B ne opredelØet β. Tem ne menee, kategornye metody mogut s uspehom primenØt~sØ ne tol~ko v kategoriØh T i KT , gde oni, kak bylo skazano, universal~ny, no i v kategorii BT . 3. SvØznost~ po Proæsu. Kategornyæ podhod imeet xirokoe

primenenie. V kaqestve primera my rassmotrim seæqas ponØtie

E, F-svØznosti po Proæsu.

Pust~ C – proizvol~naØ kategoriØ, E, F – kakie-to klassy ee ob¨ektov i morfizmov (otobraßeniæ), sootvetstvenno. VvodØtsØ dva operatora Z(E, F) i T (E, F). Z(E, F) sostoit iz vseh ob¨ektov X ∈ C takih, qto kaßdoe otobraßenie f : X −→ Y , gde Y ∈ E, prinadleßit klassu F, T (E, F) sostoit iz vseh ob¨ektov X ∈ C takih, qto kaßdoe otobraßenie f : Y −→ X, gde Y ∈ E, prinadleßit klassu F.

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 35 Operatory Z = Z(E, F), T = T (E, F) monotonno ubyva¸t po pervomu argumentu i vozrasta¸t po vtoromu, sledovatel~no obe ih kompozicii ZT i T Z, obrazuemye pri fiksirovannom F, monotonno vozrasta¸t po kaßdomu argumentu.

Operatory D = T Z i C = ZT sohranØ¸t otnoxenie soderßaniØ (izotonny) i idempotentny (DD = D, CC = C). Klass E nazyvaetsØ C-zamknutym (D-zamknutym), esli CE = E (DE = E). Meßdu C-zamknutymi i D-zamknutymi klassami imeetsØ vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie, a imenno: Z(DE) = ZE, T (ZE) = DE, gde DE – proizvol~nyæ D-zamknutyæ klass, ZE – proizvol~nyæ C-zamknutyæ klass. �to sootvetstvie obrawaet otnoxenie soderßaniØ.

Proæs rassmatrival sluqaæ, kogda kategoriØ C ØvlØetsØ kategorieæ topologiqeskih prostranstv i ih nepreryvnyh otobraßeniæ, a klass F sostoit iz vseh postoØnnyh (odnotoqeqnyh) otobraßeniæ. V fftom sluqae klass ZE sostoit iz vseh svØznyh topologiqeskih prostranstv, a klass DE sostoit iz vseh diskontinuumov.

§6. Kompaktnost~ 1. Variantnost~ opredeleniØ kompaktnosti. Topologiqeskoe

prostranstvo (X, τ ) nazyvaetsØ kompaktnym, esli vypolnØetsØ sledu¸wee uslovie:

Cp: DlØ l¸bogo pokrytiØ s = {G} mnoßestva X τ -otkrytymi mnoßestvami, X = ∪G|G ∈ s, naædetsØ koneqnoe pokrytie s^′ =

{G^′} fftogo mnoßestva τ -otkrytymi mnoßestvami G^′, vpisannoe

v s (kaßdyæ fflement pokrytiØ s^′ soderßitsØ v kakom-nibud~ fflemente pokrytiØ s).

Topologiqeskoe prostranstvo nazyvaetsØ lokal~no kompaktnym, esli l¸baØ ego toqka imeet okrestnost~ s kompaktnym zamykaniem.

36 A. A. IVANOV

IshodØ iz fftih opredeleniæ moßno postroit~ daleko prodvinutu¸ teori¸ kompaktnosti i lokal~noæ kompaktnosti topologiqeskih prostranstv.

Pri perehode ot kategorii T k kategorii KT i soputstvu¸- wem fftomu perehodu rasweplenii ponØtiæ, ne udaetsØ naæti udovletvoritel~nye, vo vseh otnoxeniØh, ponØtiØ kompaktnosti bitopologiqeskih prostranstv i ih lokal~noæ kompaktnosti. V bitopologiqeskoæ literature ime¸tsØ razliqnye varianty. Qtoby kak-to nazyvat~ ih my budem pol~zovat~sØ terminom “kompaktnyæ”, stavØ pered nim ukazanie na avtorov sootvetstvu¸- wih formulirovok. Snaqala o kompaktnosti. Pust~ τ_i(V ) = {X, ∅, U ∪ V |U ∈ τ_i}, gde V ∈ τ_j , V ≠ ∅, i ≠ j. Bitopologiqeskoe v smysle Kelli prostranstvo (X, τ_1, τ_2) nazyvaetsØ K-kompaktnym, esli vse topologiqeskie struktury τ_i(V ) kompaktny.

Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, τ_1, τ_2) nazyvaetsØ B-kom-paktnym, esli v kaßdoe τ_i-otkrytoe pokrytie moßno vpisat~ koneqnoe τ_j-otkrytoe pokrytie, i ≠ j.

Pokrytie s mnoßestva X nazyvaetsØ parno otkrytym pokrytiem bitopologiqeskogo prostranstva (X, τ_1, τ_2), esli s =

s_1 ∪ s_2, s_1 ⊂ τ_1, s_2 ⊂ τ_2, s_1 ≠ ∅, s_2 ≠ ∅.

Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, τ_1, τ_2) nazyvaetsØ F HP - kompaktnym, esli kaßdoe ego parno otkrytoe pokrytie soderßit koneqnoe podpokrytie.

Pokrytie s mnoßestva X nazyvaetsØ τ_1τ_2-otkrytym pokrytiem, esli s ⊂ τ_1 ∪ τ_2.

Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, τ_1, τ_2) nazyvaetsØ Sw-kom-paktnym, esli kaßdoe τ_1τ_2-pokrytie soderßit koneqnoe podpokrytie.

Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, τ_1, τ_2) nazyvaetsØ KN - kompaktnym, esli kaßdoe τ_i-zamknutoe sobstvennoe podmnoßestvo v X budet τ_j -kompaktno.

Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, τ_1, τ_2) nazyvaetsØ dvaßdy kompaktnym, esli topologiqeskie prostranstva (X, τ_1) i (X, τ_2) kompaktny.

Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, τ_1, τ_2) nazyvaetsØ S-kom-paktnym , esli l¸baØ binepreryvnaØ funkciØ f : (X, τ_1, τ_2) −→ (X, τ_r, τ_l) ograniqena.

Ime¸tsØ opredeleniØ kompaktnosti, ime¸wie smysl ne dlØ

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 37 proizvol~nyh bitopologiqeskih prostranstv, a lix~ dlØ dovol~no uzkogo ih klassa.

Slabo parno vpolne regulØrnoe bitopologiqeskoe prostranstvo (X, τ_1, τ_2) nazyvaetsØ parno vewestvenno kompaktnym, esli ono parno gomeomorfno pereseqeni¸ τ_1-zamknutyh i τ_2-zamknutyh mnoßestv v nekotoroæ stepeni bitopologiqeskoæ prØmoæ

(R, τr, τl)._{Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, τ1, τ2) nazyvaetsØ Sg-kom-}

paktnym, esli ono S-kompaktno i parno vewestvenno kompaktno.

Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, τ_1, τ_2) nazyvaetsØ bikompaktnym, esli topologiqeskoe prostranstvo (X × X, τ_1 × τ_2) kompaktno.

�to tol~ko osnovnye varianty, ime¸wihsØ v bitopologiqeskoæ literature opredeleniæ kompaktnosti bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv, a ime¸tsØ ewe varianty, ispol~zu- ¸wie poluotkrytye mnoßestva, regulØrno otkrytye mnoßestva, a takße drugie tipy mnoßestv.

2. Nedostatki opredeleniæ kompaktnosti. K soßaleni¸ ka-

ßdoe iz ime¸wihsØ v literature opredeleniæ kompaktnosti KT -prostranstv imeet svoi nedostatki. Odni iz nih ne garantiru¸t mul~tiplikativnost~ kompaktnosti v kategorii KT , takoæ, naprimer, ØvlØetsØ F HP -kompaktnost~. Drugie ße oblada- ¸t sledu¸wim nepriØtnym svoæstvom: esli (X, τ_1, τ_2) kompaktno (v ukazannom smysle) i parno hausdorfovo, to τ_1 = τ_2.

Izvestno, qto esli topologiqeskoe prostranstvo (X, τ ) kompaktno, to struktura τ ØvlØetsØ minimal~noæ strukturoæ v klasse hausdorfovyh topologiqeskih struktur. Estestvenno sqitat~, qto analogiqnoe utverßdenie dolßno byt~ vernym i dlØ bitopologiqeskih prostranstv. V sootvetstvii s fftim principom minimal~nost~ bitopologiqeskoæ struktury (τ_1, τ_2) dolßna byt~ neobhodimym usloviem kompaktnosti dlØ parno hausdorfovyh bitopologiqeskih prostranstv. I deæstvitel~- no, poqti vse izvestnye opredeleniØ kompaktnosti bitopologiqeskih prostranstv fftomu uslovi¸ udovletvorØ¸t. Pust~, naprimer, (X, τ_1, τ_2)-proizvol~noe KN -kompaktnoe parno hausdorfovo bitopologiqeskoe prostranstvo. V fftom prostranstve kaßdoe sobstvennoe τ_i-zamknutoe mnoßestvo τ_j -kompaktno. Pust~ dalee (X^′, τ^′_1, τ^′_2)- takße parno hausdorfovo prostranstvo, priqem

τ^′_1 ⊂ τ_1, τ^′_2 ⊂ τ_2. Pust~ F -proizvol~noe sobstvennoe τ_i-zamknutoe

38 A. A. IVANOV podmnoßestvo v X i x ∉ F . Togda dlØ kaßdoæ toqki y ∈ F naædutsØ mnoßestva U_y i V_y takie, qto y ∈ U_y ∈ τ_j , x ∈ V_y ∈

τ_i, U_y ∩ V_y = ∅. Mnoßestva U_y|y ∈ F obrazu¸t τ_j-otkrytoe pokry-

tie mnoßestva F i, v silu KN -kompaktnosti (X, τ_1, τ_2), naædutsØ

V_{y1} , V_{y2} , . . . , V_{yn} pokryva¸wie F . Togda (∩^n_{k=1}V_{yk} ) ∩ F = ∅ i sle-

dovatel~no toqka x ne prinadleßit τ^′-zamykani¸ mnoßestva F . No ffto oznaqaet v koneqnom sqete, qto F ØvlØetsØ τ^′_i -zamknutym mnoßestvom. Tem samym dokazano, qto τ^′_i = τ_i, i = 1, 2 i potomu (X, τ_1, τ_2)-minimal~noe parno hausdorfovo bitopologiqeskoe prostranstvo.

S drugoæ storony moßno dokazat~, qto svoæstvo KN -kompaktnosti ne mul~tiplikativno. Deæstvitel~no, pust~ X – proizvol~noe mnoßestvo, τ_d – maksimal~naØ T_1 topologiØ, ØvlØ¸wa- ØsØ diskretnoæ topologiqeskoæ strukturoæ na X, τ_m – minimal~naØ T_1 topologiØ, sostoØwaØ iz pustogo mnoßestva i dopolneniæ do vseh koneqnyh mnoßestv. Togda (X, τ_d, τ_m)-parno hausdorfovo bitopologiqeskoe prostranstvo, tak kak esli x ≠ y – proizvol~nye toqki iz X, to x ∈ {x} ∈ τ_d, y ∈ X \ {x} ∈ τ_m. Krome togo (X, τ_d, τ_m) ØvlØetsØ KN -kompaktnym bitopologiqeskim prostranstvom. Deæstvitel~no, l¸boe τ_m-otkrytoe pokrytie l¸bogo mnoßestva soderßit, oqevidno, koneqnoe pokrytie i potomu l¸boe podmnoßestvo mnoßestva X budet τ_m-kompaktno. S drugoæ storony, l¸boe τ_m-zamknutoe sobstvennoe podmnoßestvo mnoßestva X koneqno i, sledovatel~no, τ_d-kompaktno. Po tem ße soobraßeniØm budet KN -kompaktnym i bitopologiqeskoe prostranstvo (X, τ_m, τ_d). Rassmotrim teper~ proizvedenie fftih bitopologiqeskih prostranstv (X × X, τ_d × τ_m, τ_m × τ_d). V X × X l¸boe vertikal~noe mnoßestvo {x} × X budet τ_d × τ_m-zamknutym mnoßestvom i l¸boe gorizontal~noe mnoßestvo X × {y} budet

τ_m ×τ_d-otkrytym mnoßestvom. Pofftomu dlØ l¸bogo vertikal~no-

go mnoßestva {x}×X my moßem rassmotret~ ego τ_m ×τ_d-otkrytoe pokrytie gorizontal~nymi mnoßestvami. Iz takogo pokrytiØ ne vydelit~ koneqnoe pokrytie i potomu l¸boe vertikal~noe mnoßestvo budet τ_d × τ_m-zamknutym mnoßestvom, no ne budet τ_m × τ_dkompaktnym mnoßestvom. �to oznaqaet qto (X ×X, τ_d ×τ_m, τ_m ×τ_d) ne KN -kompaktnoe parno parno hausdorfovo bitopologiqeskoe prostranstvo.

Moßno dokazat~ takße, qto ffto bitopologiqeskoe prostranstvo (X × X, τ_d × τ_m, τ_m × τ_d) ne ØvlØetsØ minimal~nym parno

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 39 hausdorfovym bitopologiqeskim prostranstvom i, takim obrazom, svoæstvo bitopologiqeskogo prostranstva byt~ minimal~- nym parno hausdorfovym takße ne mul~tiplikativno.

PonØtiØ KN -kompaknosti, K-kompaktnosti i F HP -kompaktnosti otliqa¸tsØ tol~ko formulirovkami, na samom dele oni opredelØ¸t odno i to ße ponØtie, nazyvaemoe parnoæ kompaktnost~¸. My dokazali, takim obrazom, qto parnaØ kompaktnost~ ne mul~tiplikativna. S drugoæ storony nekotorye iz ponØtiæ kompaktnosti bitopologiqeskih prostranstv mul~tiplikativny, no takie ponØtiØ ime¸t drugoæ nedostatok. DlØ nih iz kompaktnosti (X, τ_1, τ_2) sleduet kompaktnost~ topologiqeskih prostranstv

(X, τ_1) i (X, τ_2). DlØ prostoty my rassmotrim sluqaæ, kogda ne-

kotoroe ponØtie bitopologiqeskoæ kompaktnosti vkl¸qaet v sebØ parnu¸ kompaktnost~, simmetriqnost~ otnositel~no τ_1 i τ_2 i mul~tiplikativnost~.

Deæstvitel~no, pust~ (X, τ_1, τ_2) – kompaktnoe v ukazannom vyxe smysle bitopologiqeskoe prostranstvo. Togda budet kompaktno i bitopologiqeskoe prostranstvo (X, τ_2, τ_1), a takße ih proizvedenie (X × X, τ_1 × τ_2, τ_2 × τ_1). Esli τ_1 – trivial~naØ topologiqeskaØ struktura, to est~ τ_1 = {∅, X}, to (X, τ_1) – kompaktnoe topologiqeskoe prostranstvo. Esli ße τ_1 – netrivial~naØ topologiqeskaØ struktura, to my moßem rassmotret~ τ_1- zamknutoe mnoßestvo F otliqnoe ot pustogo mnoßestva i ot X. Togda F × X – nepustoe τ_1 × τ_2-zamknutoe sobstvennoe podmnoßestvo mnoßestva X × X i v silu parnoæ kompaktnosti bitopologiqeskogo prostranstva (X × X, τ_1 × τ_2, τ_2 × τ_1) ffto mnoßestvo budet τ_2 × τ_1-kompaktno. Rassmotrim proizvol~noe τ_1-otkrytoe pokrytie s mnoßestva X. Togda X × s budet τ_2 × τ_1-otkrytym pokrytiem mnoßestva F × X. V silu τ_2 × τ_1-kompaktnosti fftogo mnoßestva iz pokrytiØ X × s moßno vybrat~ koneqnoe pokrytie

X × G_1, X × G_2, . . ., X × G_n. Togda mnoßestva G_1, G_2, . . . , G_n budut

obrazovyvat~ koneqnoe pokrytie mnoßestva X. No ffto oznaqaet, qto v l¸bom τ_1-otkrytom pokrytii mnoßestva X naædetsØ koneqnoe podpokrytie, qto oznaqaet kompaktnost~ topologiqeskogo prostranstva (X, τ_1). Analogiqno dokazyvaetsØ kompaktnost~ topologiqeskogo prostranstva (X, τ_2).

3. Variantnost~ opredeleniæ lokal~noæ kompaktnosti. Po-

nØtie bitopologiqeskoæ lokal~noæ kompaktnosti ewe bolee variantno, qem ponØtie kompaktnosti. Esli pri vvedenii ponØ-

40 A. A. IVANOV tiØ bitopologiqeskoæ kompaktnosti my stalkivaemsØ “tol~ko” s trudnost~¸ perenosa topologiqeskoæ kompaktnosti na bitopologiqeskie prostranstva, to pri vvedenii lokal~noæ kompaktnosti dobavlØetsØ neobhodimost~ tak ili inaqe sformulirovat~ ponØtie okrestnosti toqki (s fftim my stolknulis~ uße v teorii bitopologiqeskoæ lokal~noæ svØznosti) i ponØtie zamykaniØ okrestnosti.

Deæstvitel~no, samo opredelenie lokal~noæ kompaktnosti ne vyzyvaet osobyh trudnosteæ, ono prosto povtorØet topologiqeskoe opredelenie v bitopologiqeskoæ situacii, a imenno:

Bitopologiqeskoe prostranstvo nazyvaetsØ lokal~no kompaktnym, esli l¸baØ ego toqka imeet okrestnost~ s kompaktnym zamykaniem.

VsØ trudnost~ sostoit v ponimanii treh poslednih terminov: okrestnost~, kompaktnost~, zamykanie. Kaßdyæ iz fftih treh terminov dopuskaet razliqnye tolkovaniØ i ffto naxlo svoe otraßenie v bitopologiqeskoæ literature. S bitopologiqeskoæ kompaktnost~¸ my tol~ko qto bolee ili menee poznakomilis~, s okrestnostØmi toqek my imeli delo v svØzi s bitopologiqeskoæ svØznost~¸, ostalos~ tol~ko opredelit~sØ s zamykaniØmi okrestnosteæ. V bitopologiqeskom prostranstve (X, τ_1, τ_2) ime- ¸tsØ dve osnovnye operacii zamykaniØ, a imenno τ_1-zamykanie i τ_2-zamykanie. Krome togo moßno rassmatrivat~ sup{τ_1, τ_2}- zamykanie i inf {τ_1, τ_2}-zamykanie. Nakonec moßno vvodit~ razliqnye kombinacii fftih (qetyreh) operaciæ.

Takim obrazom sovokupnost~ razliqnyh variantov ponØtiØ bitopologiqeskoæ lokal~noæ kompaktnosti qrezvyqaæno velika i trudno obozrima. Varianty uße rassmotrennye v bitopologiqeskoæ literature sostavlØ¸t ee neznaqitel~nu¸ qast~. Vot nekotorye iz nih:

Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, τ_1, τ_2) lokal~no kompakt- no, esli kaßdaØ toqka x ∈ X imeet τ_i-okrestnost~ s τ_j -kompaktnym

τ_j -zamykaniem;

esli kaßdaØ toqka x ∈ X imeet τ_i-okrestnost~ s τ -kompaktnym

τ_j -zamykaniem;

esli kaßdaØ toqka x ∈ X imeet τ_i-okrestnost~ s F HP - kompaktnym τ_j -zamykaniem;

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 41 esli kaßdaØ toqka x ∈ X imeet τ -okrestnost~ G, dlØ kotoroæ

(τ_1 − clG) ∩ (τ_2 − clG) kompaktno v (X, τ );

esli (X, τ ) – lokal~no kompaktno. V fftih opredeleniØh τ = sup{τ_1, τ_2}.

§7. Nekotorye special~nye svoæstva 1. Special~nye topologiqeskie pary. Mnogie avtory izuqa-

li ne bitopologiqeskie prostranstva, a binarnye otnoxeniØ na mnoßestve vseh topologiqeskih struktur, opredelennyh na proizvol~no fiksirovannom mnoßestve X. Koneqno izuqat~ troæki

(X, τ_1, τ_2) ili ße pary (τ_1, τ_2), gde τ_1, τ_2 – topologiqeskie struk-

tury na X, po-suwestvu odno i to ße, no formal~no ffto raznye ob¨ekty. Vo mnogih sluqaØh daße ne primenØlsØ i sam termin bitopologiqeskoe prostranstvo.

Toqno tak obstoit delo i so special~nymi otnoxeniØmi meßdu topologiqeskimi strukturami, vvedennymi Arhangel~skim i Bokalo. My opixem vkratce ih podhod k opredeleni¸ nekotoryh special~nyh binarnyh otnoxeniæ meßdu topologiqeskimi strukturami ili ße, v naxeæ terminologii, special~nyh klassov bitopologiqeskih prostranstv.

GovorØt, qto dve topologiqeskie struktury τ_1 i τ_2 sovpada- ¸t v nekotoroæ toqke x ∈ X, esli v fftoæ toqke fil~tr τ_1- okrestnosteæ i fil~tr τ_2-okrestnosteæ sovpada¸t.

Pust~ θ i μ – nekotorye svoæstva podmnoßestv topologiqeskih prostranstv. Qerez E_μ(X, τ ) ili prosto E_μ, esli ffto ne privodit k nedorazumeniØm, oboznaqa¸t mnoßestvo vseh nepustyh podmnoßestv mnoßestva X, oblada¸wih svoæstvom μ v topologiqeskom prostranstve (X, τ ). DlØ kaßdogo Y ∈ E_μ opredeleno mnoßestvo E_θ(Y ) vseh nepustyh podmnoßestv mnoßestva Y oblada¸wih svoæstvom θ v (Y, τ |Y ). Vse takie mnoßestva sostavlØ¸t, v sovokupnosti, mnoßestvo E_{θ,μ}.

TopologiqeskaØ struktura τ_1 nazyvaetsØ (θ, μ)-gran~¸ topologiqeskoæ struktury τ_2, esli dlØ kaßdogo Y ∈ E_μ(X, τ_2) naædetsØ mnoßestvo Z ∈ E_θ(Y ) takoe, qto τ_1|Y i τ_2|Y sovpada¸t v nekotoroæ toqke mnoßestva Z. �ti opredeleniØ pozvolØ¸t rassmatrivat~ klass T_{(θ,μ)} bitopologiqeskih prostranstv, sostoØwiæ iz vseh (X, τ_1, τ_2), udovletvorØ¸wih uslovi¸: τ_1 ØvlØetsØ (θ, μ)- gran~¸ τ_2.

42 A. A. IVANOV

V prosteæxem sluqae, kogda θ = t, μ = t, gde t-svoæstvo byt~ podmnoßestvom, klass T_{t,t} oboznaqa¸t qerez T an. V sootvetstvii s opredeleniem klass T an sostoit iz vseh bitopologiqeskih prostranstv (X, τ_1, τ_2), dlØ kotoryh v l¸bom nepustom podmnoßestve

Y ⊂ X naædetsØ toqka, dlØ kotoroæ τ_1|Y -fil~tr i τ_2|Y -fil~tr

okrestnosteæ sovpada¸t.

Ispol~zuetsØ takße sledu¸waØ terminologiØ. Toqkoæ kasaniØ topologiqeskih struktur τ_1 i τ_2 nazyva¸t toqku, v kotoroæ sovokupnost~ τ_1-okrestnosteæ i τ_2-okrestnosteæ sovpada¸t. TopologiqeskaØ struktura τ_1 kasaetsØ topologiqeskoæ struktury τ_2, esli v kaßdom nepustom podmnoßestve Y ⊂ X suwestvuet toqka kasaniØ topologiqeskih struktur τ_1|Y i τ_2|Y . VvodØtsØ takße sledu¸wie opredeleniØ.

TopologiqeskaØ struktura τ_1 slabo kasaetsØ topologiqeskoæ struktury τ_2, esli v kaßdom nepustom τ_1-zamknutom mnoßestve

Y ⊂ X suwestvuet toqka kasaniØ topologiqeskih struktur τ_1|Y

i τ_2|Y .

TopologiqeskaØ struktura τ_1 sil~no kasaetsØ topologiqeskoæ struktury τ_2, esli dlØ l¸bogo nepustogo mnoßestva Y ⊂ X mnoßestvo toqek kasaniØ topologiqeskih struktur τ_1|Y i τ_2|Y imeet nepustu¸ vnutrennost~ v (Y, τ_1|Y ).

V sootvetstvii s fftimi opredeleniØmi my moßem rassmatrivat~ sledu¸wie klassy bitopologiqeskih prostranstv:

T an-sostoit iz vseh bitopologiqeskih prostranstv (X, τ_1, τ_2),

dlØ kotoryh τ_1 kasaetsØ τ_2.

wT an-sostoit iz vseh bitopologiqeskih prostranstv (X, τ_1, τ_2),

dlØ kotoryh τ_1 slabo kasaetsØ τ_2.

sT an-sostoit iz vseh bitopologiqeskih prostranstv (X, τ_1, τ_2),

dlØ kotoryh τ_1 sil~no kasaetsØ τ_2.

Oqevidno, qto sT an ⊂ T an ⊂ wT an. 2. Stepen~ blizosti topologiqeskih struktur. Netrudno za-

metit~, qto bitopologiqeskoe prostranstvo (X, τ, τ ) dlØ proizvol~nyh X i τ prinadleßit kaßdomu klassu T_{θ,μ}, kakovy by ni byli svoæstva θ i μ. Pofftomu prinadleßnost~ togo ili inogo bitopologiqeskogo prostranstva (X, τ_1, τ_2) k nekotoromu klassu

T_{θ,μ} moßno rassmatrivat~, kak otraßenie haraktera i stepeni

sovpadeniØ (nesovpadeniØ) topologiqeskih stuktur τ_1 i τ_2, opredelennyh na odnom i tom ße mnoßestve. Qem uße fftot klass tem

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 43 bliße drug k drugu topologiqeskie struktury τ_1 i τ_2 i tem bliße bitopologiqeskoe prostranstvo (X, τ_1, τ_2) k klassu T .

Vozmoßny, vproqem, i drugie podhody k ocenke stepeni blizosti dvuh topologiqeskih struktur, zadannyh na odnom i tom ße mnoßestve. My moßem, naprimer, osuwestvit~ neposredstvennoe sravnenie topologiqeskih struktur τ_1 i τ_2, kak sistem podmnoßestv mnoßestva X, rassmotrev ih pereseqenie. PredstavlØetsØ intuitivno Øsnym, qto qem bol~xe ffto pereseqenie, tem bliße drug k drugu topologiqeskie struktury τ_1 i τ_2. Esli τ_1 ∩ τ_2 = ∅, to meßdu fftimi topologiqeskimi strukturami voobwe vrode by net niqego obwego. S drugoæ storony vozmoßen i drugoæ podhod k ocenke stepeni sovpadeniØ τ_1 i τ_2. On osnovan na privedennoæ vyxe idee. My moßem rassmotret~ sovokupnost~ I(X, τ_1, τ_2) vseh podmnoßestv mnoßestva X na kaßdom iz kotoryh topologiqeskie struktury τ_1 i τ_2 induciru¸t odnu i tu ße topologiqesku¸ strukturu. OpØt~ ße intuitivno Øsno, qto qem bol~xe

I(X, τ_1, τ_2) tem bliße τ_1 i τ_2 drug k drugu. Rassmotrim, odna-

ko, sledu¸wiæ primer. Pust~ X = [0, 1], X^′ = (0, 1), τ^′-obyqnaØ topologiqeskaØ struktura na intervale (0, 1). Poloßim τ_1 = {G^′ ∪ {0}|G^′ ∈ τ^′} ∪ {∅, X}, τ_2 = {G^′ ∪ {1}|G^′ ∈ τ^′} ∪ {∅, X}. Kaßdoe τ_1-otkrytoe mnoßestvo, otliqnoe ot ∅ i X, soderßit toqku 0 i kaßdoe τ_2-otkrytoe mnoßestvo, otliqnoe ot ∅ i X, soderßit toqku 1. Ots¸da sleduet, qto τ_1 ∩ τ_2 = {∅, X}. Ocenka sovpadeniØ po τ_1 ∩ τ_2 privodit nas k zakl¸qeni¸ o tom, qto τ_1 i

τ_2 daleki drug ot druga. S drugoæ storony, τ_1 i τ_2 sovpada¸t na

mnoßestve X^′ otliqnom ot mnoßestva X tol~ko dvumØ toqkami i potomu ocenka blizosti po I(X, τ_1, τ_2) ubeßdaet nas v tom, qto τ_1 i τ_2 blizki drug k drugu. Razliqnye podhody k ocenke blizosti

τ_1 i τ_2 da¸t nam razliqnye rezul~taty.

S bitopologiqeskoæ toqki zreniØ my poluqili razliqnye ocenki blizosti rassmatrivaemogo bitopologiqeskogo prostranstva (X, τ_1, τ_2) k klassu T . PredstavlØetsØ estestvennym iskat~ naibolee blizkoe k (X, τ_1, τ_2) topologiqeskoe prostranstvo sredi topologiqeskih prostranstv (X, τ ), struktura kotoryh leßit meßdu inf {τ_1, τ_2} i sup{τ_1, τ_2}. V rassmotrennom vyxe primere moßno sqitat~, povidimomu, qto naibolee blizkim k bitopologiqeskomu prostranstvu (X, τ_1, τ_2) ØvlØetsØ topologiqeskoe prostranstvo (X, τ ), dlØ kotorogo τ = {G^′ ∪ {0, 1}|G^′ ∈ τ^′} ∪ {∅}.

44 A. A. IVANOV

§8. OtobraßeniØ

1. KlassifikaciØ otobraßeniæ. Znaqitel~noe mesto v topo-

logiqeskoæ literature zanimaet izuqenie razliqnyh klassov otobraßeniæ topologiqeskih prostranstv. �ta deØtel~nost~ byla, sudØ po koliqestvu stateæ, ves~ma intensivnoæ. Ona imela bol~xoe znaqenie i dlØ razvitiØ teorii topologiqeskih prostranstv i dlØ razvitiØ teorii bitopologiqeskih prostranstv. V ramkah fftoæ tematiki voznikla neobhodimost~ izuqeniØ ne obØzatel~no nepreryvnyh otobraßeniæ. Esli, naprimer, topologiqeskoe prostranstvo (X, τ ) ne ØvlØetsØ vpolne regulØrnym prostranstvom, to mnoßestvo vseh nepreryvnyh na (X, τ ) funkciæ moßet okazat~sØ slixkom bednym, moßet daße sostoØt~ tol~ko iz postoØnnyh funkciæ. Togda sleduet izuqat~ bolee xirokie klassy otobraßeniæ. �tim bolee xirokim klassam ne obØzatel~no nepreryvnyh otobraßeniæ topologiqeskih prostranstv sotvetstvu¸t kakie-to klassy otobraßeniæ bitopologiqeskih prostranstv. S drugoæ storony, izuqa¸tsØ i klassy nepreryvnyh (binepreryvnyh) otobraßeniæ, ime¸wih te ili inye dopolnitel~nye svoæstva. Pri fftom perehod ot klassov otobraßeniæ topologiqeskih prostranstv k sootvetstvu¸wim klassam otobraßeniæ bitopologiqeskih prostranstv soprovoßdaetsØ, koneqno, raswepleniem ponØtiæ, znaqitel~nym uveliqeniem raznoobraziØ klassov otobraßeniæ.

2. Klassy otobraßeniæ. Koliqestvo izuqaemyh v literature

klassov otobraßeniæ bitopologiqeskih prostranstv ves~ma veliko, net neobhodimosti upominat~ zdes~ vse ffti klassy, dlØ nas vaßen tol~ko princip ih postroeniØ. My ne budem takße privodit~ nazvaniØ rassmatrivaemyh zdes~ klassov otobraßeniæ, oni, podqas, razliqny u raznyh avtorov. My prosto opixem nekotorye iz takih klassov.

Sleduet, preßde vsego, upomØnut~ klassy otobraßniæ, opredelØemye usloviØmi vida:

dlØ kaßdoæ toqki x ∈ X i l¸boæ τ_i^′-okrestnosti V toqki f(x) suwestvuet τ_i-okrestnost~ U toqki x takaØ, qto f(U ) ⊂ τ^′_j − cl V ; dlØ kaßdoæ toqki x ∈ X i l¸boæ τ_i^′-okrestnosti V toqki f(x)

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 45 suwestvuet τ_i-okrestnost~ U toqki x takaØ, qto

f(U ) ⊂ τ^′_i − int (τ^′_j − cl V );

dlØ kaßdoæ toqki x ∈ X i l¸boæ τ_i^′-okrestnosti V toqki f(x) suwestvuet τ_i-okrestnost~ U toqki x takaØ, qto f(τ_i − cl U ) ⊂ τ^′_j − cl V ; dlØ kaßdoæ toqki x ∈ X i l¸boæ τ_i^′-okrestnosti V toqki f(x) suwestvuet τ_i-okrestnost~ U toqki x takaØ, qto f(τ_j − cl U ) ⊂ τ^′_j − cl V ; dlØ kaßdoæ toqki x ∈ X i l¸boæ τ_i^′-okrestnosti V toqki f(x) suwestvuet τ_i-okrestnost~ U toqki x takaØ, qto

f(τ_i − cl U ) ⊂ τ^′_i − int (τ^′_j − cl V );

dlØ kaßdoæ toqki x ∈ X i l¸boæ τ_i^′-okrestnosti V toqki f(x) suwestvuet τ_i-okrestnost~ U toqki x takaØ, qto

f(τ_i − int (τ_j − cl U ) ⊂ τ^′_i − int (τ^′_j − cl V ),

i tak dalee. V takogo tipa usloviØ mogut vhodit~ operacii τ -zamykaniØ (τ^′-zamykaniØ) i τ -vnutrennosti (τ^′-vnutrennosti) dlØ τ = inf {τ_1, τ_2} ili ße dlØ τ = sup{τ_1, τ_2} i dlØ analogiqnyh τ^′. Vmesto okrestnosteæ U i V mogut rassmatrivat~sØ summy τ_1 i

τ_2-okrestnosteæ ili ße summy τ^′_1 i τ^′_2-okrestnosteæ. Esli uqest~,

qto ffti opredeleniØ moßno raznoobrazit~ zamenoæ operaciæ zamykaniØ i vnutrennosti na α-zamykanie i α-vnutrennost~ takie, qto A ⊂ α − cl A ⊂ cl A, int A ⊂ α − int A ⊂ A dlØ l¸bogo mnoßestva A, to moßno sebe predstavit~ kakoe obilie razliqnyh klassov my moßem poluqit~. No na fftom raznoobrazie klassov otobraßeniæ ne konqaetsØ. Rassmatriva¸tsØ takße bitopologiqeskie analogi otkrytyh otobraßeniæ, soverxennyh otobraßeniæ, na osnove kotoryh stroØtsØ sootvetstvu¸wie bitopologiqeskie teorii absol¸tov, razliqnye tipy monotonnyh otobraßeniæ, opredelØemye bitopologiqeskoæ svØznost~¸ (zdes~, kak izvestno, takße massa variantov), nakryva¸we binepreryvnyh otobraßeniæ i ih analogov, v opredeleniØ kotoryh vhodØt pokrytiØ sootvetstvu¸wih mnoßestv. Analogi vseh fftih opredeleniæ mogut byt~ sformulirovany i dlØ mnogoznaqnyh otobraßeniæ, vot poqemu literatura po bitopologiqeskoæ teorii otobraßeniæ stol~ velika i raznoobrazna.

46 A. A. IVANOV

§9. RasxireniØ

NastoØwiæ paragraf i paragraf sledu¸wiæ za nim soderßat detal~noe izloßenie osnov teorii rasxireniæ bitopologiqeskih prostranstv v qastnosti teori¸ ih popolneniØ po sootvetstvu¸wim strukturam. Pri fftom prixlos~ izloßit~ takße i fflementy teorii rasxireniæ topologiqeskih prostranstv takße s sootvetstvu¸wimi detalØmi. V topologiqeskoæ literature moßno naæti razliqnye metody postroeniØ i izuqeniØ rasxireniæ, kak topologiqeskih tak i bitopologiqeskih prostranstv. Zdes~ opisany metody, predloßennye samim avtorom v ego bolee rannih publikaciØh.

1. Tipy rasxireniæ. Sozdanie teorii rasxireniæ bitopolo-

giqeskih v smysle Kelli prostranstv potrebovalo preodoleniØ izvestnyh trudnosteæ uße na fftape formirovaniØ ee osnovnyh ponØtiæ, v tom qisle i samogo ponØtiØ rasxireniØ. Raznye avtory davali suwestvenno razliqnye opredeleniØ fftogo ponØtiØ, ishodØ iz sledu¸wego ponØtiØ rasxireniØ topologiqeskogo prostranstva.

Topologiqeskoe prostranstvo (X^′, τ^′) nazyvaetsØ rasxireniem topologiqeskogo prostranstva (X, τ ), esli (X, τ ) ØvlØetsØ podprostranstvom topologiqeskogo prostranstva (X^′, τ^′) i zamykanie, τ^′ − cl X, mnoßestva X v (X^′, τ^′) ravno X^′.

My ne budem privodit~ zdes~ vse ime¸wiesØ v literature varianty ponØtiØ rasxireniØ bitopologiqeskogo prostranstva, a ostanovimsØ lix~ na dvuh iz nih.

Bitopologiqeskoe prostranstvo (X^′, τ^′_1, τ^′_2) nazyva¸t rasxireniem bitopologiqeskogo prostranstva (X, τ_1, τ_2), esli (X, τ_1, τ_2) ØvlØetsØ podprostranstvom bitopologiqeskogo v smysle Kelli prostranstva (X^′, τ^′_1, τ^′_2) i zamykaniØ, τ^′_1 − cl X i τ^′_2 − cl X mnoßestva X v topologiqeskih prostranstvah (X^′, τ^′_1) i (X^′, τ^′_2) ravny

X^′.

Bitopologiqeskoe prostranstvo (X^′, τ^′_1, τ^′_2) nazyva¸t slabym rasxireniem bitopologiqeskogo prostranstva (X, τ_1, τ_2), esli (X, τ_1, τ_2) ØvlØetsØ podprostranstvom bitopologiqeskogo v smy-

sle Kelli prostranstva (X^′, τ^′_1, τ^′_2) i ob¨edinenie zamykaniæ,

τ^′_1 − cl X i τ^′_2 − cl X mnoßestva X v topologiqeskih prostran-

stvah (X^′, τ^′_1) i (X^′, τ^′_2) ravno X^′.

PonØtie slabogo rasxireniØ bitopologiqeskogo v smysle

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 47 Kelli prostranstva v obwem sootvetstvuet idee vvedeniØ slabyh svoæstv bitopologiqeskih prostranstv, qto stanovitsØ osobenno Øsnym pri perehode ot rassmotreniØ zamykaniæ mnoßestv k rassmotreni¸ okrestnosteæ toqek. Na Øzyke okrestnosteæ

(X^′, τ^′_1, τ^′_2) budet rasxireniem ego podprostranstva (X, τ_1, τ_2),

esli dlØ l¸boæ toqki x ∈ X^′ l¸baØ ee τ^′_1-okrestnost~ i l¸- baØ ee τ^′_2-okrestnost~ ime¸t nepustoe pereseqenie s X, i budet slabym rasxireniem, esli dlØ l¸boæ toqki x ∈ X^′ l¸baØ ee

τ^′_1-okrestnost~ ili l¸baØ ee τ^′_2-okrestnost~ imeet nepustoe pe-

reseqenie s X.

2. RegulØrnye rasxireniØ topologiqeskih prostranstv.

Obwu¸ teori¸ rasxireniæ bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv moßno stroit~, kak neposredstvennoe obobwenie teorii rasxireniæ topologiqeskih prostranstv. Osnovnymi ob¨- ektami ØvlØ¸tsØ zdes~ tak nazyvaemye regulØrnye rasxireniØ.

Rasxirenie (X^′, τ^′) topologiqeskogo prostranstva (X, τ ) nazyvaetsØ strogim (po Stonu) rasxireniem, esli zamykaniØ v

(X^′, τ^′) podmnoßestv mnoßestva X obrazu¸t v (X^′, τ^′) bazu za-

mknutyh mnoßestv.

Rasxirenie (X^′, τ^′) topologiqeskogo prostranstva (X, τ ) nazyvaetsØ toqnym rasxireniem, esli l¸bye dve razliqnye toqki

x, y iz X^′, iz kotoryh hot~ odna ne prinadleßit X, topologi-

qeski razliqimy v (X^′, τ^′) iz X (suwestvuet takoe mnoßestvo

A ⊂ X, qto ego zamykanie v (X^′, τ^′) soderßit odnu iz fftih toqek

i ne soderßit drugu¸).

Rasxirenie (X^′, τ^′) topologiqeskogo prostranstva (X, τ ) nazyvaetsØ regulØrnym rasxireniem, esli ono strogoe i toqnoe rasxirenie fftogo prostranstva.

3. Sledy topologiqeskih rasxireniæ. Esli (X^′, τ^′) – ras-

xirenie topologiqeskogo prostranstva (X, τ ), to l¸baØ toqka

x ∈ X^′ opredelØet dve sistemy ω(x) i γ(x) podmnoßestv mnoße-

stva X, a imenno: ω(x) = {G^′ ∩ X|x ∈ G^′ ∈ τ^′} γ(x) = {F |F ∈ ∁τ, x ∈ τ^′ − cl F }. Sistema ω(x) sostoit iz nepustyh otkrytyh v (X, τ ) mnoßestv,

ω(x) ⊂ τ , sistema γ(x) sostoit iz nepustyh zamknutyh v (X, τ ) mnoßestv, γ(x) ⊂ ∁τ = {F |X \ F ∈ τ }.

48 A. A. IVANOV

Sistema ω(x) obladaet sledu¸wimi svoæstvami:

G_1 ∈ ω(x) i G_2 ∈ ω(x) =⇒ G_1 ∩ G_2 ∈ ω(x). G_1 ∈ ω(x), G_2 ∈ τ, G_1 ⊂ G_2 =⇒ G_2 ∈ ω(x).

L¸bu¸ nepustu¸ sistemu ω nepustyh otkrytyh v (X, τ ) mnoßestv, oblada¸wu¸ fftimi svoæstvami, budem nazyvat~ otkrytym fil~trom v (X, τ ).

Sistema γ(x) obladaet sledu¸wimi svoæstvami:

F_1 ∪ F_2 ∈ γ(x), F_1 ∈ ∁τ, F_2 ∈ ∁τ =⇒ F_1 ∈ γ(x) ili F_2 ∈ γ(x). F_1 ∈ γ(x), F_2 ∈ ∁τ, F_1 ⊂ F_2 =⇒ F_2 ∈ γ(x).

L¸bu¸ nepustu¸ sistemu γ nepustyh zamknutyh v (X, τ ) mnoßestv, oblada¸wu¸ fftimi svoæstvami, budem nazyvat~ zamknutym kofil~trom v (X, τ ).

Meßdu otkrytymi fil~trami ω i zamknutymi kofil~trami γ v proizvol~no fiksirovannom topologiqeskom prostranstve

(X, τ ) imeetsØ kanoniqeskoe vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie

(otnoxenie dvoæstvennosti), a imenno: γ(ω) = {F |F ∈ ∁τ, X \ F /∈ ω}, ω(γ) = {G|G ∈ τ, X \ G /∈ γ}. Netrudno dokazat~, qto γ(ω(γ)) = γ, ω(γ(ω)) = ω. V qastnosti, dlØ l¸boæ toqki x ∈ X^′ rasxireniØ (X^′, τ^′) topologiqeskogo prostranstva (X, τ ) spravedlivy sootnoxeniØ γ(ω(x)) = γ(x), ω(γ(x)) = γ(x). 4. Postroenie raxireniæ topologiqeskih prostranstv.

Sledu¸waØ konstrukciØ vsegda privodit k regulØrnomu rasxireni¸ proizvol~no fiksirovannogo topologiqeskogo prostranstva (X, τ ).

BeretsØ kakoe-nibud~ mnoßestvo Ω otkrytyh fil~trov v

(X, τ ), ne soderßawee fil~trov vida ω(x) dlØ x ∈ X. �to mno-

ßestvo prisoedinØetsØ k mnoßestvu X. Na poluqennom takim obrazom mnoßestve X^′ = X ∪ Ω vvoditsØ topologiqeskaØ struktura τ^′. Otkrytu¸ bazu fftoæ topologiqeskoæ struktury sostavlØ¸t mnoßestva vida G ∪ {ω|G ∈ ω ∈ Ω}, obrazuemye po vsem

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 49

G ∈ τ . Bez osobogo truda dokazyvaetsØ, qto postroennoe topolo-

giqeskoe prostranstvo (X^′, τ^′) ØvlØetsØ regulØrnym rasxireniem zadannogo topologiqeskogo prostranstva (X, τ ). Ego nazyva- ¸t rasxireniem, poluqennym prisoedineniem k X mnoßestva Ω otkrytyh fil~trov v (X, τ ).

Dvoæstvennoæ konstrukcieæ stroitsØ regulØrnoe rasxirenie

(X^′, τ^′) poluqaemoe prisoedineniem k X kakogo-nibud~ mnoße-

stva Γ zamknutyh kofil~trov v (X, τ ), ne soderßawee kofil~- trov vida γ(x). �to mnoßestvo prisoedinØetsØ k X. Na poluqennom mnoßestve X^′ = X ∪ Γ vvoditsØ topologiqeskaØ struktura

τ^′, dlØ kotoroæ vse mnoßestva vida F ∪ {γ|F ∈ γ ∈ Γ} sostavlØ¸t

bazu zamknutyh mnoßestv.

Esli (X^′, τ^′) – regulØrnoe rasxirenie topologiqeskogo prostranstva (X, τ ), to ono kanoniqeski gomeomorfno rasxireni¸, poluqennomu prisoedineniem k X mnoßestva Ω(X^′) = {ω(x)|x ∈

X^′ \ X} ili ße mnoßestva Γ(X^′) = {γ(x)|x ∈ X^′ \ X}.

5. RegulØrnye rasxireniØ bitopologiqeskih prostranstv. PerehodØ teper~ k rasxireniØm bitopologiqeskih v

smysle Kelli prostranstv my moßem, preßde vsego, perenesti na nih ponØtie regulØrnosti rasxireniØ. Kak i dlØ topologiqeskih prostranstv, ponØtie regulØrnosti rasxireniØ vkl¸qaet v sebØ ponØtie strogogo rasxireniØ i ponØtie toqnogo rasxireniØ.

(X^′, τ^′_1, τ^′_2) – strogoe rasxirenie, esli (X^′, τ^′_1) i (X^′, τ^′_2) – stro-

gie rasxireniØ topologiqeskih prostranstv (X, τ_1) i (X, τ_2), sootvetstvenno.

(X^′, τ^′_1, τ^′_2) – toqnoe rasxirenie, esli (X^′, τ^′_1) i (X^′, τ^′_2) – toqnye

rasxireniØ topologiqeskih prostranstv (X, τ_1) i (X, τ_2), sootvetstvenno.

(X^′, τ^′_1, τ^′_2) – slabo toqnoe rasxirenie, esli l¸bye dve razliq-

nye toqki, iz kotoryh hot~ odna ne prinadleßit X, bitopologiqeski razliqimy iz X, to est~ dlØ nih naædetsØ mnoßestvo

A ⊂ X takoe, qto ego zamykanie v (X^′, τ^′_1) ili ße ego zamykanie

v (X^′, τ^′_2) soderßit odnu iz fftih toqek i ne soderßit drugu¸.

Strogoe i toqnoe rasxirenie bitopologiqeskogo v smysle Kelli prostranstva my budem nazyvat~ ego regulØrnym rasxireniem, strogoe i slabo toqnoe rasxirenie – slabo regulØrnym.

DlØ slabyh rasxireniæ my takße moßem sformulirovat~ opredeleniØ strogosti, toqnosti i slaboæ toqnosti, analogiq-

50 A. A. IVANOV nye privedennym vyxe.

(X^′, τ^′_1, τ^′_2) – strogoe rasxirenie, esli zamykaniØ v (X^′, τ^′_1)

vseh podmnoßestv mnoßestva X obrazu¸t ego bazu zamknutyh mnoßestv i zamykaniØ v (X^′, τ^′_2) vseh podmnoßestv mnoßestva X obrazu¸t ego bazu zamknutyh mnoßestv.

(X^′, τ^′_1, τ^′_2) – toqnoe rasxirenie, esli τ^′_1 − cl X i τ^′_2 − cl X –

toqnye rasxireniØ topologiqeskih prostranstv (X, τ_1) i (X, τ_2), sootvetstvenno.

(X^′, τ^′_1, τ^′_2) – slabo toqnoe rasxirenie, esli l¸bye dve razliq-

nye toqki, iz kotoryh hot~ odna ne prinadleßit X, bitopologiqeski razliqimy iz X, to est~ dlØ nih naædetsØ mnoßestvo

A ⊂ X takoe, qto ego zamykanie v (X^′, τ^′_1) ili ße ego zamykanie

v (X^′, τ^′_2) soderßit odnu iz fftih toqek i ne solerßit drugu¸.

Strogoe i toqnoe slaboe rasxirenie my budem nazyvat~ regulØrnym slabym rasxireniem, strogoe i slabo toqnoe slaboe rasxirenie my budem nazyvat~ slabo regulØrnym slabym rasxireniem.

Zameqanie. Nam prixlos~ neskol~ko izmenit~ ishodnye opre-

deleniØ, tak kak (X^′, τ^′_1) i (X^′, τ^′_2) ne ØvlØ¸tsØ, v obwem sluqae, rasxireniØmi prostranstv (X, τ_1) i (X, τ_2). Netrudno zametit~, qto ffti opredeleniØ ØvlØ¸tsØ obobweniØmi sootvetstvu¸wih opredeleniæ dlØ rasxireniæ bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv.

6. Sledy bitopologiqeskih rasxireniæ. Esli (X^′, τ^′_1, τ^′_2)–

regulØrnoe rasxirenie bitopologiqeskogo v smysle Kelli prostranstva (X, τ_1, τ_2), to l¸baØ toqka x ∈ X^′ opredelØet otkrytye fil~try ω_1(x) i ω_2(x) v topologiqeskih prostranstvah (X, τ_1) i

(X, τ_2), sootvetstvenno (zamknutye kofil~try γ_1(x) i γ_2(x) )

Mnoßestva Ω_1(X^′) = {ω_1(x)|x ∈ X^′ \ X} i Ω_2(X^′) = {ω_2(x)|x ∈

X^′ \ X} odnoznaqno opredelØ¸t s toqnost~¸ do gomeomorfizma

kakie-to regulØrnye rasxireniØ sootvetstvu¸wih topologiqeskih prostranstv, odnako oni ne opredelØ¸t, daße s toqnost~¸ do gomeomorfizma, sootvetstvu¸wee rasxirenie (X^′, τ^′_1, τ^′_2). DlØ fftogo nado ewe znat~ kakoe-nibud~ vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu fflementami mnoßestva Ω_1(X^′) i mnoßestva Ω_2(X^′), opredelØemoe sootvetstviØmi ω_1(x) ←− x −→ ω_2(x)

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 51 dlØ vseh toqek x ∈ X^′ \ X. V fftom sostoit principial~noe otliqie teorii rasxireniæ bitopologiqeskih prostranstv ot teorii rasxireniæ topologiqeskih prostranstv.

7. Postroenie bitopologiqeskih rasxireniæ. Sledu¸waØ

konstrukciØ vsegda privodit k regulØrnomu rasxireni¸ proizvol~no zadannogo bitopologoiqeskogo prostranstva. Rassmatriva¸tsØ kakie-nibud~ mnoßestva Ω_1 i Ω_2 otkrytyh fil~trov topologiqeskih prostranstv (X, τ_1) i (X, τ_2), ne soderßawie fil~- trov vida ω_1(x) i ω_2(x) dlØ x ∈ X (moßno rassmatrivat~ sootvetstvu¸wie mnoßestva Γ_1 i Γ_2 zamknutyh kofil~trov) i fiksiruetsØ kakoe-nibud~ vzvimno odnoznaqnoe sootvetstvie (sparivanie) φ : Ω_1 −→ Ω_2 meßdu toqkami fftih mnoßestv. K mnoßestvu X prisoedinØetsØ grafik Γ_φ fftogo sootvetstviØ. Polagaem

X^′ = X ∪ Γ_φ i na X^′ vvodim dve topologiqeskie struktury. �ti

topologiqeskie struktury τ^′_1, τ^′_2 na mnoßestve X^′ opredelØ¸tsØ ih otkrytymi bazami, sostoØwimi iz vseh mnoßestv vida

G_1 ∪ {(ω_1, ω_2)|ω_2 = φ(ω_1), G_1 ∈ ω_1 ∈ Ω_1}, G_1 ∈ τ_1

i, sootvetstvenno,

G_2 ∪ {(ω_1, ω_2)|ω_2 = φ(ω_1), G_2 ∈ ω_2 ∈ Ω_2}, G_2 ∈ τ_2.

V svØzi s fftim nebezinteresno otmetit~, qto dlØ regulØrnogo rasxireniØ (X^′, τ^′_1, τ^′_2) , bitopologiqeskogo prostranstva

(X, τ_1, τ_2) iz τ_1 = τ_2 sovsem ne sleduet τ^′_1 = τ^′_2. �to budet tak,

esli φ : Ω_1 −→ Ω_2 toßdestvennoe otobraßenie. Slabo regulØrnye rasxireniØ my opixem v sledu¸wem razdele, kak qastnyæ sluqaæ slabyh rasxireniæ.

8. Sledy slabyh rasxireniæ. Esli (X^′, τ^′_1, τ^′_2) – regulØrnoe

ili slabo regulØrnoe slaboe rasxirenie bitopologiqeskogo v smysle Kelli prostranstva (X, τ_1, τ_2), to l¸baØ toqka x ∈ X^′ opredelØet otkrytyæ fil~tr ω_1(x) ili otkrytyæ fil~tr ω_2(x) v topologiqeskih prostranstvah (X, τ_1) i (X, τ_2), sootvetstvenno, ili takie fil~try v oboih topologiqeskih prostranstvah (zamknutye kofil~try γ_1(x), γ_2(x)).

Rassmotrim mnoßestva Ω_1(X^′) = {ω_1(x)|x ∈ τ^′_1 − cl X \ X} i

Ω_2(X^′) = {ω_2(x)|x ∈ τ^′_2 − cl X \ X}. Esli toqke x ∈ X^′ \ X sootvet-

stvuet para (ω_1(x), ω_2(x)), to opredeleno sootvetstvie ω_1(x) −→ x ←− ω_2(x).

52 A. A. IVANOV

�to sootvetstvie opredelØet, v obwem sluqae, qastiqnoe mnogoznaqnoe otobraßenie φ mnoßestva Ω_1(X^′) v mnoßestvo Ω_2(X^′). Grafik fftogo otobraßeniØ Γ_φ opredelim sledu¸wim obrazom:

esli otobraßenie φ opredeleno dlØ ω_1 ∈ Ω_1(X^′), i ω_2 = φ(ω_1) to (ω_1, ω_2) ∈ Γ_φ, esli otobraßenie φ ne opredeleno dlØ ω_1 ∈ Ω_1(X^′), to ω_1 ∈ Γ_φ, esli ω_2 ∈ Ω_2(X^′) ne ØvlØetsØ φ-obrazom nikakogo fflementa iz

Ω_1(X^′), to ω_2 ∈ Γ_φ.

Netrudno ubedit~sØ v tom, qto uslovie slaboæ toqnosti obespeqivaet vzaimnu¸ odnoznaqnost~ sootvetstviØ meßdu vsemi toqkami mnoßestva X^′ \ X i vsemi toqkami mnoßestva Γ_φ.

Deæstvitel~no, my imeem x → ω(x) = ω_1(x) ∈ Γ_φ|x /∈ τ^′_2 − cl X, ω_2(x) ∈ Γ_φ|x /∈ τ^′_1 − cl X, (ω_1(x), ω_2(x)) ∈ Γ_φ|x ∈ τ^′_1 − cl X ∩ τ^′_2 − cl X, .

Esli ω(x) = ω(y) dlØ nekotoryh toqek x, y iz X^′ \ X, to libo

ω_1(x) = ω_1(y) libo ω_2(x) = ω_2(y) libo (ω_1(x), ω_2(x)) = (ω_1(y), ω_2(y),

v sootvetstvii s fftimi sluqaØmi

toqki x i y ne prinadleßat mnoßestvu τ^′_2 − cl X toqki x i y ne prinadleßat mnoßestvu τ^′_1 − cl X toqki x i y prinadleßat mnoßestvu τ^′_1 − cl X ∩ τ^′_2 − cl X. V pervom sluqae x = y, tak kak esli ffto ne tak, to dolßno naætis~ mnoßestvo F ⊂ X, τ^′_1-zamykanie kotorogo soderßit odnu iz fftih toqek i ne soderßit drugu¸, qto vleqet ω_1(x) ≠ ω_1(y).

Vo vtorom sluqae x = y, tak kak esli ffto ne tak, to dolßno naætis~ mnoßestvo F ⊂ X, τ^′_2-zamykanie kotorogo soderßit odnu iz fftih toqek i ne soderßit drugu¸, qto vleqet ω_2(x) ≠ ω_2(y).

V tret~em sluqae x = y, tak kak esli ffto ne tak, to dolßno naætis~ mnoßestvo F ⊂ X, τ^′_2-zamykanie ili τ^′_1-zamykanie kotorogo soderßit odnu iz fftih toqek i ne soderßit drugu¸, qto vleqet (ω_1(x), ω_2(x)) ≠ (ω_1(y), ω_2(y)).

9. Postroenie slabyh rasxireniæ. Sledu¸waØ konstrukciØ

vsegda daet, v obwem sluqae, slabo regulØrnoe slaboe rasxirenie bitopologiqeskogo v smysle Kelli prostranstva, a v sootvetstvu¸wih qastnyh sluqaØh daet regulØrnoe rasxirenie, slabo regulØrnoe rasxirenie ili regulØrnoe slaboe rasxirenie. Opisyvat~ fftu konstrukci¸ my budem v terminah zamknu-

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 53 tyh kofil~trov, tak kak v teorii slabyh rasxireniæ, v otliqie ot teorii rasxireniæ bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv, ispol~zovanie zamknutyh kofil~trov predpoqtitel~nee.

Pust~ Γ_1 i Γ_2 – kakie-to mnoßestva zamknutyh kofil~trov topologiqeskih prostranstv (X, τ_1) i (X, τ_2), ne soderßawie kofil~trov vida γ_1(x) i γ_2(x) dlØ x ∈ X, sootvetstvenno. Pust~, dalee, φ : Γ_1 −→ Γ_2 – qastiqnoe mnogoznaqnoe otobraßenie, Γ_φ – grafik fftogo otobraßeniØ. Obrazuem mnoßestvo X^′ = X ∪ Γ_φ i vvedem na fftom mnoßestve dve topologiqeskie struktury τ^′_1 i

τ^′_2, opredelØemye sledu¸wimi bazisami zamknutyh mnoßestv.

DlØ τ^′_1 bazis sostoit iz vseh mnoßestv vida

F_1 ∪ {γ_1, (γ_1, γ_2)|F_1 ∈ γ_1 ∈ Γ_φ; F_1 ∈ γ_1, (γ_1, γ_2) ∈ Γ_φ},

gde F_1 ∈ ∁τ_1.

DlØ τ^′_2 bazis sostoit iz vseh mnoßestv vida

F_2 ∪ {γ_2, (γ_1, γ_2)|F_2 ∈ γ_2 ∈ Γ_φ; F_2 ∈ γ_2, (γ_1, γ_2) ∈ Γ_φ},

gde F_2 ∈ ∁τ_2.

Netrudno zametit~, qto (X^′, τ^′_1, τ^′_2) – strogoe rasxirenie. �to sleduet neposredstvenno iz opredeleniØ topologiqeskih struktur τ^′_1 i τ^′_2. Ono ØvlØetsØ takße slabo toqnym rasxireniem, to est~ dlØ l¸byh dvuh razliqnyh toqek x, y mnoßestva X^′, iz kotoryh po kraæneæ mere odna ne prinadleßit X, naædetsØ takoe mnoßestvo F ∈ X, qto τ^′_1 − cl F ili τ^′_2 − cl F soderßit odnu iz fftih toqek i ne soderßit drugu¸.

Deæstvitel~no, pust~ x, y – proizvol~nye toqki mnoßestva

X^′. Bez naruxeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto y ∈ X^′ \X = Γ_φ,

a x ∈ X ili x /∈ X. Pust~ x ∈ X, y ∈ X^′ \ X. DlØ y vozmoßny tri sluqaØ, a imenno: y = γ_1 ≠ γ_1(x), γ_1 ∈ Γ_1,

γ_2 ≠ γ_2(x), γ_2 ∈ Γ_2

(γ_1, γ_2), γ_1(x) ≠ γ_1 ∈ Γ_1, γ_2(x) ≠ γ_2 ∈ Γ_2 .

V pervom sluqae naædetsØ mnoßestvo F ⊂ X, kotoroe prinadleßit odnomu iz kofil~trov γ_1, γ_1(x) i ne prinadleßit drugomu i, sledovatel~no, τ^′_1−cl F soderßit odnu iz toqek γ_1, x i ne soderßit drugu¸. Ostal~nye sluqai rassmatriva¸tsØ analogiqno,

54 A. A. IVANOV priqem v tret~em sluqae moßno ispol~zovat~ libo sootnoxenie

γ_1(x) ≠ γ_1, libo sootnoxenie γ_2(x) ≠ γ_2.

Pust~ teper~ toqki x, y prinadleßat Γ_φ. Esli oni prinadleßat mnoßestvu τ^′_1 − cl X ∪ τ^′_2 − cl X, to x = (γ_1, γ_2), y = (γ^′_1, γ^′_2), priqem libo γ_1 ≠ γ^′_1, libo γ_2 ≠ γ_2′. V pervom sluqae naædetsØ mnoßestvo F , prinadleßawee odnomu iz kofil~trov γ_1, γ^′_1 i ne prinadleßawee drugomu. Togda τ^′_1 − cl F soderßit odnu iz toqek x, y i ne soderßit drugu¸. Sluqaæ γ_2 ≠ γ_2′ rassmatrivaetsØ analogiqno.

Pust~ teper~ hot~ odna iz toqek x, y, naprimer y, ne prinadleßit mnoßestvu τ^′_1 −cl X ∩τ^′_2 −cl X. Budem, dlØ opredelennosti, sqitat~, qto y ∉ τ^′_1 − cl X i potomu y ∈ τ^′_2 − cl X. Esli x¯∈τ^′_2 − cl X, to τ^′_2 − clX soderßit odnu iz toqek x, y i ne soderßit drugu¸. Ostalos~ rassmotret~ posledniæ sluqaæ, v kotorom obe toqki

x, y prinadleßat τ^′_2 − cl X, a y ∉ τ^′_1 − cl X. Togda y = γ_2, v to

vremØ kak x = γ^′_2 ili x = (γ_1, γ^′_2). Esli x = γ^′_2, to γ^′_2 ≠ γ_2 i potomu naædetsØ mnoßestvo F , prinadleßawee odnomu iz fftih kofil~trov i ne prinadleßawee drugomu. Togda τ^′_2 − cl F budet soderßat~ odnu iz toqek x, y i ne soderßat~ drugu¸. Esli ße

x = (γ_1, γ^′_2), to τ^′_1 − cl X budet soderßat~ toqku x i ne soderßat~

toqku y.

10. Harakteristika bitopologiqeskih rasxireniæ. My po-

kazali v predyduwih razdelah, qto proizvol~noe slabo regulØrnoe slaboe rasxirenie bitopologiqeskogo v smysle Kelli prostranstva (X, τ_1, τ_2) opredelØetsØ faktiqeski grafikom Γ_φ (qastiqnogo) otobraßeniØ φ : Γ_1 −→ Γ_2, gde Γ_1 i Γ_2 – nekotorye mnoßestva kofil~trov v (X, τ_1) i (X, τ_2), ne soderßawie kofil~- trov vida γ_1(x) i γ_2(x) dlØ x ∈ X, sotvetstvenno.

Esli φ – qastiqnoe vzaimno odnoznaqnoe otobraßenie mnoßestva Γ_1 v Γ_2, to my poluqaem regulØrnoe slaboe rasxirenie. Deæstvitel~no, pust~ x, y kakie-to razliqnye toqki iz

τ^′_1 − cl X. Togda, bez naruxeniØ obwnosti, moßno sqitat~, qto x = γ_1, y = γ^′_1 ili x = γ_1, y = (γ^′_1, γ_2), ili x = (γ_1, γ_2), y = (γ^′_1, γ^′_2).

Tak kak otobraßenie φ vzaimno odnoznaqnoe, to vo vseh fftih sluqaØh γ_1 ≠ γ^′_1 i potomu toqki x, y vsegda razliqimy iz X i, sledovatel~no, (X^′, τ^′_1) – toqnoe rasxirenie topologiqeskogo prostranstva (X, τ_1). Analogiqno dokazyvaetsØ, qto (X^′, τ^′_2) – toqnoe rasxirenie topologiqeskogo prostranstva (X, τ_2).

Esli φ – otobraßenie mnoßestva Γ_1 na Γ_2, to my poluqaem

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 55 slabo regulØrnoe rasxirenie bitopologiqeskogo v smysle Kelli prostranstva, esli ße φ – vzaimno odnoznaqnoe otobraßenie mnoßestva Γ_1 na Γ_2, to my poluqaem regulØrnoe rasxirenie.

§10. Popolnenie biravnomernyh prostranstv

Vo mnogih sluqaØh rasxirenie bitopologiqeskogo prostranstva opredelØetsØ, hotØ i ne odnoznaqno, fiksirovannoæ na nem bistrukturoæ v smysle Kelli. V kaqestve takih bistruktur my budem rassmatrivat~ pary struktur blizosti ili pary struktur smeßnosti ili pary ravnomernyh struktur, zadannyh na nekotorom bitopologiqeskom v smysle Kelli prostranstve. Pri fftom my budem govorit~ o popolnenii zadannogo bitopologiqeskogo prostranstva po sootvetstvu¸weæ bistrukture. Estestvenno, qto izloßenie teorii popolneniØ bitopologiqeskih prostranstv po takim bistrukturam sleduet naqinat~ s izloßeniØ fflementov teorii popolneniØ topologiqeskih prostranstv po ravnomernym strukturam, po strukturam smeßnosti i po strukturam blizosti. Zametim, qto v teorii popolneniØ topologiqeskih prostranstv rassmatriva¸tsØ ne proizvol~nye regulØrnye rasxireniØ, a tak nazyvaemye pravil~nye rasxireniØ, to est~ rasxireniØ, v kotoryh vse odnotoqeqnye mnoßestva narosta ØvlØ¸tsØ zamknutymi mnoßestvami.

1. ρ-popolneniØ topologiqeskih prostranstv. Pust~ (X, τ ) –

proizvol~noe topologiqeskoe prostranstvo. Ravnomernoæ (po pokrytiØm) strukturoæ na (X, τ ) my budem nazyvat~ l¸bu¸ sistemu ρ ego otkrytyh pokrytiæ, udovletvorØ¸wu¸ sledu¸wim usloviØm:

P_1. Esli pokrytie s ∈ ρ vpisano v kakoe-to otkrytoe pokrytie s^′ prostranstva (X, τ ), to s^′ ∈ ρ. P_2. Esli s_1 ∈ ρ i s_2 ∈ ρ, to s_1 ∧ s_2 ∈ ρ, gde s_1 ∧ s_2 = {G_1 ∩ G_2|G_1 ∈ s_1, G_2 ∈ s_2}.

Pust~ ω – nekotoryæ fil~tr otkrytyh v (X, τ ) mnoßestv. On nazyvaetsØ ρ-fil~trom (Koxi), esli dlØ l¸bogo s ∈ ρ naædetsØ takoe G ∈ s, qto G ∈ ω. Nas budut interesovat~ minimal~nye ρ-fil~try. Netrudno zametit~, qto fil~tr ω(x) = {G|x ∈ G ∈ τ } ØvlØetsØ minimal~nym ρ-fil~trom dlØ kaßdoæ toqki x ∈ X. Mnoßestvo vseh minimal~nyh ρ-fil~trov otliqnyh ot ω(x) oboznaqaetsØ qerez Ω_ρ.

56 A. A. IVANOV

Pust~ γ – nekotoryæ kofil~tr zamknutyh v (X, τ ) mnoßestv. On nazyvaetsØ ρ-kofil~trom (Koxi), esli ∁γ = {G|X \G ∈ γ} /∈ ρ. Nas budut interesovat~ maksimal~nye ρ-kofil~try. Netrudno zametit~, qto kofil~tr γ(x) = {F |x /∈ X \ F ∈ τ } ØvlØetsØ maksimal~nym ρ-kofil~trom dlØ kaßdoæ toqki x ∈ X. Mnoßestvo vseh maksimal~nyh ρ-kofil~trov otliqnyh ot γ(x) oboznaqaetsØ qerez Γ_ρ.

Pri izvestnom otnoxenii dvoæstvennosti meßdu otkrytymi fil~trami i zamknutymi kofil~trami (γ ←→ ω) ⇐⇒ (G ∈ ω ⇐⇒ X \ G /∈ γ). Netrudno dokazat~, qto

Γ_ρ ←→ Ω_ρ.

V predyduwem paragrafe byla opisana procedura postroeniØ regulØrnogo rasxireniØ proizvol~nogo topologiqeskogo prostranstva (X, τ ), poluqaemogo prisoedineniem k X fiksirovannogo mnoßestva Ω otkrytyh fil~trov ili sootvetstvu¸wego emu mnoßestva Γ zamknutyh kofil~trov. RegulØrnoe rasxirenie topologiqeskogo prostranstva (X, τ ), poluqaemoe prisoedineniem k X mnoßestva Ω_ρ ili mnoßestva Γ_ρ budem nazyvat~ ego ρ-popolneniem i oboznaqat~ qerez (ρX, ρτ ). Netrudno ubeditsØ v tom qto tak opredelennoe rasxirenie budet vsegda pravil~nym rasxireniem. S drugoæ storony, pust~ (X^′, τ^′) – nekotoroe pravil~noe rasxirenie topologiqeskogo prostranstva

(X, τ ). Budem govorit~, qto otkrytoe pokrytie s topologiqesko-

go prostranstva (X, τ ) prodolßimo do otkrytogo pokrytiØ s^′, esli s^′ = {X^′ \ (τ^′ − cl (X \ G))|G ∈ s} ØvlØetsØ pokrytiem mnoßestva X^′. Rassmotrim sovokupnost~ ρ vseh otkrytyh pokrytiæ topologiqeskogo prostranstva (X, τ ), prodolßimyh do otkrytyh pokrytiæ ego pravil~nogo rasxireniØ (X^′, τ^′). Moßno dokazat~, qto ρ-popolnenie (ρX, ρτ ) ffkvivalentno ishodnomu rasxireni¸

(X^′, τ^′).

2. Osobennosti obweæ teorii ρ-popolneniØ. RavnomernaØ

struktura ρ na topologiqeskom prostranstve (X, τ ) nazyvaetsØ prekompaktnoæ, esli dlØ l¸bogo otkrytogo pokrytiØ s ∈ ρ naædetsØ koneqnoe ego podpokrytie s^′ ∈ ρ. PrekompaktnaØ ravnomernaØ struktura odnoznaqno opredelena vhodØwimi v nee koneqnymi pokrytiØmi. Ona sostoit iz vseh pokrytiæ, soderßawih

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 57 ffti koneqnye pokrytiØ. S drugoæ storony, l¸baØ ravnomernaØ struktura ρ na topologiqeskom prostranstve (X, τ ) opredelØet nekotoru¸ prekompaktnu¸ ravnomernu¸ strukturu ρ_c, sostoØwu¸ iz vseh otkrytyh pokrytiæ topologiqeskogo prostranstva

(X, τ ), kotorye soderßat koneqnye otkrytye pokrytiØ iz ρ. V

sootvetstvii s fftim opredeleniem ρ_c ⊂ ρ. ρ_c moßno opredelit~, kak maksimal~nu¸ prekompaktnu¸ ravnomernu¸ strukturu, soderßawu¸sØ v ρ. Budem nazyvat~ strukturu ρ_c prekompaktnoæ qast~¸ ravnomernoæ struktury ρ.

NarØdu s ρ-popolneniem my moßem rassmatrivat~ i ρ_cpopolnenie i, tak kak ρ_c ⊂ ρ, to moßno predpoloßit~, qto

ρX ⊂ ρ_cX po analogii s izvestnym faktom veælevskoæ teorii po-

polneniØ. K soßaleni¸ ffto vkl¸qenie v obwem sluqae ne imeet mesta, kak pokazyvaet sledu¸wiæ primer.

Primer. Pust~ X = (0, 1], τ – obyqnaØ topologiqeskaØ struk-

tura na (0, 1] i γ_0 – proizvol~no fiksirovannyæ maksimal~nyæ isqeza¸wiæ zamknutyæ fil~tr. �ta sistema zamknutyh v (X, τ ) mnoßestv obladaet sledu¸wimi svoæstvami: 1. F_1 ∪ F_2 ∈ γ_0 ⇐⇒ F_1 ∈ γ_0 ili F_2 ∈ γ_0. 2. F_1 ∩ F_2 ∈ γ_0 ⇐⇒ F_1 ∈ γ_0 i F_2 ∈ γ_0. 3. ∅ /∈ γ_0.

4. Esli F^′ ∩ F ≠ ∅ dlØ kaßdogo F ∈ γ_0, to F^′ ∈ γ_0. 5. ( ⋂ F |F ∈ γ_0) = ∅.

Pust~ s_0 = ∁γ_0, togda ffta sistema otkrytyh v (X, τ ) mnoßestv obladaet sledu¸wimi svoæstvami:

1. G_1 ∩ G_2 ∈ s_0 ⇐⇒ G_1 ∈ s_0 ili G_2 ∈ s_0. 2. G_1 ∪ G_2 ∈ s_0 ⇐⇒ G_1 ∈ s_0 i G_2 ∈ s_0. 3. X /∈ s_0.

4. Esli G^′ ∪ G ≠ X dlØ kaßdogo G ∈ s_0, to G^′ ∈ s_0. 5. ( ⋃ G|G ∈ s_0) = X. V kaqestve ravnomernoæ struktury ρ na topologiqeskom prostranstve (X, τ ) rassmotrim strukturu, sostoØwu¸ iz vseh ego otkrytyh pokrytiæ, v kotorye vpisany pokrytiØ vida (s_0 ∪

{G}) ∧ s, gde G /∈ s_0 i s – koneqnoe pokrytie, soderßawee kakoæ-

nibud~ interval (0, ϵ).

Dokaßem preßde vsego, qto usloviØ P_1, P_2 dlØ ρ vypolneny. Vypolnenie usloviØ P_1 neposredstvenno sleduet iz opredeleniØ struktury ρ. Vypolnenie usloviØ R_2 sleduet iz sootnoxeniØ

(s_0 ∪ {G_1}) ∧ (s_0 ∪ {G_2}) = s_0 ∪ {G_1 ∩ G_2}.

58 A. A. IVANOV Zametim, qto iz G_1 /∈ s_0 i G_2 /∈ s_0 sleduet G_1 ∩ G_2 /∈ s_0, v qastnosti G_1 ∩ G_2 ≠ ∅.

Netrudno zametit~, qto γ_0 ØvlØetsØ maksimal~nym isqeza¸wim ρ-kofil~trom. Deæstvitel~no, γ_0 ØvlØetsØ ρ-fil~trom, tak kak ∁γ_0 = s_0 /∈ ρ. S drugoæ storony, dlØ l¸bogo F /∈ γ_0 ∁(γ_0 ∪ {F }) = (s_0 ∪ {G}) ∈ ρ i potomu γ_0 – maksimal~nyæ isqeza¸wiæ ρ-kofil~tr. Nam ostalos~ tol~ko dokazat~, qto ρ_c-popolnenie ffkvivalentno otrezku

[0, 1], to est~ ρ_c sostoit iz vseh otkrytyh pokrytiæ poluinter-

vala (0, 1], prodolßimyh do otkrytyh pokrytiæ otrezka [0, 1]. Pust~ s^′ – koneqnoe pokrytie, prinadleßawee ρ. Togda v nego vpisano nekotoroe pokrytie (s_0 ∪{G})∧s, gde G /∈ s_0, s – koneqnoe pokrytie, soderßawee kakoæ-nibud~ interval (0, ϵ). V qastnosti kaßdyæ fflement sistemy s_0 ∧ (0, 1) soderßitsØ v kakom-nibud~ fflemente pokrytiØ s^′. Zametim teper~. qto kak by my ni razbivali s_0 na podsistemy s_{01}, s_{02}, . . . , s_{0n}, hot~ odna iz nih budet pokrytiem mnoßestva (0, 1]. Deæstvitel~no, v protivnom sluqae dolßny naætis~ toqki x_1, x_2, . . ., x_n ne nakryvaemye podsistemami s_{01}, s_{02}, . . . , s_{0n} sootvetstvenno. No v s_0 suwestvuet fflement nakryva¸wiæ kaßdu¸ iz fftih toqek. Bez naruxeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto on prinadleßit podsisteme s_{01}, qto protivoreqit vyboru toqki x_1. Ots¸da sleduet, qto v s^′ naædetsØ fflement, soderßawiæ interval (0, 1), a takoe pokrytie prodolßimo na otrezok [0, 1].

My dokazali, qto oba rasxireniØ ρX i ρ_cX ØvlØ¸tsØ s toqnost~¸ do ffkvivalentnosti otrezkami [0, 1], no s raznoæ topologieæ na nih, pofftomu ρX ne soderßitsØ v ρ_cX.

3. σ-rasxireniØ topologiqeskih prostranstv. Prekompakt-

nym ravnomernym strukturam na (X, τ ) vzaimno odnoznaqno sootvetstvu¸t tak nazyvaemye otnoxeniØ (struktury) smeßnosti. Otnoxeniem smeßnosti nazyva¸t l¸boe otnoxenie σ na mnoßestve vseh koneqnyh sistem γ zamknutyh v (X, τ ) mnoßestv, udovletvorØ¸wee sledu¸wim usloviØm:

C_1. Esli kaßdyæ fflement sistemy γ_1 soderßit kakoæ-

nibud~ zlement sistemy γ_2, to

σ(γ_2) =⇒ σ(γ_1).

C_2. σ(γ_1 ∨ γ_2) =⇒ (σ(γ_1) ili σ(γ_2)).

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 59

C_3. Esli ( ⋂ F |F ∈ γ) ≠ ∅ to σ(γ) imeet mesto.

Rassmotrim proizvol~nu¸ prekompaktnu¸ ravnomernu¸ strukturu ρ na (X, τ ) i opredelim otnoxenie σ dlØ koneqnyh sistem zamknutyh v (X, τ ) mnoßestv, poloßiv σ(γ) imeet mesto ⇐⇒ ∁γ /∈ ρ, gde ∁γ = (X \ F |F ∈ γ). Netrudno zametit~, qto ffto otnoxenie budet otnoxeniem smeßnosti. Deæstvitel~no, esli kaßdyæ fflement sistemy γ_1 soderßit kakoæ-nibud~ fflement sistemy γ_2, to kaßdyæ fflement sistemy ∁γ_1 soderßitsØ v kakom-nibud~ fflemente sistemy ∁γ_2, to est~ sistema ∁γ_1 vpisana v sistemu ∁γ_2. Esli, teper~, σ(γ_2) imeet mesto, to ∁γ_2 /∈ ρ i potomu i sistema ∁γ_1 /∈ ρ, otkuda po opredeleni¸ σ sleduet σ(γ_1). Vypolnenie C_1 dokazano.

Pust~, teper~, imeet mesto σ(γ_1 ∨ γ_2), togda ∁(γ_1 ∨ γ_2) /∈ ρ. No

∁(γ_1 ∨γ_2) = ∁γ_1 ∧∁γ_2. Ots¸da, v silu P_2, sleduet, qto ili ∁(γ_1) /∈ ρ

ili ∁(γ_2) /∈ ρ, to est~ imeet mesto σ(γ_1) ili σ(γ_2). Vypolnenie

C_2 dokazano.

Vypolnenie C_3 oqevidno, tak kak esli ( ⋂ F |F ∈ γ) ≠ ∅ imeet mesto to ∁γ ne ØvlØetsØ pokrytiem i potomu ne moßet prinadleßat~ ρ.

S drugoæ storony, kaßdomu otnoxeni¸ smeßnosti σ moßno sopostavit~ sistemu ρ vseh pokrytiæ, kaßdoe iz kotoryh soderßit kakoe-nibud~ koneqnoe podpokrytie vida ∁γ, gde γ takovo, qto σ(γ) ne imeet mesta. Netrudno dokazat~, qto tak obrazovannaØ sistema otkrytyh pokrytiæ topologiqeskogo prostranstva

(X, τ ) ØvlØetsØ ravnomernoæ strukturoæ, to est~ dlØ nee vypol-

nØ¸tsØ usloviØ P_1, P_2.

To, qto tak postroennye sopostavleniØ struktur smeßnosti prekompaktnym ravnomernym strukturam i, naoborot, ravnomernyh struktur strukturam smeßnosti opredelØ¸t vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu nimi, dokazat~ netrudno. Pofftomu ρ-popolnenie topologiqeskogo prostranstva dlØ prekompaktnoæ ravnomernoæ struktury ρ moßno stroit~ v σ-terminah. DlØ fftogo rassmatriva¸tsØ tak nazyvaemye sistemy σ-smeßnosti. Takovymi ØvlØ¸tsØ, preßde vsego, koneqnye sistemy γ, dlØ kotoryh σ(γ) imeet mesto. Proizvol~naØ sistema γ zamknutyh v (X, τ ) mnoßestv nazyvaetsØ sistemoæ σ-smeßnosti, esli l¸baØ ee koneqnaØ podsistema ØvlØetsØ sistemoæ σ-smeßnosti. Rassmatri-

60 A. A. IVANOV va¸tsØ maksimal~nye sistemy σ-smeßnosti s pustym pereseqeniem, ih sovokupnost~ oboznaqaetsØ qerez Γ_σ . OkazyvaetsØ, qto

Γ_σ sovpadaet s Γ_ρ. Deæstvitel~no, pust~ γ–maksimal~naØ siste-

ma σ-smeßnosti i γ^′ ⊂ γ–ee proizvol~naØ koneqnaØ podsistema. Togda ∁γ /∈ ρ, v silu prekompaktnosti ρ, to est~ γ ØvlØetsØ maksimal~nym ρ-kofil~trom. Obratnoe sootvetstvie dokazyvaetsØ analogiqno. RegulØrnoe rasxirenie prostranstva (X, τ ), poluqaemoe prisoedineniem mnoßestva Γ_σ oboznaqaetsØ qerez

(σX, στ ), ono sovpadaet s rasxireniem (ρX, ρτ ) dlØ prekompakt-

nyh ravnomernyh struktur.

Zametim, qto otnoxenie smeßnosti σ(ρ) moßno postroit~ dlØ l¸boæ, ne obØzatel~no prekompaktnoæ, ravnomernoæ struktury ρ, kak otnoxenie smeßnosti sootvetstvu¸wee maksimal~- noæ, soderßaweæsØ v ρ, prekompaktnoæ ravnomernoæ strukture

ρ_c. V fftom, obwem sluqae, rasxireniØ (σX, στ ) i (ρX, ρτ ) ne so-

vpada¸t, bolee togo ne imeet mesta daße vkl¸qenie ρX ⊂ σX, kak ffto bylo po-suwestvu pokazano v punkte 2.

4. PopolneniØ ravnomernyh prostranstv. Na topologiqeskom

prostranstve (ρX, ρτ ), ØvlØ¸wemsØ ρ-popolneniem topologiqeskogo prostranstva (X, τ ), moßno vvesti estestvennu¸ ravnomernu¸ strukturu ^ρ. �ta struktura ØvlØetsØ prodolßeniem ravnomernoæ struktury ρ na ρX. Ona sostoit iz vseh otkrytyh pokrytiæ ^s prostranstva (ρX, ρτ ), v kotorye vpisany pokrytiØ vida ∁(ρτ − cl (∁s)) = {X^′ \ (ρτ − cl (X \ G))|G ∈ s}. V dal~neæxem my budem govorit~ ne tol~ko o ravnomernyh strukturah ρ, zadavaemyh na topologiqeskih prostranstvah

(X, τ ), no i o ravnomernyh prostranstvah, opredelØemyh, kak pa-

ry (X, ρ). Zametim, qto topologiqeskaØ struktura τ odnoznaqno vosstanavlivaetsØ po ravnomernoæ strukture ρ, kak sovokupnost~ mnoßestv, ØvlØ¸wihsØ fflementami pokrytiæ iz ρ.

Budem govorit~, qto ravnomernoe prostranstvo (X, ρ) ØvlØetsØ polnym ravnomernym prostranstvom, esli kaßdyæ ρ-fil~tr imeet nepustoe pereseqenie (kaßdyæ ρ-kofil~tr imeet nepustoe pereseqenie). V veælevskoæ teorii popolnenie ravnomernogo prostranstva vsegda ØvlØetsØ polnym ravnomernym prostranstvom, v obweæ ße teorii, v kotoroæ na ravnomernu¸ strukturu ne nakladyva¸tsØ nikakie ograniqeniØ, ffto utverßdenie ne imeet mesta. Neobhodimo libo nakladyvat~ na ravnomernu¸

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 61 strukturu kakie-to ograniqeniØ libo vvodit~ drugoe ponimanie polnoty.

5. Tipy reduktivnosti. Veælevskie ravnomernye struktury,

oblada¸wie dostatoqno horoximi svoæstvami, ØvlØ¸tsØ klassiqeskimi ob¨ektami izuqeniØ. Odnako ih dostatoqno mnogo lix~ na dostatoqno horoxih topologiqeskih prostranstvah. V svØzi s fftim ßelatel~no ukazat~ ravnomernye struktury takogo tipa, qto oni horoxo predstavleny na proizvol~nyh topologiqeskih prostranstvah i, odnovremenno, ime¸t shodnye qerty s veælevskimi ravnomernymi prostranstvami.

Pust~ ρ – proizvol~naØ ravnomernaØ struktura, opredelennaØ na topologiqeskom prostranstve (X, τ ), s_1 i s_2 – sistemy τ - otkrytyh mnoßestv, ne obØzatel~no ØvlØ¸wihsØ pokrytiØmi X. Budem govorit~, qto sistema s_2 ρ-maßoriruet sistemu s_1, zapisyvaØ ffto qerez s_1 ⩽_ρ s_2, esli dlØ l¸boæ sistemy s otkrytyh mnoßestv iz s_1 ∪ s ∈ ρ sleduet s_2 ∪ s ∈ ρ. Esli, naprimer, sistema

s_1 soderßitsØ v sisteme s_2 to s_1 ⩽_ρ s_2 dlØ l¸boæ ravnomernoæ

struktury ρ na (X, ρ).

Pust~ s_1 – sistema otkrytyh v (X, τ ) mnoßestv, s_1 ⩽_ρ s_2 i

s_2 ∪ s^′ ∈ ρ. Voobwe govorØ, s_1 ∪ s^′ ne ØvlØetsØ pokrytiem X i tem

bolee ne obØzatel~no s_1 ∪ s^′ ∈ ρ. Esli vse ße s_1 ∪ s^′ ∈ ρ, to budem govorit~, qto pokrytie s_2 ∪ s^′ ρ-reduciruemo v pokrytie s_1 ∪ s^′.

Budem govorit~, qto ravnomernaØ struktura ρ, zadannaØ na topologiqeskom prostranstve (X, τ ), slabo reduktivna, esli l¸- boe otkrytoe pokrytie s_2 ∪ s^′, v kotorom s^′ = {G} – odnofflementnaØ sistema, ρ-reduciruemo v kakoe-nibud~ pokrytie s_1 ∪ s^′, gde

s_1 – koneqnaØ sistema.

Budem govorit~, qto ravnomernaØ struktura ρ, zadannaØ na topologiqeskom prostranstve (X, τ ), binarno reduktivna, esli l¸boe otkrytoe pokrytie s_2 ∪ s^′, v kotorom s^′ = {G} – odnofflementnaØ sistema, ρ-reduciruemo v kakoe-nibud~ pokrytie s_1 ∪ s^′, gde s_1 – odnofflementnaØ sistema.

Budem govorit~, qto ravnomernaØ struktura ρ, zadannaØ na topologiqeskom prostranstve (X, τ ), reduktivna, esli l¸boe otkrytoe pokrytie s_2 ∪ s^′ ρ-reduciruemo v kakoe-nibud~ pokrytie

s_1 ∪ s^′, gde s_1 – koneqnaØ sistema.

Budem govorit~, qto ravnomernaØ struktura ρ, zadannaØ na topologiqeskom prostranstve (X, τ ), sil~no reduktivna, esli l¸- boe otkrytoe pokrytie s_2 ∪ s^′ ρ-reduciruemo v kakoe-nibud~ po-

62 A. A. IVANOV krytie s_1 ∪ s^′, gde s_1 – odnofflementnaØ sistema.

6. Teoremy reduktivnosti. Privedennye vyxe tipy reduk-

tivnosti ØvlØ¸tsØ svoæstvami nekotoryh klassov ravnomernyh prostranstv i sami obespeqiva¸t sootvetstvu¸wie svoæstva popolneniæ.

Teorema. L¸baØ prekompaktnaØ ravnomernaØ struktura ØvlØet-

sØ reduktivnoæ ravnomernoæ strukturoæ.

Dokazatel~stvo. Pust~ ρ – prekompaktnaØ ravnomernaØ struk-

tura i s_2 ∪s^′ ∈ ρ. Togda naædetsØ koneqnoe pokrytie s ∈ ρ, soderßaweesØ v s_2 ∪ s^′. Poloßim s_1 = s ∩ s_2. Togda s_1 ⩽_ρ s_2, s ⊂ s_1 ∪ s^′ i potomu s_1 ∪ s^′ ∈ ρ.

Teorema. Maksimal~naØ ravnomernaØ struktura, opredelennaØ

na proizvol~no fiksirovannom topologiqeskom prostranstve ØvlØetsØ sil~no reduktivnoæ ravnomernoæ strukturoæ.

Dokazatel~stvo. Pust~ ρ – maksimal~naØ ravnomernaØ struktu-

ra na topologiqeskom prostranstve (X, τ ) i s_2 ∪ s^′ ∈ ρ. Poloßim

G_0 = ⋃ G|G ∈ s_2, togda {G_0} ∪ s^′ ØvlØetsØ otkrytym pokrytiem

i potomu prinadleßit ρ. Pri fftom dlØ l¸boæ sistemy s otkrytyh v (X, τ ) mnoßestv iz s_2 ∪ s ∈ ρ sleduet to, qto ffta sistema otkrytyh i (X, τ ) mnoßestv ØvlØetsØ pokrytiem X. No togda, po opredeleni¸ G_0, i sistema {G_0} ∪ s ∈ ρ takße ØvlØetsØ pokrytiem X i potomu prinadleßit ρ. No ffto oznaqaet, qto {G_0} ⩽_ρ s_2. Takim obrazom pokrytie s_2∪s ρ-reduciruemo v pokrytie {G_0}∪s.

Teorema. L¸baØ veælevskaØ ravnomernaØ struktura ØvlØetsØ

sil~no reduktivnoæ ravnoiernoæ strukturoæ.

Dokazatel~stvo. Pust~ ρ – veælevskaØ ravnomernaØ struktura,

zadannaØ na topologiqeskom prostranstve (X, τ ), s_2 ∪s^′ ∈ ρ, s^∗ ∈ ρ – zvezdno vpisannoe v s_2 ∪ s^′ pokrytie. Oboznaqim qerez G_0 ob¨- edinenie vseh fflementov pokrytiØ s^∗ zvezdy kotoryh soderßatsØ v fflementah sistemy s_2. Tak kak s^∗ vpisano v {G_0} ∪ s^′, to

{G_0} ∪ s^′ ∈ ρ. Ostalos~ dokazat~, qto {G_0} ⩽_ρ s_2. Esli G_0 = ∅,

to ffto oqevidno. Pust~ G_0 ≠ ∅ i {G_0} ∪ s ∈ ρ dlØ kakoænibud~ sistemy s otkrytyh mnoßestv. Rassmotrim pokrytie

s_0 = ({G_0} ∪ s) ∧ s^∗ = ({G_0} ∧ s^∗) ∪ (s ∧ s^∗) ∈ ρ. Rassmotrim proiz-

vol~nyæ fflement G pokrytiØ s. Esli G ∈ s ∧ s^∗ , to G soderßitsØ v kakom-nibud~ fflemente pokrytiØ s. Esli ße G ∈ {G_0} ∧ s^∗, to

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 63 est~ G = G_0 ∩ G^∗, gde G^∗ ∈ s^∗, togda po postroeni¸ G_0 naædetsØ mnoßestvo G_1^∗ ∈ s^∗, zvezda kotorogo vpisana v nekotoryæ fflement sistemy s_2, priqem G^∗ ∩ G_1^∗ ≠ ∅. No ots¸da sleduet, qto

G^∗ soderßitsØ v fftoæ zvezde i, sledovatel~no, G^∗ soderßitsØ v

kakom-nibud~ fflemente sistemy s_2, a tak kak G ⊂ G^∗, to i G soderßitsØ v fftom zlemente sistemy s_2. Takim obrazom s_0 vpisano v s_2 ∪ s i potomu s_2 ∪ s ∈ ρ. Tem samym dokazano, qto {G_0} ⩽_ρ s_2.

Teorema. Esli otnoxenie smeßnosti σ sootvetstvuet pre-

kompaknoæ qasti slabo reduktivnoæ ravnomernoæ struktury ρ na (X, τ ), to ρX ⊂ σX. Dokazatel~stvo. Pust~ γ – maksimal~nyæ isqeza¸wiæ ρ-ko-

fil~tr, to est~ γ ∈ ρX \X. Rassmotrim proizvol~noe, zamknutoe v (X, τ ) mnoßestvo F ne prinadleßawee γ. Sistema {F } ∪ γ uße ne budet ρ-kofil~trom i pofftomu {X \ F } ∪ ∁γ ∈ ρ. Poloßim

G = X \ F , s_2 = ∁γ. Tak kak ρ – slabo reduktivnaØ ravnomer-

naØ struktura, to dolßna naætis~ takaØ koneqnaØ sistema s_1 otkrytyh v (X, τ ) mnoßestv, qto s_1 ⩽_ρ s_2 i s_1 ∪ {G} ∈ ρ. Zametim teper~, qto iz s_2 ∪ s_2 = s_2 /∈ ρ sleduet s_1 ∪ s_2 /∈ ρ. Tak kak ∁s_2 ØvlØetsØ maksimal~nym ρ-kofil~trom, to s_1 ⊂ s_2. Takim obrazom dlØ proizvol~no fiksirovannogo zamknutogo v (X, τ ) mnoßestva F , ne prinadleßawego γ, naxlas~ koneqnaØ podsistema ∁s_1 sistemy γ takaØ, qto ∁s_1 ∪ {F } ne ØvlØetsØ sistemoæ σ-smeßnosti. Takim obrazom γ ØvlØetsØ maksimal~noæ isqeza¸weæ sistemoæ σ-smeßnosti, to est~ γ ∈ σX \ X.

7. Primer nesovpadeniØ ^σ i σ^′. Pust~ ρ–slabo reduktivnaØ

ravnomernaØ struktura na topologiqeskom prostranstve (X, τ ) i σ – otnoxenie smeßnosti soglasovannoe s ρ. Togda, kak my videli, X ⊂ ρX ⊂ σX. Pust~ dalee ^ρ – ravnomernaØ struktura na

(ρX, ρτ ), ØvlØ¸waØsØ prodolßeniem ρ, i ^σ–otnoxenie smeßnosti

na (ρX, ρτ ), ØvlØ¸weesØ prodolßeniem σ. S drugoæ storony my moßem rassmatrivat~ otnoxenie smeßnosti σ^′, soglasovannoe s ^ρ. Sledu¸wiæ primer pokazyvaet, qto otnoxeniØ smeßnosti ^σ i σ^′ v obwem sluqae ne sovpada¸t.

Primer. Pust~ X = {(x, y)||x| ⩽ 1, −1 ⩽ y < 0}, (X, τ ) – podpro-

stranstvo ploskosti R^2 s obyqnoæ topologieæ, X^′ = {(x, y)||x| ⩽

1, −1 ⩽ y ⩽ 0} – zamykanie X v R^2, ØvlØ¸weesØ kompaktnym ras-

xireniem prostranstva (X, τ ). Pust~ ρ_0 – prekompaktnaØ ravnomernaØ struktura na (X, τ ), sootvetstvu¸waØ fftomu rasxire-

64 A. A. IVANOV ni¸. Vvedem sledu¸wie mnoßestva (Ris. 1): A^− = {(x, 0)| − 1 ⩽ x < 0}, A^+ = {(x, 0)|0 < x ⩽ 1}, A^−_n = {(x, y)| − 1 ⩽ x < 0, |^y_x | ⩽^1_n }, A^+_n = {(x, y)|0 < x ⩽ 1, |^y_x | ⩽^1_n }, s^+ = {X \ A^+_n |n ∈ N}, s^− = {X \ A^−_n |n ∈ N}, s^0 = s^− ∪ s^+.

Ris. 1.

Rassmotrim na (X, τ ) ravnomernu¸ strukturu ρ, baza kotoroæ sostoit iz vseh otkrytyh pokrytiæ vida s_0 ∧ s, gde s ∈ ρ_0. OkazyvaetsØ, qto ^σ(A^−, A^+) imeet mesto, no σ^′(A^−, A^+) ne imeet mesta, to est~ otnoxeniØ smeßnosti ^σ i σ^′ fftogo primera ne sovpada¸t.

DlØ dokazatel~stva fftogo utverßdeniØ udobnee pol~zovat~- sØ drugoæ bazoæ ravnomernoæ struktury ρ. Tak kak l¸boe pokrytie s ∈ ρ_0 imeet vid s^′ ∧ X, gde s^′ – sotvetstvu¸wee otkrytoe pokrytie prØmougol~nika X^′, to v s moßno vpisat~ pokrytie

s ∈ ρ_0, sostoØwee iz mnoßestva U , soderßawego kaku¸-nibud~

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 65 ϵ-okrestnost~ toqki O v X, i mnoßestv G_1, G_2, . . . , G_n, kaßdoe iz kotoryh soderßitsØ libo v X \ A^−_1 libo v X \ A^+_1 i ne imeet toqku O svoeæ predel~noæ v X^′ toqkoæ. Imeem oqevidnoe vkl¸- qenie s^∗ = {G_1, G_2, . . . , G_n} ∪ (s^0 ∧ U ) ⊂ s^0 ∧ s. S drugoæ storony, pokrytie s^0 ∧ s vpisano v pokrytie s^∗ i potomu s^∗ ∈ ρ. Takim obrazom v kaqestve bazy ravnomernoæ struktury ρ moßno vzØt~ sistemu pokrytiæ vida s^∗, kotorye budem nazyvat~ kanoniqeskimi. �lementy G_1, G_2, . . . , G_n kanoniqeskogo pokrytiØ

s^∗ = {G_1, G_2, . . ., G_n} ∪ (s^0 ∧ U ) budem nazyvat~ neosobennymi ffle-

mentami. Vid kanoniqeskih pokrytiæ demonstriruet tot fakt, qto ravnomernye struktury ρ i ρ_0 razliqny tol~ko vblizi toqki O.

Dokaßem teper~, qto ρ ØvlØetsØ binarno reduktivnoæ strukturoæ. Pust~ s_2∪{G} ∈ ρ i s^∗ – kanoniqeskoe pokrytie, vpisannoe v s_2 ∪ {G}. Esli s^∗ vpisano v s_2, to polagaem G_0 = X ⩽_ρ s_2 i {G_0, G} ∈ ρ. Esli s^∗ ne vpisano v s_2, to sleduet rassmotret~ dva sluqaØ: U ⊂ G i U ⊄ G. Rassmotrim snaqala pervyæ sluqaæ. Moßno sqitat~, qto vse neosobennye fflementy kanoniqeskogo pokrytiØ s^∗ ne soderßatsØ v U , prisoedinØØ k U neosobennye fflementy soderßawiesØ v U . Pust~ G_0 = ∪^n_{i=1}G_i, {G_0}∪s ∈ ρ, gde s – kakaØ-to sistema otkrytyh v X mnoßestv, s^∗_1 – kanoniqeskoe pokrytie, vpisannoe v {G_0} ∪ s. Kaßdyæ fflement pokrytiØ s^∗_1, ne soderßawiæsØ ni v kakom fflemente sistemy s, soderßitsØ v G_0, a tak kak toqka O ne ØvlØetsØ predel~noæ toqkoæ dlØ mnoßestva

G_0, to v G_0 soderßatsØ tol~ko neosobennye fflementy pokrytiØ s^∗_1. PerehodØ v sluqae neobhodimosti k pereseqeniØm neosoben-

nyh fflementov pokrytiØ s^∗_1 s G_1, G_2, . . ., G_n, moßno sqitat~, qto kaßdyæ neosobennyæ fflement pokrytiØ s^∗_1, soderßawiæsØ v G_0, soderßitsØ v kakom-nibud~ neosobennom fflemente pokrytiØ s^∗ i, sledovatel~no, v kakom-nibud~ fflemente pokrytiØ s_2. Ots¸- da sleduet, qto pokrytie s^∗_1 vpisano v pokrytie s_2 ∪ s, to est~

s_2 ∪ s ∈ ρ. Tem samym dokazano, qto {G_0} ⩽_ρ s_2 i potomu v ras-

smatrivaemom seæqas sluqae dokazano vypolnenie dlØ ρ usloviØ binarnoæ reduktivnosti.

Pereædem teper~ ko vtoromu sluqa¸, kogda U ⊄ G. Pust~

G_0 ØvlØetsØ ob¨edineniem U i vseh neosobennyh fflementov iz s^∗, ne soderßawihsØ v G i {G_0} ∪ s ∈ ρ. Pust~ s^∗_1 – kanoniqeskoe

pokrytie, vpisannoe v {G_0} ∪ s. Kak i v pervom sluqae, moßno sqitat~, qto s^∗_1 vpisano v s^∗, no teper~ tol~ko neosobennye ffle-

66 A. A. IVANOV menty pokrytiØ s^∗_1 mogut ne soderßat~sØ v G_0. Ots¸da sleduet, qto pokrytie, sostoØwee iz G_0 i fftih, skaßem otmeqennyh, fflementov pokrytiØ s^∗_1 prinadleßit ρ i potomu s^∗_1 moßno poluqit~ iz s^∗, zamenØØ neosobennye fflementy, soderßawiesØ v G, ih pereseqeniØmi s otmeqennymi fflementami pokrytiØ s^∗_1. No togda

s^∗_1 budet vpisano v pokrytie s_2 ∪ s, pofftomu s_2 ∪ s ∈ ρ i, sledova-

tel~no, {G_0} ⩽_ρ s_2. Tak kak {G_0, G} ∈ ρ, to dokazano vypolnenie dlØ ρ usloviØ binarnoæ reduktivnosti i vo vtorom sluqae. Tem samym dokazana binarnaØ reduktivnost~ ravnomernoæ struktury ρ.

Dokaßem teper~, qto ravnomernaØ struktura ρ soglasovana s otnoxeniem smeßnosti σ na X, opredelennym rasxirenim

X^′. Pust~ s = {V_1, V_2, . . . , V_m} ∈ ρ, to est~ v s vpisano kanoni-

qeskoe pokrytie s^∗ = {G_1, G_2, . . . , G_n} ∪ (s_0 ∧ U ). Zametim pri fftom, qto v sootvetstvii s opredeleniem kanoniqeskih pokrytiæ, {G_1, G_2, . . . , G_n, U } ∈ ρ. Sistema s_0 ∧ U sostoit iz sqetnogo qisla mnoßestv, pofftomu sqetnoe ße ih koliqestvo budet soderßat~sØ hot~ v odnom iz fflementov pokrytiØ s. Ots¸da sleduet, qto i samo mnoßestvo U soderßitsØ v fftom fflemente, i potomu

s ∈ ρ_0. Tak kak ρ_0 – prekompaktnaØ ravnomernaØ struktura na

X opredelennaØ, kak i σ ego rasxireniem X^′, to iz dokazannogo sledu¸t vkl¸qeniØ X ⊂ ρX ⊂ σX = X^′, priqem ρX = X^′ \ {O}.

Rassmotrim teper~ zamknutye v ρX mnoßestva A^+ i A^−. Tak kak zamykaniØ fftih mnoßestv v X^′ ime¸t nepustoe pereseqenie, to imeet mesto ^σ(A^−, A^+). S drugoæ storony, prodolßenie pokrytiØ s_0 ∈ ρ na ρX vpisano v pokrytie {ρX \ A^−, ρX \ A^+} prostranstva ρX i potomu σ^′(A^−, A^+) ne imeet mesta. Tem samym dokazano, qto otnoxeniØ smeßnosti ^σ i σ^′ na ρX ne sovpada¸t.

8. SootnoxeniØ meßdu ^σ i σ^′. V predyduwem punkte bylo do-

kazano, qto v obwem sluqae otnoxeniØ smeßnosti ^σ i σ^′ ne sovpada¸t. Moßno dokazat~, odnako, qto vsegda σ^′ ⩽ ^σ, to est~, esli σ^′(γ) imeet mesto, to i ^σ(γ) imeet mesto. Deæstvitel~no,

ρ_c ⊂ ρ i pofftomu ^ρ_c ⊂ ^ρ otkuda sleduet, qto σ^′ ⩽ ^σ.

S drugoæ storony, spravedlivo sledu¸wee utverßdenie.

Teorema. DlØ l¸boæ sil~no reduktivnoæ ravnomernoæ struktury

ρ otoxeniØ smeßnosti ^σ i σ^′ sovpada¸t.

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 67

Dokazatel~stvo. V silu skazannogo vyxe, dostatoqno dokazat~,

qto v dannyh usloviØh σ^′ ⩾ ^σ. Pust~ σ^′(γ) ne imeet mesta dlØ nekotoroæ koneqnoæ sistemy zamknutyh v (ρX, ρτ ) mnoßestv, to est~ ∁γ ∈ ^ρ. Togda naædetsØ takoe pokrytie s ∈ ρ, qto ego prodolßenie ^s na ρX vpisano v ∁γ. Pust~ ∁γ = {G_1, G_2, . . ., G_n}. Togda pokrytie ^s moßno predstavit~, kak ob¨edinenie n ego podsistem ^s_1, ^s_2, . . . , ^s_n, gde kaßdoe ^s_i sostoit iz vseh fflementov pokrytiØ ^s, soderßawihsØ v G_i. Sootvetstvenno fftomu, pokrytie s predstavlØetsØ v vide ob¨edineniØ podsistem s_i, prodolßeniØmi kotoryh na ρX ØvlØ¸tsØ ^s_i. V silu sil~noæ reduktivnosti ravnomernoæ struktury ρ, suwestvu¸t takie otkrytye v (X, τ ) mnoßestva U_1, U_2, . . ., U_n, qto {U_i} ⩽_ρ s_i dlØ kaßdogo

i = 1, 2, . . ., n i {U_1, U_2, . . . , U_n} ∈ ρ. Dokaßem teper~, qto dlØ ka-

ßdogo i = 1, 2, . . ., n imeet mesto vkl¸qenie ∁(ρτ − cl (∁U_i)) ⊂ G_i.

Dopustim, qto ffto ne tak i suwestvuet x ∈ ∁(ρτ − cl (∁U_i)) i x /∈ G_i dlØ nekotorogo i. Togda x /∈ ρτ − cl (∁U_i), to est~ ∁U_i /∈

γ_x, γ_x ∪ {∁U_i} ne ØvlØetsØ sistemoæ σ-smeßnosti i pofftomu ∁γ_x ∪ {U_i} ∈ ρ. Ots¸da sleduet, qto ∁γ_x ∪ s_i ∈ ρ. No s_i ⊂ ∁γ_x, tak kak x /∈ G_i, i potomu ∁γ_x ∈ ρ, qto neverno, tak kak x ∈ ρX. Itak dlØ kaßdogo i = 1, 2, . . ., n ∁(ρτ − cl (∁U_i)) ⊂ G_i. No {∁(ρτ − cl (∁U_i))|i = 1, 2, . . ., n} ∈ ^ρ, a potomu ∁γ ∈ ^ρ, to est~ ^σ(γ) ne imeet mesta.

9. Binarnye ravnomernye struktury. Ne vdavaØs~ bol~xe v

detali teorii ravnomernyh struktur i sootvetstvu¸wih im ravnomernyh prostranstv, my kratko upomØnem zdes~ tol~ko binarnye ravnomernye struktury. �to struktury, sostoØwie iz otkrytyh pokrytiæ, v kotorye vpisany pokrytiØ vida {G_1, G_2} – binarnye pokrytiØ. Kaßdoæ binarnoæ ravnomernoæ strukture ρ na topologiqeskom prostranstve (X, τ ) sopostavlØetsØ otnoxenie blizosti δ = δ(ρ) dlØ par zamknutyh v (X, τ ) mnoßestv, dlØ kotorogo δ(F_1.F_2) imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda

{G_1, G_2} /∈ ρ. S drugoæ storony, kaßdoæ ravnomernoæ struktu-

re sopostavlØetsØ, kak my videli, nekotoroe otnoxenie smeßnosti. Ono nazyvaetsØ glavnym otnoxeniem smeßnosti, esli ishodnaØ ravnomernaØ struktura binarna. OtnoxeniØ (struktury) blizosti, kak ob¨ekty izuqeniØ, poØvilis~ zadolgo do ravnomernyh struktur, v svØzi s potrebnostØmi teorii rasxireniæ topologiqeskih prostranstv. V deæstvitel~nosti, oni ne mogut byt~ osnovoæ obweæ teorii rasxireniæ, opisyvaØ tol~ko glavnye rasxireniØ, opredelØemye binarnymi ravnomernymi

68 A. A. IVANOV strukturami.

10. Biravnomernye prostranstva i ih popolneniØ. Troæka

(X, ρ_1, ρ_2) nazyvaetsØ biravnomernym prostranstvom, opredelen-

nym na bitopologiqeskom prostranstve (X, τ_1, τ_2), esli ρ_1 i

ρ_2 – ravnomernye struktury na topologiqeskih prostranstvah (X, τ_1) i (X, τ_2), sootvetstvenno. �to opredelenie biravnomer-

nogo prostranstva sootvetstvuet opredeleni¸ bitopologiqeskogo v smysle Kelli prostranstva. Zdes~ ρ_1 i ρ_2 – sistemy

τ_1-otkrytyh i τ_2-otkrytyh pokrytiæ, udovletvorØ¸wie uslo-

viØm P_1, P_2. Bitopologiqeskoe v smysle Kelli prostranstvo

(X, τ_1, τ_2) odnoznaqno opredelØetsØ biravnomernym prostran-

stvom (X, ρ_1, ρ_2). Tem samym opredeleny rasxireniØ (ρ_1X, ρ_1τ_1) i

(ρ_2X, ρ_2τ_2). Narosty fftih rasxireniæ, to est~ mnoßestva ρ_1X \X

i ρ_2X \ X oboznaqim qerez ^X_{ρ1} i ^X_{ρ2} , sootvetstvenno. Esli zadano nekotoroe, vozmoßno qastiqnoe i mnogoznaqnoe, otobraßenie

φ : ^X_{ρ1} −→ ^X_{ρ2} (sparivanie), to opredeleno rasxirenie

((ρ_1, ρ_2)_φX, (ρ_1, ρ_2)_φτ_1, (ρ_1, ρ_2)_φτ_2)

bitopologiqeskogo prostranstva (X, τ_1, τ_2) i popolnenie

((ρ_1, ρ_2)_φX, (ρ_1, ρ_2)_φρ_1, (ρ_1, ρ_2)_φρ_2)

biravnomernogo prostranstva (X, ρ_1, ρ_2), kotoroe my budem nazyvat~ (ρ_1, ρ_2)_φ-popolneniem.

TakaØ procedura popolneniØ biravnomernogo prostranstva trebuet, kak my videli, ne tol~ko zadaniØ dvuh ravnomernyh struktur, no i zadaniØ kakogo-nibud~ otobraßeniØ φ : ^X_{ρ1} −→

^X_{ρ2} . No zadanie takogo otobraßeniØ trebuet predvaritel~no

vvedeniØ mnoßestv ^X_{ρ1} i ^X_{ρ2} sootvetstvu¸wih fil~trov (kofil~trov), to est~ vvedeniØ dovol~no sloßnyh strukturnyh ob¨ektov.

11. PopolneniØ biravnomernyh prostranstv. My moßem oboæ-

ti strukturnye trudnosti predyduwego punkta, vospol~zovavxis~ sledu¸weæ svoeobraznoæ konstrukcieæ. Rassmotrim proizvol~noe biravnomernoe prostranstvo (X, ρ_1, ρ_2), zadannoe na nekotorom bitopologiqeskom v smysle Kelli prostranstve

(X, τ_1, τ_2). Pust~ s_1 i s_2 – proizvol~nye pokrytiØ, prinadle-

ßawie ravnomernym strukturam ρ_1 i ρ_2, sootvetstvenno. Po fftim pokrytiØm moßno postroit~ pokrytie s_{12} = s_1 × s_2 =

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 69

{G_1 × G_2|G_1 ∈ s_1, G_2 ∈ s_2}, ØvlØ¸weesØ otkrytym pokrytiem to-

pologiqeskogo prostranstva (X × X, τ_1 × τ_2). Sovokupnost~ takih pokrytiæ, vzØtyh po vsem fflementam s_1, s_2 ravnomernyh struktur ρ_1, ρ_2, obrazuet bazu {s_1 × s_2|s_1 ∈ ρ_1, s_2 ∈ ρ_2} ravnomernoæ struktury ρ_{12} = ρ_1 × ρ_2, opredelennoæ na topologiqeskom prostranstve (X ×X, τ_1 ×τ_2). �to sleduet iz oqevidnogo sootnoxeniØ

(G_1 × G_2) ∩ (G^′_1 × G^′_2) = (G_1 ∩ G^′_1) × (G_2 ∩ G_2′).

DlØ l¸bogo mnoßestva Φ ⊂ X × X moßno obrazovat~ ego

s_{12}-okrußenie, a imenno U (Φ, s_{12}) = ⋃ (G_1 × G_2)|(G_1 × G_2) ∩ Φ ≠ ∅ G_1×G_2×S_{12}. Sistemu vseh takih okrußeniæ mnoßestva Φ, vzØtu¸

po vsem fflementam s_1, s_2 ravnomernyh struktur ρ_1, ρ_2, oboznaqim qerez U(Φ, ρ_{12}).

My moßem teper~ opredelØt~ razliqnye (ρ_1, ρ_2)_φ-popolne-niØ biravnomernogo prostranstva (X, ρ_1, ρ_2) fiksiruØ to ili inoe podmnoßestvo Φ ⊂ X × X. Otobraßenie sparivaniØ φ :

^X_{ρ1} −→ ^X_{ρ2} opredelØetsØ pri fftom sledu¸wim obrazom:

esli ω_1 ∈ ^X_{ρ1} , ω_2 ∈ ^X_{ρ2} , to φ(ω_1) = ω_2 togda i tol~ko togda, kogda dlØ l¸bogo s_{12}-okrußeniØ mnoßestva Φ naædutsØ takie G_1 ∈ ω_1, G_2 ∈ ω_2, qto G_1 × G_2 soderßitsØ v fftom okrußenii.

V qastnosti, esli Φ = ∅, to nikakie fflementy mnoßestv ^X_{ρ1} i ^X_{ρ2} ne spariva¸tsØ, esli ße Φ = X × X, to kaßdyæ fflement narosta φ : ^X_{ρ1} sparivaetsØ s kaßdym fflementom narosta ^X_{ρ2} .

Primer. Pust~ X = (0, 1) – ediniqnyæ interval, τ1 = τ2 = τ –

obyqnaØ topologiqeskaØ struktura ediniqnogo intervala, ρ_1 =

ρ_2 = ρ – ravnomernaØ struktura na (X, τ ), opredelØemaØ rasxi-

reniem X^′ = [0, 1]. Mnoßestvo ^X_{ρ1} = ^X_{ρ2} sostoit iz dvuh toqek, skaßem toqki 0 i toqki 1. Suwestvuet xestnadcat~ razliqnyh otobraßeniæ dvuhtoqeqnogo mnoßestva v sebØ, sqitaØ qastiqnye i mnogoznaqnye. My rassmotrim tol~ko dva iz nih, a imenno toßdestvennoe i invol¸ci¸ (φ(0) = 1, φ(1) = 0). V pervom sluqae nam dostatoqno vzØt~ v kaqestve Φ v X × X diagonal~ Δ, vo vtorom ße iz rassmatrivaemyh sluqaev v kaqestve Φ moßno vzØt~ poboqnu¸ diagonal~ {(x, y)|y = 1−x}. V oboih sluqaØh mnoßestvo

X^′ = [0, 1], to est~ popolnenie budet poluqat~sØ prisoedinenim

k X dvuhtoqeqnogo mnoßestva {0, 1}, no v pervom sluqae τ^′_1 = τ^′_2 – obyqnaØ topologiqeskaØ struktura ediniqnogo otrezka [0, 1], vo vtorom ße sluqae τ^′_1 ≠ τ^′_2, l¸baØ posledovatel~nost~, shodØwaØsØ k toqke 0 otnositel~no τ^′_1, shoditsØ k toqke 1 otnositel~no τ^′_2

70 A. A. IVANOV i naoborot.

Biravnomernoe prostranstvo (X, ρ_1, ρ_2) moßno sqitat~ polnym, esli ravnomernye prostranstva (X, ρ_1) i (X, ρ_2) ØvlØ¸tsØ polnymi ravnomernymi prostranstvami. Pri takom ponimanii polnoty bitopologiqeskih ostranstv oba rassmotrenny v fftom primere popolneniØ budut polnymi bitopologiqeskimi prostranstvami.

§11. Razmernost~ 1. Obwie principy postroeniØ teorii bitopologiqeskoæ razmernosti. TeoriØ razmernosti bitopologiqeskih pro-

stranstv naqinalas~, kak ffto qasto byvaet, s issledovaniØ prosteæxeæ situacii, a imenno s issledovaniØ nul~mernyh bitopologiqeskih prostranstv. Pri fftom pod nul~mernym bitopologiqeskim prostranstvom ponimalos~ bitopologiqeskoe prostranstvo (X, τ_1, τ_2), dlØ kotorogo topologiqeskaØ struktura τ_i imeet bazu, sostoØwu¸ iz τ_j -zamknutyh mnoßestv, i ≠ j. V dal~neæxem naqalos~ izuqenie razliqnyh razmernostnyh funkciæ opredelennyh na razliqnyh klassah bitopologiqeskih prostranstv. Postroenie fftih razmernostnyh funkciæ osuwestvlØlos~, v obwem, po analogii s postroeniem sootvetstvu¸wih razmernostnyh funkciæ dlØ topologiqeskih prostranstv. Pri fftom prihodilos~ preodolevat~ te ße trudnosti, kotorye voznika¸t v razliqnyh qastnyh bitopologiqeskih teoriØh, v svØzi s otsutstviem v (X, τ_1, τ_2), kak edinogo ob¨ekta, otkrytyh i zamknutyh mnoßestv. �tu trudnost~ raznye avtory preodolevali razliqnymi sposobami. Tak naprimer, pri opredelenii funkciæ indX i IndX ispol~zu¸tsØ sootvetstvu¸wie zamknutye mnoßestva i odni avtory sqita¸t takovymi zamknutye v (X, τ_1 ∩ τ_2) mnoßestva drugie ße – mnoßestva vida F_1 ∩ F_2, gde F_1 i F_2-mnoßestva zamknutye v (X, τ_1) i (X, τ_2), sootvetstvenno. Tem samym oni faktiqeski opredelØ¸t raznye ponØtiØ. Analogiqno obstoit delo i s razmernostnoæ funkcieæ dimX, trebu¸weæ otkrytyh mnoßestv.

2. Kategornyæ podhod. Pri postroenii razmernostnyh funk-

ciæ dlØ bitopologiqeskih prostranstv ispol~zovalis~ takße i kategornye metody teorii bitopologiqeskoæ svØznosti. Pust~ E-proizvol~no fiksirovannyæ klass bitopologiqeskih

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 71 prostranstv. Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, τ_1, τ_2) nazyvaetsØ E-nesvØznym meßdu podmnoßestvami A i B mnoßestva X, esli suwestvu¸t (X^′, τ^′_1, τ^′_2) ∈ E i binepreryvnoe otobraßenie

f : (X, τ_1, τ_2) −→ (X^′, τ^′_1, τ^′_2) takie, qto τ^′_j -zamykanie mnoßestva f(A) imeet pustoe pereseqenie s τ^′_i -zamykaniem mnoßestva f(B).

Takim obrazom pri opredelenii E-nesvØznosti ispol~zu¸tsØ po otdel~nosti topologiqeskie struktury τ^′_1 i τ^′_2. S drugoæ storony, pri opredelenii par (x, F ) dlØ indX i par (F_1, F_2) dlØ IndX mnoßestva F, F_1, F_2 dolßny byt~ zamknutymi mnoßestvami v topologiqeskih prostranstvah (X, τ_1) i (X, τ_2) odnovremenno. Nakonec razbiva¸wie mnoßestva A dolßny imet~ vid F_1 ∩ F_2, gde

F_1, F_2 dolßny byt~ zamknutymi mnoßestvami v (X, τ_1) i (X, τ_2),

sootvetstvenno. Posle fftogo funkcii indX i IndX opredelØ¸tsØ, kak obyqno.

§12. Giperprostranstva 1. Variantnost~ ponØtiØ giperprostranstva. Giperprostran-

stva (prostranstva podmnoßestv) ØvlØ¸tsØ dovol~no horoxo izuqennymi ob¨ektami v teorii topologiqeskih prostranstv. Oni privlekali vnimanie mnogih matematikov, im posvØwena znaqitel~naØ literatura. Mnogie idei i rezul~taty, posvØwennye topologiqeskim giperprostranstvam, naxli svoe otraßenie i v bitopologiqeskoæ teorii. Obyqno pri postroenii kakogoto giperprostranstva rassmatriva¸t ne vse mnoßestvo P X, a kaku¸-nibud~ ego qast~ P_0X, sostoØwu¸ iz podmnoßestv mnoßestva X, udovletvorØ¸wih nekotoromu uslovi¸. V topologiqeskoæ teorii ffto, kak pravilo, libo mnoßestvo vseh nepustyh zamknutyh podmnoßestv dannogo topologiqeskogo prostranstva

(X, τ ) libo mnoßestvo vseh ego nepustyh kompaktnyh podmno-

ßestv, vozmoßny i drugie varianty. Posle togo kak mnoßestvo

P_0X opredeleno na nem vvoditsØ sootvetstvu¸waØ topologiqe-

skaØ struktura. Zdes~ takße vozmoßny razliqnye varianty. Naibolee qasto upotreblØemoæ ØvlØetsØ topologiqeskaØ struktura P_0τ na mnoßestve P_0X s predbazoæ, sostoØweæ iz mnoßestv vida P G = {A|A ∈ P_0X, A ∩ G ≠ ∅}, QG = {A|A ∈ P_0X, A ⊂ G}, vzØtyh po vsem G ∈ τ .

72 A. A. IVANOV

V bitopologiqeskoæ situacii my moßem rassmatrivat~ podmnoßestva ishodnogo mnoßestva X, udovletvorØ¸wie tem ili inym usloviØm, odnako koliqestvo variantov zdes~ uveliqivaetsØ za sqet raswepleniØ ponØtiæ. Tak my moßem rassmatrivat~ mnoßestva zamknutye v (X, τ_1), zamknutye v (X, τ_2), zamknutye v (X, τ_1) ili v (X, τ_2), zamknutye i v (X, τ_1) i v (X, τ_2) odnovremenno, analogiqno dlØ kompaktnyh mnoßestv ili mnoßestv inogo tipa. Moßno rassmatrivat~ i zamknutye i kompaktnye mnoßestva v (X, inf {τ_1, τ_2}), v (X, sup{τ_1, τ_2}).

2. Osnovnye gipertopologii. Sootvetstvu¸wie giperprost-

ranstva voznika¸t v teorii mnogoznaqnyh otobraßeniæ, tak kak l¸boe mnogoznaqnoe otobraßenie f : X −→ X^′ moßno rassmatrivat~, kak odnoznaqnoe otobraßenie f : X −→ P X^′. V svØzi s fftim predstavlØetsØ estestvennoæ sledu¸waØ postanovka voprosa (v topologiqeskom variante). RassmatrivaetsØ kategoriØ T topologiqeskih prostranstv i ih nepreryvnyh otobraßeniæ. trebuetsØ opredelit~ dlØ kaßdogo topologiqeskogo prostranstva (X, τ ) edinstvennu¸ topologiqesku¸ strukturu P τ tak, qtoby vypolnØlis~ sledu¸wie usloviØ:

1). DlØ l¸bogo nepreryvnogo otobraßeniØ f : (X, τ ) −→

(X^′, τ^′) otobraßenie P f : (P X, P τ ) −→ (P X^′, P τ^′) takße

ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeniem. Inaqe govorØ sootvetstvie P : T −→ T , pri kotorom P ((X, τ )) = (P X, P τ ) i

P (f) = P f, ØvlØetsØ funktorom.

2). Otobraßenie i : (X, τ ) −→ (P X, P τ ), pri kotorom i(x) = {x} dlØ l¸bogo x ∈ X, ØvlØetsØ vloßeniem topologiqeskogo prostranstva (X, τ ) v topologiqeskoe prostranstvo (P X, P τ ). Takih funktorov suwestvuet mnogo, my vydelim tu qast~ iz nih, v kakom-to smysle minimal~nu¸, kotoraØ svØzana s topologiqeskim prostranstvom (D, δ). Zdes~ D = {0, 1}, δ = τ_r =

{∅, {0}, D}. �to topologiqeskoe prostranstvo interesno tem, qto

topologiqeskaØ struktura τ l¸bogo topologiqeskogo prostranstva (X, τ ) odnoznaqno opredelena mnoßestvom vseh ego nepreryvnyh otobraßeniæ v (D, δ). Proizvol~nomu otkrytomu v (X, τ ) mnoßestvu G sootvetstvuet pri fftom nepreryvnoe otobraßenie

f : (X, τ ) −→ (D, δ), dlØ kotorogo f(x) = { 0, x ∈ G 1, x /∈ G.

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 73 Fiksiruem teper~ na P D kaku¸-nibud~ topologiqesku¸ strukturu, kotoru¸ oboznaqim qerez P δ i vvedem na mnoßestve P X topologiqesku¸ strukturu P τ , kak minimal~nu¸ strukturu, dlØ kotoroæ otobraßenie P h : (P X, P τ ) −→ (P D, P δ) nepreryvno, esli nepreryvno otobraßenie h : (X, τ ) −→ (D, δ). Netrudno dokazat~, qto pri l¸bom vybore struktury P δ, uslovie 1) vypolnØetsØ.

Deæstvitel~no, pust~ f : (X, τ ) −→ (X^′, τ^′) – nepreryvnoe otobraßenie. Togda dlØ l¸bogo nepreryvnogo otobraßeniØ h : (X^′, τ^′) −→ (D, δ) otobraßenie hf : (X, τ ) −→ (D, δ) takße nepreryvnoe otobraßenie. Po opredeleni¸ P τ imeem

(P hf)^{−1}(P δ) ⊂ P τ . Togda (P f)^{−1}(P h)^{−1}(P δ) ⊂ P τ , otkuda sledu-

et, qto (P f)^{−1} sup{(P h)^{−1}(P δ)} ⊂ P τ , gde toqnaØ verhnØØ granica beretsØ po vsem nepreryvnym otobraßeniØm h : (X^′, τ^′) −→ (D, δ). Ots¸da, v svo¸ oqered~ sleduet, qto (P f)^{−1}(P τ^′) ⊂ P τ , to est~

P f : (P X, P τ ) −→ (P X^′, τ^′)-nepreryvnoe otobraßenie.

Uslovie 2) budet vypolneno, esli i : (D, δ) −→ (P D, P δ) – vloßenie.

Deæstvitel~no, pust~ i : X −→ P X, i(x) = {x} dlØ l¸bogo

x ∈ X. OtoßdestvlØØ toqki s odnotoqeqnymi mnoßestvami, my

budem sqitat~, qto X ⊂ P X i D ⊂ P D. Togda h = P h|X dlØ l¸bogo otobraßeniØ h : X −→ D. Tak kak τ = sup{h^{−1})(δ)} i

P τ = sup{P h^{−1}(P δ)}, a s drugoæ storony, δ = P δ|X, to

τ = sup{h^{−1})(δ)} = sup{h^{−1})(P δ|X)} = sup{(P h)^{−1}(P δ)|X} = P τ |X, to est~ otobraßenie i : (X, τ ) −→ (P X, P τ ) ØvlØetsØ vloßeniem. Tak kak na P D moßno zadat~ tol~ko koneqnoe qislo topologiqeskih struktur, to vse oni mogut byt~ pereqisleny i izuqeny. OkazyvaetsØ, qto imeetsØ vosem~ operaciæ P τ , opredelØemyh sootvetstvu¸wim vyborom P δ i udovletvorØ¸wih usloviØm 1), 2). �to topologiqeskie struktury, ime¸wie sledu¸wie predbazy: 1) {P G|G ∈ τ }, 2) {QG|G ∈ τ }, 3) {P G, P G ∪ P (X \ G)|G ∈ τ }, 4) {P G, QG|G ∈ τ }, 5) {QG, QG ∩ Q(X \ G)|G ∈ τ }, 6) {P G, QG, QG ∩ Q(X \ G)|G ∈ τ }, 7) {P G, QG, P G ∪ P (X \ G)|G ∈ τ },

74 A. A. IVANOV 8) {P G, QG, P G ∪ P (X \ G), QG ∩ Q(X \ G)|G ∈ τ }. 3. Odno special~noe uslovie. PredstavlØ¸t znaqitel~nyæ

interes operacii P τ , udovletvorØ¸wie ewe odnomu uslovi¸, kotoroe my seæqas sformuliruem.

Pust~ f : X −→ P X^′-nekotoroe otobraßenie. Togda moßno opredelit~ otobraßenie f^∗ : P X −→ P X^′ (budem nazyvat~ ego estestvennym prodolßeniem), dlØ kotorogo f^∗(A) = ⋃ f(x)|x ∈ A. Dopolnitel~noe uslovie sostoit v sledu¸wem:

∗) Esli f : (X, τ ) −→ (P X^′, P τ^′) – nepreryvnoe otobraßenie, to ego estestvennoe prodolßenie f^∗ : (P X, P τ ) −→ (P X^′, P τ^′) – nepreryvnoe otobraßenie.

Netrudno dokazat~ spravedlivost~ sledu¸wego utverßdeniØ.

Teorema. OperaciØ P τ obladaet svoæstvom ∗) togda i tol~-

ko togda, kogda estestvennoe prodolßenie i^∗ : (P^2X, P^2τ ) −→ (P X, P τ ) toßdestvennogo otobraßeniØ i : (P X, P τ ) −→ (P X, P τ ) ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeniem.

Dokazatel~stvo. Pust~ operaciØ P τ obladaet svoæstvom ∗) i

(X, τ )-proizvol~noe topologiqeskoe prostranstvo. Tak kak to-

ßdestvennoe otobraßenie i : (P X, P τ ) −→ (P X, P τ ) ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeniem, to v silu ∗) ego estestvennoe prodolßenie i^∗ : (P^2X, P^2τ ) −→ (P X, P τ ) ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeniem. Pust~, naoborot, izvestno, qto i^∗ : (P^2X, P^2τ ) −→

(P X, P τ ) – nepreryvnoe otobraßenie. Rassmotrim l¸boe ne-

preryvnoe otobraßenie f : (X, τ ) −→ (P X^′, P τ^′). Togda v silu togo, qto P – funktor, budet nepreryvnym i otobraßenie

P f : (P X, P τ ) −→ (P^2X^′, P^2τ^′) i, sledovatel~no, budet nepreryv-

noæ kompoziciØ i^∗P f = f^∗.

Moßno dokazat~, qto dlØ operacii P τ varianty 1), 2), 4) predyduwego punkta oblada¸t svoæstvom ∗), a ostal~nye varianty im ne oblada¸t.

§13. Neqetkie bitopologiqeskie struktury 1. Neqetkie mnoßestva. TeoriØ neqetkih mnoßestv i sistem

ØvlØetsØ daleko prodvinutoæ teorieæ s obxirnoæ literaturoæ.

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 75 Ee predstaviteli ob¨edineny v meßdunarodnu¸ associaci¸ so svoim periodiqeskim izdaniem “Fuzzy sets and systems”. TeoriØ neqetkih topologiqeskih prostranstv i teoriØ (obyqnyh) bitopologiqeskih prostranstv voznikli poqti odnovremenno, odnako neqetkie bitopologiqeskie prostranstva privlekli k sebe vnimanie tol~ko v poslednie gody.

Ishodnym ponØtiem terii neqetkih topologiqeskih prostranstv ØvlØetsØ ponØtie neqetkogo mnoßestva, vernee ponØtie neqetkogo podmnoßestva proizvol~no fiksirovannogo mnoßestva. Neqetkim podmnoßestvom mnoßestva X nazyva¸t, obyqno, proizvol~noe otobraßenie μ : X −→ I, gde I = [0, 1]. Mnoßestvo vseh takih neqetkih podmnoßestv mnoßestva X oboznaqa¸t qerez I^X . V I^X vhodØt i obyqnye (qetkie) mnoßestva A, dlØ kotoryh

μ_A(x) = { 1, esli x ∈ A 0, esli x /∈ A. DlØ neqetkih mnoßestv opredeleno otnoxenie vkl¸qeniØ (porØdka), a imenno μ_1 ⩽ μ_2 ⇐⇒ μ_1(x) ⩽ μ_2(x) dlØ vseh x ∈ X. Opredeleny takße operacii ob¨edineniØ, pereseqeniØ i dopolneniØ, a imenno (∪μ_ι|ι ∈ I)(x) = sup (μ_ι(x)|ι ∈ I) (∩μ_ι|ι ∈ I)(x) = inf (μ_ι(x)|ι ∈ I) (∁μ)(x) = 1 − μ(x) dlØ vseh x ∈ X.

Vse ffti opredeleniØ soglasovany s sootvetstvu¸wimi opredeleniØmi vkl¸qeniØ, ob¨edineniØ, pereseqeniØ i dopolneniØ obyqnyh mnoßestv. Neobhodimo otmetit~, odnako, qto dlØ neqetkih mnoßestv formula A ∪ ∁A = X ne imeet mesta, esli A ne ØvlØetsØ obyqnym mnoßestvom. Naprimer, esli neqetkoe mnoßestvo A opredelØetsØ usloviem μ_A =^1_2 dlØ vseh x ∈ X to A ∪ ∁A = A ≠ X. 2. Neqetkie mnoßestva i sluqaænye mnoßestva. Formal~no-

mu opredeleni¸ neqetkogo mnoßestva moßno pridat~ soderßatel~nyæ smysl. Budem sqitat~, qto otobraßenie μ : X −→ I sootvetstvuet neqetkomu mnoßestvu A_μ. Togda qislo μ(x) moßno

76 A. A. IVANOV budet rassmatrivat~, kak veroØtnost~ sobytiØ x ∈ A_μ. Tem samym ponØtie neqetkogo mnoßestva priobretaet veroØtnostnyæ harakter. Odnako my ne imeem zdes~ polnogo prostranstva sobytiæ i, tem bolee, ne imeem odnoznaqno opredelennoæ na nem veroØtnostnoæ mery. Neqetkoe mnoßestvo– ffto sil~no useqennoe sluqaænoe mnoßestvo. Rassmotrim v svØzi s fftim sledu¸wiæ primer.

Primer. Pust~

X = D = {0, 1}, μ : D −→ I, μ(0) = μ(1) =^1_2 .

Sobytie 0 ∈ A_μ moßno rassmatrivat~, kak sloßnoe sobytie, sostoØwee iz sobytiæ (A = {0}) i (A = {0, 1}), proishodØwih s kakimi-to veroØtnostØmi, analogiqno sobytie 1 ∈ A_μ moßno rassmatrivat~, kak sloßnoe sobytie sostoØwee iz sobytiæ

(A = {1}) i (A = {0, 1}), proishodØwih s kakimi-to veroØtnostØ-

mi. Pust~ μ(0) i μ(1) – veroØtnosti fftih sloßnyh sobytiæ (v naxem primere oni ravny^1_2 ). Odnako veroØtnosti osuwestvleniØ fflementarnyh sobytiæ (A = ∅), (A = {0}), (A = {1}), (A = {0, 1}) osta¸tsØ neizvestnymi. �ti sobytiØ obrazu¸t polnu¸ sistemu poparno nesovmestnyh sobytiæ. VeroØtnostnaØ mera na sootvetstvu¸wem prostranstve sobytiæ opredelØetsØ zadaniem veroØtnosteæ p_1, p_2, p_3, p_4 nastupleniØ kaßdogo iz qetyreh fflementarnyh sobytiæ v ukazannom porØdke. Zadanie otobraßeniØ μ oznaqaet zadanie dvuh sootnoxeniæ, a imenno

p_2 + p_4 = μ(0), p_3 + p_4 = μ(1).

�ti sootnoxeniØ i sootnoxenie p_1 + p_2 + p_3 + p_4 = 1 da¸t nam v predpoloßenii μ(0) = μ(1) =^1_2 ravenstva

p_1 = p_4, p_2 = 1 2 − p_4, p_3 = 1 2 − p_4, gde p_4 ⩽^1_2 , no v ostal~nom proizvol~no. Takim obrazom suwestvuet kontinuum sluqaænyh podmnoßestv mnoßestva D, sootvetstvu¸wih odnomu i tomu ße neqetkomu mnoßestvu.

Zametim teper~ qto, operacii ob¨edineniØ, pereseqeniØ i dopolneniØ neqetkih mnoßestv ne soglasovany s sootvetstvu- ¸wimi operaciØmi dlØ sluqaænyh mnoßestv, kak pokazyva¸t

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 77 sledu¸wie vyqisleniØ. Rassmotrim dva sluqaænyh mnoßestva

v D, a imenno

A : p_1 = 0, p_2 = 1 2 , p_3 = 1 2 , p_4 = 0

A^′ : p^′_1 = 1 4 , p^′_2 = 1 4 , p^′_3 = 1 4 , p_4′ = 1 4 . �ti sluqaænye mnoßestva opredelØ¸t odno i to ße neqetkoe mnoßestvo A_μ, dlØ kotorogo

μ(0) = p_2 + p_4 = p^′_2 + p^′_4 = 1 2 , μ(1) = p_3 + p_4 = p^′_3 + p^′_4 = 1 2 . ˚sno, qto pri ob¨edinenii neqetkih mnoßestv, my imeem A_μ ∪

A_μ = A_μ. Rassmotrim, s drugoæ storony, ob¨edinenie ~A = A ∪ A^′

sluqaænyh mnoßestv, oboznaqiv qerez ~p_1, ~p_2, ~p_3, ~p_4 opredelØ¸wie ~A veroØtnosti fflementarnyh sobytiæ. Prostoæ podsqet pokazyvaet, qto v obwem sluqae my imeem

~p_1 = p_1p^′_1 ~p_2 = p_1p^′_2 + p_2p^′_1 + p_2p^′_2 ~p_3 = p_1p^′_3 + p_3p^′_1 + p_3p^′_3 ~p_1 = p_1p_4^′+p_4p_1^′+p_2p_3^′+p_3p_1^′+p_2p_4^′+p_4p_2^′+p_3p_4^′+p_4p_3^′+p_4p_4^′,

a v rassmatrivaemom nami sluqae poluqaem

~A : ~p_1 = 0, ~p_2 =^1_4 , ~p_3 =^1_4 , ~p_4 =^1_2

Ots¸da sleduet, qto ~μ(0) =^3_4 , ~μ(1) =^3_4 , i potomu A_μ ≠ ~A. Takim obrazom deæstvitel~no operaciØ ob¨edineniØ neqetkih mnoßestv ne soglasovana s operacieæ ob¨edineniØ sluqaænyh mnoßestv i sozdaetsØ vpeqatlenie, qto ona opredelena neudaqno. Odnako ispol~zovanie takih opredeleniæ imeet i svoi pl¸sy.

VernemsØ k rassmotrennomu nami primeru. Sovokupnost~ vseh neqetkih podmnoßestv mnoßestva D moßet byt~ oqevidno predstavlena ediniqnym kvadratom na ploskosti (Ris. 2).

Sovokupnost~ vseh sluqaænyh mnoßestv moßet byt~ predstavlena tetraffdrom s verxinami (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) v obyqnom prostranstve s dekartovymi koordinatami (Ris. 3).

KaßdaØ toqka fftogo tetraffdra moßet byt~ zadana baricentriqeskimi koordinatami (p_1, p_2, p_3, p_4), p_1 +p_2 +p_3 +p_4 = 1 ili ße dekartovymi koordinatami. Sootvetstvie meßdu sluqaænymi mnoßestvami i neqetkimi mnoßestvami v D opredelØet otobraßenie (p_1, p_2, p_3, p_4) → (p_2 + p_4, p_3 + p_4).

78 A. A. IVANOV

Ris. 2.

Ris. 3.

3. Sluqaænye toqki. �lementy sluqaænosti moßno vvodit~ na

raznyh urovnØh izuqaemyh struktur. Moßno vvodit~ sluqaæ-

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 79 nost~ i na pervom urovne, na urovne toqek ishodnogo mnoßestva. Tak voznikaet ponØtie sluqaænoæ toqki, ØvlØ¸weesØ estestvennym obobweniem ponØtiØ sluqaænoæ veliqiny.

DlØ vvedeniØ na kakom-to mnoßestve X sluqaænoæ toqki x neobhodimo fiksirovat~ na X kaku¸-nibud~ (sqetno additivnu¸) algebru A ego podmnoßestv i kaku¸-nibud~ meru μ na fftoæ algebre. Takim obrazom sluqaænaØ toqka x na X associiruetsØ s troækoæ (X, A, μ). ObyqnaØ (ne sluqaænaØ) toqka x – ffto sluqaænaØ toqka, dlØ kotoroæ μ(x) = 1, μ(X \{x}) = 0. V rassmotrennom nami sluqae X = D, kaßdaØ sluqaænaØ toqka opredelØetsØ paroæ neotricatel~nyh qisel μ(0), μ(1), μ(0) + μ(1) = 1 i, takim obrazom mnoßestvo vseh sluqaænyh toqek D moßet byt~ predstavleno otrezkom na ploskosti meßdu toqkami (0, 1) i (1, 0) (Ris. 4).

Ris. 4.

4. Neqetkie prostranstva. V klassiqeskoæ teorii, osnovan-

noæ na privedennom vyxe ponØtii neqetkogo mnoßestva, neqetkaØ topologiqeskaØ struktura na X opredelØetsØ, kak proizvol~noe podmnoßestvo mnoßestva I^X , udovletvorØ¸wee obyqnym aksiomam topologiqeskoæ struktury, v kotoryh ob¨edinenie i pereseqenie ØvlØ¸tsØ operaciØmi nad neqetkimi mnoße-

80 A. A. IVANOV stvami. Neqetkoe bitopologiqeskoe prostranstvo opredelØetsØ, kak mnoßestvo s dvumØ zadannymi na nem neqetkimi topologiqesimi strukturami. Takoæ podhod k ponØti¸ neqetkogo topologiqeskogo prostranstva i ponØti¸ neqetkogo bitopologiqeskogo prostranstva vyzyvaet nekotorye somneniØ, osnovannye, preßde vsego, na gebridnosti ponØtiØ neqetkogo mnoßestva. Odnako vybor neqetkogo podhoda imeet preimuwestvo prostoty obraweniØ s neqetkimi mnoßestvami po sravnei¸ s qisto sluqaænymi mnoßestvami. V fftom moßno legko ubedit~sØ sravnivaØ neqetkie topologiqeskie struktury i topologiqeskie struktury sluqaænyh mnoßestv, opredelennye na D. V pervom sluqae my imeem dovol~- no prosto opisyvaemye podmnoßestva ediniqnogo kvadrata, a vo vtorom–sloßno opisyvaemye podmnoßestva tetraffdra.

V tret~em iz rassmotrennyh nami podhodov k ponØti¸ v kakom-to smysle neqetkogo topologiqeskogo prostranstva, a imenno k rassmotreni¸ topologiqeskih struktur na mnoßestve vseh sluqaænyh toqek v fiksirovannom mnoßestve, my imeem delo deæstvitel~no s topologiqeskimi i, sootvetstvenno, bitopologiqeskimi ob¨ektami. Neqetkost~ zaloßena zdes~ v formirovanie mnoßestva toqek sootvetstvu¸wego topologiqeskogo prostranstva.

Kak bylo otmeqeno vyxe, ponØtie neqetkogo topologiqeskogo prostranstva ffklektiqno, no s nim rabotat~ udobno, pofftomu imenno ffto ponØtie Øvilos~ osnovoæ, na kotoroæ sozdavalas~ teoriØ neqetkih bitopologiqeskih prostranstv.

§14. SvØz~ s drugimi strukturami

V fftom zakl¸qitel~nom paragrafe pervoæ glavy my ewe raz obratimsØ k voprosu o roli i meste bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv v razliqnyh oblastØh matematiki, ob ih harakternyh s fftoæ toqki zreniØ osobennostØh.

Odin iz osnovnyh principov primeneniØ bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv sostoit v sledu¸wem. Dopustim, qto nas interesuet nekotoryæ klass otobraßeniæ kakih-to mnoßestv v sebØ ili ße v drugie mnoßestva. Dopustim, dalee, qto my hoteli by imet~ topologiqeskoe opisanie fftogo klassa, to est~ predstavit~ fftot klass, kak klass vseh nepreryvnyh otobraßeniæ fftih mnoßestv snabßennyh sootvetstvu¸wimi topologiqeskimi strukturami. Esli ffto vozmoßno, to budem go-

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 81 vorit~, qto fftot klass imeet topologiqeskoe predstavlenie. K soßaleni¸ ffto ne vsegda vozmoßno, no v nekotoryh sluqaØh takoæ klass F moßno predstavit~ v vide pereseqeniØ F_1 ∩ F_2 dvuh klassov F_1 i F_2, kaßdyæ iz kotoryh imeet topologiqeskoe predstavlenie. Klass F sostoit iz vseh otobraßeniæ f, dlØ kotoryh

f : (X, τ_1) −→ (X^′, τ^′_1) i f : (X, τ_2) −→ (X^′, τ^′_2) nepreryvny i, sle-

dovatel~no, nepreryvno otobraßenie f : (X, β) −→ (X^′, β^′). V fftoæ situacii my budem govorit~, qto klass F imeet bitopologiqeskoe (v smysle Kelli) predstavlenie, on ØvlØetsØ ob¨ektom bitopologiqeskoæ v smysle Kelli teorii i ego moßno izuqat~ v ramkah fftoæ teorii.

Drugim principom primeneniØ bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv ØvlØetsØ zamena odnoæ struktury dvumØ bolee prostymi. Rassmotrim, naprimer, topologizaci¸ mnoßestva P X (sm. 12.1), v kotoroæ mnoßestvo {P G, QG|G ∈ τ }, gde τ – fiksirovanaØ na X topologiqeskaØ struktura, obrazuet ee predbazu (sm. 12.2). �tu topologiqesku¸ strukturu na P X my moßem zamenit~ dvumØ strukturami – τ_1 i τ_2, iz kotoryh odna imeet predbazoæ sovokupnost~ mnoßestv vida P G, a drugaØ – vida QG. �ti topologiqeskie struktury izuqa¸tsØ prowe, qem ishodnaØ. Ih sovmestnoe izuqenie est~ izuqenie bitopologiqeskogo prostranstva (X, τ_1, τ_2).

Drugim primerom primeneniØ togo ße principa ØvlØetsØ zamena shodimosti ξ_n −→ ξ vewestvennyh sluqaænyh veliqin, opredelØemoæ usloviem shodimosti k nul¸ veroØtnosti

P (|ξ_n − ξ| ⩾ ϵ) dlØ l¸bogo ϵ > 0, na dve shodimosti, odna iz

kotoryh opredelØetsØ usloviem shodimosti k nul¸ veroØtnosti

P (ξ_n −ξ ⩾ ϵ), a drugaØ opredelØetsØ usloviem shodimosti k nul¸

veroØtnosti P (ξ − ξ_n ⩾ ϵ) dlØ l¸bogo ϵ > 0.

Struktura bitopologiqeskogo v smysle Kelli prostranstva sostoit iz dvuh samostoØtel~nyh qasteæ i v fftom ego principial~naØ osobennost~. Sovmestnoe izuqenie fftih qasteæ – osobennost~ teorii bitopologiqeskih prostranstv. V l¸boæ matematiqeskoæ teorii, v kotoroæ ob¨ekty mogut opisyvat~sØ parami bolee prostyh ob¨ektov est~ vozmoßnost~ primeneniØ teorii bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv.

82 A. A. IVANOV

Glava II

OBWA˚ TEORI˚ BITOPOLOGIQESKIH PROSTRANSTV

RazvivaØ obwu¸ teori¸ bitopologiqeskih prostranstv my dolßny vvesti, preßde vsego, sootvetstvu¸wu¸ sistemu ponØtiæ. Nekotorye iz fftih ponØtiæ okazyva¸tsØ bolee ili menee neposredstvennym obobweniem izvestnyh ponØtiæ teorii topologiqeskih prostranstv. S takimi ponØtiØmi my poznakomilis~ v predyduweæ glave. V fftoæ glave budut rassmotreny suwestvenno bitopologiqeskie ponØtiØ i utverßdeniØ, ne ime¸wie analogov v klassiqeskoæ teorii bitopologiqeskih prostranstv. K soßaleni¸, dopustimyæ ob¨em knigi ne pozvolØet prodvinut~ sootvetstvu¸wie fftim ponØtiØm razdely bitopologiqeskoæ teorii tak daleko, kak fftogo hotelos~ by. V nekotoryh sluqaØh prihoditsØ ograniqit~sØ tol~ko primerami i ukazaniØmi vozmoßnyh puteæ dal~neæxego razvitiØ.

§1. Nekotorye opredeleniØ i konstrukcii

Zdes~ budut rassmotreny prosteæxie ponØtiØ i konstrukcii obweæ teorii bitopologiqeskih prostranstv. Uße na fftom fflementarnom urovne proØvlØ¸tsØ osobennosti obweæ teorii, ee otliqie ot klassiqeskoæ teorii. Ime¸tsØ v vidu takie ponØtiØ, kak podprostranstvo, faktorprostranstvo, prØmoe proizvedenie bitopologiqeskih prostranstv, ih svobodnoe ob¨edinenie i postroenie sootvetstvu¸wih bitopologiqeskih prostranstv.

1. Invariantnost~ klassov otnositel~no operaciæ. Ranee

bylo otmeqeno, qto klass T topologiqeskih prostranstv, klass KT bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv i klass BT bitopologiqeskih prostranstv moßno sqitat~ posledovatel~no vloßennymi drug v druga, T ⊂ KT ⊂ BT. Pri fftih vloßeniØh l¸boe topologiqeskoe prostranstvo (X, τ ) otoßdestvlØetsØ s bitopologiqeskim v smysle Kelli prostranstvom (X, τ, τ ), a bitopologiqeskoe v smysle Kelli prostranstvo (X, τ_1, τ_2) otoßdestvlØetsØ s bitopologiqeskim prostranstvom (X, τ_1 × τ_2).

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 83 Rssmotrim kaku¸-nibud~ operaci¸ postroeniØ bitopologiqeskogo prostranstva po drugim (odnomu ili neskol~kim) bitopologiqeskim prostranstvam. Moßet sluqit~sØ, qto ffta operaciØ ne vyvodit nas iz klassa KT (klassa T ), to est~ dlØ l¸byh razloßimyh bitopologiqeskih prostranstv (topologiqeskih prostranstv) rezul~tat operacii ØvlØetsØ snova razloßimym bitopologiqeskim prostranstvom (topologiqeskim prostranstvom). Netrudno privesti primery operaciæ oblada¸wih fftim svoæstvom i operaciæ im ne oblada¸wih. Naprimer, perehod ot bitopologiqeskogo prostranstva k trivial~nomu (s tem ße mnoßestvom toqek) bitopologiqeskomu prostranstvu ne vyvodit nas ni iz klassa KT ni iz klassa T . S drugoæ storony, lokalizaciØ bitopologiqeskogo prostranstva, to est~ prisoedinenie k ego bitopologiqeskoæ strukture vseh mnoßestv, soderßawihsØ v (X ×X)\Δ, ne obladaet fftim svoæstvom ni dlØ klassa KT ni dlØ klassa T . My rassmotrim seæqas s fftoæ toqki zreniØ nekotorye vaßnye operacii.

2. Podprostranstva. Pust~ (X, β) – bitopologiqeskoe pro-

stranstvo i X^′ ⊂ X. Togda X^′ × X^′ ⊂ X × X i pofftomu topologiqeskaØ struktura β, opredelennaØ na mnoßestve X × X, induciruet na X^′ × X^′ topologiqesku¸ strukturu β^′ = β|X^′ × X^′ = {G ∩

(X^′ × X^′)|G ∈ β}. Bitopologiqeskoe prostranstvo (X^′, β^′) nazy-

va¸t podprostranstvom bitopologiqeskogo prostranstva (X, β). Netrudno zametit~, qto esli β = τ_1 × τ_2, – razloßimaØ bitopologiqeskaØ struktura, to i β^′ = τ^′_1 × τ^′_2, gde τ^′_1 = τ_1|X^′, τ^′_2 = τ_2|X^′ – razloßimaØ bitopologiqeskaØ struktura. Esli, krome togo,

τ_1 = τ_2 = τ , to i τ^′_1 = τ^′_2 = τ^′. Deæstvitel~no, τ_1 × τ_2|X^′ × X^′ = τ_1|X^′ × τ_2|X^′ = τ^′_1 × τ^′_2, τ × τ |X^′ × X^′ = τ |X^′ × τ |X^′. Takim obrazom

perehod k bitopologiqeskim podprostranstvam ne vyvodit nas ni iz klassa KT ni iz klassa T .

3. Faktorprostranstva. Pust~ (X, β) – bitopologiqeskoe pro-

stranstvo i p-otobraßenie mnoßestva X na kakoe-to mnoßestvo X^{′′}. Togda p × p : X × X −→ X^{′′} × X^{′′}. �to otobraßenie pozvolØet opredelit~ na X^{′′} × X^{′′} topologiqesku¸ strukturu

β^{′′} = (p × p)β = {G|(p × p)^{−1}(G) ∈ β}. Topologiqeskoe prostran-

stvo (X^{′′} × X^{′′}, β^{′′}) budet faktorprostranstvom topologiqeskogo prostranstva (X × X, β), opredelennym otobraßeniem p × p. Bitopologiqeskoe prostranstvo (X^{′′}, β^{′′}) nazyva¸t faktorprostranstvom bitopologiqeskogo prostranstva (X, β), opredelen-

84 A. A. IVANOV nym otobraßeniem p. Netrudno zametit~, qto esli β = τ_1 × τ_2 – razloßimaØ bitopologiqeskaØ struktura, to i β^{′′} = τ^{′′}_1 × τ^{′′}_2 , gde

τ^{′′}_1 = pτ_1, τ^{′′}_2 = pτ_2, – razloßimaØ bitopologiqeskaØ struktura.

Esli, krome togo, τ_1 = τ_2 = τ , to i τ^{′′}_1 = τ^{′′}_2 = τ^{′′}. Deæstvitel~no,

(p × p)(τ_1 × τ_2) = pτ_1 × pτ_2 = τ^{′′}_1 × τ^{′′}_2 , (p × p)(τ × τ ) = pτ × pτ = τ^{′′} × τ^{′′}.

Takim obrazom, perehod k bitopologiqeskim faktorprostranstvam ne vyvodit nas ni iz klassa KT ni iz klassa T .

4. PrØmye proizvedeniØ. Pust~ ((Xλ, βλ)|λ ∈ Λ) – sistema bi-

topologiqeskih prostranstv, X = ∏ X_λ|λ ∈ Λ – proizvedenie

mnoßestv X_λ, obrazovannoe po vsem λ ∈ Λ, pr_λ : X −→ X_λ – proekciØ proizvedeniØ X na mnoßestvo X_λ,gde pr_λ(x) = x_λ dlØ kaßdogo x = (x_μ|μ ∈ Λ) ∈ X. Togda pr_λ × pr_λ otobraßaet X × X na X_λ × X_λ, (pr_λ × pr_λ)(x, y) = (x_λ, y_λ).

Mnoßestva (pr_λ × pr_λ)^{−1}(U ), vzØtye po vsem λ ∈ Λ i vsem U ∈ β_λ, poroßda¸t na mnoßestve X × X topologiqesku¸ strukturu β. Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β) nazyva¸t prØmym proizvedeniem bitopologiqeskih prostranstv semeæstva ((X_λ, β_λ)|λ ∈ Λ). (X, β) = ∏ (X_λ, β_λ)|λ ∈ Λ. Pri izuqenii proizvedeniæ bitopologiqeskih prostranstv inogda okazyva¸tsØ poleznymi sledu¸wie soobraßeniØ.

Rassmotrim topologiqeskie prostranstva (X × X, β) i ∏ (X_λ × X_λ, β_λ)|λ ∈ Λ. Mnoßestva toqek fftih prostranstv ne so-

vpada¸t, tak kak toqkami topologiqeskogo prostranstva (X ×

X, β) i toqkami topologiqeskogo prostranstva ∏ (X_λ ×X_λ, β_λ)|λ ∈ Λ, budut, sootvetstvenno, toqki ((x_λ|λ ∈ Λ), (y_λ|λ ∈ Λ)) i

((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ).

Odnako meßdu fftimi toqkami imeetsØ kanoniqeskoe sootvetstvie ((x_λ|λ ∈ Λ), (y_λ|λ ∈ Λ)) ←→ ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ). Pri fftom sootvetstvii mnoßestva {((x_λ|λ ∈ Λ), (y_λ|λ ∈ Λ))|(x_μ, y_μ) ∈ G ∈ β_μ)} i {((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ)|(x_μ, y_μ) ∈ G ∈ β_μ},

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 85 gde x_μ = pr_μ(x_λ|λ ∈ Λ), y_μ = pr_μ(y_λ|λ ∈ Λ), vzaimno perehodØt drug v druga dlØ l¸bogo fiksirovannogo μ ∈ Λ i l¸bogo fiksirovannogo G ∈ β_μ.

Ots¸da sleduet,qto ukazannoe sootvetstvie opredelØet gomeomorfizm meßdu topologiqeskimi prostranstvami (X × X, β) i ∏ (X_λ × X_λ, β_λ)|λ ∈ Λ. TopologiqeskaØ struktura vtorogo

prostranstva ØvlØetsØ proizvedeniem ∏ β_λ|λ ∈ Λ, topologiqe-

skaØ struktura β pervogo prostranstva qerez β_λ v Øvnoæ forme v obwem sluqae ne vypisyvaetsØ.

Netrudno proverit~, qto esli vse β_λ ØvlØ¸tsØ razloßimymi bitopologiqeskimi strukturami, to i β budet razloßimoæ bitopologiqeskoæ strukturoæ. Deæstvitel~no, pust~

β_λ = τ_λ × τ^′_λ dlØ kaßdogo λ ∈ Λ. Togda v kaqestve poroßda¸-

wih topologiqesku¸ strukturu β na X × X moßno budet brat~ sovokupnost~ mnoßestv vida (pr_λ ×pr_λ)^{−1}(U ), ograniqivaØs~ sluqaem U = G_λ × G^′_λ, gde G_λ ∈ τ_λ, G^′_λ ∈ τ^′_λ. No v fftom sluqae

(pr_λ × pr_λ)^{−1}(G_λ × G^′_λ) = pr^{−1}_λ (G_λ) × pr^{−1}_λ (G^′_λ). Zametim teper~, qto

mnoßestva vida pr^{−1}_λ (G_λ) poroßda¸t topologiqesku¸ strukturu τ = ∏ τ_λ|λ ∈ Λ, a mnoßestva vida pr^{−1}_λ (G^′_λ) poroßda¸t topolo-

giqesku¸ strukturu τ^′ = ∏ τ^′_λ|λ ∈ Λ, pofftomu β = τ × τ^′. Esli k

tomu ße τ_λ = τ^′_λ dlØ vseh λ ∈ Λ, to i τ = τ^′.

Takim obrazom perehod k bitopologiqeskim proizvedeni- Øm ne vyvodit nas ni iz klassa KT ni iz klassa T .

5. Svobodnye ob¨edineniØ. Pust~ ((Xλ, βλ)|λ ∈ Λ) – sistema

bitopologiqeskih prostranstv, priqem my budem predpolagat~, qto X_λ ∩X_μ = ∅ dlØ vseh λ ≠ μ iz Λ. Pust~ X = ∪X_λ|λ ∈ Λ. Vvedem na mnoßestve X × X topologiqesku¸ strukturu β, sostoØwu¸ iz vseh mnoßestv U ⊂ X × X, udovletvorØ¸wih uslovi¸ U ∩ (X_λ × X_λ) ∈ β_λ dlØ vseh λ ∈ Λ. Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β) nazyva- ¸t svobodnym ob¨edineniem bitopologiqeskih prostranstv semeæstva ((X_λ, β_λ)|λ ∈ Λ).

Zametim, qto za iskl¸qeniem trivial~nogo sluqaØ, kogda Λ – odnotoqeqnoe mnoßestvo, ob¨edinenie ∪(X_λ × X_λ)|λ ∈ Λ ne sovpadaet s X × X. Pofftomu v prostranstve (X × X, β) vsegda imeetsØ diskretnaØ qast~. �tot fakt pozvolØet legko stroit~ primery, v kotoryh iz razloßimosti vseh β_λ, λ ∈ Λ, ne sleduet razloßimost~ β. Bolee togo, daße v sluqae kogda β_λ = τ_λ × τ_λ

86 A. A. IVANOV dlØ vseh λ ∈ Λ, bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β) ØvlØ¸- weesØ svobodnym ob¨edineniem prostranstv (X_λ, τ_λ × τ_λ), budet, kak pravilo, nerazloßimym. Prosteæxim primerom takogo roda ØvlØetsØ svobodnoe ob¨edinenie (X, β) trivial~nogo dvuhtoqeqnogo bitopologiqeskogo prostranstva i odnotoqeqnogo bitopologiqeskogo prostranstva. Baza topologiqeskoæ struktury β izobraßena na risunke 5, a na risunke 6 pokazana baza struktury sootvetstvu¸wego razloßimogo prostranstva.

Ris. 5 Ris. 6.

6. Ob¨edineniØ. Svobodnye ob¨edineniØ ØvlØ¸tsØ qastnymi

sluqaØmi proizvol~nyh ob¨edineniæ. Pust~ X – nekotoroe mnoßestvo, (X_ξ |ξ ∈ Ξ) – kakoe-nibud~ pokrytie mnoßestva X. Predpoloßim, qto na kaßdom mnoßestve X_ξ opredelena bitopologiqeskaØ struktura X_ξ, ξ ∈ Ξ i vse ffti bitopologiqeskie struktury soglasovany tak, qto dlØ kaßdyh ξ, η iz Ξ struktury β_ξ , β_η induciru¸t na X_ξ ∩ X_η odnu i tu ße bitopologiqesku¸ strukturu β_{ξη} , priqem (X_ξ × X_ξ ) ∩ (X_η × X_η ) prinadleßit kak β_ξ tak i β_η. BitopologiqeskaØ struktura β, induciru¸waØ na kaßdom mnoßestve X_ξ, bitopologiqesku¸ strukturu β_ξ , nazyvaetsØ ob¨- edineniem bitopologiqeskih struktur X_ξ , vzØtym po vsem ξ ∈ Ξ.

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 87 ˚sno, qto svobodnoe ob¨edinenie ØvlØetsØ ego qastnym sluqaem. Estestvenno voznikaet problema suwestvovaniØ i problema edinstvennosti ob¨edineniØ pri teh ili inyh usloviØh.

�ta bitopologiqeskaØ problema svoditsØ, oqevidno, k sootvetstvu¸weæ topologiqeskoæ probleme. Kaßdomu mnoßestvu

X_ξ ⊂ X sootvetstvuet mnoßestvo X_ξ × X_ξ ⊂ X × X. K soßaleni¸

mnoßestva X_ξ × X_ξ ne obrazu¸t, kak pravilo, pokrytie mnoßestva X×X, hotØ oni pokryva¸t diagonal~ Δ. My moßem, odnako, popytat~sØ dopolnit~ sistemu (X_ξ × X_ξ |ξ ∈ Ξ) do kakoæ-nibud~ sistemy (H_μ|μ ∈ M ), Ξ ⊂ M , H_μ ⊂ X × X, obrazu¸weæ pokrytie mnoßestva X × X. Esli udastsØ vvesti na vseh mnoßestvah H_μ soglasovannye drug s drugom, v upomØnutom vyxe smysle, topologiqeskie struktury β_μ, sovpada¸wie s β_μ dlØ μ ∈ Ξ, to nam ostaetsØ tol~ko naæti na X × X topologiqesku¸ strukturu β, soglasovannu¸ so vsemi β_μ. �to i budet ob¨edineniem bitopologiqeskih struktur β_ξ, vzØtoe po vsem ξ ∈ Ξ.

Zametim, preßde vsego, qto takoe ob¨edinenie bitopologiqeskih struktur opredeleno neodnoznaqno. �ta neodnoznaqnost~ poroßdaetsØ razliqnymi priqinami, preßde vsego neodnoznaqnost~¸ vybora H_μ i β_μ. Netrudno pokazat~ sootvetstvu- ¸wimi primerami, qto i dlØ fiksirovannyh H_μ i β_μ ob¨edinenie opredeleno neodnoznaqno. Odnako posledn¸¸ priqinu neodnoznaqnosti moßno preodolet~, rassmatrivaØ maksimal~noe ob¨edinenie, kotoroe vsegda suwestvuet. Ono sostoit iz vseh

U ⊂ X × X, dlØ kotoryh kaßdoe U ∩ H_μ ∈ β_μ, μ ∈ M . DlØ to-

go qtoby ubedit~sØ v fftom dostatoqno zametit~, qto v naxih usloviØh β_{ξη} ⊂ (β_ξ ∩ β_η) dlØ l¸byh ξ i η iz M .

7. OslableniØ. Pust~ (X, β) – nekotoroe bitopologiqeskoe pro-

stranstvo i A – kakaØ-nibud~ sistema podmnoßestv v X × X. Na kaßdom mnoßestve A ∈ A opredelena topologiqeskaØ struktura

β_A inducirovannaØ na A ⊂ X × X topologiqeskoæ strukturoæ β,

opredelennoæ na X × X. Rassmotrim strukturu β_A, sostoØwu¸ iz vseh teh podmnoßestv U mnoßestva X × X, dlØ kotoryh iz

A ∈ A sleduet U ∩ A ∈ β_A. Struktura β_A ØvlØetsØ, oqevidno,

topologiqeskoæ strukturoæ na X × X i β ⊂ β_A. V qastnosti, esli A sostoit tol~ko iz X × X, to β = β_A, esli ße A = ∅, to β_A – diskretnaØ bitopologiqeskaØ struktura. GovorØt, qto bitopologiqeskaØ struktura β_A poluqena oslableniem bitopologiqeskoæ struktury β po sisteme A.

88 A. A. IVANOV

Vozmoßen, odnako, i drugoæ sposob oslableniØ, kogda za osnovu berutsØ ne otkrytye, a zamknutye mnoßestva. V fftom variante rassmatrivaetsØ ne β, a ∁β – struktura zamknutyh mnoßestv i struktura (∁β)_A, sostoØwaØ iz vseh teh podmnoßestv F mnoßestva X × X, dlØ kotoryh iz A ∈ A sleduet

F ∩ A ∈ (∁β)_A. Struktura (∁β)_A ØvlØetsØ, oqevidno, struktu-

roæ zamknutyh mnoßestv na X × X i ∁β ⊂ (∁β)_A. V qastnosti, esli A sostoit tol~ko iz X × X, to ∁β = (∁β)_A, esli ße A = ∅, to (∁β)_A – diskretnaØ struktura zamknutyh mnoßestv. I v fftom sluqae budem govorit~, qto struktura (∁β)_A poluqena oslableniem struktury ∁β po sisteme A. V koneqnom sqete oba varianta oslableniØ ffkvivalentny, kak ffkvivalentna struktura otkrytyh mnoßestv topologiqeskogo prostranstva ego strukture zamknutyh mnoßestv.

Zameqanie. Procedura oslableniØ, opisannaØ zdes~, imeet

smysl dlØ proizvol~nogo topologiqeskogo prostranstva (X, τ ), a ne tol~ko dlØ topologiqeskogo prostranstva (X ×X, β), to est~ dlØ bitopologiqeskogo prostranstva (X, β). V sledu¸wem razdele my rassmotrim obwu¸ situaci¸.

8. Nasledstvennost~ oslableniØ. Pust~ τA – oslablenie to-

pologiqeskoæ struktury τ na X posredstvom nekotoroæ sistemy A podmnoßestv mnoßestva X, (X^′, τ^′) – podprostranstvo topologiqeskogo prostranstva (X, τ ). My moßem rassmotret~ tri procedury oslableniØ struktury τ^′, a imenno proceduru da¸- wu¸ τ^′_A0 – oslablenie topologiqeskoæ struktury τ^′ po sisteme

A^′ = {A∩X^′|A ∈ A}, proceduru da¸wu¸ τ_A0|X^′ – topologiqesku¸

strukturu, inducirovannu¸ na X^′ oslableniem topologiqeskoæ struktury τ po sisteme A^′ = {A ∩ X^′|A ∈ A} i proceduru da- ¸wu¸ τ_A|X^′ – topologiqesku¸ strukturu, inducirovannu¸ na

X^′ topologiqeskoæ strukturoæ τ_A zadannoæ na X. Netrudno do-

kazat~, qto meßdu fftimi strukturami ime¸t mesto sledu¸wie vkl¸qeniØ: τ_A|X^′ ⊂ τ_A0|X^′ ⊂ τ^′_A0 Deæstvitel~no, pust~ U^′ ∈ τ_A|X^′, to est~ U^′ = U ∩ X^′ i

U ∩ A ∈ τ |A dlØ kaßdogo A ∈ A. Togda U ∩ A^′ ∈ τ |A^′ dlØ kaßdogo A^′ ∈ A^′. Tem samym dokazano pervoe vkl¸qenie.

Pust~, teper~, U^′ ∈ τ_A0|X^′ to est~ U^′ = U ∩X^′ i U ∩A^′ ∈ τ |A^′ dlØ kaßdogo A^′ ∈ A^′. Togda (U ∩ A) ∩ X^′ ∈ τ |A^′, to est~ U^′ ∩ A^′ ∈

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 89

τ^′|A^′, otkuda sleduet, qto U^′ ∈ τ^′_A0. Tem samym dokazano i vtoroe

vkl¸qenie.

Vtoroe iz fftih vkl¸qeniæ obratimo, tak kak U^′ ∈ τ_A0|X^′ ⇐⇒

U^′ = U ∩ X^′, gde U ∈ τ_A0, to est~ U ∩ A^′ dlØ kaßdogo A^′ ∈ A^′ ⇐⇒ U^′ ∩ A^′ ∈ τ^′ dlØ kaßdogo A^′ ∈ A^′ ⇐⇒ U^′ ∈ τ^′|X^′.

K soßaleni¸, pervoe iz dokazannyh vyxe vkl¸qeniæ neobratimo, kak pokazyvaet sledu¸wiæ primer.

Primer. Pust~ X = {a0, a1, a2}, τ – trivial~naØ topologiqe-

skaØ struktura na X, X^′ = {a_1, a_2}, (X^′, τ^′) – podprostranstvo topologiqeskogo prostranstva (X, τ ), sistema A sostoit iz dvuh mnoßestv, a imenno iz mnoßestva A_1 = {a_0, a_1} i mnoßestva

A_2 = {a_0, a_2} (ris. 7).

Ris. 7.

Togda sistema A^′ budet sostoØt~ iz dvuh odnotoqeqnyh mnoßestv A^′_1 = {a_1} i X^′ = {a_2}, isqerpyva¸wih X^′. V fftom sluqae struktura τ_A|X^′ budet trivial~noæ. Deæstvitel~no, pust~

U ∈ τ_A, to est~ U ∩ A_1 ∈ τ |A_1 i U ∩ A_2 ∈ τ |A_2 no togda U ∩ A_1 = A_1

i U ∩ A_2 = A_2 i potomu U = X. Ots¸da sleduet, qto τ_A – takße trivial~naØ topologiqeskaØ struktura na X i pofftomu τ_A|X^′ –

90 A. A. IVANOV trivial~naØ topologiqeskaØ struktura na X^′. S drugoæ storony, hotØ τ – trivial~naØ topologiqeskaØ struktura na X, no A^′ sostoit iz odnotoqeqnyh mnoßestv i pofftomu τ_A0 – diskretnaØ topologiqeskaØ struktura. Ots¸da sleduet, qto topologiqeskie struktury τ_A|X^′ i τ_A0|X^′ razliqny.

Iz rassmotrennogo primera sleduet takße, qto topologiqeskie struktury τ_A|X^′ i τ^′_A0 voobwe razliqny. Moßno, odnako, dokazat~, qto v nekotoryh sluqaØh imeet mesto ih sovpadenie. My rassmotrim zdes~ sledu¸wie sluqai:

1) X^′ – τ_A-otkrytoe mnoßestvo, 2) X^′ – τ_A-zamknutoe mnoßestvo, 3) A sostoit iz podmnoßestv mnoßestva X^′. Vo vseh fftih sluqaØh nam dostatoqno dokazat~ vkl¸qenie τ^′_A0 ⊂ τ_A|X^′, tak kak obratnoe vkl¸qenie vsegda imeet mesto.

Sluqaæ 1). Pust~ mnoßestvo G^′ ØvlØetsØ τ^′_A0-otkrytym mnoßestvom, to est~ G^′ ∩ A^′ ∈ τ^′|A^′. Tak kak τ^′|A^′ = τ |A^′ i

G^′ ∩ A^′ = G^′ ∩ A to G^′ ∩ A ∈ τ |A^′. Zametim, teper~, qto dlØ l¸-

bogo A ∈ A my imeem vkl¸qenie τ |A^′ ⊂ τ |A. Deæstvitel~no, v sluqae 1) trebuetsØ, qtoby X^′ ∩ A ∈ τ |A ili, qto to ße samoe,

A^′ ∈ τ |A otkuda trebuemoe vkl¸qenie i sleduet. Takim obrazom,

dlØ l¸bogo A ∈ A my imeem G^′ ∩ A ∈ τ |A, to est~ G^′ ∈ τ_A.

Sluqaæ 2) rassmatrivaetsØ analogiqno.

Sluqaæ 3). V fftom sluqae A = A^′, pofftomu uslovie G^′ ∩

A^′ ∈ τ^′|A^′ sovpadaet s usloviem G^′ ∩ A ∈ τ^′|A. S drugoæ storony (τ |X^′)|A^′ = τ |A^′ i, tak kak A = A^′, to τ^′|A = τ |A i pofftomu G^′ ∩A^′ ∈ τ^′|A^′ vleqet G^′ ∩ A ∈ τ |A. Ots¸da sleduet vkl¸qenie τ^′_A0 ⊂ τ_A|X^′.

9. Soglasovannye struktury. Inogda voznikaet takaØ situa-

ciØ, pri kotoroæ na nekotorom mnoßestve X rassmatriva¸tsØ odnovremenno i bitopologiqeskaØ struktura β i topologiqeskaØ struktura τ , naprimer β i β|X. Esli ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y) =⇒ { (x_λ|λ ∈ Λ) −→_τ x, (y_λ|λ ∈ Λ) −→_τ y, to budem govorit~, qto bitopologiqeskaØ struktura β na X soglasovana s topologiqeskoæ strukturoæ τ . Esli ße imeet mesto obratnaØ implikaciØ, to budem govorit~, qto topologiqeskaØ

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 91 struktura τ soglasovana s bitopologiqeskoæ strukturoæ β. Inaqe govorØ, β soglasovana s τ , esli β – bolee tonkaØ, qem τ × τ , struktura na X × X, to est~ i : (X × X, β) −→ (X × X, τ × τ ) nepreryvnoe otobraßenie, i τ soglasovana s β, esli τ ×τ – bolee tonkaØ, qem β, struktura na X × X, to est~ i : (X × X, τ × τ ) −→ (X × X, β) nepreryvnoe otobraßenie. Zametim, qto v obwem sluqae ni β ne soglasovana s β|X ni β|X ne soglasovana s β, esli ße β = τ × τ , to soglasovanie imeet mesto, koneqno, v obe storony.

10. Refleksivnost~. GovorØt, qto bitopologiqeskaØ struktura

β, opredelennaØ na mnoßestve X, refleksivna, esli refleksivno sootvetstvu¸wee eæ otnoxenie perenosa (x_λ|λ ∈ Λ) →_{x,y} (y_λ|λ ∈ Λ), to est~ dlØ l¸boæ napravlennoæ sistemy toqek (x_λ|λ ∈ Λ) v X i l¸boæ toqki x ∈ X imeem (x_λ|λ ∈ Λ) →_{x,x} (x_λ|λ ∈ Λ). Refleksivnost~ bitopologiqeskoæ struktury β ffkvivalentna uslovi¸ ((x_λ, x_λ)|λ ∈ Λ) →_β (x, x), gde toqka x ∈ X i sistema (x_λ|λ ∈ Λ) proizvol~ny.

Netrudno zametit~, qto bitopologiqeskaØ struktura β refleksivna togda i tol~ko togda, kogda l¸boe otkrytoe v (X×X, β) mnoßestvo G libo ne imeet obwih toqek s diagonal~¸ libo ee soderßit, to est~ G ∈ β, G ∩ Δ ≠ ∅ =⇒ Δ ⊂ G.

Deæstvitel~no, pust~ β – nekotoraØ refleksivnaØ bitopologiqeskaØ struktura na X, G ∈ β, (x, x) ∈ G ∩ Δ. Rassmotrim proizvol~nu¸ toqku (y, y) ∈ Δ, odnotoqeqnoe napravlennoe mnoßestvo Λ i napravlennu¸ sistemu ((x_λ, x_λ)|λ ∈ Λ), v kotoroæ

x_λ = y. V silu refleksivnosti β imeet mesto shodimost~ ((x_λ, x_λ)|λ ∈ Λ) →_β (x, x).

92 A. A. IVANOV

Togda (x_λ, x_λ) = (y, y) ∈ G, tak kak G ØvlØetsØ okrestnost~¸ toqki (x, x) v (X × X, β). No ffto oznaqaet, qto l¸baØ toqka

(y, y) diagonali prinadleßit mnoßestvu G. Tem samym dokazano,

qto Δ ⊂ G.

Dokaßem teper~ obratnoe utverßdenie. Pust~ G ∈ β, G ∩

Δ ≠ ∅ =⇒ Δ ⊂ G. Rassmotrim proizvol~nu¸ toqku (x, x) ∈

Δ. Pust~ ((x_λ, x_λ)|λ ∈ Λ) – proizvol~naØ napravlennaØ sistema. Esli (x, x) ∈ G ∈ β, to Δ ⊂ G, pofftomu (x_λ, x_λ) ∈ G dlØ vseh λ ∈ Λ. No ffto oznaqaet, qto ((x_λ, x_λ)|λ ∈ Λ) →_β (x, x), to est~ β – refleksivnaØ bitopologiqeskaØ struktura.

Rassmotrim teper~ proizvol~nu¸, ne obØzatel~no refleksivnu¸, bitopologiqesku¸ strukturu β. Po neæ moßno postroit~ strukturu ref β, sostoØwu¸ iz vseh fflementov struktury β, libo ne pereseka¸wihsØ s diagonal~¸ (mnoßestva pervogo tipa), libo ee soderßawih (mnoßestva vtorogo tipa). Struktura

ref β budet takße bitopologiqeskoæ strukturoæ na X, to est~

topologiqeskoæ strukturoæ na X × X. Deæstvitel~no, zametim, preßde vsego, qto ∅ ∈ ref β, tak kak ∅ ∩ Δ = ∅, X × X ∈ ref β, tak kak Δ ⊂ X × X.

Zametim, dalee, qto esli sovokupnost~ fflementov struktury ref β sostoit tol~ko iz mnoßestv pervogo (vtorogo) tipa, to ob¨edinenie i pereseqenie fflementov fftoæ sovokupnosti prinadleßit pervomu (vtoromu) tipu. Esli v fftu sovokupnost~ vhodØt kak mnoßestva pervogo, tak i mnoßestva vtorogo tipa, to ih ob¨edinenie budet mnoßestvom vtorogo, a pereseqenie – pervogo tipa. Itak, ref β est~ bitopologiqeskaØ struktura. Bolee togo, po postroeni¸ ona refleksivna.

Defektom refleksivnosti struktury β budem nazyvat~ strukturu der β = β \ ref β.

DlØ proizvol~noæ bitopologiqeskoæ struktury β celesoobrazno rassmatrivat~ takße sledu¸wie struktury: strukturu Δβ sostoØwu¸ iz okrußeniæ diagonali, to est~ iz mnoßestv

G ∈ β, Δ ⊂ G, i pustogo mnoßestva, a takße strukturu ∇β so-

stoØwu¸ iz β-sputnikov diagonali,to est~ iz mnoßestv G ∈ β,

Δ ∩ G = ∅, i vsego mnoßestva X × X. ˚sno, qto Δβ ∪ ∇β = ref β.

11. Simmetriqnost~. GovorØt, qto bitopologiqeskaØ struktu-

ra β na X simmetriqna, esli sotvetstvu¸wee eæ otnoxenie pe-

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 93 renosa (x_λ|λ ∈ Λ) →_{x,y} (y_λ|λ ∈ Λ), simmetriqno, to est~ (x_λ|λ ∈ Λ) →_{x,y} (y_λ|λ ∈ Λ) ⇐⇒ (y_λ|λ ∈ Λ) →_{y,x} (x_λ|λ ∈ Λ). Uslovie simmetriqnosti struktury β ffkvivalentno sledu¸wemu uslovi¸ ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y) ⇐⇒ ((y_λ, x_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (y, x). Netrudno zametit~,qto bitopologiqeskaØ struktura β na X ØvlØetsØ simmetriqnoæ togda i tol~ko togda, kogda β, kak topologiqeskaØ struktura na X × X, simmetriqna otnositel~no diagonali, to est~ otobraßenie φ : (X × X, β) −→ (X × X, β),

φ(x, y) = (y, x) ØvlØetsØ gomeomorfizmom.

Kaßdomu bitopologiqeskomu prostranstvu (X, β) moßno sopostavit~ bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β^{−1}), gde β^{−1} = {G^{−1}|G ∈ β}, G^{−1} = {(x, y)|(y, x) ∈ G}, inaqe govorØ, β^{−1} = φ(β).

Esli bitopologiqeskaØ struktura β simmetriqna, to niqego novogo my pri fftom ne poluqaem. V protivnom sluqae my moßem rassmatrivat~ odnovremenno prostranstva (X, β) i

(X, β^{−1}) obrazovav k primeru bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β) × (X, β^{−1}) kanoniqeski gomeomorfnoe prostranstvu (X × X, β × β^{−1}) (v literature rassmatrivalos~ ranee prostranstvo (X × X, β, β^{−1}). DlØ proizvol~noæ bitopologiqeskoæ struktury β moßno postroit~ ee verhn¸¸ simmetrizaci¸ (sym β) i nißn¸¸ simmetrizaci¸ (sym β). Pod verhneæ simmetrizacieæ my budem ponimat~ naimen~xu¸ simmetriqnu¸ bitopologiqesku¸ strukturu na X soderßawu¸ β, pod nißneæ simmetrizacieæ my budem ponimat~ naibol~xu¸ bitopologiqesku¸ strukturu na X soderßawu¸sØ v β. Moßno vvesti takße verhniæ (des β) i nißniæ (des β) defekty struktury β, poloßiv

des β = sym β \ β,

des β = β \ sym β.

94 A. A. IVANOV

12. Tranzitivnost~. GovorØt, qto bitopologiqeskaØ struktura

tranzitivna, esli tranzitivno sootvetstvu¸wee eæ otnoxenie perenosa,to est~ esli (x_λ|λ ∈ Λ) →_{x,y} (y_λ|λ ∈ Λ) i (y_λ|λ ∈ Λ) →_{y,z} (z_λ|λ ∈ Λ), to (x_λ|λ ∈ Λ) →_{x,z} (z_λ|λ ∈ Λ), qto ravnosil~no sledu¸wemu uslovi¸: esli ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) →_β (x, y), i ((y_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) →_β (y, z), to ((x_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) →_β (x, z), Sformulirovannoe takim obrazom uslovie tranzitivnosti dano zdes~ ne v terminah samoæ bitopologiqeskoæ struktury. Moßno, odnako, vvesti dopolnitel~nye usloviØ, dela¸wie takoe opisanie vozmoßnym. Tak, naprimer, netrudno dokazat~, qto l¸baØ razloßimaØ bitopologiqeskaØ struktura tranzitivna. Deæstvitel~no, esli β = τ_1 × τ_2, to ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y) ⇐⇒ { (x_λ|λ ∈ Λ) −→_{τ1} x (y_λ|λ ∈ Λ) −→_{τ2} y ((y_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (y, z) ⇐⇒ { (y_λ|λ ∈ Λ) −→_{τ1} y (z_λ|λ ∈ Λ) −→_{τ2} z ((x_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, z) ⇐⇒ { (x_λ|λ ∈ Λ) −→_{τ1} x (z_λ|λ ∈ Λ) −→_{τ2} z. Pofftomu, iz ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y) i ((y_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (y, z)

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 95 sleduet { (x_λ|λ ∈ Λ) −→_{τ1} x (y_λ|λ ∈ Λ) −→_{τ2} y i { (y_λ|λ ∈ Λ) −→_{τ1} y (z_λ|λ ∈ Λ) −→_{τ2} z pofftomu { (x_λ|λ ∈ Λ) −→_{τ1} x (z_λ|λ ∈ Λ) −→_{τ2} z i, nakonec ((x_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, z). Odnako razloßimye bitopologiqeskie struktury ne isqerpyva¸t klass tranzitivnyh, kak pokazyvaet sledu¸wiæ primer.

Primer. Pust~ X = R, β0 – topologiqeskaØ struktura na R× R,

v kotoroæ kaßdoe zamknutoe mnoßestvo, za iskl¸qeniem samogo mnoßestva X ×X, ØvlØetsØ ob¨edineniem koneqnogo qisla kakihto podmnoßestv gorizontal~nyh i koneqnogo qisla podmnoßestv vertikal~nyh v X ×X mnoßestv. TakaØ bitopologiqeskaØ struktura nerazloßima, tak kak ona induciruet diskretnu¸ topologiqesku¸ strukturu na kaßdom gorizontal~nom i na kaßdom vertikal~nom mnoßestve, no sama ne ØvlØetsØ diskretnoæ topologiqeskoæ strukturoæ. Dokaßem teper~, qto(R, β_0) – tranzitivnoe bitopologiqeskoe prostranstvo.

Pust~ ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_{β0} (x, y) i ((y_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) −→_{β0} (y, z), no ((x_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) −̸→_{β0} (x, z). Togda dlØ mnoßestva U ∈ β_0, (x, z) ∈ U , naædetsØ takaØ konfinal~naØ qast~ Λ_1 napravlennogo mnoßestva Λ, qto (x_λ, z_λ) /∈ U dlØ vseh λ ∈ Λ_1, inaqe govorØ, mnoßestvo {(x_λ, z_λ)|λ ∈ Λ_1} soderßitsØ v ob¨edinenii koneqnogo qisla kakih-to vertikal~nyh i kakih-to gorizontal~nyh v X × X mnoßestv. No togda naædetsØ takaØ konfinal~naØ qast~ Λ_2 napravlennogo mnoßestva Λ_1, qto

96 A. A. IVANOV mnoßestvo {(x_λ, z_λ)|λ ∈ Λ_2} soderßitsØ v kakom-nibud~ vertikal~nom ili ße gorizontal~nom mnoßestve. Budem, dlØ opredelennosti, sqitat~, qto mnoßestvo {(x_λ, z_λ)|λ ∈ Λ_2} soderßitsØ v vertikal~nom mnoßestve {x^′} × R, to est~ x_λ = x^′ dlØ vseh

λ ∈ Λ_2. Tak kak po predpoloßeni¸ ((x_λ, z_λ)|λ ∈ Λ_2) −→_{β2} (x, z),

to x_λ = x = x^′ dlØ vseh λ ∈ Λ_2. My dokazali,takim obrazom, qto

((x, z_λ)|λ ∈ Λ) −̸→_{β0} (x, z), i pofftomu z_λ ≠ z dlØ λ ∈ Λ_3, gde Λ_3

– nekotoraØ konfinal~naØ qast~ napravlennogo mnoßestva Λ_2. Tak kak ((x, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_{β0} (x, y), to y_λ = y dlØ λ ∈ Λ_4, gde Λ_4 soderßit poqti vse fflementy iz Λ_3 i uß vo vsØkom sluqae ØvlØetsØ konfinal~noæ qast~¸ Λ_3. Rassmotrim teper~ napravlennu¸ sistemu ((y_λ, z_λ)|λ ∈ Λ_4) Tak kak Λ_4 – konfinal~naØ qast~ napravlennogo mnoßestva Λ, to ((y, z_λ)|λ ∈ Λ) −→_{β0} (y, z). S drugoæ storony, ((y, z_λ)|λ ∈ Λ_4) −̸→_{β0} (y, z), tak kak z_λ ≠ z dlØ vseh λ ∈ Λ_4. Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet tranzitivnost~ rassmatrivaemoæ nerazloßimoæ bitopologiqeskoæ struktury β_0.

13. Kriteriæ tranzitivnosti. Razloßimye bitopologiqeskie

struktury da¸t nam horoxo opisyvaemyæ klass, sostoØwiæ iz tranzitivnyh struktur, no ne iz vseh takih struktur. Seæqas my rassmotrim drugoæ horoxo opisyvaemyæ klass, takße sostoØwiæ iz tranzitivnyh bitopologiqeskih struktur.

Pust~ A i B–proizvol~nye podmnoßestva mnoßestva X × X, ih kompozicieæ budem nazyvat~ mnoßestvo A ∘ B = {(x, z)|∃y|(x, y) ∈ A, (y, z) ∈ B} . Bitopologiqesku¸ strukturu β na mnoßestve X budem nazyvat~ kompozicionno nepreryvnoæ, esli dlØ l¸byh toqek x, y, z iz X i l¸boæ okrestnosti W toqki (x, z) v (X × X, β) naædutsØ takie okrestnosti U i V toqek (x, y) i (y, z), sootvetstvenno, qto U ∘ V ⊂ W . Zametim, qto l¸baØ razloßimaØ bitopologiqeskaØ struktura obladaet svoæstvom kompozicionnoæ nepreryvnosti. Deæstvitel~no, pust~ W – okrestnost~ toqki (x, z) v (X × X, τ_1 × τ_2).

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 97 My imeem pravo sqitat~, qto W = G_x × G_z, gde x ∈ G_x ∈ τ_1, z ∈

G_z ∈ τ_2. Poloßim G_y = X, U = G_x × G_y, V = G_y × G_z. Legko

zametit~, qto U ∘ V = W , qto i dokazyvaet kompozicionnu¸ nepreryvnost~ vsØkoæ razloßimoæ bitopologiqeskoæ struktury.

Dokaßem, teper~, qto l¸baØ kompozicionno nepreryvnaØ bitopologiqeskaØ struktura tranzitivna.

Pust~ ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y), ((y_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (y, z). Rassmotrim napravlennu¸ sistemu ((x_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) i dokaßem, qto ona shoditsØ v topologiqeskom prostranstve (X × X, β) k toqke (x, z). Pust~ W – proizvol~naØ okrestnost~ toqki (x, z) v (X × X, β). V silu kompozicionoæ nepreryvnosti struktury β naædutsØ takie okrestnosti U i V toqek (x, y) i (y, z), sootvetstvenno, qto U ∘ V ⊂ W . V silu predpoloßeniæ o shodimosti, naædetsØ takoe λ_0 ∈ Λ, qto (x_λ, y_λ) ∈ U i (y_λ, z_λ) ∈ V dlØ vseh

λ ⩾ λ_0, λ ∈ Λ. No togda(x_λ, z_λ) ∈ U ∘ V ⊂ W dlØ vseh λ ⩾ λ_0 i,

takim obrazom, ((x_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, z). Tem samym dokazano,qto bitopologiqeskaØ struktura β tranzitivna.

My poluqili horoxo opisyvaemyæ klass, vse fflementy kotorogo ØvlØ¸tsØ tranzitivnymi bitopologiqeskimi strukturami. �tot klass suwestvenno xire, qem klass razloßimyh bitopologiqeskih struktur. Deæstvitel~no, prodolßim rassmotrenie primera predyduwego punkta i pokaßem,qto vvedennaØ tam bitopologiqeskaØ struktura β_0 kompozicionno nepreryvna.

Pust~, kak i vyxe, W – okrestnost~ toqki (x, z) v (X ×

X, β). Po opredeleni¸ struktury β_0 naædutsØ takie koneqnye mnoßestva A ⊂ X, C ⊂ X, qto x /∈ A, z /∈ C i (X × X) \ ((A × X) ∪ (X × C)) ⊂ W. ˚sno, qto dlØ okrestnosteæ U = (X ×X)\(A×X) i V = (X ×

X)\(X×C) toqek (x, y) i (y, z), sootvetstvenno, verno sootnoxenie U ∘ V ⊂ W , qto i dokazyvaet kompozicionnu¸ nepreryvnost~

struktury β_0.

98 A. A. IVANOV

Zametim,qto my poluqili dopolnitel~no drugoe (i bolee prostoe) dokazatel~stvo tranzitivnosti bitopologiqeskoæ struktury β_0.

OkazyvaetsØ, qto klass kompozicionno nepreryvnyh bitopologiqeskih struktur isqerpyvaet klass tranzitivnyh bitopologiqeskih struktur. Deæstvitel~no, pust~ β – nekotoraØ tranzitivnaØ bitopologiqeskaØ struktura na mnoßestve X. Predpoloßim, qto ona ne ØvlØetsØ kompozicionno nepreryvnoæ. Togda v X suwestvu¸t takie toqki x, y, z i takaØ okrestnost~ W toqki

(x, z) v (X × X, β), qto dlØ l¸byh okrestnosteæ U , V toqek (x, y)

i (y, z), sootvetstvenno, U ∘ V ⊄ W .

Rassmotrim v kaqestve Λ napravlennoe po vkl¸qeni¸ mnoßestvo par (U, V ), oblada¸wih ukazannym svoæstvom, (U, V ) >

(U^′, V^′) ⇐⇒ U ⊂ U^′, V ⊂ V^′. Togda dlØ kaßdogo λ ∈ Λ, to

est~ dlØ kaßdoæ pary (U, V ), naædutsØ takie toqki x, y, z, qto

(x_λ, y_λ) ∈ U , (y_λ, z_λ) ∈ V no (x_λ, z_λ) /∈ W . V fftoæ situacii ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y) i ((y_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (y, z), no ((x_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) −̸→_{β0} (x, z). Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet kompozicionnu¸ nepreryvnost~ struktury β.

14. Vpolne tranzitivnost~. V dal~neæxem nam ponadobit-

sØ usilenie ponØtiØ tranzitivnosti, a imenno ponØtie vpolne tranzitivnosti. Tranzitivnoe bitopologiqeskoe prostranstvo

(X, β) my budem nazyvat~ vpolne tranzitivnym, esli dlØ l¸-

byh toqek x, y, z iz X i l¸boæ shodimosti ((x_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, z). suwestvu¸t shodimosti ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_{β0} (x, y) i ((y_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) −→_{β0} (y, z).

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 99 Inaqe govorØ vpolne tranzitivnost~ oznaqaet vozmoßnost~ perenosa napravlennyh sistem iz odnoæ toqki v drugu¸ qerez l¸bu¸ tret~¸ toqku.

DlØ vpolne tranzitivnyh bitopologiqeskih prostranstv imeet mesto sledu¸wee utverßdenie.

Teorema. Pust~ (X, β) – vpolne tranzitivnoe bitopologiqeskoe

prostranstvo, U i V – proizvol~nye okrestnosti proizvol~no fiksirovannyh toqek (x, y) i (y, z) v (X × X, β). Togda W = U ∘ V budet okrestnost~¸ toqki (x, z) v (X × X, β).

Dokazatel~stvo. Pust~ ((x_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, z). Togda, v silu vpolne tranzitivnosti (X, β), suwestvu¸t shodimosti ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y) i ((y_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (y, z). Tak kak U i V – okrestnosti toqek (x, y) i (y, z), sootvetstvenno, to naædetsØ takoe λ_0 ∈ Λ, qto (x_λ, y_λ) ∈ U i (y_λ, z_λ) ∈ V dlØ vseh λ ⩾ λ_0, λ ∈ Λ. No togda (x_λ, z_λ) ∈ W dlØ vseh λ ⩾ λ_0,

λ ∈ Λ, a ffto i oznaqaet, qto W ØvlØetsØ okrestnost~¸ toqki (x, z) v (X × X, β). Zameqanie. Esli (X, β) – vpolne tranzitivnoe bitopologiqe-

skoe prostranstvo, i ((x_λ, x_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, x), to dlØ l¸boæ toqki y ∈ X suwestvuet takaØ napravlennaØ sistema (y_λ|λ ∈ Λ) toqek, qto ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y) inaqe govorØ, napravlennu¸ sistemu (x_λ|λ ∈ Λ) moßno perenesti v l¸bu¸ toqku mnoßestva X.

Deæstvitel~no, esli ((x_λ, x_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, x)

100 A. A. IVANOV i y ∈ X, to v silu vpolne tranzitivnosti bitopologiqeskogo prostranstva (X, β), suwestvu¸t shodimosti ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y), i ((y_λ, x_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (y, x). PervaØ iz fftih shodimosteæ daet nam perenos (x_λ|λ ∈ Λ) →_{x,y} (y_λ|λ ∈ Λ), vtoraØ ße iz fftih shodimosteæ daet nam obratnyæ perenos (y_λ|λ ∈ Λ) →_{y,x} (x_λ|λ ∈ Λ). 15. Tranzitivnye ob¨edineniØ. Rassmotrim problemu po-

stroeniØ tranzitivnogo ob¨edineniØ β tranzitivnyh bitopologiqeskih struktur. Zdes~ vse ishodnye bitopologiqeskie struktury β_ξ , opredelennye na X_ξ dolßny byt~ tranzitivnymi i trebuetsØ postroit~ ih ob¨edinenie, takße ØvlØ¸weesØ tranzitivnoæ bitopologiqeskoæ strukturoæ. Pri postroenii tranzitivnyh ob¨edineniæ my budem predpolagat~, qto vypolnØ¸tsØ vse usloviØ, nakladyvaemye na (X_ξ , β_ξ) pri postroenii ob¨edineniæ (sm. 6) i naloßim ewe uslovie tak nazyvaemoæ cepnoæ svØznosti. �to uslovie sostoit v tom, qto dlØ l¸byh toqek x, y iz X naædetsØ takaØ posledovatel~nost~ toqek x = x_0, x_1, . . . , x_n = y, qto kaßdaØ para x_i, x_{i+1} ee toqek prinadleßit kakomu-nibud~ X_ξ, gde

ξ ∈ Ξ. Samu fftu posledovatel~nost~ my budem nazyvat~ cep~¸, soedinØ¸weæ toqki x i y.

Pri postroenii tranzitivnyh ob¨edineniæ mogut byt~ ispol~zovany dva metoda, a imenno metod perenosa napravlennyh sistem toqek v X vdol~ cepeæ i metod cepnyh kompoziciæ.

Metod perenosa sostoit v sledu¸wem. My rassmatrivaem vse pary x, y toqek mnoßestva X i dlØ kaßdoæ takoæ pary sqitaem, qto ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y) esli naædetsØ kakaØ-nibud~ cep~, soedinØ¸waØ toqku x s toqkoæ y, posledovatel~nyæ perenos vdol~ toqek kotoroæ perevodit napravlennu¸ sistemu (x_λ|λ ∈ Λ) v napravlennu¸ sistemu

(y_λ|λ ∈ Λ). Zametim, qto pri takom perenose ispol~zuetsØ to,

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 101 qto kaßdaØ para x_i, x_{i+1} toqek cepi x = x_0, x_1, . . . , x_n = y prinadleßit kakomu-nibud~ X_ξ dlØ ξ ∈ Ξ. My poluqaem v koneqnom sqete nekotoru¸ sistemu shodimosteæ napravlennyh sistem toqek v X. �ta sistema opredelØet sootvetstvu¸wu¸ topologiqesku¸ strukturu na mnoßestve X × X, ØvlØ¸wu¸sØ tranzitivnoæ bitopologiqeskoæ strukturoæ na X.

DlØ opisaniØ metoda cepnyh kompoziciæ neobhodimo predvaritel~no vvesti n-qlennye kompozicii. Pust~ A_1, A_2, . . . , A_n – podmnoßestva v X × X. Kompozicieæ fftih mnoßestv budem nazyvat~ mnoßestvo

A_1 ∘ A_2 ∘ . . . ∘ A_n =

= {(x_0, x_n)|(x_0, x_1) ∈ A_1, (x_1, x_2) ∈ A_2, . . . , (x_{n−1}, x_n) ∈ A_n}.

OperaciØ n-qlennoæ kompozicii obladaet sledu¸wim svoæstvom.

(A_1 ∘ . . . ∘ A_k) ∘ (A_{k+1} ∘ . . . ∘ A_n) = A_1 ∘ A_2 ∘ . . . ∘ A_n.

Deæstvitel~no,

A_1 ∘ . . . ∘ A_k = {(x_0, x_k)|(x_0, x_1) ∈ A_1, . . . , (x_{k−1}.x_k) ∈ A_k}, A_{k+1} ∘ . . . ∘ A_n = {(x_k, x_n)|(x_k, x_{k+1}), . . . , (x_{n−1}, x_n) ∈ A_n} Ots¸da sleduet, qto

(A_1 ∘ . . . ∘ A_k) ∘ (A_{k+1} ∘ . . . ∘ A_n) =

= {(x_0, x_k))|(x_0, x_1) ∈ A_1, . . . , (x_{k−1}, x_k) ∈ A_k}∘ {(x_k, x_n)|(x_k, x_{k+1}), . . . , (x_{n−1}, x_n) ∈ A_n} = {(x_0, x_n)|(x_0, x_1) ∈ A_1, (x_1, x_2) ∈ A_2, . . . , (x_{n−1}, x_n) ∈ A_n} = A_1 ∘ A_2 ∘ . . . ∘ A_n. Tem samym my dokazali, qto n-qlennye kompozicii ØvlØ¸tsØ kombinaciØmi dvuhfflementnyh kompoziciæ, vvedennyh v p. 12.

My moßem, teper~, pereæti k ponØti¸ cepnoæ kompozicii. Pod fftim my budem ponimat~ sledu¸wee.

FiksiruetsØ kakaØ-nibud~ cep~ x = x_0, x_1, . . . , x_n = y, soedinØ¸waØ toqki x i y, i okrestnosti U_i toqek (x_{i−1}, x_i), i =

1, 2, . . ., n v soderßawih ffti toqki prostranstvah (X_ξ , β_ξ). Kom-

pozici¸ U_1 ∘ U_2 ∘ . . . ∘ U_n

102 A. A. IVANOV my i budem nazyvat~ cepnoæ kompozicieæ. L¸bu¸ taku¸ cepnu¸ kompozici¸ budem rassmatrivat~ kak okrestnost~ toqki (x, y). Takie cepnye kompozicii, obrazovannye po vsem vozmoßnym cepØm i okrestnostØm U_i toqek (x_{i−1}, x_i) fftih cepeæ dadut nam sistemu okrestnosteæ poroßda¸wu¸ topologiqesku¸ strukturu β na X × X, ØvlØ¸wu¸sØ tranzitivnoæ bitopologiqeskoæ strukturoæ na X.

16. Qastnyæ sluqaæ tranzitivnogo ob¨edineniØ. Metod pe-

renosa, kak i metod cepnyh kompoziciæ, daet nam tranzitivnu¸ bitopologiqesku¸ strukturu, odnako neobhodimo ewe dokazat~, qto ffta struktura induciruet na vseh X_ξ imenno bitopologiqeskie struktury β_ξ . V obwem sluqae dokazatel~stvo fftogo ne predstavlØetsØ vozmoßnym i my ograniqimsØ zdes~ dokazatel~- stvom pri sootvetstvu¸wih dovol~no sil~nyh ograniqeniØh.

Vo-pervyh, vmesto mnoßestva X my budem rassmatrivat~ svØznoe topologiqeskoe prostranstvo (X, τ ), a sistema (X_ξ |ξ ∈ Ξ) dolßna budet sostoØt~ iz otkrytyh v (X, τ ) mnoßestv, na kaßdom iz kotoryh opredelena topologiqeskaØ struktura τ_ξ =

τ |X_ξ i bitopologiqeskaØ struktura β_ξ , soglasovannaØ s τ_ξ , pri-

qem β_ξ|Δ_ξ = τ × τ |Δ_ξ, inaqe govorØ, imeet mesto shodimost~

((x_λ, x_λ)|λ ∈ Λ) −→_{βξ} (x, x), esli (x_λ|λ ∈ Λ) −→_{τξ} x. Vse ffti bito-

pologiqeskie struktury β_ξ , kak obyqno, poparno soglasovany. Vo-vtoryh, i ffto suwestvenno, problema tranzitivnogo ob¨edineniØ budet rexat~sØ v klasse vpolne tranzitivnyh, soglasovannyh s τ , bitopologiqeskih prostranstv.

Pri postroenii tranzitivnogo ob¨edineniØ v fftoæ situacii my, kak v punkte 14, moßem rassmatrivat~ cepi. Dokaßem, preßde vsego, qto sistema (X_ξ |ξ ∈ Ξ), budet cepno svØzana. Deæstvitel~no, esli my dopustim, qto ffto ne tak, to fiksirovav nekotoru¸ toqku x, my smoßem obrazovat~ dva mnoßestva, skaßem A i B, pervoe iz kotoryh sostoit iz toqek y soedinimyh s x kakoæ-nibud~ cep~¸, a vtoroe iz toqek fftim svoæstvom ne oblada¸wih. Pervoe iz fftih mnoßestv budet otkryto v (X, τ ), tak kak esli y ∈ A, y ∈ X_ξ to X_ξ ⊂ A. S drugoæ storony, i mnoßestvo B budet otkryto v (X, τ ). Deæstvitel~no, pust~ y ∈ B, togda naædetsØ takoe ξ ∈ Ξ, qto y ∈ X_ξ. Zametim teper~, qto esli nekotoraØ toqka z iz X_ξ prinadleßit A, to est~ soedinena s x kakoæ-nibud~ cep~¸, to i toqka y budet soedinena s toqkoæ x cep~¸, qto neverno. Takim obrazom, esli y ∈ B ∩ X_ξ , to X_ξ ⊂ B i

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 103 potomu B otkryto v (X, τ ). No A ∪ B = X i potomu, v silu svØznosti (X, τ ), odno iz fftih mnoßestv dolßno byt~ pustym. Tak kak A ≠ ∅ to B = ∅, to est~ sistema (X_ξ |ξ ∈ Ξ) – cepno svØzana.

Pereædem teper~ k postroeni¸ tranzitivnogo ob¨edineniØ bitopologiqeskih struktur β_ξ . My naqnem, kak v punkte 14, s perenosa napravlennyh sistem toqek po cepØm. Pri fftom, v silu soglasovannosti vseh β_ξ s τ , rassmatrivaemye napravlennye sistemy S_1, S_2, . . . , S_n shodØtsØ k sootvetstvu¸wim toqkam prostranstva (X, τ ). Takim obrazom my polagaem ((x_ν, y_ν )|ν ∈ N ) −→_β (x, y), esli suwestvuet nekotoraØ cep~ soedinØ¸waØ toqku x s toqkoæ y i perenosØwaØ napravlennu¸ sistemu (x_ν |ν ∈ N ), shodØwu¸sØ k x v napravlennu¸ sistemu (y_ν |ν ∈ N ), shodØwu¸sØ k y.

Dokaßem teper~ qto tak opredelennye shodimosti ne tol~- ko opredelØ¸t β, kak ffto bylo v predyduwem punkte, no daße isqerpyva¸t vse β-shodimosti. Inaqe govorØ sovokupnost~ tak opredelennyh shodimosteæ udovletvorØet vsem aksiomam shodimosti. My ograniqimsØ zdes~ edinstvennym netrivial~nym dokazatel~stvom, a imenno dokazatel~stvom vypolneniØ aksiomy kompozicii. Pust~ ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y), ((x_ν , y_ν)|ν ∈ N_λ) −→_β (x_λ, y_λ). My dolßny dokazat~, qto ((x_μ, y_μ)|μ ∈ M ) −→_β (x, y), gde M ØvlØetsØ kompozicieæ Λ i vseh N_λ, to est~ dokazat~ suwestvovanie cepi, perenosØweæ (x_μ|μ ∈ M ) v (y_μ|μ ∈ M ). Trudnost~ sostoit zdes~ v tom, qto cepi, vdol~ kotoryh osuwestvlØ¸tsØ perenosy napravlennyh sistem (x_ν|ν ∈ N_λ) v napravlennye sistemy (y_ν |ν ∈ N_λ), v principe zavisØt ot λ. V kaqestve osnovnoæ cepi my voz~mem cep~, soedinØ¸wu¸ toqku x s toqkoæ y vdol~ kotoroæ (x_λ|λ ∈ Λ) perenositsØ v (y_λ|λ ∈ Λ). My moßem rassmatrivat~ sledu¸wie perenosy: (x_λ|λ ∈ Λ) →_{x,y} (y_λ|λ ∈ Λ), priqem perenos osuwestvlØetsØ po osnovnoæ cepi, (x_ν|ν ∈ N_λ) →_{xλ,yλ} (y_ν |ν ∈ N_λ),

104 A. A. IVANOV priqem perenos osuwestvlØetsØ po neizvestnym nam cepØm, zavisØwim ot λ ∈ Λ (x_ν |ν ∈ N_λ) →_{xλ,yλ} (y^′_ν |ν ∈ N_ξ ), priqem perenos osuwestvlØetsØ ne po osnovnoæ cepi, a po cepØm zavisØwim ot λ ∈ Λ, no blizkim k osnovnoæ v sledu¸wem smysle.

OsnovnaØ cep~ sostoit iz toqek x = x_0, x_1, . . . , x_n = y, priqem kaßdaØ para x_{i−1}, x_i sosednih toqek fftoæ cepi soderßitsØ v nekotorom mnoßestve X_{ξi} , ξ_i ∈ Ξ. My fiksiruem sistemu X_{ξi} ,

i = 0, 1, 2, . . ., n i l¸bu¸ cep~

x^′ = x^′_0, x^′_1, . . . , x^′_n = y^′,

dlØ kotoroæ

x^′_0 ∈ X_{ξ0} , x^′_1 ∈ X_{ξ0} , x^′_1 ∈ X_{ξ1} , . . ., x^′_n ∈ X_{ξn}

budem nazyvat~ blizkoæ k osnovnoæ. Zametim pri fftom, qto vse napravlennye sistemy figuriru¸wie v naxih rassußdeniØh moßno zamenit~ napravlennymi sistemami, sostoØwimi iz toqek fiksirovannoæ nami sistemy mnoßestv X_{ξi} , i = 0, 1, . . ., n. (x_μ|μ ∈ M ) →_{x,y} (y^′_μ|μ ∈ M ), priqem perenos osuwestvlØetsØ po osnovnoæ cepi.

K soßaleni¸, ne vidno kak ffti perenosy obespeqiva¸t vypolnenie aksiomy kompozicii shodimosteæ, odnako poloßenie menØetsØ, esli my dobavim ewe odno uslovie, a imenno uslovie nezavisimosti perenosa ot cepi. �to uslovie nosit global~nyæ harakter, tak kak ono imeet v vidu svoæstvo sistemy

((X_ξ , β_ξ)|ξ ∈ Ξ v celom. Ego moßno sformulirovat~ sledu¸wim

obrazom.

Esli (x_λ|λ ∈ Λ) →_{x,x} (x^′_λ|λ ∈ Λ), (x_λ|λ ∈ Λ) →_{x,y} (y_λ|λ ∈ Λ), (x^′_λ|λ ∈ Λ) →_{x,y} (y^′_λ|λ ∈ Λ), priqem poslednie dva perenosa mogut osuwestvlØt~sØ po raznym cepØm, to (y_λ|λ ∈ Λ) →_{y,y} (y^′_λ|λ ∈ Λ).

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 105 Pri fftom dopolnitel~nom uslovii my budem imet~ perenosy (x_μ|μ ∈ M ) →_{x,y} (y^′_μ|μ ∈ M ), (y^′_μ|μ ∈ M ) →_{y,y} (y_μ|μ ∈ M ), i, sledovatel~no, v silu tranzitivnosti β, (x_μ|μ ∈ M ) →_{x,y} (y_μ|μ ∈ M ). to est~ ((x_μ, y_μ)|μ ∈ M ) −→_β (x, y), Po samomu postroeni¸, my poluqaem tranzitivnu¸ bitopologiqesku¸ strukturu β, bolee togo, v silu polnoæ tranzitivnosti vseh (X_ξ, β_ξ ) struktura β takße budet vpolne tranzitivnoæ. Ostalos~ dokazat~, qto postroennaØ nami bitopologiqeskaØ struktura β induciruet na kaßdom mnoßestve X_ξ ishodnu¸ bitopologiqesku¸ strukturu β_ξ , no ffto sleduet neposredstvenno iz dopolnitel~nogo usloviØ.

§2. Lokal~no razloßimye bitopologiqeskie prostranstva 1. Lokal~naØ razloßimost~. Bitopologiqeskoe prostranstvo

(X, β) nazyvaetsØ lokal~no razloßimym, esli shodimost~ napra-

vlennyh sistem toqek v (X × X, β) obladaet sledu¸wim svoæstvom: ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y) ⇐⇒ { ((x_λ, y)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y) ((x, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y) . V fftom sluqae budem nazyvat~ lokal~no razloßimoæ i bitopologiqesku¸ strukturu β. Shema fftogo usloviØ lokal~noæ razloßimosti izobraßena na ris. 8.

L¸boe razloßimoe bitopologiqeskoe prostranstvo ØvlØetsØ i lokal~no razloßimym, tak kak ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_{τ1×τ2} (x, y) ⇐⇒ { (x_λ|λ ∈ Λ) −→_{τ1} x (y_λ|λ ∈ Λ) −→_{τ2} y, a, s drugoæ storony, ((x_λ, y)|λ ∈ Λ) −→_{τ1×τ2} (x, y) ⇐⇒ (x_λ|λ ∈ Λ) −→_{τ1} x ((x, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_{τ1×τ2} (x, y) ⇐⇒ (y_λ|λ ∈ Λ) −→_{τ2} y.

106 A. A. IVANOV

Ris. 8.

Takim obrazom dlØ lokal~no razloßimogo prostranstva, kak i dlØ razloßimogo, shodimosti napravlennyh sistem toqek ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y) v topologiqeskom prostranstve (X × X, β) dlØ proizvol~no fiksirovannoæ toqki (x, y) razlaga¸tsØ v shodimosti k fftoæ toqke napravlennyh sistem ((x_λ, y)|λ ∈ Λ) −→_{β( ,y)} (x, y), ((x, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_{β(x, )} (x, y) po gorizontal~nomu mnoßestvu X × {y} i vertikal~nomu mnoßestvu {x} × X, sootvetstvenno. Raznica sostoit v tom, qto dlØ lokal~no razloßiyh prostranstv ffti shodimosti mogut suwestvenno zaviset~ ot toqki (x, y).

L¸baØ lokal~no razloßimaØ bitopologiqeskaØ struktura β odnoznaqno opredelena topologiqeskimi strukturami β( , y) i β(x, ), kotorye β induciruet na gorizontal~nyh mnoßestvah

X × {y} i na vertikal~nyh mnoßestvah {x} × X. Sistema (β( , y), β(x, )|x ∈ X, y ∈ X)

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 107 vseh takih topologiqeskih struktur (sledov β na gorizontal~- nyh i vertikal~nyh v X × X mnoßestvah) moßet sovpadat~, voobwe govorØ, dlØ razliqnyh bitopologiqeskih struktur, no sistemy sledov ne sovpada¸wih lokal~no razloßimyh struktur razliqny.

2. Kriteriæ lokal~noæ razloßimosti. PonØtie lokal~noæ

razloßimosti bitopologiqeskogo prostranstva (X, β) moßno sformulirovat~ v terminah prØmougol~nyh okrestnosteæ toqek topologiqeskogo prostranstva (X × X, β).

Teorema (lokal~noæ razloßimosti). Bitopologiqeskoe prost-

ranstvo (X, β) lokal~no razloßimo togda i tol~ko togda, kogda kaßdaØ toqka topologiqeskogo prostranstva (X × X, β) imeet bazu okrestnosteæ, sostoØwu¸ iz prØmougol~nyh mnoßestv.

Dokazatel~stvo. Pust~ β ØvlØetsØ lokal~no razloßimoæ bi-

topologiqeskoæ strukturoæ. Rassmotrim proizvol~nu¸ toqku

(x, y) ∈ X×X, ee okrestnosti U ×{y} i {x}×V v podprostranstvah

na X × {y} i {x} × X topologiqeskogo prostranstva (X × X, β), sootvetstvenno, i prØmougol~noe mnoßestvo U × V .

Pust~ ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y), togda, v silu lokal~noæ razloßimosti, ((x_λ, y)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y), ((x, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y). No togda naædetsØ takoe λ_0 ∈ Λ, qto (x_λ, y) ∈ U × {y},

(x, y_λ) ∈ {x} × V , a potomu (x_λ, y_λ) ∈ U × V dlØ vseh λ ⩾ λ_0. Tem

samym dokazano, qto U × V ØvlØetsØ okrestnost~¸ toqki (x, y) v (X × X, β). Dokaßem teper~, qto sovokupnost~ vseh takih okrestnosteæ toqki (x, y) ØvlØetsØ bazoæ vseh okrestnosteæ fftoæ toqki v (X × X, β). Rassmotrim v kaqestve Λ mnoßestvo U × V , uporØdoqennoe po vkl¸qeni¸. Predpoloßim,qto suwestvuet okrestnost~ W toqki (x, y) v (X × X, β), dlØ kotoroæ U × V ∈ Λ =⇒

(U × V ) \ W ≠ ∅. V fftom sluqae dlØ kaßdogo U × V = λ ∈ Λ

naædetsØ toqka (x_λ, y_λ) ∈ (U × V ) \ W i moßno rassmotret~ napravlennu¸ sistemu ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) toqek v (X × X, β). Sistema

108 A. A. IVANOV

((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) ne shoditsØ k toqke (x, y), tak kak okrestnost~

W fftoæ toqki voobwe ne soderßit toqek rassmatrivaemoæ zdes~ sistemy.

S drugoæ storony, tak kak toqki (x_λ, y) i (x, y_λ) vybiralis~ v okrestnostØh U × {y} i {x} × V sootvetstvu¸wih podprostranstv na mnoßestvah X × {y} i {x} × X, to ime¸t mesto shodimosti ((x_λ, y)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y), ((x, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y). No togda, v silu lokal~noæ razloßimosti β, dolßna budet imet~ mesto i shodimost~ ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y), qto protivoreqit naxemu predpoloßeni¸. Tem samym dokazano, qto sistema (U × V ) obrazuet bazu okrestnosteæ toqki (x, y) v prostranstve (X × X, β).

Dokaßem teper~ obratnoe utverßdenie. Pust~ prØmougol~nye okrestnosti U × V kaßdoæ toqki v (X × X, β) obrazu- ¸t bazu ee okrestnosteæ. Netrudno zametit~, preßde vsego, qto ØvlØetsØ okrestnost~¸ kaßdoe prØmougol~noe mnoßestvo U × V , dlØ kotorogo U × {y} i {x} × V budut okrestnostØmi toqki (x, y) v podprostranstvah topologiqeskogo prostranstva (X × X, β) na mnoßestvah X × {y} i {x} × X (gorizontal~nom i vertikal~nom mnoßestvah).

Deæstvitel~no, naædetsØ W ∈ β takoe, qto W ∩(X×{y}) ⊂ U i W ∩ ({x}× X) ⊂ V . Ots¸da ne sleduet, koneqno, qto W ⊂ U × V , no po naxemu predpoloßeni¸ naædetsØ okrestnost~ U_1 ×V_1 toqki

(x, y), soderßawaØsØ v W . Tak kak U_1 ⊂ U i V_1 ⊂ V , to U_1 × V_1 ⊂ U × V i, sledovatel~no U × V ØvlØetsØ okrestnost~¸ toqki (x, y) v (X × X, β). Pust~, teper~, ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) – proizvol~naØ napravlennaØ sistema toqek v X ×X i U ×V – proizvol~naØ prØmougol~naØ okrestnost~ toqki (x, y) v (X × X, β). Togda ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y) ⇐⇒ (x_λ, y_λ) ∈ U × V |λ ⩾ λ_0(U, V ) ⇐⇒ (x_λ, y) ∈ U × {y}, (x, y_λ) ∈ {x} × V |λ ⩾ λ_0(U, V ) ⇐⇒ ((x_λ, y)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y), ((x, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y).

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 109 Tem samym dokazano,qto β – lokal~no razloßimaØ bitopologiqeskaØ struktura na X.

3. Otkrytye prØmougol~nye okrestnosti. PrØmougol~nye

okrestnosti, figuriru¸wie v al~ternativnom opredelenii lokal~noæ razloßimosti, nel~zØ zamenit~, v obwem sluqae, na prØmougol~nye otkrytye mnoßestva, kak pokazyvaet sledu¸wiæ primer.

Primer. Pust~ X = [0, 1] – ediniqnyæ otrezok, β – topologiqe-

skaØ struktura na ediniqnom kvadrate X × X, sostoØwaØ iz vseh otkrytyh mnoßestv G ediniqnogo kvadrata, udovletvorØ¸wih sledu¸wemu uslovi¸: (∗) { (^1_{n+2} ,^1_n ) /∈ G =⇒ (^1_{n+2} ,^1_{n+1} ) /∈ G

(^1_n ,^1_{n+2} ) /∈ G =⇒ (^1_{n+1} ,^1_{n+2} ) /∈ G.

Dokaßem, preßde vsego, qto kaßdaØ toqka (x, y) topologiqeskogo prostranstva (X × X, β) imeet bazu okrestnosteæ, sostoØwu¸ iz prØmougol~nyh mnoßestv, to est~ (X, β) ØvlØetsØ lokal~no razloßimym bitopologiqeskim prostranstvom.

V obyqnoæ topologii ediniqnogo kvadrata l¸boe otkrytoe mnoßestvo, soderßawee toqku (0, 0), soderßit nekotoroe mnoßestvo G = [0, ϵ) × [0, ϵ). Suwestvuet tol~ko koneqnoe qislo toqek vida (^1_{n+2} ,^1_n ) i toqek vida (^1_n ,^1_{n+2} ), ne prinadleßawih G. Udaliv iz G vse toqki vida (^1_{n+2} ,^1_{n+1} ) i vida (^1_{n+1} ,^1_{n+2} ) dlØ sootvetstvu- ¸wih n (na samom dele budut udaleny tol~ko dve toqki) my poluqim otkrytoe v obyqnoæ topologii ediniqnogo kvadrata mnoßestvo, udovletvorØ¸wee uslovi¸ (∗), to est~ β-otkrytoe mnoßestvo. Takim obrazom mnoßestvo [0, ϵ)×[0, ϵ), budet prØmougol~- noæ okrestnost~¸ toqki (0, 0) v (X × X, β). �to znaqit, qto toqka

(0, 0) imeet v (X × X, β) bazu okrestnosteæ, sostoØwu¸ iz prØmo-

ugol~nyh mnoßestv. KaßdaØ toqka vida (^1_{n+2} ,^1_{n+1} ) budet imet~ prØmougol~nu¸ okrestnost~, sostoØwu¸ iz dvuh skol~ ugodno malyh kvadratov s centrami v toqkah (^1_{n+2} ,^1_{n+1} ) i (^1_{n+2} ,^1_n ). Takie prØougol~nye mnoßestva obrazu¸t bazu okrestnosteæ toqki

(^1_{n+2} ,^1_{n+1} ), tak kak l¸boe otkrytoe v (X×X, β), soderßawee toqku (^1_{n+2} ,^1_{n+1} ) soderßit, v silu usloviØ (∗) i toqku (^1_{n+2} ,^1_n ). Analo-

giqnaØ situaciØ imeet mesto i dlØ toqek vida (^1_{n+1} ,^1_{n+2} ). Vse ostal~nye toqki topologiqeskogo prostranstva (X × X, β) bu-

110 A. A. IVANOV dut imet~ bazy okrestnosteæ, sostoØwie iz skol~ ugodno malyh¨ prØmougol~nyh mnoßestv (kvadratov s centrami v fftih toqkah).

Tem samym dokazano, qto (X, β) ØvlØetsØ lokal~no razloßimym bitopologiqeskim prostranstvom. Dokaßem teper~, qto toqka (0, 0), imeØ skol~ ugodno malye prØmougol~nye okrestnosti, ne ieet skol~ ugodno malyh otkrytyh prØmougol~nyh okrestnosteæ v (X × X, β).

Deæstvitel~no, pust~ G = A × B – otkrytaØ okrestnost~ toqki (0, 0) v topologiqeskom prostranstve (X × X, β). Pri fftom moßno sqitat~,qto (1, 1) /∈ G. Togda dlØ dostatoqno malogo ϵ > 0 mnoßestvo [0, ϵ) × [0, ϵ) soderßitsØ v G. Pust~^1_{n+1} < ϵ ⩽^1_n i potomu imeet mesto vkl¸qenie {^1_{n+2} ,^1_{n+1} } ⊂ A ∩ B. Ots¸da sleduet,qto toqki (^1_{n+1} ,^1_{n+2} ) i (^1_{n+2} ,^1_{n+1} ) prinadleßat G. No togda,v silu usloviØ (∗), i toqki (^1_n ,^1_{n+2} ), (^1_{n+2} ,^1_n ) prinadleßat G, a potomu imeet mesto vkl¸qenie {^1_{n+2} ,^1_{n+1} ,^1_n } ⊂ A ∩ B. PovtorØØ ffto rassußdenie dostatoqno mnogo raz my pridem v koneqnom sqete k vl¸qeni¸ {^1_{n+2} ,^1_{n+1} , . . . , 1} ⊂ A ∩ B. No togda (1, 1) ∈ G, qto protivoreqit prinØtomu vyxe uslovi¸. Tem samym dokazano, qto toqka (0, 0) ne imeet bazu okrestnosteæ, sostoØwu¸ iz prØmougol~nyh otkrytyh mnoßestv.

4. Sledy bitopologiqeskoæ struktury. L¸baØ lokal~no raz-

loßimaØ bitopologiqeskaØ struktura β, opredelennaØ na mnoßestve X, odnoznaqno vosstanavlivaetsØ po svoeæ sisteme sledov

(β( , y), β(x, )|x ∈ X, y ∈ X) na vseh gorizontal~nyh i na vseh ver-

tikal~nyh v (X × X, β) mnoßestvah. Inogda suwestvu¸t, krome togo i drugie bitopologiqeskie struktury na X (ne lokal~no razloßimye) s toæ ße sistemoæ sledov. S drugoæ storony, esli my opredelim proizvol~no kakie-to topologiqeskie struktury na vseh gorizontal~nyh i na vseh vertikal~nyh mnoßestvah, to moßet sluqit~sØ tak, qto bitopologiqeskoæ struktury s takoæ sistemoæ sledov voobwe net ili ße ona est~, no net lokal~no razloßimoæ. Sledu¸wie primery pokazyva¸t, qto vse ffti sluqai vozmoßny.

Primer 1. Pust~ X = {0, 1}, τ (0, ) i τ (1, ) trivial~ny, τ ( , 0)

i τ ( , 1) soderßat krome trivial~nyh mnoßestv ∅ i X tol~ko mnoßestva {(0, 0)} i {(1, 1)}, sootvetstvenno.

Dopustim, qto bitopologiqeskaØ struktura β s takoæ sistemoæ sledov suwestvuet. Togda dolßno suwestvovat~ takoe

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 111 mnoßestvo G ∈ β, qto G ∩ (X ×{0}) = {(0, 0)}, tak kak τ ( , 0) soderßit mnoßestvo {(0, 0)}. No v fftom sluqae i toqka (0, 1) prinadleßit G, tak kak topologiqeskaØ struktura τ (0, ) trivial~na, i toqka (1, 1) prinadleßit G, tak kak mnoßestvo {(0, 1)} /∈ τ ( , 1), i toqka (1, 0) prinadleßit G, tak kak topologiqeskaØ struktura

τ (1, ) trivial~na. Takim obrazom G = X × X, qto protivoreqit

vyboru G. Tem samym dokazano, qto bitopologiqeskaØ struktura s ukazannoæ sistemoæ sledov ne suwestvuet.

Primer 2. Pust~ X = {0, 1}, β – bitopologiqeskaØ struktura na

X, sostoØwaØ iz ∅, X × X, {(1, 0)}, {(0, 1)}, {(0, 0), (1, 1)} (ris. 9).

Na kaßdom gorizontal~nom i na kaßdom vertikal~nom v

X × X mnoßestve struktura β induciruet diskretnu¸ topolo-

giqesku¸ strukturu, hotØ sama ona, kak topologiqeskaØ struktura na X × X, ne diskretna. S drugoæ storony, tu ße sistemu sledov opredelØet i diskretnaØ na X × X topologiqeskaØ struktura, ØvlØ¸waØsØ lokal~no razloßimoæ bitopologiqeskoæ strukturoæ.

Primer 3. Pust~ X = {0, 1}, β – bitopologiqeskaØ struktura na

X, sostoØwaØ iz mnoßestv ∅, X × X, {(0, 0), (1, 0), (1, 1)} (ris. 10).

Ris. 9 Ris. 10.

112 A. A. IVANOV

�ta bitopologiqeskaØ struktura ne ØvlØetsØ lokal~no razloßimoæ, tak kak X × X – edinstvennaØ prØmougol~naØ okrestnost~ toqki (0, 0), a ona ne soderßitsØ v okrestnosti

{(0, 0), (1, 0), (1, 1)} fftoæ toqki. Drugoæ bitopologiqeskoæ struk-

tury β^′ na X × X, ime¸weæ odinakovu¸ s β sistemu sledov, net.

Deæstvitel~no, esli G ∈ β^′ i G ∩ ({0} × X) = {(0, 0)}, to i toqka (1, 0) prinadleßit G, tak kak β( , 0)–trivial~naØ topologiqeskaØ struktura, i toqka (1, 1) prinadleßit G, tak kak β(1, )–trivial~naØ topologiqeskaØ struktura, sledovatel~- no G = {(0, 0), (1, 0), (1, 1)}. Analogiqno rassmatriva¸tsØ sluqai

G ∩ ({1} × X) = {(1, 0), (1, 1)}, G ∩ (X × {0}) = {(0, 0), (1, 0)} i G ∩ (X × {1}) = {(1, 1)}. V kaßdom iz ffti sluqaev dokazyvaetsØ,

qto G = {(0, 0), (1, 0), (1, 1)} ili ße G = X × X. Tem samym dokazano, qto suwestvuet edinstvennaØ bitopologiqeskaØ struktura s rassmotrennoæ v fftom primere sistemoæ sledov, priqem ffta struktura ne lokal~no razloßima.

Primer 4. Pust~ X = {0, 1}, β – bitopologiqeskaØ struktura,

ØvlØ¸waØsØ trivial~noæ topologiqeskoæ strukturoæ na X × X. �ta struktura lokal~no razloßima, a drugoæ bitopologiqeskoæ struktury s toæ ße sistemoæ sledov net.

5. Nepreryvnost~ sistemy sledov. Budem govorit~, qto si-

stema (β( , y), β(x, )|x ∈ X, y ∈ X) vertikal~no nepreryvna, esli iz shodimosteæ ((x_λ, y_ξ)|λ ∈ Λ_ξ) −→_{β( ,yξ)} (x_ξ, y_ξ), ((x, y_ξ)|ξ ∈ Ξ) −→_{β(x, )} (x, y), ((x_ξ, y)|ξ ∈ Ξ) −→_{β( ,y)} (x, y), sleduet shodimost~ ((x_μ, y)|μ ∈ M ) −→_{β( ,y)} (x, y), gde M – napravlennoe uporØdoqennoe mnoßestvo, poluqennoe iz uporØdoqennogo mnoßestva Ξ i vseh Λ_ξ(ξ ∈ Ξ). �lementami fftogo mnoßestva M ØvlØ¸tsØ pary (ξ, η), gde η : Ξ −→ Λ = ∪Λ_ξ|ξ ∈ Ξ, priqem η(ξ) ∈ Λ_ξ. Polaga¸t η < η^′, esli suwestvuet takoe ξ_0 ∈ Ξ, qto η(ξ) = η^′(ξ) dlØ ξ < ξ_0 i η(ξ_0) < η^′(ξ_0), (ξ, η) < (ξ^′, η^′), esli

ξ < ξ^′ ili ße ξ = ξ^′ no η < η^′.

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 113

Ris. 11.

�to uslovie moßno predstavit~ sledu¸weæ shemoæ (ris. 11).

Analogiqno formuliruetsØ uslovie gorizontal~noæ nepreryvnosti sistemy (β( , y), β(x, )|x ∈ X, y ∈ X). Budem govorit~, qto sistema (β( , y), β(x, )|x ∈ X, y ∈ X) nepreryvna, esli ona i vertikal~no i gorizontal~no nepreryvna.

Teorema. Pust~ (β( , y), β(x, )|x ∈ X, y ∈ X) – sistema topologi-

qeskih struktur, zadannyh na vseh gorizontal~nyh i vertikal~nyh v X × X mnoßestvah. �ta sistema (odnoznaqno) opredelØet sootvetstvu¸wu¸ lokal~no razloßimu¸ strukturu na X togda i tol~ko togda, kogda ona nepreryvna.

Dokazatel~stvo. PredpolagaØ suwestvovanie lokal~no razlo-

ßimoæ struktury β, soglasovannoæ s sistemoæ (β( , y), β(x, )|x ∈

114 A. A. IVANOV

X, y ∈ X), dokaßem nepreryvnost~ fftoæ sistemy. Pust~

((x_λ, y_ξ)|λ ∈ Λ_ξ) −→_{β( ,yξ)} (x_ξ, y_ξ), (1) ((x, y_ξ)|ξ ∈ Ξ) −→_{β(x, )} (x, y), (2) (x_ξ, y)|ξ ∈ Ξ) −→_{β( ,y)} (x, y). (3) Togda, v silu lokal~noæ razloßimosti β iz (2) i (3) sleduet ((x_ξ, y_ξ)|ξ ∈ Ξ) −→_β (x, y). (4) Iz (1) i (4) sleduet, v silu izvestnogo svoæstva shodimosti, ((x_μ, y_μ)|μ ∈ M ) −→_β (x, y), gde μ = (ξ, η), i potomu, v silu lokal~noæ razloßimosti, ((x_μ, y)|μ ∈ M ) −→_{β( ,y)} (x, y), qto dokazyvaet vertikal~nu¸ nepreryvnost~ sistemy (β( , y), β(x, )|x ∈ X, y ∈ X). Analogiqno dokazyvaetsØ gorizontal~naØ nepreryvnost~ fftoæ sistemy. Takim obrazom sistema (β( , y), β(x, )|x ∈ X, y ∈ X) nepreryvna.

Predpoloßim teper~, qto sistema (β( , y), β(x, )|x ∈ X, y ∈ X) nepreryvna. Vvedem na X × X shodimost~, poloßiv ((x_ξ, y_ξ)|ξ ∈ Ξ) −→ (x, y), togda i tol~ko togda, kogda ((x, y_ξ)|ξ ∈ Ξ) −→ (x, y) (x_ξ, y)|ξ ∈ Ξ) −→ (x, y). TakaØ shodimost~ budet opredelØt~ nekotoru¸ topologiqesku¸ strukturu na X × X, esli dlØ nee vypolnØ¸tsØ vse aksiomy shodimosti. Edinstvennym bolee ili menee netrivial~nym rassußdeniem ØvlØetsØ zdes~ proverka vypolneniØ aksiomy shodimosti kompozicii shodØwihsØ napravlennyh sistem.

Pust~ ((x_ξ, y_ξ)|ξ ∈ Ξ) −→ (x, y) (5) ((x_λ, y_ξ)|λ ∈ Λ_ξ) −→ (x_ξ, y_ξ), (6)

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 115 dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ. Rassmotrim napravlennu¸ sistemu ((x_μ, y_μ)|μ

∈ M ), gde x_μ = x_λ, dlØ μ = (ξ, η), λ = η(ξ). Po opredeleni¸

shodimosti v X × X iz (6) sleduet

((x_λ, y_ξ)|λ ∈ Λ_ξ) −→ (x_ξ, y_ξ), (7)

((x_ξ , y_λ)|ξ ∈ Ξ) −→ (x_ξ, y_ξ) (8)

i v silu (5) ((x, y_ξ)|ξ ∈ Ξ) −→ (x, y), (9) ((x_ξ, y)|ξ ∈ Ξ) −→ (x, y). (10) Iz (7), (9), (10) v silu vertikal~noæ nepreryvnosti poluqaem ((x_μ, y)|μ ∈ M ) −→ (x, y), analogiqno, pol~zuØs~ gorizontal~noæ nepreryvnost~¸, poluqa- em ((x, y_μ)|μ ∈ M ) −→ (x, y) i, nakonec, v sootvetstvii s opredeleniem shodimosti v X × X, imeem ((x_μ, y_μ)|μ ∈ M ) −→ (x, y). Teorema dokazana.

6. Kriteriæ nepreryvnosti sistemy sledov. V predyduwem

punkte byl opisan metod postroeniØ lokal~no razloßimoæ bitopologiqeskoæ struktury β na X po zadannoæ sisteme (β( , y), β(x, )|x ∈ X, y ∈ X) ee sledov, osnovannyæ na shodimosti napravlennyh sistem toqek. Rassmotrim teper~ drugoæ podhod, osnovannyæ ne na shodimostØh, a na okrestnostØh toqek.

Pust~ na X opredelena kakaØ-to nepreryvnaØ sistema sledov lokal~no razloßimoæ bitopologiqeskoæ struktury β, kotoru¸ predstoit opisat~ i terminah okrestnosteæ toqek. DlØ kaßdoæ toqki (x, y) ∈ X × X opredelena sistema (U × V |x ∈

U ∈ β( , y), y ∈ V ∈ β(x, )) prØmougol~nyh mnoßestv. �ta si-

stema obrazuet bazu okrestnosteæ toqki (x, y) v topologiqeskom prostranstve (X × X, β). Deæstvitel~no, l¸baØ lokal~no razloßimaØ bitopologiqeskaØ struktura imeet, kak izvestno, bazu prØmougol~nyh okrestnosteæ toqek. No esli A × B ØvlØetsØ

116 A. A. IVANOV prØmougol~noæ okrestnost~¸ nekotoroæ toqki (x, y), to A budet okrestnost~¸ toqki x v topologiqeskom prostranstve (X, β( , y)), a B budet okrestnost~¸ toqki y v topologiqeskom prostranstve

(X, β(x, )) – ffto sleduet neposredstvenno iz shodimostnyh uslo-

viæ lokal~noæ razloßimosti. S drugoæ storony, uslovie nepreryvnosti rassmatrivaemoæ sistemy sledov moßet byt~ sformulirovano na Øzyke okrestnosteæ sledu¸wim obrazom:

Sistema (β( , y), β(x, )|x ∈ X, y ∈ X) topologiqeskih struktur na vseh gorizontal~nyh i vertikal~nyh v X × X mnoßestvah nepreryvna togda i tol~ko togda, kogda dlØ kaßdyh x ∈ U ∈ β( , y), y ∈ V ∈ β(x, ) naædutsØ takie U^′, V^′, x ∈ U^′ ∈ β( , y), y ∈ V^′ ∈ β(x, )), qto U ∈ β( , y^′), V ∈ β(x^′, ) dlØ vseh x^′ ∈ U^′, y^′ ∈ V^′.

�to uslovie neposredstvenno sleduet iz sootvetstvu¸weæ aksiomy dlØ okrestnosteæ toqek topologiqeskogo prostranstva i usloviØ lokal~noæ razloßimosti v terminah okrestnosteæ. Deæstvitel~no, pust~ x ∈ U ∈ β( , y), y ∈ V ∈ β(x, ), togda mnoßestvo U × V ØvlØetsØ okrestnost~¸ toqki (x, y) v (X, β). Iz sootvetstvu¸weæ aksiomy dlØ okrestnosteæ sleduet suwestvovanie takoæ okrestnosti G toqki (x, y), qto U × V ØvlØetsØ okrestnost~¸ kaßdoæ toqki (x^′, y^′) iz G. S drugoæ storony, tak kak prØmougol~nye okrestnosti obrazu¸t bazu okrestnosteæ v lokal~no razloßimom bitopologiqeskom prostranstve, naædetsØ okrestnost~ U^′ × V^′ toqki(x, y), soderßawaØsØ v G, pofftomu

U ∈ β( , y^′), V ∈ β(x^′, ) dlØ vseh x^′ ∈ U^′, y^′ ∈ V^′.

7. Struktury s odinakovoæ sistemoæ sledov. Pust~ (τ ( , y),

τ (x, )|x ∈ X, y ∈ X) proizvol~no fiksirovannaØ sistema topo-

logiqeskih struktur na vseh gorizontal~nyh i vertikal~nyh v

X × X mnoßestvah. Rassmotrim mnoßestvo vseh bitopologiqe-

skih struktur na X, dlØ kotoryh ffta sistema ØvlØetsØ sistemoæ sledov. �to mnoßestvo moßet okazat~sØ i pustym, kak pokazyvaet primer 1 punkta 4. Pust~ ffto mnoßestvo ne pusto, togda ego moßno uporØdoqit~ po vkl¸qeni¸. Netrudno zametit~, qto naibol~xaØ iz takih struktur vsegda suwestvuet. �ta struktura sostoit iz vseh mnoßestv G ⊂ X × X, udovletvorØ¸wih uslovi¸ G ∩ (X × {y}) ∈ τ ( , y), G ∩ ({x} × X) ∈ τ (x, ) dlØ vseh x ∈ X, y ∈ X. S drugoæ storony, naimen~xeæ sredi takih struktur moßet i ne suwestvovat~, kak pokazyvaet sledu- ¸wiæ primer.

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 117

Primer. Pust~ X = R, topologiqeskie struktury τ ( , y), τ (x, )

na vseh gorizontal~nyh i vertikal~nyh v R^2 mnoßestvah diskretny, β_1 imeet bazu, sostoØwu¸ iz mnoßestv toqek prØmyh

y − x = b, b ∈ R, β_2 imeet bazu, sostoØwu¸ mnoßestv toqek prØ-

myh y + x = b, b ∈ R. Sledy fftih bitopologiqeskih struktur diskretny. V to ße vremØ β_1 ∩ β_2 = {∅, R^2} imeet sovsem drugie sledy (trivial~nye) i, takim obrazom, sredi vseh bitopologiqeskih struktur na R s diskretnymi sledami net naimen~xeæ.

§3. Lokal~nye bitopologiqeskie prostranstva 1. LokalizaciØ. Diagonal~ Δ ⊂ X × X igraet zametnu¸ rol~

v teorii bitopologiqeskih prostranstv. �to ob¨ØsnØetsØ, preßde vsego, tem, qto sredi vseh vloßeniæ X v X × X estestvenno vydelØetsØ vloßenie j : X −→ X × X, j(x) = (x, x), j(X) = Δ. �to estestvenno opredelennoe vloßenie pozvolØet vvesti kanoniqeskoe sootvetstvie β → τ , sopostavlØ¸wee kaßdoæ bitopologiqeskoæ strukture β na X, to est~ topologiqeskoæ strukture na X × X, topologiqesku¸ strukturu β|X = j^{−1}(β) = {j^{−1}(G)|G ∈ β} na X. Otobraßenie j ØvlØetsØ kanoniqeskim gomeomorfizmom topologiqeskogo prostranstva (X, β|X) na topologiqeskoe prostranstvo(Δ, β|Δ). S diagonal~¸ svØzan rØd bitopologiqeskih ponØtiæ. Vot nekotorye iz takogo roda ponØtiæ.

Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β) nazyvaetsØ Δ-nor-mal~nym, esli diagonal~ Δ imeet zamknutyæ bazis okrestnosteæ v (X × X, β). Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β) nazyvaetsØ Δ-deli-mym, esli proizvol~naØ okrestnost~ U diagonali Δ v (X × X, β) soderßit okrestnost~ diagonali V taku¸, qto V^2 ⊂ U , inaqe govorØ, esli sovokupnost~ vseh okrestnosteæ diagonali Δ v (X ×

X, β) obrazuet kvaziravnomernu¸ strukturu.

Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β) nazyvaetsØ Δ-tran-zitivnym, esli proizvol~naØ okrestnost~ U diagonali Δ v (X × X, β) soderßit okrestnost~ diagonali V taku¸, qto V^2 = V .

Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β) nazyvaetsØ lokal~- no tranzitivnym, esli iz shodimosteæ ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, x), i ((y_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, x),

118 A. A. IVANOV sleduet shodimost~ ((x_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) →_β (x, x). Vse ffti ponØtiØ tak ili inaqe svØzany s diagonal~¸. S diagonal~¸ svØzano i ponØtie lokal~nogo bitopologiqeskogo prostranstva.

GovorØt, qto bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β) lokal~- no, esli G ∩ Δ = ∅ =⇒ G ∈ β. Lokal~noæ nazyva¸t v fftom sluqae i bitopologiqesku¸ strukturu β. Netrudno predstavit~, qto lokal~naØ bitopologiqeskaØ struktura odnoznaqno opredelØetsØ shodimostØmi k toqkam diagonali. L¸bu¸ bitopologiqesku¸ strukturu moßno lokalizovat~, to est~ ostavit~ tol~ko shodimosti k toqkam diagonali i trivial~nye shodimosti.

Pust~ β – proizvol~naØ bitopologiqeskaØ struktura. Lokalizacieæ β nazyva¸t bitopologiqesku¸ strukturu loc β = β ∨ P ((X×X)\Δ) – naimen~xu¸ topologiqesku¸ strukturu na X×X,

soderßawu¸ β i P ((X × X) \ Δ) = {G|G ∩ Δ = ∅}. Proceduru perehoda ot β k loc β budem nazyvat~ takße lokalizacieæ β.

Tak kak pri lokalizacii k β prisoedinØ¸tsØ tol~ko mnoßestva, ne soderßawie toqek diagonali, to sovokupnost~ okrestnosteæ l¸boæ toqki diagonali ne menØetsØm, v to vremØ kak l¸- boe mnoßestvo G ⊂ X × X, soderßawee kaku¸-nibud~ toqku vne diagonali, stanovitsØ ee okrestnost~¸. Ots¸da sleduet, kak bylo otmeqeno vyxe, qto pri lokalizacii vse shodimosti k toqkam diagonali sohranØ¸tsØ, a iz shodimosteæ k toqkam vne diagonali osta¸tsØ tol~ko trivial~nye (shodimosti stacionarnyh napravlennyh sistem toqek).

Netrudno zametit~ takße, qto l¸boe lokal~noe bitopologiqeskoe prostranstvo Δ-normal~no. KaßdaØ okrestnost~ diagonali ØvlØetsØ v fftom sluqae zamknutym mnoßestvom.

2. DistalizaciØ. V nekotoryh sluqaØh nas mogut interesovat~

ne shodimosti k toqkam diagonali a, naoborot, shodimosti k toqkam vne diagonali.

Budem govorit~, qto bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β) distal~no, esli G ⊂ Δ =⇒ G ∈ β. Bitopologiqesku¸ strukturu β budem nazyvat~ v fftom sluqae distal~noæ, Netrudno predstavit~, qto distal~naØ bitopologiqeskaØ struktura odnoznaqno opredelØetsØ shodimostØmi k toqkam vne diagonali. L¸bu¸ bitopologiqesku¸ strukturu moßno distalizovat~, to est~ osta-

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 119 vit~ tol~ko shodimosti k toqkam vne diagonali i trivial~nye shodimosti.

Pust~ β – proizvol~naØ bitopologiqeskaØ struktura. Distalizacieæ β nazyva¸t bitopologiqesku¸ strukturu dist β = β ∨ P (Δ) – naimen~xu¸ topologiqesku¸ strukturu na X × X,

soderßawu¸ β i P (Δ). Proceduru perehoda ot β k dist β budem nazyvat~ takße distalizacieæ.

Tak kak pri distalizacii k β prisoedinØ¸tsØ tol~ko mnoßestva, soderßawiesØ v diagonali, to sovokupnost~ okrestnosteæ l¸boæ toqki vne diagonali ne menØetsØ, v to vremØ kak l¸boe mnoßestvo, soderßawee kaku¸-nibud~ toqku diagonali stanovitsØ ee okrestnost~¸. Ots¸da sleduet, qto pri distalizacii vse shodimosti k toqkam vne diagonali sohranØ¸tsØ, a iz shodimosteæ k toqkam diagonali osta¸tsØ tol~ko trivial~nye.

3. Lokal~naØ i distal~naØ qasti. Struktury loc β i dist β do-

polnØ¸t drug druga, davaØ vmeste polnu¸ informaci¸ o bitopologiqeskoæ strukture β, tak kak pervaØ iz fftih struktur daet polnu¸ informaci¸ o β-shodimosti k toqkam diagonali, a vtoraØ – o shodimosti k toqkam vne diagonali, β = loc β ∩ dist β. Strukturu loc β budem nazyvat~ lokal~noæ qast~¸ struktury β, strukturu dist β – ee distal~noæ qast~¸.

Voznikaet sledu¸wiæ estestvennyæ vopros. Esli lokal~- naØ bitopologiqeskaØ struktura β_1 i distal~naØ bitopologiqeskaØ struktura β_2 zadany proizvol~no, to suwestvuet li bitopologiqeskaØ struktura β, dlØ kotoroæ loc β = β_1, dist β = β_2. Sledu¸wiæ primer pokazyvaet, qto ffto ne vsegda tak.

Primer. Pust~ X = {0, 1}, β1 = {∅, X × X, {(0, 1)}, {(1, 0)}, {(0, 0),

(0, 1), (1, 1)}}, (ris. 12), β_2 = {∅, X × X, {(0, 0)}, {(1, 1)}, {(0, 1), (1, 0)}}, (ris. 13).

Dopustim, qto suwestvuet bitopologiqeskaØ struktura β s ukazannymi lokal~noæ i distal~noæ qastØmi. Rassmotrim mnoßestvo G = {(0, 0), (0, 1), (1, 1)} ∈ β_1. Tak kak G ∈ β_1, to libo G ∈ β libo G /∈ β i obrazovalos~ pri lokalizacii β prisoedineniem k Δ toqki (0, 1). No fftot variant otpadaet, tak kak Δ /∈ β. Odnako sluqaæ G ∈ β toße nevozmoßen, tak kak on vleqet G ∈ β_2, qto protivoreqit opredeleni¸ β_2.

4. Nelokal~nost~ proizvedeniæ. Klass lokal~nyh bitopologi-

qeskih prostranstv zamknut otnositel~no perehoda k podpro-

120 A. A. IVANOV

Ris. 12 Ris. 13.

stranstvam, faktorprostranstvam i svobodnym ob¨edineniØm, no ne zamknut pri perehode k proizvedeniØm. Deæstvitel~no, esli (X, β) – lokal~naØ bitopologiqeskaØ struktura, to est~

P ((X × X) \ Δ) ⊂ β i X′ ⊂ X, to P ((X^′ × X^′) \ Δ^′) ⊂ P ((X × X) \ Δ)

i potomu P ((X^′ × X^′) \ Δ^′) ⊂ β|X′ = β^′, to est~ (X^′, β^′) – lokal~noe bitopologiqeskoe prostranstvo. Esli, teper~, (X^{′′}, β^{′′}) – faktorprostranstvo lokal~nogo bitopologiqeskogo prostranstva (X, β), poroßdennogo otobraßeniem p : X −→ X^{′′}, to dlØ l¸boæ toqki (x^{′′}, y^{′′}), iz X^{′′} ×X^{′′}, ne prinadleßaweæ Δ^{′′}, ee (p×p)- proobraz ne imeet obwih toqek s Δ i potomu ØvlØetsØ otkrytym v (X, β) mnoßestvom. Ots¸da sleduet, qto odnotoqeqnoe mnoßestvo {(x^{′′}, y^{′′})} ØvlØetsØ otkrytym v (X^{′′} × X^{′′}, β^{′′}) mnoßestvom, a ffto oznaqaet, qto (X^{′′}, β^{′′}) – lokal~noe bitopologiqeskoe prostranstvo. Analogiqno dokazyvaetsØ lokal~nost~ svobodnogo ob¨edineniØ lokal~nyh bitopologiqeskih prostranstv. Sovsem drugaØ situaciØ imeet mesto dlØ proizvedeniæ bitopologiqeskih prostranstv. Pust~ (X_1, β_1) i (X_2, β_2) – neodnotoqeqnye lokal~nye bitopologiqeskie prostranstva s trivial~nymi topologiqeskimi strukturami na diagonalØh Δ_1 i Δ_2, (X, β) – proizvedenie fftih bitopologiqeskih prostranstv, X = X_1 × X_2, toqka

((x_1, x_2), (y_1, y_2)) – proizvol~naØ toqka iz X ×X, (x_1, y_1) ∈ X_1 ×X_1,

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 121

(x_2, y_2) ∈ X_2 × X_2. Toqka ((x_1, x_2), (y_1, y_2)) prinadleßit diagonali Δ ⊂ X × X togda i tol~ko togda, kogda x_1 = y_1, x_2 = y_2. Po-

fftomu toqka ((x_1, x_2), (x_1, y_2)), x_2 ≠ y_2 ne prinadleßit Δ. Tem ne menee {((x_1, x_2), (x_1, y_2))} /∈ β, tak kak {(x_1, x_1)} /∈ β_1. Tem samym dokazano, qto (X, β) ne ØvlØetsØ lokal~nym bitopologiqeskim prostranstvom.

5. Lokal~nye ob¨edineniØ. Lokal~nye bitopologiqeskie pro-

stranstva estestvenno voznika¸t pri postroenii ob¨edineniæ bitopologiqeskih struktur. RassmatrivaØ ob¨edineniØ bitopologiqeskih prostranstv (sm. 1.6) my zametili, qto v obwem sluqae oni opredeleny neodnoznaqno. Odnako v klasse tranzitivnyh bitopologiqeskih prostranstv odnoznaqnost~ ob¨edineniØ imela mesto pri sootvetstvu¸wih usloviØh (sm. 1.15). AnalogiqnaØ situaciØ imeet mesto i v klasse lokal~nyh bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv.

Pust~ X–nekotoroe mnoßestvo, (X_ξ |ξ ∈ Ξ) – kakoe-nibud~ pokrytie mnoßestva X. Predpoloßim, qto na kaßdom mnoßestve X_ξ opredelena lokal~naØ bitopologiqeskaØ struktura X_ξ ,

ξ ∈ Ξ i vse ffti bitopologiqeskie struktury soglasovany tak,

qto dlØ kaßdyh ξ, η iz Ξ struktury β_ξ , β_η induciru¸t na

X_ξ ∩ X_η odnu i tu ße bitopologiqesku¸ strukturu β_{ξη}, priqem (X_ξ ×X_ξ )∩(X_η ×X_η ) prinadleßit kak β_ξ tak i β_η . Pri postroenii

ob¨edineniØ vseh fftih bitopologiqeskih struktur v klasse lokal~nyh bitopologiqeskih prostranstv my dopolnØem sistemu

(X_ξ × X_ξ |ξ ∈ Ξ) odnotoqeqnymi mnoßestvami {(x, y)}, vzØtymi po

vsem x ≠ y iz X. V klasse lokal~nyh bitopologiqeskih struktur problema ob¨edineniØ poluqaet bolee prostoe i estestvennoe rexenie, fftot klass kak by prisposoblen k neæ.

§4. Δ-ravnomernye bitopologiqeskie prostranstva 1. KategoriØ ΔU nif. Sistemu U okrußeniæ diagonali v X ×

X budem nazyvat~ Δ-ravnomernoæ strukturoæ na X, esli ona udovletvorØet sledu¸wim usloviØm:

R1. Esli U ∈ U i U ⊂ U^′, to U^′ ∈ U, R2. Esli U_1 ∈ U i U_2 ∈ U, to U_1 ∩ U_2 ∈ U.

Inaqe govorØ, Δ-ravnomernoæ strukturoæ na X nazyvaetsØ l¸boæ fil~tr, sostoØwiæ iz okrußeniæ diagonali Δ ⊂ X × X. Paru (X, U), gde U-nekotoraØ Δ-ravnomernaØ struktura na X, budem nazyvat~ Δ-ravnomernym prostranstvom.

122 A. A. IVANOV

Otobraßenie f : (X, U) −→ (X^′, U^′) dvuh Δ-ravnomernyh prostranstv budem nazyvat~ Δ-ravnomernym ili prosto ravnomernym otobraßeniem, esli f^{−1}(U^′) ∈ U dlØ l¸bogo okrußeniØ

U^′ ∈ U^′.

Kategori¸ vseh Δ-ravnomernyh prostranstv i ih ravnomernyh otobraßeniæ budem oboznaqat~ qerez ΔU nif ili prosto qerez ΔU

2. VloßeniØ ΔU v BT . Opredelim sledu¸wee kanoniqeskoe

vloßenie kategorii ΔU v kategori¸ BT . Pust~ U – nekotoraØ Δ-ravnomernaØ struktura na mnoßestve X. Prisoedinim k U ewe odin fflement, a imenno pustoe mnoßestvo ∅. PoluqennaØ takim obrazom struktura β_0U = U ∪ {∅} budet, oqevidno, bitopologiqeskoæ strukturoæ na X. Budem nazyvat~ fftu strukturu Δ-ravnomernoæ bitopologiqeskoæ strukturoæ. Tak kak razliqie meßdu U i β_0U nesuwestvenno, to my budem nazyvat~ β_0U prosto Δ-ravnomernoæ strukturoæ, kak i U, a paru (X, β_0U) budem nazyvat~ Δ-ravnomernym (bitopologiqeskim) prostranstvom. Poloßim β_0(X, U) = (X, β_0U).

Esli f : (X, U) −→ (X^′, U^′) – ravnomernoe otobraßenie, to

β_0f : (X, β_0U) −→ (X^′, β_0U^′) – binepreryvnoe otobraßenie. Tem

samym opredelen kovariantnyæ funktor β_0 : ΔU −→ BT , perevodØwiæ kategori¸ ΔU v polnu¸ podkategori¸ kategorii BT . KategoriØ ΔU okazyvaetsØ kanoniqeski izomorfnoæ sootvetstvu¸- weæ podkategorii kategorii BT , qto pozvolØet rassmatrivat~ teori¸ Δ-ravnomernyh prostranstv, kak special~nu¸ qast~ obweæ teorii bitopologiqeskih prostranstv.

Vozmoßno i drugoe vloßenie kategorii ΔU v kategori¸ BT , osuwestvlØemoe lokalizacieæ struktury. �to vloßenie perevodit Δ-ravnomernu¸ strukturu U v lokal~nu¸ bitopologiqesku¸ strukturu β_1U = U ∨ P ((X × X) \ Δ). Netrudno dokazat~, qto i zdes~ Δ-ravnomernaØ struktura U odnoznaqno vosstanavlivaetsØ po bitopologiqeskoæ strukture β_1U, a otobraßenie

f : (X, U) −→ (X^′, U^′)

ravnomerno togda i tol~ko togda, kogda

β_1f : (X, β_1U) −→ (X^′, β_1U^′)

ØvlØetsØ binepreryvnym otobraßeniem.

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 123

3. ProekciØ BT na ΔU . Rassmotrim proizvol~noe bitopo-

logiqeskoe prostranstvo (X, β) i strukturu U, sostoØwu¸ iz vseh okrestnosteæ diagonali Δ v topologiqeskom prostranstve

(X × X, β). �ta struktura ØvlØetsØ, oqevidno, Δ-ravnomernoæ

strukturoæ na X. Budem oboznaqat~ ee qerez Δβ i govorit~, qto β i Δβ soglasovany (bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β) i Δ-ravnomernoe prostranstvo (X, Δβ) soglasovany). L¸bomu binepreryvnomu otobraßeni¸ f : (X, β) −→ (X^′, β^′) budet sotvetstvovat~ ravnomernoe otobraßenie Δf : (X, Δβ) −→ (X^′, Δβ^′). Tem samym opredelen kovariantnyæ funktor Δ : BT −→ ΔU. Funktor Δβ_0 ØvlØetsØ, oqevidno, toßdestvennym funktorom, opredelennym na kategorii ΔU . Esli my uslovimsØ otoßdestvlØt~ kaßdu¸ Δ-ravnomernu¸ strukturu U s bitopologiqeskoæ strukturoæ β_0U, to kategoriØ ΔU okaßetsØ retraktom kategorii BT .

Funktory Δ i β_0 ØvlØ¸tsØ estestvennoæ osnovoæ sovmestnogo izuqeniØ bitopologiqeskih i Δ-ravnomernyh struktur, funktor β_1 ØvlØetsØ prosto lokalizacieæ funktora β_0, β_1U =

loc (β_0U).

4. Δ-rassloenie kategorii BT . Na mnoßestve vseh bitopolo-

giqeskih prostranstv, soglasovannyh s nekotorym fiksirovanym Δ-ravnomernym prostranstvom, moßno vvesti otnoxenie porØdka, poloßiv (X, β^′) ⩽ (X, β), esli i : (X, β) −→ (X, β^′)- binepreryvnoe otobraßenie ili, qto to ße samoe, β^′ ⊂ β (β^′ ⩽ β). DlØ kaßdogo Δ-ravnomernogo prostranstva ffto mnoßestvo nepusto i, v obwem sluqae, v nem net ni naibol~xego ni naimen~xego fflementa.

Deæstvitel~no, pust~ U – nekotoraØ Δ-ravnomernaØ struktura na mnoßestve X. Togda β_0U = U ∪ {∅} – bitopologiqeskaØ struktura na mnoßestve X, (X, β_0)-bitopologiqeskoe prostranstvo, soglasovannoe s (X, U). Zametim teper~, qto dlØ l¸boæ toq- ki x ∈ X × X struktura β_x = U ∪ {G|G ∩ Δ ⊂ {x}, G ⊂ X × X} takße ØvlØetsØ bitopologiqeskoæ strukturoæ, soglasovannoæ s U. Pust~ β – nekotoraØ bitopologiqeskaØ struktura na X, soderßawaØ β_x dlØ vseh x ∈ X × X. Togda dlØ proizvol~nogo mnoßestva G ⊂ X ×X budet imet~ mesto sootnoxenie G = ∪G_x|x ∈ G, gde G_x = (G \ Δ) ∪ (G ∩ {x}) ∈ β_x ⊂ β i potomu G ∈ β. No ffto ozna-

124 A. A. IVANOV qaet, qto β = P (X × X) – diskretnaØ topologiqeskaØ struktura na X × X i Δβ sostoit iz vseh podmnoßestv mnoßestva X × X, soderßawih Δ.

Rassmotrim teper~ proizvol~nu¸ bitopologiqesku¸ strukturu β soderßawu¸sØ v β_0U = U ∪ {∅} i soglasovannu¸ s U. Struktura β dolßna sostoØt~ iz pustogo mnoßestva i nekotoryh, ne obØzatel~no vseh, mnoßestv vhodØwih v U. �ti mnoßestva budut obrazovyvat~ bazu Δ-ravnomernoæ struktury U v tom smysle, qto kaßdoe okrußenie diagonali, vhodØwee v U, soderßit nekotoroe okrußenie, vhodØwee v Δβ, to est~ ØvlØ¸weesØ okrestnost~¸ diagonali v (X × X, β). Pust~ β soderßit kakie-to dva mnoßestva G_1, G_2, priqem X × X ≠ G_2 ⊄ G_1 ≠ ∅. Obrazuem bitopologiqesku¸ strukturu β^′ = (β ∧ G_1) ∪ {X × X} ⊂ β. Tak kak G_2 ≠ X × X i G_2 /∈ β ∧ G_1, to G_2 /∈ β^′ i potomu β^′ strogo soderßitsØ v β. Ots¸da sleduet to, qto minimal~naØ bitopologiqeskaØ struktura, soglasovannaØ s U, dolßna sostoØt~ tol~ko iz treh fflementov,a imenno ∅, G, X × X i potomu G dolßno byt~ naimen~xim fflementom Δ-ravnomernoæ struktury U, vozmoßno sovpada¸wim s X × X. Zametim, qto, esli fftot naimen~xiæ fflement Δ-ravnomernoæ struktury U sovpadaet s diagonal~¸, to U sostoit iz vseh okrußeniæ diagonali, a naimen~xaØ bitopologiqeskaØ struktura, soglasovannaØ s U est~ {∅, Δ, X ×X}. �to edinstvennyæ sluqaæ, kogda sredi vseh bitopologiqeskih struktur, soglasovannyh s U est~ i naibol~xiæ i naimen~xiæ fflementy.

5. Qastiqnoe vloßenie βl : ΔU −→ BT . My rassmotreli dva

varianta kanoniqeskogo postroeniØ bitopologiqeskih struktur po Δ-ravnomernym strukturam (sm. 2). �to operacii β_0 i β_1. Oni primenimy k l¸boæ Δ-ravnomernoæ strukture U i da¸t

β_0(U) = U ∪ {∅}, β_1(U) = U ∪ P ((X × X) \ Δ), β_1(U) = loc β_0(U). Vve-

dem teper~ ewe dve operacii β_l i β_d, sopostavlØ¸wie nekotorym (ne vsem!) Δ-ravnomernym strukturam U bitopologiqeskie struktury β_l(U) i β_d(U) sootvetstvenno. Naqnem s operacii β_l.

Pust~ U – nekotoraØ Δ-ravnomernaØ struktura na X. Rassmotrim bitopologiqesku¸ strukturu β_1(U) i ee sistemu sledov (β_1( , y), β_1(x, )|x ∈ X, y ∈ X). Esli ffta sistema sledov okaßetsØ nepreryvnoæ, to ona opredelØet lokal~no razloßimu¸ bitopologiqesku¸ strukturu, kotoru¸ my budem oboznaqat~ qerez β_l. Takim obrazom l¸boæ Δ-

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 125 ravnomernoæ strukture U, dlØ kotoroæ sistema sledov struktury β_1(U) nepreryvna, my moßem sopostavit~ lokal~no razloßimu¸ bitopologiqesku¸ strukturu β_l, ØvlØ¸wu¸sØ, k tomu ße, i lokal~noæ bitopologiqeskoæ strukturoæ.

Pust~,teper~, β – proizvol~naØ lokal~naØ lokal~no razloßimaØ bitopologiqeskaØ struktura. Ee sistema sledov budet, nepreryvnoæ (sm. 2.5). Rassmotrim Δ-ravnomernu¸ strukturu U = Δβ, sostoØwu¸, po opredeleni¸, iz vseh okrestnosteæ diagonali v topologiqeskom prostranstve (X × X, β) i bitopologiqesku¸ strukturu β_1(Δβ). Voznikaet estestvennyæ vopros o sovpadenii sistem sledov bitopologiqeskih struktur β i β_1(Δβ). Esli ffti sistemy sledov sovpada¸t, to β = β_l (Δβ). K soßaleni¸, takoe sovpadenie ne imeet, v obwem sluqae, mesta, kak pokazyvaet sledu¸wiæ primer. Primer. Pust~ X = {0, 1}, τ1 = {∅, {0}, X}, τ2 = {∅, {1}, X}, β = (τ_1 ×τ_2)∪{(0, 0)}∪{(1, 0)}. Predbazy topologiqeskih struktur τ_1 × τ_2 i β na X ×X izobraßeny na ris. 14 i ris. 15, sootvetstvenno.

Ris. 14 Ris. 15.

TopologiqeskaØ struktura β imeet predbazu, sostoØwu¸ iz prØmougol~nyh mnoßestv, pofftomu ona lokal~no razloßima. Δ-ravnomernaØ struktura U = Δβ sostoit iz mnoßestv {(0, 0),

(0, 1), (1, 1)} i X × X – ris. 16. BitopologiqeskaØ struktura

126 A. A. IVANOV

β_1(U) poluqaetsØ prisoedineniem k U vseh podmnoßestv mnoße-

stva X ×X, ime¸wih pustoe pereseqenie s diagonal~¸, a imenno mnoßestv ∅, {(0, 1)}, {(1, 0)}, {(0, 1), (1, 0)}. Baza β_1(U), kak topologiqeskoæ struktury na X × X izobraßena na ris. 17.

Ris. 16 Ris. 17.

Netrudno teper~ zametit~, qto β(0, ) ne sovpadaet s β_1(0, ), to est~ sistemy sledov bitopologiqeskih struktur β i β_1(Δβ) ne sovpada¸t.

Moßno, odnako, sformulirovat~ uslovie, pri kotorom sistema sledov lokal~noæ, lokal~no razloßimoæ bitopologiqeskoæ struktury β i sistema sledov bitopologiqeskoæ struktury

β_1(Δβ) sovpada¸t i, sledovatel~no, β = β_l(Δβ).

Bitopologiqesku¸ strukturu β na X budem nazyvat~ Δotdelimoæ, esli dlØ l¸byh nesovpada¸wih toqek x, y iz X naædetsØ takoe okrußenie diagonali U ∈ Δβ, qto (x, y) /∈ U , inaqe govorØ, esli Δ = ∩U |U ∈ Δβ.

Teorema. DlØ l¸boæ Δ-otdelimoæ, lokal~noæ, lokal~no razloßi-

moæ bitopologiqeskoæ struktury β, sistemy sledov β i β_1(Δβ) sovpada¸t i pofftomu β = β_l(Δβ).

Dokazatel~stvo. Pust~ β – lokal~naØ, lokal~no razloßimaØ,

Δ-otdelimaØ bitopologiqeskaØ struktura na X i β_1 = β_1(Δβ).

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 127 Dostatoqno dokazat~, qto β(x, ) = β_1(x, ) dlØ l¸boæ toqki x ∈ X, tak kak vse usloviØ teoremy simmetriqny otnositel~no x i y. Bolee togo, dostatoqno dokazat~, qto β(x, ) ⊂ β_1(x, ) dlØ l¸- boæ toqki x ∈ X, tak kak obratnoe vkl¸qenie imeet mesto vsegda, po postroeni¸ bitopologiqeskoæ struktury β_1. Nam nado dokazat~, qto iz G ∈ β(x, ) sleduet G ∈ β_1(x, ). Pri fftom, v silu lokal~nosti β i β_1, dostatoqno rassmotret~ tol~ko sluqaæ (x, x) ∈ G ⊂ {x} × X. Itak, fiksiruem nekotoru¸ toqku x_0 ∈ X, β(x_0, )-okrestnost~ G_0 toqki (x, x_0) i dokaßem, qto G_0 ØvlØetsØ takße i

β_1(x_0, )-okrestnost~¸ toqki (x, x_0). DlØ fftogo dostatoqno do-

kazat~ suwestvovanie takogo okrußeniØ U ∈ β diagonali, qto

U ∩({x_0}×X) ⊂ G_0. Deæstvitel~no, U ∩({x_0}×X) ⊂ G_0 budet togda β_1(x_0, )-okrestnost~¸ toqki (x_0, x_0), a potomu i G_0 budet β_1(x_0, )-

okrestnost~¸ fftoæ toqki. Takoe okrußenie diagonali budet suwestvovat~, esli dlØ kaßdoæ toqki x ∈ X naædetsØ okrestnost~

U_x toqki (x, x) v topologiqeskom prostranstve (X × X, β), dlØ

kotoroæ U_x ∩ ({x} × X) ⊂ G_0. V fftom sluqae moßno budet vzØt~ v kaqestve U mnoßestvo ∪U_x|x ∈ X.

Predpoloßim teper~, qto takoe okrußenie U ∈ β diagonali ne suwestvuet i, sledovatel~no, naædetsØ toqka x_1 ∈ X takaØ, qto U_{x1} ∩ ({x_0} × X) ⊄ G_0 dlØ l¸boæ okrestnosti U_{x1} toqki

(x_1, x_1) v (X × X, β). DlØ nas suwestvenno zdes~ tol~ko to, qto U_{x1} ∩ ({x_0} × X) ≠ ∅, i potomu suwestvuet takaØ napravlennaØ

sistema toqek ((x_0, y_λ)|λ ∈ Λ), qto ((x_0, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x_1, x_1) Togda, v silu lokal~noæ razloßimosti bitopologiqeskoæ struktury β, my budem imet~ shodimost~ (x_0, x_1) −→_{β( ,x1)}

(x_1, x_1) Poslednee oznaqaet, qto (x_0, x_1) ∈ U_{x1} dlØ l¸boæ okrest-

nosti U_{x1} toqki (x_1, x_1) v (X × X, β) v qastnosti (x_0, x_1) ∈ U dlØ l¸bogo okrußeniØ U ∈ β diagonali. No poslednee protivoreqit uslovi¸ Δ -otdelimosti bitopologiqeskoæ struktury β i potomu neverno naxe predpoloßenie o nesuwestvovaniØ sootvetstvu¸wego okrußeniØ diagonali.

Zameqanie. V predyduwem primere bitopologiqeskaØ struktu-

ra β ne byla Δ-otdelimoæ, pofftomu uslovie Δ-otdelimosti v tol~ko qto dokazannoæ teoreme suwestvenno.

6. Dostatoqnoe uslovie Δ-otdelimosti. Pust~ τ1 i τ2 – neko-

torye topologiqeskie struktury na mnoßestve X, β – topologi-

128 A. A. IVANOV qeskaØ struktura na X × X, baza kotoroæ sostoit iz vseh odnotoqeqnyh mnoßestv, ne soderßawihsØ v diagonali Δ ⊂ X × X i prØmougol~nyh mnoßestv G_1 × G_2, vzØtyh po vsem G_1 ∈ τ_1 i vsem

G_2 ∈ τ_2. Iz opredeleniØ struktury β neposredstvenno sleduet,

qto β – lokal~naØ, lokal~no razloßimaØ bitopologiqeskaØ struktura. Esli, krome togo, bitopologiqeskoe prostranstvo (X, τ_1, τ_2) ØvlØetsØ parno T_0-prostranstvom, to β, budet Δ-otdelimoæ bitopologiqeskoæ strukturoæ.

Deæstvitel~no, pust~ (x, y) ∈ (X × X) \ Δ. Togda dlØ l¸- boæ toqki (z, z) ∈ Δ libo z ≠ x libo z ≠ y, tak kak x ≠ y. V pervom sluqae, v silu parnoæ T_0-otdelimosti (X, τ_1, τ_2), naædetsØ G_1 ∈ τ_1 takoe, qto z ∈ G_1, x /∈ G_1 i pofftomu (x, y) /∈ G_1 × G_2 dlØ l¸bogo G_2 ∈ τ_2, vo vtorom sluqae, opØt~ v silu parnoæ T_0- otdelimosti (X, τ_1, τ_2), naædetsØ G_2 ∈ τ_2 takoe, qto z ∈ G_2, y /∈ G_2 i pofftomu (x, y) /∈ G_1 × G_2 dlØ l¸bogo G_1 ∈ τ_1. V oboih sluqa- Øh naædetsØ otkrytoe v (X × X, β) mnoßestvo U_z, dlØ kotorogo (z, z) ∈ U_z, (x, y) /∈ U_z. Togda (x, y) /∈ ∪U_z|z ∈ X = U ∈ Δβ, qto i do- kazyvaet Δ-otdelimost~ bitopologiqeskogo prostranstva (X, β).

7. Qastiqnoe vloßenie βd : ΔU −→ BT . Budem govorit~, qto

sistema (β( , y), β(x, )|x ∈ X, y ∈ X) vertikal~no vpolne nepreryvna, esli iz shodimosteæ ((x_λ, y_ξ)|λ ∈ Λ_ξ) −→_{β( yξ)} (x_ξ, y_ξ), ((x_ξ, y)|ξ ∈ Ξ) −→_{β( ,y)} (x, y), sleduet shodimost~ ((x_μ, y)|μ ∈ M ) −→_{β( ,y)} (x, y), gde M – napravlennoe uporØdoqennoe mnoßestvo, poluqennoe iz uporØdoqennogo mnoßestva Ξ i vseh Λ_ξ(ξ ∈ Ξ). �lementami fftogo mnoßestva M ØvlØ¸tsØ pary (ξ, η), gde η : Ξ −→ Λ = ∪Λ_ξ|ξ ∈ Ξ, priqem η(ξ) ∈ Λ_ξ. Polaga¸t η < η^′, esli suwestvuet takoe ξ_0 ∈ Ξ, qto η(ξ) = η^′(ξ) dlØ ξ < ξ_0 i η(ξ_0) < η^′(ξ_0), (ξ, η) < (ξ^′, η^′), esli

ξ = ξ^′ ili ße ξ < ξ^′ no η < η^′.

Zametim, qto uslovie vertikal~noæ vpolne nepreryvnosti otliqaetsØ ot usloviØ vertikal~noæ nepreryvnosti tol~ko tem, qto ono ne trebuet shodimosti ((x, y_ξ)|ξ ∈ Ξ) −→_{β(x, )} (x, y),

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 129 Takim obrazom uslovie vertikal~noæ vpolne nepreryvnosti sil~nee, qem uslovie vertikal~noæ nepreryvnosti.

Analogiqno opredelØetsØ uslovie gorizontal~noæ vpolne nepreryvnosti. Sistemu sledov budem nazyvat~ vpolne nepreryvnoæ, esli ona vpolne nepreryvna i vertikal~no i gorizontal~no.

Rassmotrim proizvol~nu¸ Δ-ravnomernu¸ strukturu U s vpolne nepreryvnoæ sistemoæ sledov (imeetsØ v vidu sootvetstvu¸waØ bitopologiqeskaØ struktura β_0U). Togda moßno budet opredelit~ razloßimu¸ bitopologiqesku¸ strukturu β_d =

τ_1 × τ_2, poloßiv (x_λ|λ ∈ Λ) −→_{τ1} x ⇐⇒ ((x_λ, x)|λ ∈ Λ) −→_{β1( ,x)} (x, x). (x_λ|λ ∈ Λ) −→_{τ2} x ⇐⇒ ((x, x_λ)|λ ∈ Λ) −→_{β1(x, )} (x, x). To, qto ffti usloviØ deæstvitel~no opredelØ¸t topologiqeskie struktury τ_1 i τ_2, dokazyvaetsØ proverkoæ vypolneniØ aksiom shodimosti. Pri fftom, kak obyqno, edinstvenno netrivial~noæ ØvlØetsØ proverka vypolneniØ aksiomy kompozicii.

Esli (x_ξ|ξ ∈ Ξ) −→_{τ1} x, (x_λ|λ ∈ Λ_ξ) −→_{τ1} x_ξ, to ((x_ξ , x)|ξ ∈ Ξ) −→_{β1( ,x)} (x, x), ((x_λ, x_ξ)|λ ∈ Λ_ξ) −→_{β1( ,xξ)} (x_ξ, x_ξ) i, v silu vpolne nepreryvnosti rassmatrivaemoæ sistemy sledov, my poluqaem togda ((x_μ, x)|μ ∈ M ) −→_{β( ,x)} (x, x) i potomu (x_μ|μ ∈ M ) −→_{τ1} x. Tem samym dokazano vypolnenie aksiomy kompozicii dlØ τ_1. Analogiqno dokazyvaetsØ vypolnenie fftoæ aksiomy dlØ τ_2.

Rassmotrim teper~ proizvol~nu¸ razloßimu¸ bitopologiqesku¸ strukturu β = τ_1 × τ_2. Ee sistema sledov budet oqevidno vpolne nepreryvnoæ. Pust~ U = U(β) – soglasovannaØ s β, Δ-ravnomernaØ struktura. Zametim, preßde vsego, qto β_d(U(β)) moßet i ne sovpadat~ s β, kak pokazyvaet sledu¸wiæ primer.

130 A. A. IVANOV

Ris. 18.

Primer. Pust~ X = {0, 1}, τ = {∅, {0}, X}, β = τ × τ (ris. 18). Togda U(β) = {X × X}, β_d = {∅, X × X} ≠ β. S drugoæ storony, esli β – razloßimaØ, Δ-otdelimaØ bitopologiqeskaØ struktura, to ee lokalizaciØ (poluqennaØ prisoedineniem k β vseh podmnoßestv mnoßestva X, ime¸wih pustoe pereseqenie s diagonal~¸ Δ) ØvlØetsØ lokal~noæ, lokal~- no razloßimoæ, Δ-otdelimoæ bitopologiqeskoæ strukturoæ β_1. Imeem, oqevidno, U(β_1) = U(β). V silu teoremy predyduwego punkta, β_1 = β_1(U(β_1)) = β_1(U(β)) i potomu β = β_d(U(β)). Takim obrazom spravedlivo sledu¸wee utverßdenie.

Teorema. Pust~ β – razloßimaØ, Δ-otdelimaØ bitopologiqeskaØ

struktura, togda β = β_d(U(β)).

Zameqanie. V predyduwem primere bitopologiqeskaØ struktu-

ra β ne byla Δ-otdelimoæ, pofftomu uslovie Δ-otdelimosti v tol~ko qto dokazannoæ teoreme suwestvenno.

§5. RasxireniØ bitopologiqeskih prostranstv 1. RasxireniØ, slabye rasxireniØ. Bitopologiqeskoe pro-

stranstvo (X^′, β^′) nazyvaetsØ rasxireniem bitopologiqeskogo prostranstva (X, β), esli (X, β) ØvlØetsØ podprostranstvom bitopologiqeskogo prostranstva (X^′, β^′) i β^′-zamykanie mnoßestva

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 131

X × X ravno X^′ × X^′,

β^′ − cl (X × X) = X^′ × X^′.

Bitopologiqeskoe prostranstvo (X^′, β^′) nazyvaetsØ slabym rasxireniem bitopologiqeskogo prostranstva (X, β), esli (X, β) ØvlØetsØ podprostranstvom bitopologiqeskogo pro-

stranstva (X^′, β^′) i dlØ kaßdoæ toqki x ∈ X^′ suwestvuet takaØ toqka y ∈ X^′, qto ili (x, y) ili (y, x) prinadleßit β^′-cl (X × X).

Netrudno zametit~, qto ffti opredeleniØ ØvlØ¸tsØ neposredstvennymi obobweniØmi sootvetstvu¸wih opredeleniæ dlØ razloßimyh bitopologiqeskih prostranstv. Zametim takße, qto v obwem sluqae dlØ slabogo rasxireniØ prØmougol~naØ oboloqka [β^′-cl (X × X)] ne obØzatel~no sovpadaet s X^′ × X^′.

2. Trivial~naØ konstrukciØ. Sledu¸waØ konstrukciØ pozvo-

lØet stroit~ rasxireniØ l¸boæ mownosti proizvol~no fiksirovannogo bitopologiqeskogo prostranstva (X, β). Pust~ X_0- proizvol~noe mnoßestvo, ne ime¸wee obwih toqek s X. Rassmotrim mnoßestvo X^′ = X ∪ X_0 i opredelim na X^′ bitopologiqesku¸ strukturu β^′ = β ∪ {X^′ × X^′}. Netrudno dokazat~, qto bitopologiqeskoe prostranstvo (X^′, β^′) ØvlØetsØ rasxireniem bitopologiqeskogo prostranstva (X, β).

Deæstvitel~no, esli (x, y) /∈ X×X, to edinstvennoæ okrestnost~¸ fftoæ toqki v (X^′ × X^′, β^′) ØvlØetsØ mnoßestvo X^′ × X^′, ime¸wee nepustoe pereseqenie s X × X.

Netrudno takße prevratit~ ffto rasxirenie v slaboe rasxirenie, dobaviv k β^′ ewe odno mnoßestvo, a imenno X_0 × X_0.

Zametim, qto v postroennyh rasxireniØh mnoßestvo X_0 prisoedinØemyh k X toqek (narost rasxireniØ) nikak ne svØzano s ishodnym bitopologiqeskim prostranstvom, my prisoedinØli soverxenno proizvol~noe mnoßestvo. TakaØ ße situaciØ voznikaet i v teorii rasxireniæ topologiqeskih prostranstv, esli na rasxireniØ ne nakladyva¸tsØ dopolnitel~nye usloviØ. Qtoby poluqit~ soderßatel~nu¸ teori¸, neobhodimo naloßit~ na rasxireniØ te ili inye usloviØ. V teorii rasxireniæ topologiqeskih prostranstv takimi usloviØmi byli strogost~ i toqnost~ rasxireniæ. V teorii rasxireniæ bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv ponØtie topologiqeskoæ toqnosti raswepilos~ na toqnost~ i slabu¸ toqnost~ (ponØtie strogosti sohranilost~ v neskol~ko inoæ forme). V teorii proizvol~nyh

132 A. A. IVANOV rasxireniæ bitopologiqeskih prostranstv moßno sformulirovat~ raznye varianty ponØtiØ toqnosti rasxireniØ za sqet razliqnogo ponimaniØ bitopologiqeskoæ razliqimosti toqek narosta, to est~ toqek mnoßestva X^′ \ X iz X.

3. Diagonal~naØ konstrukciØ. Naibolee prostymi ØvlØ¸tsØ

tak nazyvaemye diagonal~nye rasxireniØ. Budem govorit~, qto rasxirenie (X^′, β^′) bitopologiqeskogo prostranstva (X, β) ØvlØetsØ ego diagonal~nym rasxireniem, esli (Δ^′, β^′|Δ^′) ØvlØetsØ rasxireniem topologiqeskogo prostranstva (Δ, β|Δ). Netrudno zametit~, qto v klasse lokal~nyh bitopologiqeskih prostranstv suwestvu¸t tol~ko diagonal~nye rasxireniØ, priqem tol~ko slabye rasxireniØ.

Pust~ (X, β)-proizvol~noe bitopologiqeskoe prostranstvo i (Δ^′, τ^′)-nekotoroe regulØrnoe rasxirenie topologiqeskogo prostranstva (Δ, β|Δ). Bez naruxeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto Δ^′ = {(x, x)|x ∈ X^′}. Krome togo moßno takße sqitat~, qto na mnoßestve (X × X) ∪ Δ^′ opredelena topologiqeskaØ struktura, ØvlØ¸waØsØ ob¨edineniem topologiqeskih struktur β i τ^′.

Deæstvitel~no, toqki narosta rasxireniØ (Δ^′, τ^′) topologiqeskogo prostranstva (Δ, β|Δ) ØvlØ¸tsØ otkrytymi fil~trami v (Δ, β|Δ). Kaßdomu takomu fil~tru moßno sopostavit~ otkrytyæ fil~tr v (X × X, β), zamenØØ ego fflementy otkrytymi v (X × X, β) mnoßestvami, pereseqenie kaßdogo iz kotoryh prinadleßit ishodnomu fil~tru. Takim obrazom my moßem prisoedinØt~ k X × X ne otkrytye fil~try v (Δ, β|Δ), a vzaimno odnoznaqno sootvetstvu¸wie im otkrytye fil~try v (X × X, β), poluqaØ,takim obrazom, rasxirenie prostranstva (X×X, β). Ots¸da sleduet, qto na mnoßestve X^′ ×X^′ suwestvuet hot~ odna topologiqeskaØ struktura β^′, induciru¸waØ na X×X i na Δ^′ topologiqeskie struktury β i τ^′, sootvetstvenno. Bitopologiqeskoe prostranstvo (X^′, β^′), kak v fftom netrudno ubedit~sØ, ØvlØetsØ diagonal~nym rasxireniem bitopologiqeskogo prostranstva

(X, β). Esli pri fftom (X, β)-lokal~noe bitopologiqeskoe pro-

stranstvo, to i (X^′, β^′)-lokal~noe bitopologiqeskoe prostranstvo.

Diagonal~nye rasxireniØ budem takße nazyvat~ Δ-ras-xireniØmi. Δ-rasxireniØ ØvlØ¸tsØ qastnym sluqaem slabyh rasxireniæ, opredelØemyh rasxireniØmi topologiqeskih prostranstv (X × X, β).

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 133

4. Krest konstrukciØ. Pust~ (X, β) – proizvol~noe bitopolo-

giqeskoe prostranstvo, (x, y) – proizvol~naØ toqka v X × X. Rassmotrim krest (X × {y}) ∪ ({x} × X) i, sootvetstvu¸wee fftomu krestu, bitopologiqeskoe v smysle Kelli prostranstvo

(X, β( , y), β(x, )). Pust~, dalee, (X^′, τ^′_1, τ^′_2) – rasxirenie, vozmoß-

no slaboe, prostranstva (X, β( , y), β(x, )). Togda moßno budet rassmotret~ krest (X^′ × {y}) ∪ ({x} × X^′), mnoßestva X^′ × X^′. Na fftom kreste moßno vvesti topologiqesku¸ strukturu, perenesØ ee s kresta v (X^′, τ^′_1 × τ^′_2), opredelennogo toæ ße toqkoæ (x, y). Topologiqesku¸ strukturu β^′ na X^′ ×X^′ moßno opredelit~, teper~, kak minimal~nu¸ topologiqesku¸ strukturu na X^′ ×X^′, induciru¸wu¸ zadannye topologiqeskie struktury na podmnoßestvah X × X i (X × {y}) ∪ ({x} × X) mnoßestva X^′ × X^′. 5. RamoqnaØ konstrukciØ. Pust~ (Y, τ^′) ØvlØetsØ kakim-to ras-

xireniem topologiqeskogo prostranstva (X × X, β), to est~ (X ×

X, β) – podprostranstvo topologiqeskogo prostranstva (Y, τ^′) i τ^′-cl (X × X) = Y . Togda, dlØ l¸bogo mnoßestva X^′ dostatoqno

bol~xoæ mownosti, soderßawego X, X × X ⊂ X^′ × X^′, naædetsØ vloßenie g : Y −→ X^′ × X^′ toßdestvennoe na X × X. Pust~

g(Y ) = Y^′. Fiksiruem ffto vloßenie i ego obraz Y^′. Moßno togda

sqitat~,qto X^′ nel~zØ umen~xit~ pri uslovii, qto Y^′ ⊂ X^′ × X^′. Perenesem topologiqesku¸ strukturu τ^′ s Y na Y^′ posredstvom otobraßeniØ g, oboznaqiv ee opØt~ qerez τ^′. Togda (Y^′, τ^′) budet rasxireniem topologiqeskogo prostranstva (X × X, β). Esli my teper~ zafiksiruem nekotoru¸ topologiqesku¸ strukturu β^′ na

X^′ × X^′, induciru¸wu¸ na Y^′ topologiqesku¸ strukturu τ^′, to

bitopologiqeskoe prostranstvo (X^′, β^′) budet slabym rasxireniem bitopologiqeskogo prostranstva (X, β).

Postroenie takogo rasxireniØ soderßit mnogo fflementov proizvola. Vo-pervyh, my rassmatrivaem proizvol~noe rasxirenie (Y, τ ) ishodnogo topologiqeskogo prostranstva (X × X, β), zatem nekotoroe vloßenie g mnoßestva Y v mnoßestvo X^′ × X^′, toßdestvennoe na X × X (vybor samogo mnoßestva X^′ × X^′ nesuwestvenen) i, nakonec, my vybiraem kaku¸-nibud~ topologiqesku¸ strukturu β^′ na mnoßestve X^′ × X^′, induciru¸wu¸ na Y^′ topologiqesku¸ strukturu g(τ ). Esli my voz~mem v kaqestve g otobraßenie Y na X^′ × X^′, to poluqim v koneqnom sqete (ne slaboe) rasxirenie bitopologiqeskogo prostranstva (X, β). PredstavlØet interes opisanie rasxireniæ (slabyh rasxireniæ) ka-

134 A. A. IVANOV noniqeski opredelØemyh v terminah ishodnyh bitopologiqeskih struktur. Trivial~nym primerom rasxireniØ takogo tipa ØvlØetsØ sledu¸wee rasxirenie.

Pust~ (X, β) – nekotoroe bitopologiqeskoe prostranstvo. Fiksiruem kaku¸-nibud~ toqku x ∈ X, topologiqesku¸ strukturu β(x, ) na mnoßestve {x} × X i nekotoru¸ sistemu Ω otkrytyh v ({x} × X, β(x, )) fil~trov. Kak topologiqesku¸ strukturu, tak i sistemu otkrytyh fil~trov moßno perenesti na X i, sledovatel~no, moßno rassmotret~ Ω-rasxirenie topologiqeskogo prostranstva (X, β(x, ) s mnoßestvom toqek X^′. �to rasxirenie moßno,v svo¸ oqered~, perenesti v X^′ × X^′. Tem samym v mnoßestve X^′ × X^′, budut soderßat~sØ dva mnoßestva X × X i {x} × X^′, na kotoryh opredeleny topologiqeskie struktury. Estestvenno opredelØetsØ, kak dlØ rassmotrennogo vyxe diagonal~nogo rasxireniØ, topologiqeskaØ struktura na ob¨edinenii fftih mnoßestv i, nakonec, vvoditsØ topologiqeskaØ struktura β^′ na X^′ × X^′, β^′ = β ∨ ∁((X × X) ∪ ({x} × X^′)).

§6. KategoriØ bitopologiqeskih prostranstv i ih binepreryvnyh otobraßeniæ

V fftom paragrafe my budem ishodit~ iz togo, qto strukturno opisannye bitopologiqeskie prostranstva i ih binepreryvnye otobraßeniØ obrazu¸t kategori¸ i, sledovatel~no, my moßem obrawat~sØ s nimi, kak s ob¨ektami i, sootvetstvenno, morfizmami konkretnoæ kategorii. Budut dany, v qastnosti, kategornye varianty nekotoryh strukturnyh ponØtiæ, otnoxeniæ i utverßdeniæ.

1. Osnovnye podkategorii. My uße imeli delo s nekotory-

mi podkategoriØmi kategorii BT , a imenno s kategorieæ KT bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv ili, v drugoæ terminologii, razloßimyh bitopologiqeskih prostranstv i ih binepreryvnyh otobraßeniæ, a takße s kategorieæ T topologiqeskih prostranstv i ih nepreryvnyh otobraßeniæ. Pri fftom my otoßdestvlØli (X, τ ) s (X, τ × τ ) i (X, τ_1, τ_2) s (X, τ_1 × τ_2). T ⊂ KT ⊂ BT. �to polnye podkategorii kategorii BT , v tom smysle, qto l¸- boe binepreryvnoe otobraßenie (morfizm) ob¨ektov podkategorii prinadleßit fftoæ podkategorii.

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 135 Rassmatrivalis~ takße i drugie polnye podkategorii kategorii BT :

ΔU – kategoriØ vseh Δ-ravnomernyh prostranstv i ih ravnomernyh otobraßeniæ,

ldBT – kategoriØ vseh lokal~no razloßimyh bitopologi-

qeskih prostranstv i ih binepreryvnyh otobraßeniæ, lBT – kategoriØ vseh lokal~nyh bitopologiqeskih prostranstv i ih binepreryvnyh otobraßeniæ,

rfBT – kategoriØ vseh refleksivnyh bitopologiqeskih

prostranstv i ih binepreryvnyh otobraßeniæ,

sBT – kategoriØ vseh simmetriqnyh bitopologiqeskih prostranstv i ih binepreryvnyh otobraßeniæ,

trBT – kategoriØ vseh tranzitivnyh bitopologiqeskih

prostranstv i ih binepreryvnyh otobraßeniæ.

Meßdu fftimi podkategoriØmi kategorii BT ime¸tsØ sotnoxeniØ vkl¸qeniØ, a imenno ΔU ⊂ rfBT, lBT ⊂ trBT, T ⊂ ldBT, T ⊂ trBT, i nekotorye drugie

2. Retrakcii. Rassmotrim kategori¸ lBT i funktor loc :

BT −→ lBT , sopostavlØ¸wiæ kaßdomu bitopologiqeskomu pro-

stranstvu ego lokalizaci¸ i sohranØ¸wiæ binepreryvnye otobraßeniØ. Lokal~nomu bitopologiqeskomu prostranstvu budet sopostavlØt~sØ pri fftom ono samo, to est~ funktor loc toßdestvenen na rassmatrivaemoæ podkategorii. Pri fftom, esli

f : (X, β) −→ (X^′, β^′) – binepreryvnoe otobraßenie, to f : (X, loc β) −→ (X^′, loc β^′) – binepreryvnoe otobraßenie. Takim

obrazom kategoriØ lBT ØvlØetsØ retraktom kategorii BT , a funktor loc – retrakciØ kategorii BT na kategori¸ lBT .

V 4.3 rassmatrivalas~ retrakciØ Δ : BT −→ ΔU , gde kategoriØ ΔU rassmatrivalas~, kak podkategoriØ kategorii BT i, takim obrazom, kategoriØ ΔU takße ØvlØetsØ retraktom kategorii BT . Suwestvu¸t i drugie retrakcii kategorii BT na ee podkategorii. �ti retrakcii moßno stroit~ sledu¸wim obrazom.

Rassmotrim proizvol~nu¸ podkategori¸ C kategorii BT , dlØ kotoroæ sup X suwestvuet i prinadleßit C dlØ l¸boæ uporØdoqennoæ sovokupnosti X ob¨ektov kategorii C. Pust~ (X, β) – kakoe-to bitopologiqeskoe prostranstvo. Predpoloßim, qto v C

136 A. A. IVANOV suwestvuet bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β^′), dlØ kotorogo

β^′ ⊂ β. Togda my moßem obrazovat~ sup{β^′} vzØtyæ po vsem ta-

kim β^′. Esli naxe predpoloßenie okazyvaetsØ vernym dlØ vseh

(X, β), to my smoßem sopostavit~ kaßdomu bitopologiqeskomu

prostranstvu (X, β) bitopologiqeskoe prostranstvo P(X, β) iz C, poloßiv P(X, β) = (X, P(β)), gde P(β) = sup{β^′}. Operaci¸ P budem nazyvat~ nißneæ P-operacieæ. Analogiqno vvoditsØ sootvetstvie P – verhnØØ P-operaciØ, kotoru¸ moßno postroit~, esli inf X suwestvuet i prinadleßit C dlØ l¸boæ sovokupnosti X ob¨ektov kategorii C, a dlØ l¸bogo bitopologiqeskogo prostranstva (X, β) suwestvuet bitopologiqeskoe prostranstvo

(X, β^′), dlØ kotorogo β ⊂ β^′. Imenno tak stroilis~ verhnØØ sim-

metrizaciØ sym β i nißnØØ simmetrizaciØ sym β dlØ proizvol~- noæ bitopologiqeskoæ struktury β (sm. 1.10). Vo mnogih sluqa- Øh verhnØØ i nißnØØ P-operacii sovpada¸t, tak obstoØlo delo dlØ operaciæ loc i Δ. Zametim pri fftom, qto verhnØØ i nißnØØ P-operacii vsegda toßdestvenny na ob¨ektah kategorii C. RetrakciØ budet polnost~¸ opredelena, esli nam udastsØ prodolßit~ P-operaci¸ na proizvol~nye binepreryvnye otobraßeniØ.

3. Aksiomy retrakcii. V obwem sluqae podkategoriØ C moßet

i ne byt~ polnoæ podkategorieæ kategorii BT , a raspoloßenie C v BT moßet okazat~sØ, s toæ ili inoæ toqki zreniØ, neudaqnym. V svØzi s fftim ßelatel~no vydelit~ special~nye svoæstva raspoloßeniØ C v BT (aksiomy retrakcii). My ne budem svØzyvat~ dal~neæxie rassußdeniØ imenno s kategorieæ BT , a rassmotrim bolee obwu¸ situaci¸, v kotoroæ kategoriØ C ØvlØetsØ retraktom kategorii C^′. Pust~ P : C^′ −→ C – nekotoraØ retrakciØ. Vvedem sledu¸wie terminy i oboznaqeniØ.

Pust~ A^′ – ob¨ekt kategorii C^′ i A = P(A^′). Budem govorit~ togda, qto A^′ ØvlØetsØ detalizacieæ ob¨ekta A (nakryvaet ob¨ekt A) ili ße, qto A ØvlØetsØ shematizacieæ ob¨ekta A^′ (nakryvaetsØ ob¨ektom A^′). Sledovalo by govorit~ ob P-detalizacii i ob P-shematizacii, no dlØ fiksirovannoæ retrakcii ee oboznaqenie budem opuskat~. Klass vseh detalizaciæ ob¨ekta A budem oboznaqat~ qerez C^′(A). V kaßdom takom klasse moßno vvesti otnoxenie predporØdka, poloßiv A^′_2 ⩽ A^′_1 togda i tol~ko togda, kogda suwestvuet takoæ morfizm h^′ : A^′_1 −→ A^′_2, qto

P(h^′) = 1_A –toßdestvennoe otobraßenie A na sebØ. Analogiqnye

ponØtiØ i oboznaqeniØ vvodØtsØ dlØ morfizmov. My moßem, te-

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 137 per~, sformulirovat~ trebuemye aksiomy retrakcii.

1.Suwestvovanie toqnoæ nißneæ granicy nakryva¸wih ob¨- ektov. DlØ l¸boæ sovokupnosti (A^′_ξ |ξ ∈ Ξ) ⊂ C^′(A) suwestvuet toqnaØ nißnØØ granica inf A^′_ξ|ξ ∈ Ξ, prinadleßawaØ k tomu ße klassu C^′(A).

1^′. Suwestvovanie toqnoæ verhneæ granicy nakryva¸wih ob¨ektov. DlØ l¸boæ sovokupnosti (A^′_ξ|ξ ∈ Ξ) ⊂ C^′(A) suwestvuet toqnaØ verhnØØ granica sup A^′_ξ|ξ ∈ Ξ, prinadleßawaØ k tomu ße klassu C^′(A).

Zameqanie. �ti usloviØ dvoæstvenny drug drugu, to est~ oni

perehodØt drug v druga pri perehode k dvoæstvennym kategori- Øm, poluqaemym obraweniem vseh morfizmov.

2. Suwestvovanie toqnoæ nißneæ granicy levyh nakrytiæ. Esli (A^′_ξ |ξ ∈ Ξ) ⊂ C^′(A), A^′ = inf A^′_ξ|ξ ∈ Ξ, u_ξ : A^′_ξ −→ B^′ i P(u^′_ξ ) =

u : A −→ B dlØ vseh ξ ∈ Ξ, to suwestvuet u^′ : A^′ −→ B^′, dlØ

kotorogo P(u^′) = u.

2^′. Suwestvovanie toqnoæ verhneæ granicy pravyh nakrytiæ. Esli (A^′_ξ|ξ ∈ Ξ) ⊂ C^′(A), A^′ = sup A^′_ξ|ξ ∈ Ξ, u_ξ : B^′ −→ A^′_ξ i P(u^′_ξ) = u : B −→ A dlØ vseh ξ ∈ Ξ, to suwestvuet u^′ : B^′ −→ A^′,

dlØ kotorogo P(u^′) = u.

�ti usloviØ takße dvoæstveny drug drugu.

3. Suwestvovanie levyh nakrytiæ. Esli u : A −→ B v kategorii C i B^′ ∈ C^′, P(B^′) = B, to suwestvu¸t v C^′ takie u^′, A^′, qto u^′ : A^′ −→ B^′, P(A^′) = A, P(u^′) = u.

3^′. Suwestvovanie pravyh nakrytiæ. Esli u : B −→ A v kategorii C i B^′ ∈ C^′, P(B^′) = B, to suwestvu¸t v C^′ takie

u^′, A^′, qto u^′ : B^′ −→ A^′, P(A^′) = A, P(u^′) = u.

�ti usloviØ takße dvoæstvenny drug drugu, sledu¸wie ße usloviØ samodvoæstvenny, to est~ dvoæstvenny sami sebe.

4. Razloßimost~ nakrytiæ. Esli u : A −→ B, v : B −→ C v kategorii C, w^′ : A^′ −→ C^′ v kategorii C^′, P(A^′) = A, P(C^′) = C,

P(w^′) = vu, to suwestvu¸t takie B^′, u^′, v^′ v kategorii C^′, qto u^′ : A^′ −→ B^′, v^′ : B^′ −→ C^′, P(u^′) = u, P(v^′) = v, w^′ = v^′u^′.

5. Edinstvennost~ nakrytiæ morfizmov. Esli A^′, B^′ – ob¨ekty kategorii C^′, P(A^′) = A, P(B^′) = B, to sootvetstvie

u^′ −→ P(u^′) ØvlØetsØ vzaimno odnoznaqnym sootvetstviem me-

ßdu mnoßestvom Hom (A^′, B^′) otobraßeniæ A^′ v B^′ i mnoßestvom

Hom (A, B) otobraßeniæ A v B.

138 A. A. IVANOV

Postroeniem sootvetstvu¸wih primerov moßno dokazat~, qto vse ffti aksiomy ne zavisØt drug ot druga. Pri fftom, esli dokazana nezavisimost~ kakoæ-to aksiomy ot ostal~nyh, to nezavisimost~ ot ostal~nyh dvoæstvennoæ eæ aksiomy dokazyvaetsØ analogiqno s ispol~zovaniem dvoæstvennogo primera.

Osoboe mesto zanimaet uslovie minimal~nosti vloßeniØ C v C^′ i dvoæstvennoe emu uslovie maksimal~nosti vloßeniØ C v C^′. Vloßenie minimal~no, esli A = inf A^′|A^′ ∈ C^′(A), vloßenie maksimal~no, esli A = sup A^′|A^′ ∈ C^′(A).

4. Invariantnost~ prØmyh proizvedeniæ i svobodnyh ob¨- edineniæ dlØ retraktov. V obweæ situacii, kogda rassmatri-

vaemye kategorii ne konkretny, prØmye proizvedeniØ i svobodnye ob¨edineniØ takße ne ime¸t konkretnyæ harakter. Zadanie, naprimer, prØmogo proizvedeniØ kakih-to ob¨ektov A_ξ|ξ ∈ Ξ trebuet ne tol~ko zadaniØ nekotorogo ob¨ekta A, no i zadaniØ sistemy (pr_ξ) – proekciæ fftogo ob¨ekta na vse peremnoßaemye ob¨ekty, pr_ξ : A −→ A_ξ . Takim obrazom proizvedenie opredelØetsØ, kak sistema (A, pr_ξ |ξ ∈ Ξ), ime¸waØ sledu¸wee svoæstvo: dlØ l¸boæ sistemy (B, f_ξ , f_ξ : B −→ A_ξ ) suwestvuet otobraßenie f : B −→ A takoe, qto f_ξ = pr_ξ f. Zametim, pri fftom, qto ponØtie svobodnogo ob¨edineniØ dvoæstvenno ponØti¸ prØmogo proizvedeniØ, ono poluqaetsØ obraweniem vseh strelok (morfizmov). Nam dostatoqno, pofftomu, rassmotret~ tol~ko prØmye proizvedeniØ. Svoæstvo invariantnosti prØmyh proizvedeniæ dlØ retraktov sostoit iz dvuh qasteæ, a imenno:

Esli A^′ = ∏ A^′_ξ|ξ ∈ Ξ, A = P(A^′), A_ξ = P(A_ξ ) dlØ vseh ξ ∈ Ξ, to A = ∏ A_ξ |ξ ∈ Ξ. Inaqe govorØ, retrakciØ perevodit

prØmye proizvedeniØ v prØmye proizvedeniØ. S drugoæ storony, esli A = ∏ A_ξ |ξ ∈ Ξ i A^′_ξ takovy, qto P(A^′_ξ) = A_ξ, to ( ∏ A_ξ|ξ ∈ Ξ) ∈ C^′(A). Inaqe govorØ, proizvedenie detalizaciæ ØvlØetsØ

detalizacieæ proizvedeniØ.

Teorema (retrakcii). Esli vypolnØ¸tsØ aksiomy 1^′ i 3 to re-

trakciØ perevodit prØmye proizvedeniØ v prØmye proizvedeniØ.

Teorema (detalizacii). Esli vypolnØ¸tsØ aksiomy 1^′, 3, 3’, 5, to

suwestvuet proizvedenie detalizaciæ ØvlØ¸weesØ detalizacieæ proizvedeniØ.

Zameqanie. V kategorii BT net neobhodimosti govorit~ o su-

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 139 westvovanii proizvedeniØ detalizaciæ, tak kak v neæ proizvedenie opredeleno odnoznaqno. Moßno prosto govorit~ o tom, qto proizvedenie detalizaciæ ØvlØetsØ detalizacieæ proizvedeniØ.

Dokazatel~stvo. (teoremy retrakcii). Pust~ A^′ =^∏ A^′_ξ|ξ ∈ Ξ,

A = P(A^′), A_ξ = P(A^′_ξ) dlØ vseh ξ ∈ Ξ. Nam nado dokazat~, qto A = ∏ A_ξ|ξ ∈ Ξ. Pust~ f_ξ : B −→ A_ξ dlØ nekotorogo B ∈ C, togda v silu aksiomy 3 suwestvuet dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ takoæ ob¨ekt B^′_ξ i takoæ morfizm f^′_ξ : B^′_ξ −→ A^′_ξ , qto P(B^′_ξ ) = B i P(f^′_ξ ) = f_ξ . V silu aksiomy 1^′ suwestvuet B^′ = sup B^′_ξ|ξ ∈ Ξ, priqem P(B^′) = B. No togda my imeem g^′_ξ : B^′ −→ A^′_ξ dlØ g^′_ξ = f^′_ξ h^′_ξ, h^′_ξ : B^′ −→ B^′_ξ . Tak kak A^′ ØvlØetsØ proizvedeniem vseh A^′_ξ, to suwestvuet takoe g^′ :

B^′ −→ A^′, qto f^′_ξ = pr^′_ξg^′. Poloßim f = P(g^′), pr_ξ = P(pr^′_ξ) togda f : B −→ A_ξ, f_ξ = pr_ξ f. Tem samym dokazano, qto A = ∏ A_ξ|ξ ∈ Ξ. Dokazatel~stvo. (teoremy detalizacii). Pust~ A =^∏ Aξ|ξ ∈ Ξ

i dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ fiksirovan ob¨ekt A^′_ξ ØvlØ¸wiæsØ detalizacieæ A_ξ. Nado dokazat~ suwestvovanie proizvedeniØ A^′ = ∏ A^′_ξ, ØvlØ¸wegosØ detalizacieæ A. Tak kak A = ∏ A_ξ|ξ ∈ Ξ, to dlØ vseh ξ ∈ Ξ opredeleny proekcii pr_ξ : A −→ A_ξ . V silu aksiomy 3 budut opredeleny morfizmy ~pr^′_ξ : ~A^′_ξ −→ A^′_ξ , ØvlØ¸wiesØ detalizaciØmi morfizmov pr_ξ. Teper~, v silu aksiomy 1^′ my moßem rassmotret~ A^′ = sup ~A^′_ξ|ξ ∈ Ξ i proekcii

pr^′_ξ : A^′ −→ A^′_ξ, gde pr_ξ = ~pr^′_ξ h_ξ, h_ξ : A^′ −→ ~A_ξ. Po samomu po-

stroeni¸, A^′ ØvlØetsØ detalizacieæ A, nam ostalos~ tol~ko dokazat~, qto A^′ s ukazannymi proekciØmi ØvlØetsØ proizvedeniem ∏ A^′_ξ|ξ ∈ Ξ. Rassmotrim dlØ fftogo proizvol~nyæ ob¨ekt B^′ i ego

otobraßeniØ f^′_ξ : B^′ −→ A^′_ξ, a takße ih retrakcii B, f_ξ . Tak kak A = ∏ A_ξ |ξ ∈ Ξ, to suwestvuet takoe otobraßenie f : B −→ A,

qto f_ξ = fpr_ξ. togda v silu aksiomy 3^′ i aksiomy 5 odnoznaqno opredeleno otobraßenie f^′, nakryva¸wee f. Iz toæ ße aksiomy 5 sleduet togda, qto f^′_ξ = pr_ξ f^′. Teorema dokazana.

Sledstvie. Esli C minimal~no vloßeno v C^′, to v usloviØh pre-

dyduweæ teoremy proizvedenie A ob¨ektov A_ξ|ξ ∈ Ξ v kategorii C ØvlØetsØ takße i proizvedeniem fftih ob¨ektov v kategorii C^′.

Deæstvitel~no, v silu teoremy detalizacii, suwestvuet v kategorii C^′ proizvedenie A^′ = ∏ A_ξ|ξ ∈ Ξ, ØvlØ¸weesØ de-

talizacieæ ob¨ekta A. V silu minimal~nosti vloßeniØ C v C^′,

140 A. A. IVANOV suwestvuet morfizm h : A^′ −→ A, P(h) = 1_A. Togda, esli dany nekotorye B^′, f^′_ξ : B^′ −→ A_ξ , to suwestvuet morfizm f : B^′ −→ A^′, dlØ kotorogo f^′_ξ = pr_ξ f^′. No togda hf : B^′ −→ A i f^′_ξ = pr_ξhf. Sledstvie dokazano.

5. Retrakty i aksiomy retrakcii. Nam izvestny razliqnye

podkategorii kategorii BT , bol~xinstvo iz nih ØvlØ¸tsØ ee retraktami. Harakter raspoloßeniØ fftih podkategoriæ v kategorii BT opisyvaetsØ, preßde vsego, sootvetstvu¸wimi retrakciØmi i vypolneniem dlØ nih aksiom retrakciæ. Naprimer pri izuqenii Δ-ravnomernyh struktur my ubedilis~ v tom, qto retrakciØ Δ : BT −→ ΔU ne udovletvorØet aksiome suwestvovaniØ toqnoæ verhneæ granicy nakryva¸wih ob¨ektov i aksiome suwestvovaniØ toqnoæ nißneæ granicy nakryva¸wih ob¨ektov, vypolnenie drugih aksiom retrakcii my ne proverØli. I seæqas my zaæmemsØ tol~ko proverkoæ vypolneniØ nekotoryh aksiom dlØ nekotoryh retrakciæ, polnaØ proverka dlØ toæ ili inoæ podkategorii moßet byt~ osuwestvlena v sluqae neobhodimosti.

Retrakcii sym i sym sopostavlØ¸t kaßdomu bitopologiqeskomu prostranstvu (X, β) simmetriqnye bitopologiqeskie prostranstva (X, sym β) i (X, sym β), pofftomu my imeem, vo vsØkom sluqae, dve retrakcii kategorii BT na kategori¸ sBT . �ti retrakcii oblada¸t raznymi svoæstvami. Rassmotrim, naprimer, retrakci¸ sym . My dokaßem, privedØ sootvetstvu¸wiæ primer, qto ffta retrakciØ ne udovletvorØet aksiome suwestvovaniØ toqnoæ verhneæ granicy nakryva¸wih ob¨ektov.

Deæstvitel~no, pust~ (X, β_0) – bitopologiqeskoe prostranstvo na X = Rs trivial~noæ bitopologiqeskoæ strukturoæ

β_0 = {∅, X ×X}. Rassmotrim ewe bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β) s β = {∅, U, X × X}, gde U – nekotoroe proizvol~no fiksi-

rovannoe mnoßestvo, dlØ kotorogo U ≠ U^{−1}, U ∩ U^{−1} ≠ ∅. Togda

sym (X, β) = (X, β_0) i sym (X, β^{−1}) = (X, β_0). Odnako sup {β, β^{−1}} = {∅, U, U^{−1}, U ∩U^{−1}, X ×X} = β^′ – simmetriqnaØ bitopologiqeskaØ

struktura, priqem sym (X, β^′) ≠ (X, β_0).

S drugoæ storony, netrudno dokazat~, qto retrakciØ sym udovletvorØet aksiome suwestvovaniØ toqnoæ nißneæ granicy nakryva¸wih ob¨ektov.

Deæstvitel~no, pust~ (X_λ, β_λ|λ ∈ Λ) – nekotoroØ sistema bitopologiqeskih prostranstv s odnim i tem ße sym -obrazom, prostranstvom (X, β). Togda β ⊂ β_λ dlØ vseh λ ∈ Λ i potomu

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 141 β ⊂ ⋂ β_λ|λ ∈ Λ = β^′ i sym (X, β^′) = (X, β_0).

Moßno dokazat~, qto dlØ retrakcii sym situaciØ prØmo protivopoloßna. Takim obrazom my imeem suwestvenno razliqnye retrakcii na odnu i tu ße kategori¸.

§7. Bitopologiqeskie predstavleniØ 1.Nekotorye klassy funkciæ. Izuqenie teh ili inyh klassov

otobraßeiæ sostavlØet vo mnogih sluqaØh vaßnu¸ qast~ issledovaniæ. Bolee togo, takaØ deØtel~nost~ privodit podqas k vozniknoveni¸ novyh ideæ i novyh konstrukciæ. Tak poØvilis~, naprimer, ravnomernye prostranstva i bitopologiqeskie prostranstva, oni pozvolili opisat~ novye klassy otobraßeniæ. My rassmotrim seæqas rØd primerov takogo opisaniØ nekotoryh klassov vewestvennyh funkciæ. �to dovol~no ffkzotiqeskie primery, vozmoßno i ne ime¸wie samostoØtel~nogo znaqeniØ, no demonstriru¸wie vozmoßnosti bitopologiqeskogo podhoda.

Pust~ X = R – qislovaØ prØmaØ, τ_u – ee obyqnaØ topologiqeskaØ struktura. FiksaciØ na R topologiqeskoæ struktury τ_u vydelØet klass nepreryvnyh funkciæ, opredelennyh na R. Rassmotrim, teper~, topologiqesku¸ strukturu τ_r , sostoØwu¸ iz

R, ∅ i mnoßestv Ga = {x|x > a}, dlØ vseh a ∈ R. Po opredeleni¸

topologiqeskoæ struktury τ_r l¸boe mnoßestvo G ⊂ R prinadleßit eæ togda i tol~ko togda, kogda ono obladaet sledu¸wim svoæstvom: esli x ∈ G i x < y to y ∈ G. Esli, teper~, my fiksiruem na R topologiqesku¸ strukturu τ_r , to tem samym vydelim sootvetstvu¸wiæ fftoæ strukture klass funkciæ. Dokaßem, qto ffto est~ klass vseh neubyva¸wih funkciæ.

Pust~ f : R −→ R – nepreryvnoe otnositel~no τ_r otobraßenie i x < y – toqki iz R. Dopustim, qto f(x) > f(y) i rassmotrim v fftom sluqae mnoßestvo f^{−1}(G f(x)+f(y)_2 ). S odnoæ storony ffto mnoßestvo dolßno prinadleßat~ τ , odnako, s drugoæ storony, toqka x prinadleßit emu, a toqka y > x ne prinadleßit. Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet, qto, v deæstvitel~nosti, iz x < y sleduet f(x) ⩽ f(y), to est~ f–neubyva¸waØ funkciØ. To, qto l¸baØ neubyva¸waØ funkciØ prinadleßit fftomu klassu, oqevidno.

Esli my fiksiruem, teper~, na R i topologiqesku¸ strukturu τ_u i topologiqesku¸ strukturu τ_r , to est~ rassmotrim bitopologiqeskoe prostranstvo (R, τ_u, τ_r), to my opredelim fftim

142 A. A. IVANOV

klass vseh nepreryvnyh neubyva¸wih vewestvennyh funkciæ.

Rassmotrim ewe odnu topologiqesku¸ strukturu, a imenno τ_a = {R, ∅, {a}}. Netrudno ponØt~, qto takaØ topologiqeskaØ struktura na R opredelØet klass vewestvennyh funkciæ toßdestvennyh na a i postoØnnyh funkciæ. V sootvetstvii s fftim, klass vseh binepreryvnyh otobraßeniæ (R, τ_u, τ_a) sostoit iz vseh nepreryvnyh vewestvennyh funkciæ toßdestvennyh v toqke a i, koneqno, postoØnnyh funkciæ.

Ewe odin primer. Racional~noæ toqkoæ v R^2 budem nazyvat~ toqku (x, y) s racional~nymi koordinatami. Rassmotrim na

R^2 bitopologiqesku¸ strukturu β, sovpada¸wu¸ s τu × τu na Δ,

a vne Δ sostoØu¸ tol~ko iz vseh podmnoßestv mnoßestva racional~nyh toqek, ne prinadleßawih Δ (zdes~ opØt~ τ_u – obyqnaØ topologiqeskaØ struktura na R). ˚sno, qto klass vseh binepreryvnyh otobraßeniæ (R, β) v sebØ sostoit iz nepreryvnyh vewestvennyh funkciæ, udovletvorØ¸wih nekotoromu dopolnitel~nomu uslovi¸. �to sleduet iz togo,qto otobraßenie f × f otobraßaet Δ v sebØ. DlØ togo naæti ffto uslovie, rassmotrim proizvol~nu¸ racional~nu¸ toqku (x, y), ne prinadleßawu¸ Δ. Ee (f × f)-proobraz, takße ne imeet obwih toqek s Δ. Mnoßestvo (f × f)^{−1}(x, y) dolßno byt~ otkrytym v (X × X, β) mnoßestvom i potomu dolßno sostoØt~ tol~ko iz racional~nyh toqek. �to oznaqaet, qto racional~nye toqki, ne prinadleßawie Δ, mogut byt~ obrazami tol~ko racional~nyh toqek i potomu racional~nye qisla mogut byt~ obrazami tol~ko racional~nyh qisel, esli, koneqno, f ne ØvlØetsØ postoØnnoæ funkcieæ.

2. Bitopologiqeskie detalizacii. Bitopologiqesku¸

strukturu β, opredelennu¸ na mnoßestve X, moßno rassmatrivat~, kak neku¸ dopolnitel~nu¸ strukturu, opredelennu¸ na topologiqeskom prostranstve (X, β|X). Zdes~ β|X – topologiqeskaØ struktura, inducirovannaØ na X topologiqeskoæ strukturoæ β pri otobraßenii j : X −→ X × X, j(x) = (x, x),

β|X = {j^{−1}(G)|G ∈ β}. Proceduru postroeniØ l¸boæ takoæ do-

polnitel~noæ struktury na proizvol~no fiksirovannom topologiqeskom prostranstve (X, τ ) moßno opisat~ sledu¸wim obrazom.

Vloßeniem j : X −→ X × X perenosim topologiqesku¸ strukturu τ s X na Δ ⊂ X × X i zatem, poluqennu¸ takim obrazom, strukturu jτ = {j(G)|G ∈ τ } prodolßaem do nekotoroæ topo-

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 143 logiqeskoæ struktury β na X ×X tak, qto G∩Δ ∈ jτ dlØ kaßdogo

G ∈ β. Togda β|X = {j^{−1}(G)|G ∈ β} = {j^{−1}(G ∩ Δ)|G ∈ β} = = {j^{−1}(G ∩ Δ|G ∩ Δ ∈ jτ } = = {j^{−1}(G^′)|G^′ ∈ jτ } = {H|H ∈ τ } = τ. Esli β|X = τ , to my budem govorit~, qto bitopologiqeskaØ struktura β ØvlØetsØ detalizacieæ topologiqeskoæ struktury τ (pri perehode ot τ k β poØvlØetsØ dopolnitel~naØ strukturnaØ informaciØ) ili ße, qto τ ØvlØetsØ shematizacieæ β (pri perehode ot β k τ qast~ strukturnoæ informacii terØetsØ).

Pust~ β i β^′ – bitopologiqeskie struktury na mnoßestvah X i X^′, sootvetstvenno, τ = β|X, τ^′ = β^′|X^′ i f : (X, β) −→ (X^′, β^′) – binepreryvnoe otobraßenie. Togda f : (X, τ ) −→ (X^′, τ^′) – nepreryvnoe otobraßenie. Obratnoe utverßdenie,voobwe govorØ, neverno, pofftomu sleduet sootvetstvu¸wim obrazom podbirat~ bitopologiqeskie detalizacii topologiqeskih struktur, esli my hotim qtoby nepreryvnym otobraßeniØm sootvetstvovali binepreryvnye otobraßeniØ. �tim obstoØtel~stvom moßno pol~zovat~sØ dlØ vydeleniØ teh ili inyh klassov nepreryvnyh otobraßeniæ.

3. Odno bitopologiqeskoe predstavlenie. Budem govorit~,

qto nekotoryæ klass F nepreryvnyh otobraßeniæ topologiqeskih prostranstv imeet bitopologiqeskoe predstavlenie klassom B bitopologiqeskih prostranstv, esli F sovpadaet s klassom vseh binepreryvnyh otobraßeniæ f : (X, β) −→ (X^′, β^′) dlØ vsevozmoßnyh bitopologiqeskih struktur β i β^′ iz B.

Tak kak l¸baØ bitopologiqeskaØ struktura ØvlØetsØ odnovremenno topologiqeskoæ strukturoæ na sootvetstvu¸wem mnoßestve, to bitopologiqeskoe predstavlenie klassa F ØvlØetsØ, v koneqnom sqete, svoeobraznym topologiqeskim opisaniem fftogo klassa. Inogda, vproqem, prihoditsØ rassmatrivat~ ne proizvol~nye nepreryvnye otobraßeniØ topologiqeskih prostranstv, a nepreryvnye otobraßeniØ prinadleßawie horoxo opisannomu klassu A, naprimer klassu vzaimno odnoznaqnyh otobraßeniæ

144 A. A. IVANOV (monomorfizmov) ili klassu otobraßeniæ na vse prostranstvo (ffpimorfizmov).

Privedem harakternyæ primer bitopologiqeskogo predstavleniØ.

Teorema. Pust~ (X, τ ) – svØznoe topologiqeskoe prostranstvo i

φ : (X, τ ) −→ (X, τ ) – nepreryvnoe otobraßenie bez nepodvißnoæ toqki. Togda mnoßestvo vseh perestanovoqnyh s φ nepreryvnyh otobraßeniæ (X, τ ) v sebØ imeet bitopologiqeskoe predstavlenie v klasse vseh vzaimno odnoznaqnyh otobraßeniæ.

Dokazatel~stvo. Pust~ Γφ = {(x, φ(x))|x ∈ X}, βφ – topologiqe-

skaØ struktura na X, opredelØemaØ sledu¸wimi usloviØmi:

Esli G ∩ Γ_φ = ∅, to G ∈ β_φ ∩ ∁β_φ

β|Γ_φ = (τ × τ )|Γ_φ.

Pust~ f : (X, β_φ) −→ (X, β_φ) – vzaimno odnoznaqnoe binepreryvnoe otobraßenie. Togda f × f : (X × X, β_φ) −→ (X × X, β_φ) – nepreryvnoe otobraßenie. Tak kak Γ_φ = {(x, φ(x))|x ∈ X}, to

Γ_φ = (1 × φ)(X). S drugoæ storony, otobraßenie 1 × φ : (X, τ ) −→ (X × X, τ × τ ) nepreryvno, a β|Γ_φ = (τ × τ )|Γ_φ, pofftomu oto-

braßenie 1 × φ : (X, τ ) −→ (X × X, β_φ) takße nepreryvno i, v silu svØznosti topologiqeskogo prostranstva (X, τ ), mnoßestvo

Γ_φ ØvlØetsØ svØznym podmnoßestvom topologiqeskogo prostran-

stva (X × X, β_φ). Zametim teper~, qto X i, sledovatel~no, Γ_φ soderßit bolee qem odnu toqku, tak kak otobraßenie φ ne imeet nepodvißnoæ toqki. Pofftomu Γ_φ ØvlØetsØ edinstvennoæ neodnotoqeqnoæ komponentoæ svØznosti v topologiqeskom prostranstve

(X × X, β_φ). Ots¸da sleduet, qto libo (f × f)(Γ_φ) ⊂ Γ_φ libo (f × f)(Γ_φ ) – odnotoqeqnoe mnoßestvo. No posledniæ variant ot-

padaet, tak kak f – vzaimno odnoznaqnoe otobraßenie, a X soderßit bolee odnoæ toqki. Takim obrazom, esli x ∈ X, to (f × f)

(x, φ(x)) = (f(x), fφ(x)) ∈ Γ_φ i potomu fφ(x) = φf(x), to est~ oto-

braßenie f perestanovoqno s otobraßeniem φ. Tem samym dokazano,qto iz binepreryvnosti vzaimno odnoznaqnogo otobraßeniØ

f : (X, β_φ) −→ (X, β_φ) sleduet perestanovoqnost~ otobraßeniØ f

s otobraßenim φ.

Rassmotrim teper~ proizvol~noe vzaimno odnoznaqnoe nepreryvnoe otobraßenie f : (X, τ ) −→ (X, τ ) perestanovoqnoe s φ. Togda (f × f)(x, φ(x)) = (f(x), fφ(x)) = (f(x), φf(x)) ∈ Γ_φ dlØ vseh

x ∈ X, to est~ (f × f)(Γ_φ) ⊂ Γ_φ.

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 145 Tak kak f : (X, τ ) −→ (X, τ ) – nepreryvnoe otobraßenie, to

(f ×f) : (X ×X, τ ×τ ) −→ (X ×X, τ ×τ ) – nepreryvnoe otobraßenie.

Zametim teper~, qto po opredeleni¸ struktury β_φ imeet mesto sootnoxenie τ × τ |Γ_φ = β_φ|Γ_φ i potomu otobraßenie

(f × f)|Γ_φ : (Γ_φ, β_φ|Γ_φ) −→ (Γ_φ, β_φ|Γ_φ)

ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeniem.

My dokazali, qto ograniqenie otobraßeniØ f × f : (X ×

X, β_φ) −→ (X × X, β_φ) na Γ_φ ØvlØetsØ nepreryvnym otobraße-

niem. S drugoæ storony, i ograniqenie fftogo otobraßeniØ na

(X × X) \ Γ_φ takße ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeniem, tak

kak topologiqeskaØ struktura β_φ induciruet na fftom mnoßestve diskretnu¸ topologi¸. No oba fftih mnoßestva otkryty v

(X × X, β_φ), pofftomu f × f : (X × X, β_φ) −→ (X × X, β_φ) – nepreryv-

noe otobraßenie, to est~ f : (X, β_φ) −→ (X, β_φ) – binepreryvnoe otobraßenie. Teorema dokazana.

4. BitopologiqeskaØ polnota. Pust~ teper~ Φ – nekotoroe

mnoßestvo nepreryvnyh otobraßeniæ topologiqeskogo prostranstva (X, τ ) v sebØ. Rassmotrim sistemu (Γ_φ|φ ∈ Φ) grafikov otobraßeniæ φ ∈ Φ. Na kaßdom Γ_φ fiksiruem topologiqesku¸ strukturu β_φ = τ × τ |Γ_φ. Vvedem teper~ topologiqesku¸ strukturu β_Φ na X × X, poloßiv G ∈ β_Φ togda i tol~ko togda, kogda G ∩ Γ_φ ∈ β_φ dlØ kaßdogo φ ∈ Φ. Nepreryvnoe otobraßenie

ψ : (X, τ ) −→ (X, τ ) budem nazyvat~ Φ-otobraßeniem, esli oto-

braßenie 1 × ψ : (X, τ ) −→ (X × X, β_Φ) nepreryvno.

Lemma. L¸boe otobraßenie φ ∈ Φ ØvlØetsØ Φ-otobraßeniem. Dokazatel~stvo. Tak kak (1 × φ)(x) = (x, φ(x)) ∈ Γφ dlØ kaßdogo

x ∈ X, to (1 × φ)(X) ⊂ Γ_φ. S drugoæ storony, β_φ = (τ × τ )|Γ_φ i

potomu iz nepreryvnosti otobraßeniØ 1×φ : (X, τ ) −→ (X ×X, τ × τ ) sleduet nepreryvnost~ otobraßeniØ 1 × φ : (X, τ ) −→ (Γ_φ, β_φ) i, v silu togo,qto β_Φ|Γ_φ = β_φ, nepreryvnost~ otobraßeniØ 1×φ :

(X, τ ) −→ (X × X, β_Φ). Lemma dokazana.

Mnoßestvo Φ nepreryvnyh otobraßeniæ (X, τ ) v sebØ budem nazyvat~ bitopologiqeski polnym, esli l¸boe Φ-otobraße-nie prinadleßit Φ.

Teorema. Esli Φ – bitopologiqeski polnaØ sistema nepreryvnyh

otobraßeniæ φ : (X, τ ) −→ (X, τ ), to gomeomorfizm ψ : (X, τ ) −→

146 A. A. IVANOV

(X, τ ) budet binepreryvnym otobraßeniem (X, β_Φ) na sebØ togda i tol~ko togda, kogda ψφψ^{−1} ∈ Φ dlØ kaßdogo φ ∈ Φ.

Dokazatel~stvo. Pust~ ψ – gomeomorfizm (X, τ ) na sebØ i

ψφψ^{−1} ∈ Φ dlØ kaßdogo φ ∈ Φ. Dokaßem, qto v fftom slu-

qae ψ : (X, β_Φ) −→ (X, β_Φ) – binepreryvnoe otobraßenie. Esli

(x, y) ∈ Γ_φ, to est~ y = φ(x), togda (ψ × ψ)(x, y) = = (ψ(x), ψ(y)) = (ψ(x), ψφ(x)) = (ψ(x), φ^′ψ(x)) ∈ Γ_φ0, gde φ^′ = ψφψ^{−1} ∈ Φ. Ta-

kim obrazom (ψ × ψ)(Γ_φ) ⊂ Γ_φ0. Tak kak β_φ = (τ × τ )|Γ_φ i

β_φ0 = (τ ×τ )|Γ_φ0, to otobraßenie ψ ×ψ : (X ×X, β_Φ) −→ (X ×X, β_Φ)

– nepreryvno na kaßdom mnoßestve Γ_φ, φ ∈ Φ i, sledovatel~no, v silu opredeleniØ β_Φ, ono nepreryvno na vsem prostranstve

(X × X, β_Φ), to est~ ψ : (X, β_Φ) −→ (X, β_Φ) – nepreryvnoe otobra-

ßenie.

Pust~ teper~ ψ – gomeomorfizm (X, τ ) na sebØ, ØvlØ¸- wiæsØ binepreryvnym otobraßeniem (X, β_Φ) na sebØ. Otobraßenie ψ^{−1} budet nepreryvnym otobraßeniem (X, τ ) na sebØ. Pust~

φ ∈ Φ, togda 1 × φ : (X, τ ) −→ (X × X, β_Φ) – nepreryvnoe

otobraßenie, v silu predyduweæ lemmy. No togda kompoziciØ

(ψ×ψ)(1×φ)ψ^{−1} = (1×ψφψ^{−1}), takße budet nepreryvnym otobra-

ßeniem (X, τ ) v (X ×X, β_Φ), to est~ ψφψ^{−1} budet Φ-otobraßeniem. Ots¸da, v silu bitopologiqeskoæ polnoty Φ,sleduet ψφψ^{−1} ∈ Φ. Teorema dokazana.

Sledstvie. Esli Φ – bitopologiqeski polnaØ sistema nepreryv-

nyh otobraßeniæ topologiqeskogo prostranstva (X, τ ) v sebØ, to mnoßestvo gomeomorfizmov (X, τ ) v sebØ perestanovoqnyh s Φ imeet bitopologiqeskoe predstavlenie.

Deæstvitel~no, perestanovoqnost~ ψ s Φ (ψΦ = Φψ) oznaqaet, qto dlØ l¸bogo φ ∈ Φ imeet mesto sootnoxenie ψφ = φ^′ψ, gde φ^′ ∈ Φ i potomu ψφψ^{−1} ∈ Φ. Bitopologiqeskim predstavleniem rassmatrivaemogo mnoßestva gomeomorfizmov (X, τ ) na sebØ budet bitopologiqeskaØ struktura β_Φ.

§8. Bistrukturnye prostranstva

IdeØ bitopologiqeskogo prostranstva, osnovannaØ na formule “mnoßestvo X + topologiØ na X × X” moßet byt~ rasprostranena na drugie struktury naprimer “mnoßestvo X + metrika na X ×X” ili “mnoßestvo X + ravnomernost~ na X ×X” i tak

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 147 dalee. Tak my poluqaem bimetriqeskie prostranstva, biravnomernye prostranstva i rØd drugih bistrukturnyh prostranstv. My rassmotrim zdes~ nekotorye tipy biprostranstv.

1. Bimetriki. Bimetrikoæ zadannoæ na mnoßestve X my budem

nazyvat~ metriku d na mnoßestve X × X, paru (X, d) budem nazyvat~ bimetriqeskim prostranstvom. V obwem sluqae bimetrika d nikak ne svØzana s razloßimost~¸ mnoßestva, na kotorom ona zadana, v proizvedenie X × X. V qastnosti shodimosti na X × X mogut byt~ slabo svØzany so shodimostØmi na gorizontal~nyh mnoßestvah i so shodimostØmi na vertikal~nyh mnoßestvah, kak pokazyva¸t sledu¸wie primery.

Primer 1. Pust~ X = [0, 1], Y = {(0, 0)}∪((0, 1]×(0, 1])∪{(−1, y)|y ∈

(0, 1]} ∪ {(x, −1)|x ∈ (0, 1]}. Metriku d na X × X my opredelim pe-

renesØ obyqnu¸ metriku opredelennu¸ na Y posredstvom special~nogo otobraßeniØ f : X × X −→ Y , a imenno

f(x, y) = (0, 0), x = 0, y = 0 (x, y), xy ≠ 0 (x, −1), x ≠ 0, y = 0 (−1, y), x = 0, y ≠ 0. Polagaem togda

d((x_1, y_1), (x_2, y_2)) = r((f(x_1, y_1), f(x_2, y_2)),

gde r-obyqnaØ metrika (ris. 19).

Netrudno zametit~, qto iz d((x, y), (x_0, y_0)) −→ 0 ne obØzatel~no sleduet d((x_0, y), (x_0, y_0)) −→ 0 i d((x, y_0), (x_0, y_0)) −→ 0.

Primer 2. Pust~ X = [0, 1], Y = ((0, 1] × (0, 1]) ∪ (([−1, 0] ×[−1, 0]) \

((−1, 0]×(−1, 0]). Metriku d na X×X my opredelim, kak v primere

1, perenesØ obyqnu¸ metriku opredelennu¸ na Y posredstvom special~nogo otobraßeniØ f : X × X −→ Y , a imenno f(x, y) = (x, y), xy ≠ 0 (x − 1, −1), y = 0 (−1, y − 1), x = 0. Polagaem togda

d((x_1, y_1), (x_2, y_2)) = r((f(x_1, y_1), f(x_2, y_2)),

148 A. A. IVANOV

Ris. 19.

gde r-obyqnaØ metrika (ris. 20).

Netrudno zametit~, qto iz d((x_0, y), (x_0, y_0)) −→ 0 i d((x, y_0),

(x_0, y_0)) −→ 0 ne obØzatel~no sleduet d((x, y), (x_0, y_0)) −→ 0.

2. Razloßimye bimetriki. Budem govorit~, qto bimetrika d,

zadannaØ na X, razloßima, esli d = max (d_1, d_2), gde d_1, d_2 – metriki na X. RazloßimaØ bimetrika, rassmatrivaemaØ, kak metrika zadannaØ na sootvetstvu¸wem mnoßestve, tesno svØzana s razloßeniem fftogo mnoßestva v proizvedenie X × X, v otliqie ot proizvol~noæ bimetriki. V qastnosti, bitopologiqeskaØ struktura na X, opredelennaØ razloßimoæ bimetrikoæ d na X ØvlØetsØ razloßimoæ bitopologiqeskoæ strukturoæ. �to sleduet iz togo, qto τ_d = τ_{d1} × τ_{d2} , gde τ_d, τ_{d1} i τ_{d2} – topologiqeskie struktury, opredelØemye metrikami d, d_1, d_2 na X × X, X i X, sootvetstvenno. Deæstvitel~no, my imeem ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_{τd} (x, y) ⇐⇒ d((x_λ, y_λ), (x, y)) −→ 0, d((x_λ, y_λ), (x, y)) −→ 0 ⇐⇒ { d_1(x_λ, x) −→ 0, d_2(y_λ, y) −→ 0

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 149

Ris. 20.

i pofftomu ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_{τd} (x, y) ⇐⇒ { (x_λ|λ ∈ Λ) −→_{τd1} x, (y_λ|λ ∈ Λ) −→_{τd2} y. 3. RavnomernaØ skoxennost~ bimetriki. Budem govorit~, qto

bimetrika d na X ravnomerno skoxena, esli suwestvuet takoe qislo C > 0, qto

d((x_1, y_1), (x_2, y_2)) ⩾ Cd((x_1, y_1), (x_1, y_2)) d((x_1, y_1), (x_2, y_2)) ⩾ Cd((x_1, y_1), (x_2, y_1))

Teorema. Esli bimetrika d na X ravnomerno skoxena, to d((x, y), (x_0, y_0)) −→ 0 ⇐⇒ { d((x_0, y), (x_0, y_0)) −→ 0 d((x, y_0), (x_0, y_0)) −→ 0.

Dokazatel~stvo. Esli d((x, y), (x0, y0)) −→ 0, to po uslovi¸ rav-

nomernoæ skoxennosti

d((x_0, y), (x_0, y_0)) −→ 0 i d((x, y_0), (x_0, y_0)) −→ 0.

150 A. A. IVANOV

S drugoæ storony, esli

d((x_0, y), (x_0, y_0)) −→ 0 i d((x, y_0), (x_0, y_0)) −→ 0,

to po aksiome treugol~nika d((x, y_0), (x_0, y)) −→ 0. Ots¸- da po uslovi¸ ravnomernoæ skoxennosti sleduet,qto d((x, y),

(x, y_0)) −→ 0 i opØt~ ispol~zuØ aksiomu treugol~nika poluqa-

em d((x, y), (x_0, y_0)) −→ 0. Teorema dokazana.

Zameqanie. Iz dokazannoæ teoremy sleduet to, qto ravnomerno

skoxennaØ bimetrika na X opredelØet na X lokal~no razloßimu¸ bitopologiqesku¸ strukturu.

4. BimetriqeskaØ teorema o nepodvißnoæ toqke. V kaqestve

primera ispol~zovaniØ usloviØ ravnomernoæ skoxennosti my rassmotrim odnu teoremu o nepodvißnoæ toqke dlØ otobraßeniæ bimetriqeskih prostranstv. Pust~ f : (X, d) −→ (X, d)- otobraßenie bimetriqeskogo prstranstva (X, d) v sebØ. Budem nazyvat~ ffto otobraßenie vertikal~no sßima¸wim, esli suwestvuet takoe neotricatel~noe qislo α < 1, qto

d((f(x), f(y_1)), (f(x), f(y_2))) ⩽ αd((x, y_1), (x, y_2))

dlØ l¸byh x, y_1, y_2. Analogiqno opredelØ¸tsØ gorizontal~no sßima¸wie otobraßeniØ. Bimetriqeskoe prostranstvo (X, d) nazyvaetsØ polnym, esli (X × X, d) – polnoe metriqeskoe prostranstvo.

Teorema. Pust~ (X, d)-polnoe bimetriqeskoe prostranstvo s

ravnomerno skoxennoæ bimetrikoæ i f : (X, d) −→ (X, d)- vertikal~no i gorizontal~no sßima¸wee otobraßenie. Togda f imeet edinstvennu¸ nepodvißnu¸ toqku.

Dokazatel~stvo. DlØ proizvol~no fiksirovannyh toqek x, y iz

X rassmotrim posledovatel~nosti (u_n), (v_n), n = 0, 1, 2, . . ., gde

u_n = (x_n, y_n), v_n = (x_n, y_{n+1}), x_n = f^n(x), y_n = f^n(y). Imeem, oqe-

vidno, d(u_n, u_{n+k}) ⩽ n+k−1 ∑ i=n d(u_i, u_{i+1}) ⩽ n+k−1 ∑ i=n (d(u_i, v_i) + d(v_i, u_{i+1})).

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 151 S drugoæ storony,

d(u_i, v_i) = d((f^i(x), f^i(y)), (f^i(x), f^{i+1}(y)) ⩽ ⩽ αd((f^{i−1}(x), f^{i−1}(y)), (f^{i−1}(x), f^i(y)) = αd(u_{i−1}, v_{i−1}) d(v_i, u_{i+1}) = d((f^i(x), (f^{i+1}(y)), (f^{i+1}(x), f^{i+1}(y))) ⩽ ⩽ αd((f^{i−1}(x), f^i(y)), (f^i (x), f^i(y)) = αd(v_{i−1}, u_i), gde α – kofffficient sßatiØ kak vertikal~nogo tak i gorizontal~nogo (moßno sqitat~ bez naruxeniØ obwnosti qto ffti sßatiØ ime¸t odinakovyæ kofffficient). Iz vyxe privedennyh ocenok legko poluqaetsØ sledu¸waØ ocenka dlØ d(u_n, u_{n+k}) d(u_n, u_{n+k}) ⩽ α^n 1 − α [d(u_0, v_0) + d(u_0, v_1)],

iz kotoroæ sleduet, qto (u_n|n = 0, 1, 2, . . .)-fundamental~naØ posledovatel~nost~ Koxi v (X × X, d), shodØwaØsØ v silu polnoty fftogo metriqeskogo prostranstva k nekotoroæ toqke u = (ξ, η). Togda d(u, u_n) −→ 0, pri n −→ ∞ i v silu ravnomernoæ skoxennosti bimetriki d ime¸t mesto shodimosti d((ξ, y_n), (ξ, η)) −→ 0, d((x_n, η), (ξ, η)) −→ 0. Ots¸da sledu¸t shodimosti d((f(ξ), y_{n+1}), (f(ξ), f(η)) −→ 0, d(x_{n+1}, f(η)), (f(ξ), f(η))) −→ 0, tak kak f ØvlØetsØ gorizontal~no i vertikal~no sßima¸wim otobraßeniem (X, d) v sebØ i, sledovatel~no, my imeem shodimost~ d((x_n, y_n), (f(ξ), f(η))) −→ 0, otkuda sleduet, qto f(ξ) = ξ, f(η) = η. Nakonec iz neravenstva d((ξ, ξ), (ξ, η)) ⩽ α((ξ, ξ), (ξ, η)) sleduet ξ = η. Teorema dokazana.

5. Δ-biravnomernye prostranstva. Δ-biravnomernoæ struktu-

roæ, opredelennoæ na X my budem nazyvat~ Δ-ravnomernu¸ strukturu, opredelennu¸ na X × X. Zametim, preßde vsego, qto diagonal~ Δ_2 v (X × X) × (X × X) ne sovpadaet s Δ × Δ, gde Δ – diagonal~ v X × X. Pervoe mnoßestvo sostoit iz

152 A. A. IVANOV vseh toqek ((x, y), (x, y)), a vtoroe iz vseh toqek ((x, x), (y, y)),

x ∈ X, y ∈ X. Odnako meßdu toqkami fftih mnoßestv ime-

etsØ kanoniqeskoe sootvetstvie, a imenno ((x, y), (x, y)) ←→

((x, x), (y, y)). �ti mnoßestva moßno kanoniqeski vloßit~ v X^4, ((x, y), (x, y)) −→ (x, y, x, y), ((x, x), (y, y)) −→ (x, x, y, y), priqem od- no perehodit v drugoe pri perestanovke vtoroæ i tret~eæ koordinat, (x, y, x, y) ←→ (x, x, y, y), to est~ pri otobraßenii φ :

X^4 −→ X^4, φ(x_1, x_2, x_3, x_4) = (x_1, x_3, x_2, x_4). Sootvetstvenno i ih

okrußeniØ perehodØt drug v druga pri perestanovke vtoroæ i tret~eæ koordinat.

Kak i v sluqae bimetrik, zadanie proizvol~noæ Δ-birav-nomernoæ struktury voobwe govorØ nikak ne svØzano s razloßimost~¸ mnoßestva, na kotorom ona zadana, v proizvedenie X ×X.

6. Razloßimye Δ-biravnomernye struktury. Budem govo-

rit~, qto Δ-biravnomernaØ struktura U razloßima, esli suwestvu¸t takie Δ-ravnomernye struktury U_1 U_2 na X, qto

(X × X, U) = (X, U_1) × (X, U_2).

NesmotrØ na to, qto (X ×X, U) = (X, U_1)×(X, U_2), ravenstvo U = U1×U2 ne imeet mesta, tak kak peremnoßa¸tsØ ne topologiqeskie, a bitopologiqeskie prostranstva. Kak bylo uße otmeqeno,

Δ_2 – diagonal~ v ((X × X) × (X × X)) ne sovpadaet s Δ^2 = Δ × Δ

– kvadratom diagonali v X × X, oni perehodØt drug v druga pri perestanovke vtoroæ i tret~eæ koordinat v X^4. Sootvetstvenno fftomu i mnoßestva U_1 × U_2, U_1 ∈ U_1, U_2 ∈ U_2, iz kotoryh obrazovano proizvedenie U_1 × U_2, perehodØt v okrußeniØ diagonali Δ_2 pri perestanovke vtoroæ i tret~eæ koordinat v X^4. Imenno ffti okrußeniØ diagonali Δ_2 i obrazu¸t U.

DlØ razloßimogo Δ-biravnomernogo prostranstva moßno pol~zovat~sØ i drugoæ zapis~¸, a imenno (X, U_1, U_2) – Δ-bi-ravnomernoe v smysle Kelli prostranstvo.

Rassmotrim nekotorye svoæstva razloßimyh Δ-biravno-mernyh prostranstv (X, U), to est~ svoæstva Δ-ravnomernyh prostranstv (X × X, U), predstavimyh v vide (X, U_1) × (X, U_2), gde U_1 i U_2 – nekotorye Δ-ravnomernye struktury na X.

Teorema. Esli U1 i U2 – simmetriqnye Δ-ravnomernye struk-

tury na X i (X × X, U) = (X, U_1) × (X, U_2), to U – simmetriqnaØ Δ-ravnomernaØ struktura na X × X.

Dokazatel~stvo. Netrudno zametit~, qto okrußeniØ U =

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 153 {((x_1, x_2), (y_1, y_2)) |(x_1, y_1) ∈ U_1 ∈ U_1, (x_2, y_2) ∈ U_2 ∈ U_2} obrazu-

¸t bazu Δ-ravnomernoæ struktury U na X × X. Pri fftom vmesto samih struktur U_1 i U_2 moßno brat~ l¸bye ih bazy, v qastnosti bazy, sostoØwie iz simmetriqnyh mnoßestv U_1 = U^{−1}_1 , U_2 = U^{−1}_2 . No togda

U^{−1} = {((y_1, y_2), (x_1, x_2))|(x_1, y_1) ∈ U_1 ∈ U_1, (x_2, y_2) ∈ U_2 ∈ U_2} =

= {((y_1, y_2), (x_1, x_2))|(y_1, x_1) ∈ U_1 ∈ U_1, (y_2, x_2) ∈ U_2 ∈ U_2} = U.

Tem samym dokazano, qto U imeet bazu, sostoØwu¸ iz simmetriqnyh mnoßestv, to est~ ØvlØetsØ simmetriqnoæ Δ-ravnomernoæ strukturoæ.

Teorema. Esli U1i U2 ØvlØ¸tsØ Δ-otdelimymi Δ-ravnomernymi

strukturami na X, to (X, U) = (X, U_1) × (X, U_2) ØvlØ¸tsØ Δotdelimoæ Δ-ravnomernoæ strukturoæ na X × X.

Dokazatel~stvo. Pust~ ((~x1, ~x2), (~y1, ~y2)) toqka, ne prinadleßa-

waØ diagonali Δ ⊂ (X × X) × (X × X). Togda (~x_1, ~x_2) ≠ (~y_1, ~y_2), to est~ libo ~x_1 ≠ ~y_1, libo ~x_2 ≠ ~y_2. Pust~, dlØ opredelennosti,

~x_1 ≠ ~y_1. V silu Δ-otdelimosti struktury U_1, naædetsØ takoe

okrußenie U_1 ∈ U_1, qto (~x_1 ≠ ~y_1 ¯∈ U_1. No togda

((~x_1, ~x_2), (~y_1, ~y_2)) ¯∈ U =

= {((x_1, x_2), (y_1, y_2))|(x_1, y_2) ∈ U_1 ∈ U_1, (x_2, y_2) ∈ U_2 ∈ U_2},

qto i dokazyvaet Δ-otdelimost~ struktury U.

Teorema. Esli U1 i U2 – veælevskie ravnomernye struktury na

X i (X × X, U) = (X_1, U_1) × (X_2, U_2), to U – veælevskaØ ravnomernaØ struktura na ×X.

Dokazatel~stvo. Sleduet iz dokazannyh vyxe teorem i iz so-

otnoxeniØ

U ∘ U = {((x_1, x_2), (y_1, y_2))|(x_1, y_2) ∈ U_1 ∘ U_1 ∈ U_1,

(x_2, y_2) ∈ U_2 ∘ U_2 ∈ U_2}.

154 A. A. IVANOV

GLAVA III.

BITOPOLOGIQESKIE MNOGOOBRAZI˚

GovorØ o bitopologiqeskih mnogoobraziØh, to est~ o topologiqeskih mnogoobraziØh, na kotoryh opredeleny te ili inye bitopologiqeskie struktury, my stalkivaemsØ preßde vsego s problemoæ svØzi meßdu ih topologiqeskimi i bitopologiqeskimi strukturami. V pervyh publikaciØh, posvØwennyh fftoæ probleme, vydvigalis~ dovol~no ßestkie trebovaniØ, nalagaemye na bitopologiqeskie struktury bitopologiqeskih mnogoobraziæ. Sqitalos~ neobhodimym, naprimer, qtoby bitopologiqeskaØ struktura β topologiqeskogo mnogoobraziØ (M, τ ) byla strogo soglasovana s ego topologiqeskoæ strukturoæ, to est~

τ = β|M . Drugim trebovaniem, takße predstavlØvximsØ este-

stvennym, byla sekvencial~nost~ β, kak topologiqeskoæ struktury na M × M . I uß soverxenno besspornym trebovaniem sqitalas~ odnorodnost~ bitopologiqeskoæ struktury topologiqeskogo mnogoobraziØ, sootvetstvu¸waØ ego topologiqeskoæ odnorodnosti. Zdes~ nas budut interesovat~ razliqnye bitopologiqeskie struktury, opredelennye na topologiqeskih mnogoobraziØh, bez kakih-libo predvaritel~nyh ograniqeniæ.

Zametim, kstati, qto uslovie strogoæ soglasovannosti β i τ moßno zamenit~ ograniqeniem klassa rassmatrivaemyh otobraßeniæ. Naprimer, esli my rassmatrivaem binepreryvnye otobraßeniØ f : (M, β) −→ (M^′, β^′), to dlØ β|M = τ, β^′|M^′ = τ^′ l¸boe takoe otobraßenie ØvlØetsØ, kak izvestno, nepreryvnym otobraßeniem (M, τ ) v (M^′, τ^′). Odnako, esli takogo soglasovaniØ net, to my moßem rassmatrivat~ tol~ko te binepreryvnye otobraßeniØ f : (M, β) −→ (M^′, β^′), dlØ kotoryh otobraßenie

f : (M, τ ) −→ (M^′, τ^′) nepreryvno.

V fftoæ glave budut izloßeny osnovy teorii proizvol~nyh bitopologiqeskih mnogoobraziæ, odnako budut imet~sØ v vidu, preßde vsego, bitopologiqeski predstavlennye kusoqno lineænye mnogoobraziØ.

§1. Bitopologiqeskie struktury na R

Prosteæximi topologiqeskimi mnogoobraziØmi ØvlØ¸tsØ evklidovy prostranstva R^n s obyqnoæ topologiqeskoæ strukturoæ. K tomu ße oni ØvlØ¸tsØ fftalonnymi mnogoobraziØmi,

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 155 na nih osnovano samo ponØtie topologiqeskogo mnogoobraziØ. Pofftomu my naqnem izuqenie bitopologiqeskih mnogoobraziæ imenno s izuqeniØ razliqnyh bitopologiqeskih struktur na R^n i preßde vsego na R. Rassmotrim snaqala nekotorye bitopologiqeskie mnogoobraziØ (R, β), struktura kotoryh β poluqena oslableniem obyqnoæ topologiqeskoæ struktury na R^2, posredstvom kakoæ-nibud~ sistemy prØmyh. Pri fftom nas budut interesovat~ binepreryvnye otobraßeniØ sootvetstvu¸wih bitopologiqeskih prostranstv v sebØ. Nekotorye iz privodimyh v §1 i §2 primerov bitopologiqeskih mnogoobraziæ ime¸t, po-vidimomu, qisto akademiqeskiæ interes, demonstriruØ vozmoßnosti bitopologiqeskogo podhoda, drugie ße ime¸t fundamental~noe znaqenie.

1. UsloviØ kusoqnoæ lineænosti otobraßeniæ R v sebØ.

Primer 1. Pust~ β poluqena oslableniem obyqnoæ topolo-

giqeskoæ struktury na R^2 posredstvom sistemy vseh prØmyh

y − a = λ(x − a) v R^2 dlØ vseh a ∈ R i vseh λ > 0. Moßno do-

kazat~ v fftoæ situacii, qto otobraßenie f : (R, β) −→ (R, β) binepreryvno togda i tol~ko togda, kogda ono kusoqno lineæno.

Deæstvitel~no, pust~ β – topologiqeskaØ struktura na

R^2, poluqennaØ oslableniem obyqnoæ topologiqeskoæ struktu-

ry posredstvom ukazannoæ sistemy prØmyh. Srazu zametim, qto β induciruet diskretnu¸ topologi¸ na kaßdoæ gorizontal~noæ i na kaßdoæ vertikal~noæ prØmoæ, tak kak pereseqenie l¸bogo podmnoßestva l¸boæ gorizontal~noæ i l¸boæ vertikal~noæ prØmoæ s l¸boæ naklonnoæ prØmoæ libo pusto libo odnotoqeqno. Rassmotrim teper~ proizvol~noe binepreryvnoe otobraßenie f : (R, β) −→ (R, β) i dokaßem, qto ono ØvlØetsØ kusoqno lineænym otobraßeniem. DlØ fftogo dostatoqno dokazat~, qto f lineæno na otrezkah [x, x + ϵ] i [x − ϵ, x] dlØ kaßdogo x ∈ R, gde

ϵ > 0 zavisit ot x. Zametim, qto moßno ograniqit~sØ tol~ko

sluqaem x = 0, f(0) = 0, kombiniruØ f, v sluqae neobhodimosti s parallel~nymi perenosami na R. Bolee togo my moßem ograniqit~sØ otrezkami [0, ϵ], tak kak β i, odnovremenno, ponØtie kusoqnoæ lineænosti invariantny otnositel~no perehoda ot

(x, y) k (−x, −y). Naxa blißaæxaØ cel~ dokazat~, qto f libo ne

obrawaetsØ v nol~ ni v odnoæ toqke vnutri nekotorogo otrezka

[0, ϵ] libo toßdestvenno ravno nul¸ na nem.

156 A. A. IVANOV

Dopustim, qto f ne toßdestvenno ravna nul¸ na vseh otrezkah [0, ϵ], no suwestvuet takaØ shodØwaØsØ k nul¸ posledovatel~nost~ (x_n|n ∈ N), qto f(x_n) = 0 dlØ kaßdogo n ∈ N.

Oboznaqim qerez A mnoßestvo vseh toqek otrezka [0, 1], dlØ kotoryh f(x) = 0. Toqka 0 budet togda predel~noæ toqkoæ mnoßestva A na otrezke [0, 1] v obyqnoæ topologii. Fiksiruem teper~ proizvol~noe qislo λ ∈ (0, 1). Po opredeleni¸ β, sistema

(x, λx)|x ∈ A), gde A – estestvenno uporØdoqennoe qislovoe mno-

ßestvo, shoditsØ k toqke (0, 0), pofftomu v silu binepreryvnosti f sistema ((f(x), f(λx))|x ∈ A) −→_β (0, 0). No togda, opØt~ ße v silu opredeleniØ struktury β, naædetsØ takoe ϵ = ϵ(λ), qto

f(λx) = 0 dlØ vseh x ∈ A_ϵ = {x|x ∈ A, x ≤ ϵ}. �to znaqit, qto dlØ

kaßdogo poloßitel~nogo ϵ ⩽ ϵ(λ) imeet mesto vkl¸qenie λA_ϵ = {λx|x ∈ A_ϵ} ⊂ A_ϵ. Bolee togo moßno sqitat~, qto λA_ϵ = {λx|x ∈ A_ϵ} ⊂ A_{λϵ}. Tem ße rassußdeniem moßno dokazat~, qto 1 λ A_{λϵ} ⊂ A_ϵ, gde ϵ – dostatoqno maloe poloßitel~noe qislo ne bol~xee, qem

ϵ_1(λ). My dokazali, takim obrazom, qto λA_ϵ = A_{λϵ} dlØ vseh ϵ ⩽ ϵ_0, zavisØwego ot fiksirovannogo nami λ. Fiksiruem i λ i ϵ_0, oblada¸wie ukazannym vyxe svoæstvom. Tak kak takie ϵ zavisØt ot λ, to dlØ drugogo qisla μ my budem imet~ sootnoxenie μA_δ = A_{μδ}, odnako, esli μ =^n √ λ, to v kaqestve δ moßno vzØt~ to ße samoe ϵ, qto i dlØ λ.

Deæstvitel~no, v kaqestve δ moßno vzØt~ λ^mϵ, dlØ dostatoqno bol~xogo m. Takim obrazom n√ λA_λm_ϵ = A n^√_{λλmϵ}, ots¸da λ^{−m n} √ λA_λm_ϵ = λ^{−m}A n^√_{λλmϵ}

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 157 i, sledovatel~no,_n√ λA_ϵ = A n^√_{λϵ} Tak kak ϵ ∈ A, to {ϵλ^{mn} |m, n ∈ N} ⊂ A, otkuda sleduet A = [0, ϵ]. My dokazali, takim obrazom, qto suwestvuet nekotoryæ otrezok [0, ϵ], na kotorom funkciØ f libo toßdestvenno ravna nul¸ libo v nol~ ne obrawaetsØ. V pervom sluqae f lineæna na fftom otrezke, dokaßem ee lineænost~ vo vtorom sluqae. Bez naruxeniØ obwnosti moßno predpolagat~, qto f(x) > 0 na

(0, 1]. Zametim, preßde vsego, qto dlØ kaßdogo λ > 0 suwestvu-

¸t λ^′ > 0 i ϵ > 0 takie, qto f(λx) = λ^′x dlØ vseh x ∈ [0, ϵ]. Deæstvitel~no, esli ffto ne tak, to naædetsØ shodØwaØsØ k nul¸ posledovatel~nost~ (x_n), dlØ kotoroæ f(λx_n) = λ^′_nf(x_n), priqem posledovatel~nost~ (λ^′_n) ne stabiliziruetsØ. Tak kak^{f(λx)}_{f(x)} ØvlØetsØ nepreryvnoæ funkcieæ na (0, ϵ], to slegka izmeniv znaqeniØ x_n my smoßem pereæti k posledovatel~nosti (x_n) −→ 0, dlØ kotoroæ f(λx_n) = λ^′_nf(x_n) i vse λ^′_n razliqny. No togda

(x_n, λx_n) −→_β (0, 0) i v to ße vremØ (f(x_n), f(λx_n)) −̸→_β (0, 0),

qto protivoreqit binepreryvnosti f. Takim obrazom my moßem sqitat~, qto f(λx) = λ^′f(x) dlØ x ∈ (0, ϵ].

Issleduem teper~ funkci¸ λ^′ = λ^′(λ), to est~ otmeqennu¸ tol~ko qto zavisimost~ λ^′ ot λ. Fiksiruem nekotoroe λ > 0, Pust~ α > 0 takoe qislo, qto λ^{′α} = λ. Vvedem novu¸ funkci¸

g(x), poloßiv g(x) = f^α(x) dlØ vseh x ∈ [0, ϵ]. DlØ fftoæ funkcii g(λx) = (f(λx))^α = (λ^′)^αf^α(x) = λg(x). Takim obrazom g(λx) = λg(x). Ots¸da koneqno ne sleduet lineænost~ funkcii g(x), tak kak ravenstvo g(λx) = λg(x) dokazano tol~ko dlØ nekotorogo fiksirovannogo λ. DlØ drugogo qisla λ_1 my budem imet~, vozmoßno, drugu¸ funkci¸ g_1 i, sootvetstvenno, drugoe sootnoxenie

g_1(λ_1x) = λ_1g_1(x).

Fiksiruem dva qisla λ < 1, λ_1 < 1 i, sootvetstvenno, dve funkcii g(x) i g_1(x). Bez naruxeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto

158 A. A. IVANOV oni zadany na [0, ϵ]. Rassmotrim toqki ϵ, λϵ, . . . , λ^nϵ, . . . i otrezki [λ^{n+1}ϵ, λ^nϵ], n = 0, 1, . . ., k, . . .. �ti otrezki perehodØt drug v druga pri λ-sßatii. Toqki (ϵ, g(ϵ)), (λϵ, λg(ϵ)), . . . , (λ^nϵ, λ^ng(ϵ)), . . . nahodØtsØ na grafike funkcii g(x) i takße perehodØt drug v druga pri λ-sßatii. Takim obrazom grafik funkcii g(x) moßno poluqit~ posledovatel~nym λ-sßatiem ee grafika nad otrezkom

[λϵ, ϵ]. Ots¸da sleduet, qto grafik funkcii g(x) leßit meßdu

prØmymi y = kx i y = k^′x, k > k^′ (ris. 21). Analogiqno, grafik funkcii g_1(x) leßit meßdu prØmymi y = k_1x y = k^′_1x. PereædØ k funkcii f(x), my poluqim neravenstva kx ⩽ f^α(x) ⩽ k^′x k_1x ⩽ f^α_1 (x) ⩽ k^′_1x

ili, qto to ße samoe,

(kx)^{1α} ⩽ f(x) ⩽ (k^′x)^{1α}

(k_1x)^{1α1} ⩽ f(x) ⩽ (k^′_1x)^{1α1} .

Ris. 21.

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 159 Bez naruxeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto α ⩽ α_1 ili 1 α ⩾^1_{α1} . Esli ffto neravenstvo strogoe, to dlØ dostatoqno malyh

x imeet mesto neravenstvo (k^′x)^1α < (k_1x)^{1α}1 i my prihodim k protivoreqi¸

f(x) ⩽ (k^′x)^{1α} < (k_1x)^{1α1} ⩽ f(x)

dlØ dostatoqno malyh x. Tem samym dokazano, qto α = α^′. Takim obrazom funkcii g(x) i g_1(x) sovpada¸t, sootnoxenie

g(λx) = λg(x) spravedlivo dlØ vseh λ < 1 i pofftomu funkciØ g(x) = ax ØvlØetsØ lineænoæ funkcieæ a f(x) = (ax)^{1α} . Esli my

teper~ pereædem k drugoæ toqke x_0, to vmesto funkcii f(x) my dolßny budem rassmatrivat~ funkci¸ f^′(x^′) = f(x^′ + x_0) − f(x_0). Po dokazannomu ranee dolßno imet~ mesto sledu¸wee ravenstvo:

f(x^′ + x_0) − f(x_0) = (cx^′)^{1γ} dlØ kakih-to c i γ, qto vozmoßno tol~-

ko dlØ α = 1. Tem samym dokazano, qto f(x) = ax – lineænaØ funkciØ na [0, ϵ] i kusoqno lineænaØ funkciØ na R.

Zameqanie. BitopologiqeskaØ struktura fftogo primera ØvlØet-

sØ, kak netrudno dokazat~, simmetriqnoæ i tranzitivnoæ bitopologiqeskoæ strukturoæ na R. Simmetriqnost~ sleduet iz togo, qto pri otobraßenii simmetrii otnositel~no diagonali prØmaØ

y − b = λ(x − a), λ > 0 perehodit v prØmu¸ x − a =^1_λ (y − b),^1_λ > 0.

Tranzitivnost~ sleduet iz togo, qto esli y = λx i z = μy, λ > 0, μ > 0,to z = λμx, λμ > 0. V sledu¸wem primere bitopologiqeskaØ struktura, takße opisyva¸waØ kusoqno lineænye otobraßeniØ R v sebØ, uße ne budet simmetriqnoæ hoti i ostanetsØ tranzitivnoæ bitopologiqeskoæ strukturoæ.

Primer 2. Pust~ β poluqena oslableniem obyqnoæ topolo-

giqeskoæ struktury na R^2 posredstvom sistemy vseh prØmyh

y − a = λ(x − a) v R^2 dlØ vseh a ∈ R i vseh λ. Moßno dokazat~ v

fftoæ situacii, qto otobraßenie f : (R, β) −→ (R, β) binepreryvno togda i tol~ko togda, kogda ono kusoqno lineæno.

ProsmatrivaØ dokazatel~stvo rezul~tiru¸weæ qasti Primera 1 my legko ubeßdaemsØ v tom, qto ono prohodit i v usloviØh Primera 2. HotØ rasxirenie sistemy prØmyh po sravneni¸ s Primerom 1, po kotoroæ osuwestvlØetsØ zamknutoe oslablenie ishodnoæ (odnoæ i toæ ße dlØ oboih primerov) topologiqeskoæ struktury na R^2, privodit k bolee gruboæ, qem v

160 A. A. IVANOV Primere 1, topologiqeskoæ strukture, tem ne menee osnovnoe ee svoæstvo, a imenno diskretnost~ na kaßdoæ vertikal~noæ prØmoæ, sohranØetsØ. Tot fakt, qto v Primere 1 topologiqeskaØ struktura na gorizontal~nyh prØmyh diskretna a v Primere 2 – obyqnaØ topologiØ prØmoæ, na vozmoßnost~ doslovnogo perenosa dokazatel~stva ne vliØet, tak kak ffta diskretnost~ v processe dokazatel~stva ne ispol~zuetsØ.

2. Primer prizyva¸wiæ k ostoroßnosti. V sledu¸wem pri-

mere my ewe bolee rasxirim sistemu prØmyh v R^2, po kotoroæ osuwestvlØetsØ oslablenie obyqnoæ topologii, pereædØ k bolee gruboæ, qem v Primere 2 i tem bolee v Primere 1, topologiqeskoæ strukture na R^2. Otnositel~no fftoæ bitopologiqeskoæ struktury na R, binepreryvnymi okaßutsØ uße ne tol~ko kusoqno lineænye otobraßeniØ.

Primer 3. Pust~ β poluqena oslableniem obyqnoæ topologi-

qeskoæ struktury na R^2 posredstvom sistemy vseh prØmyh v R^2 (sistemy prØmyh predyduwego primera, dopolnennoæ vsemi vertikal~nymi prØmymi). Moßno dokazat~ v fftoæ situacii, qto suwestvuet binepreryvnoe otobraßenie f : (R, β) −→ (R, β), ne ØvlØ¸weesØ kusoqno lineænym otobraßeniem.

DlØ postroeniØ sootvetstvu¸wego otobraßeniØ rassmotrim nekotoru¸ vozrasta¸wu¸ posledovatel~nost~ (α_n) poloßitel~nyh qisel, shodØwu¸sØ k 1, i sistemu otrezkov [a_n, b_n], n =

1, 2, . . ., b_1 = 1, a_1 = α_1, . . . , b_{n+1} = a_n^2, a_{n+1} = α_{n+1}b_{n+1}, . . .. Polo-

ßim (Ris. 22) f(x) = x − a_n, a_n ⩽ x ⩽^{an+bn}_2 −x + b_n,^{an+bn}_2 ⩽ x ⩽ b_n 0, x /∈ [a_1, b_1], . . . , x /∈ [a_n, b_n], . . .. Netrudno zametit~, qto f ne ØvlØetsØ kusoqno lineænym otobraßeniem v l¸boæ okrestnosti toqki 0. Dokaßem teper~, qto tem ne menee f – binepreryvnoe otobraßenie (R, β) v sebØ. DlØ fftogo dostatoqno dokazat~, qto iz l¸boæ shodimosti (x_n, λx_n) −→_β (0, 0) dlØ 0 < λ < 1 sleduet shodimost~

(f(x_n), f(λx_n) −→_β (0, 0), sluqaæ λ > 1 sleduet ots¸da v silu

simmetrii β otnositel~no diagonali y = x, sohranenie shodimosteæ na vertikal~nyh i gorizontal~nyh prØmyh, a takße na diagonali, sleduet iz nepreryvnosti f na R.

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 161

Ris. 22.

My dokaßem preßde vsego, qto l¸baØ prØmaØ y = λx, 0 <

λ < 1 imeet nepustoe pereseqenie tol~ko s koneqnym qislom prØ-

mougol~nikov [a_m, b_m] × [a_n, b_n], m ⩽ n (Ris. 23).

Ris. 23.

Deæstvitel~no, pust~ takoe pereseqenie imeet mesto, to est~ dlØ nekotorogo x ∈ [a_m, b_m], λx ∈ [a_n, b_n] ili, qto to ße samoe, a_m ⩽ x ⩽ b_m, a_n ⩽ λx ⩽ b_n. My rassmotrim otdel~no sluqai

n = m i m < n. Pust~ m = n, to est~ a_n ⩽ x ⩽ b_n, a_n ⩽ λx ⩽ b_n. To-

162 A. A. IVANOV gda a_n ⩽ λx pofftomu^{an}_x ⩽ λ,^{an}_{bn} ⩽ λ, α_n ⩽ λ. No ffto neravenstvo moßet byt~ vernym tol~ko dlØ koneqnogo qisla fflementov posledovatel~nosti (α_n), tak kak (α_n) −→ 1, a λ < 1. Sluqaæ m = n rassmotren. Pust~ teper~ m < n, to est~ a_m ⩽ x ⩽ b_m, a_n ⩽ λx ⩽ b_n, Togda λ ⩽^{bn}_{am} , no^{bn}_{am} =^{a2n}�^1_{am} = a_{n−1}^{an}�^1_{am} ⩽ a_{n−1}. Takim obrazom

λ ⩽ a_{n−1} i, tak kak (a_n) −→ 0, suwestvuet tol~ko koneqnoe qislo

fflementov posledovatel~nosti (a_n), dlØ kotoryh ffto neravenstvo verno.

Itak proizvol~no fiksirovannaØ prØmaØ y = λx ne peresekaetsØ s prØmougol~nikami [a_m, b_m] × [a_n, b_n] dlØ dostatoqno malyh znaqeniæ x i, takim obrazom, f(x)f(λx) = 0 dlØ vseh dostatoqno malyh znaqeniæ x, posledovatel~nost~ (f(x_n), f(λx_n)) ØvlØetsØ ob¨edineniem dvuh posledovatel~nosteæ, odna iz kotoryh shoditsØ k (0, 0) na gorizontal~noæ prØmoæ, a drugaØ shoditsØ k (0, 0) na vertikal~noæ prØmoæ. Ots¸da sleduet shodimost~

(f(x_n), f(λx_n) −→_β (0, 0). Binepreryvnost~ otobraßeniØ f doka-

zana.

3. MonotonnaØ kusoqno lineænost~. Sledu¸wiæ primer poka-

zyvaet, qto var~iruØ sistemu prØmyh moßno dokazat~ naliqie special~nyh svoæstv u sootvetstvu¸wih fftoæ sisteme kusoqno lineænyh otobraßeniæ.

Primer 4. Pust~ β poluqena oslableniem obyqnoæ topolo-

giqeskoæ struktury na R^2 posredstvom sistemy vseh prØmyh

y − a = λ(x − a) v R^2 dlØ vseh a ∈ R i vseh λ < 0. Moßno do-

kazat~ v fftoæ situacii, qto otobraßenie f : (R, β) −→ (R, β) binepreryvno togda i tol~ko togda, kogda ono kusoqno lineæno i libo strogo monotonno libo postoØnno.

�tot primer v obwem analogiqen Primeru 1, razliqie sostoit tol~ko v tom,qto vmesto usloviØ λ > 0 vvoditsØ uslovie

λ < 0. Sootvetstvenno i mnogie rassußdeniØ zdes~ faktiqeski

povtorØ¸t rassußdeniØ, ispol~zovannye v Primere 1.

Pust~ β – topologiqeskaØ struktura na R^2, poluqennaØ oslableniem obyqnoæ topologiqeskoæ struktury posredstvom ukazannoæ sistemy prØmyh. Srazu zametim, qto i v fftom primere, β induciruet diskretnu¸ topologi¸ na kaßdoæ gorizongal~noæ i na kaßdoæ vertikal~noæ prØmoæ. Rvssmotrim teper~ proizvol~noe binepreryvnoe otobraßenie f : (R, β) −→ (R, β) i dokaßem, qto ono ØvlØetsØ kusoqno lineænym otobraßeniem. DlØ

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 163 fftogo dostatoqno dokazat~, qto f lineæno na otrezkah [x, x + ϵ],

[x − ϵ, x] dlØ kaßdogo x ∈ R, gde ϵ zavisit ot x. Zametim, qto

moßno sqitat~ f(0) = 0, rassmotrev, v sluqae neobhodimosti, kompozici¸ f so sdvigom na R. Naxa blißaæxaØ cel~ dokazat~, qto f libo ne obrawaetsØ v nol~ ni v odnoæ toqke otrezkov

[−ϵ, 0], [0, ϵ] dlØ nekotorogo ϵ > 0 libo toßdestvenno ravno nu-

l¸ na nih (zdes~ proØvlØetsØ razliqie meßdu usloviem λ > 0 i usloviem λ < 0).

Dal~neæxee rassußdenie analogiqno sootvetstvu¸wemu rassußdeni¸ Primera 1 s toæ razniceæ, qto dlØ λ < 0 posledovatel~nost~ (f(λx_n)) prinadleßit, naqinaØ s nekotorogo n, ne otrezku [0, 1], a otrezku [−1, 0]. Pofftomu prihoditsØ snaqala rassmatrivat~ posledovatel~nost~ (x_n, − √ λx_n), λ > 0, dlØ kotoroæ

vse f(x_n) = 0 i pofftomu naqinaØ s nekotorogo n vse f(− √ λx_n) = 0,

i uß zatem rassmotrivat~ posledovatel~nost~ (− √ λx_n), λx_n), dlØ kotoroæ, naqinaØ s nekotorogo n vse f(λx_n) = 0. V dal~neæxih rassußdeniØh takße prihoditsØ ispol~zovat~ vmesto odnogo perehoda ot posledovatel~nosti (x_n) k posledovatel~nosti

(^n √ λx_n) dva perehoda, a imenno snaqala ot (x_n) k (−^{2n} √ λx_n) i

zatem ot (−^{2n} √ λx_n) k (^n √ λx_n). Takim obrazom budet dokazano, qto dlØ nekotorogo ϵ > 0 funkciØ f(x) obrawaetsØ v nol~ na [−ϵ, ϵ] libo tol~ko v toqke 0 libo na vsem fftom otrezke. Dal~neæxie rassußdeniØ privodØwie k ustanovleni¸ lineænosti f na [−ϵ, 0] i na [0, ϵ] prohodØt v Primere 4 v toqnosti tak ße, kak v Primere 1. OstaetsØ dokazat~, qto otobraßenie f libo strogo monotonno libo postoØnno.

Pust~ f – ne postoØnnoe otobraßenie, to est~ ono ne postoØnno i lineæno na nekotorom otrezke, priqem moßno sqitat~, qto ono strogo monotonno na fftom otrezke. �tot otrezok soderßitsØ v nekotoroæ maksimal~noæ oblasti strogoæ monotonnosti rassmatrivaemoæ funkcii. Dopustim, qto ffta oblast~ ne sovpadaet s R, togda naædetsØ hot~ odna toqka ograniqiva¸waØ fftu oblast~. Bez naruxeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto ffta toqka

x_0 ØvlØetsØ obwim koncom dvuh otrezkov, na odnom iz kotoryh

funkciØ f lineæna i vozrastaet, a na drugom ona ne vozrastaet, inaqe govorØ, suwestvu¸t λ_1 > 0, λ_2 ⩽ 0 takie, qto f(x) = { f(x_0) + λ_1(x − x_0), x < x_0

f(x_0) + λ_2(x − x_0), x > x_0.

164 A. A. IVANOV

Togda imeet mesto shodimost~ (x_0−2^{−n}, x_0+2^{−n}) −→ (x_0, x_0) i v to ße vremØ f(x_0 −2^{−n}) = f(x_0)+λ_1(−2^{−n}), f(x_0 +2^{−n}) = f(x_0)+

λ_22^{−n}. Ots¸da sleduet, qto toqka f(x_0) ne leßit meßdu toqkami f(x_0)+λ_1(−2^{−n} i f(x_0)+λ_22^{−n}) i pofftomu (f(x_0)+λ_1(−2^{−n}, f(x_0)+ λ_22^{−n}) −̸→ (f(x_0, f(x_0)). Tem samym dokazano, qto f(x) ØvlØetsØ

strogo monotonnoæ funkcieæ.

4. LokalizaciØ i sekvencial~nost~. Sledu¸wiæ primer po-

kazyvaet, qto lokalizaciØ sekvencial~noæ struktury moßet okazat~sØ v interesu¸wih nas situaciØh ne sekvencial~noæ strukturoæ.

Primer 5. Rassmotrim teper~ lokalizaci¸ β0 bitopologiqe-

skoæ struktury β Primera 2. Binepreryvnye otobraßeniØ f :

(R, β0) −→ (R, β0) budut i v fftom sluqae kusoqno lineænymi oto-

braßeniØmi, no ne ffto nas seæqas interesuet. Moßno dokazat~, qto do lokalizacii topologiqeskaØ struktura na R^2 budet sekvencial~noæ, a ee lokalizaciØ ne budet sekvencial~noæ topologiqeskoæ strukturoæ na R^2.

Deæstvitel~no, pust~ H – proizvol~noe zamknutoe v (R^2, β) mnoßestvo. Esli posledovatel~nost~ (x_n|n ∈ N),sostoØwaØ iz toqek mnoßestva H, shoditsØ v (R^2, β) k nekotoroæ toqke x ∈ R^2, to naædetsØ takaØ ne vertikal~naØ prØmaØ, prohodØwaØ qerez toqku x, qto pereseqenie fftoæ posledovatel~nosti s fftoæ prØmoæ ØvlØetsØ shodØweæsØ k x posledovatel~nost~¸. Tak kak pereseqenie mnoßestva H s fftoæ prØmoæ ØvlØetsØ zamknutym mnoßestvom, to x ∈ H. No togda mnoßestvo H soderßit vse toqki k kotorym shodØtsØ posledovatel~nosti toqek prinadleßawih H. Pust~ teper~ H – nekotoroe mnoßestvo, soderßawee vse toqki k kotorym shodØtsØ posledovatel~nosti toqek iz H. Togda pereseqenie fftogo mnoßestva s l¸boæ prØmoæ obladaet tem ße svoæstvom i potomu ØvlØetsØ zamknutym mnoßestvom, otkuda sleduet, qto i H ØvlØetsØ zamknutym mnoßestvom. Tem samym dokazano, qto β – sekvencial~naØ topologiqeskaØ struktura.

Pereædem teper~ k bitopologiqeskomu prostranstvu

(R, β0). Rassmotrim mnoßestvo H = {(x.y)|0 < x < 1, o < y < x^2}

(Ris. 24).

Toqka (0, 0) ØvlØetsØ predel~noæ toqkoæ mnoßestva H v topologiqeskom prostranstve (R^2, β), pofftomu ona ØvlØetsØ predel~noæ toqkoæ fftogo mnoßestva i v prostranstve (R^2, β_0). S drugoæ storony v H net posledovatel~nosti toqek shodØweæsØ k

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 165

Ris. 24.

kakoæ-nibud~ toqke vne H, qto protivoreqit predpoloßeni¸ o sekvencial~nosti (R^2, β_0).

§2. Bitopologiqeskie struktury na R^n, n > 1

Naxa blißaæxaØ cel~ – rassmotret~ otobraßeniØ R^n v sebØ i v kakoæ-to stepeni ocenit~ vozmoßnost~ vydeleniØ togo ili inogo klassa takih otobraßeniæ fiksacieæ na R^n sootvetstvu¸weæ bitopologiqeskoæ struktury. My budem, kak pravilo, rassmatrivat~ zdes~ R^n tol~ko dlØ n > 1, ne ogovarivaØ kaßdyæ raz ffto uslovie.

1. �kzotiqeskie primery. My rassmotrim zdes~ tri primera,

prikladnaØ cennost~ kotoryh byt~ moßet i problematiqna, no, tem ne menee, teoretiqeskaØ znaqimost~ bessporna.

Primer 1. Pust~ X = R^n, β – topologiqeskaØ struktura na

X × X, opredelennaØ sledu¸xim obrazom:

na sferiqeskom cilindre S_1 × Δ = {(x, y)|d(x, y) = 1}, os~¸ kotorogo ØvlØetsØ diagonal~ Δ ⊂ R^n × R^n a d – obyqnaØ metrika na R^{2n}, topologiqeskaØ struktura inducirovana obyqnoæ topologieæ evklidova prostranstva R^{2n} i kaßdoe mnoßestvo, ne

166 A. A. IVANOV ime¸wee obwih toqek s fftim sferiqeskim cilindrom, prinadleßit β.

Moßno dokazat~, qto l¸boe otobraßenie f bitopologiqeskogo prostranstva (R^n, β) v sebØ binepreryvno togda i tol~ko togda, kogda ono postoØnno ili ØvlØetsØ izometrieæ.

Deæstvitel~no, pust~ f ne postoØnnoe otobraßenie. Togda otmeqennyæ v opisanii primera cilindr otobraßaetsØ v sebØ, tak kak on ØvlØetsØ edinstvennym svØznym neodnotoqeqnym mnoßestvom. Iz fftogo opredeleniØ sleduet, qto l¸boe binepreryvnoe otobraßenie (X, β) v sebØ libo postoØnno (imeet odnotoqeqnyæ obraz) libo otobraßdet vydelennyæ sferiqeskiæ cilindr v sebØ, to est~ sohranØet ediniqnoe rasstoØnie meßdu toqkami

x, y v R^n. Moßno dokazat~, qto otobraßenie R^n v sebØ, sohranØ¸-

wee ediniqnye rasstoØniØ meßdu toqkami, ØvlØetsØ izometrieæ pri n > 1, dlØ n = 1 ffto bolee sloßnoe otobraßenie.

Primer 2. Pust~ X = R^n, β – topologiqeskaØ struktura na

X × X, opredelennaØ sledu¸xim obrazom:

na cilindrah S_a × Δ = {(x, y)|d(x, y) = a}, a ⩾ 0, os~¸ kotoryh ØvlØetsØ diagonal~ Δ ⊂ R^n × R^n a d – obyqnaØ metrika na

R^{2n}, topologiqeskaØ struktura inducirovana obyqnoæ topolo-

gieæ evklidova prostranstva R^{2n} i kaßdyæ takoæ sferiqeskiæ cilindr, vkl¸qaØ diagonal~ (sluqaæ a = 0), ØvlØetsØ otkrytozamknutym v (X, β) mnoßestvom.

Iz fftogo opredeleniØ sleduet, qto l¸boe binepreryvnoe otobraßenie (X, β) v sebØ perevodit pary toqek s odinakovym rasstoØniem v pary toqek s odinakovym (vozmoßno drugim) rasstoØniem. Moßno dokazat~, qto takie otobraßeniØ ØvlØ¸tsØ otobraßeniØmi podobiØ.

Primer 3. Pust~ X = R^n, β – topologiqeskaØ struktura na

X × X, opredelennaØ sledu¸xim obrazom:

na vseh mnoßestvah v R^{2n} parallel~nyh diagonali Δ ⊂

R^n × R^n topologiqeskaØ struktura inducirovana obyqnoæ topo-

logieæ v R^{2n} i kaßdoe takoe mnoßestvo otkryto i, odnovremenno, zamknuto v (X, β).

Iz fftogo opredeleniØ sleduet, qto l¸boe binepreryvnoe otobraßenie (X, β) v sebØ perevodit ravnye vektory evklidova prostranstva R^n v ravnye vektory. Moßno dokazat~, qto takie otobraßeniØ ØvlØ¸tsØ lineænymi otobraßeniØmi.

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 167

2. UsloviØ kusoqno lineænosti otobraßeniØ R^p v R^q. Bolee

soderßatel~nymi ØvlØ¸tsØ sledu¸wie dva primera, otnosØwiesØ k teorii kusoqno lineænyh mnogoobraziæ.

Primer 4. Pust~ βn – topologiqeskaØ struktura, ØvlØ¸waØ-

sØ oslableniem obyqnoæ topologiqeskoæ struktury na R^{2n} posredstvom sistemy n-mernyh giperploskosteæ y − a = λ(x − a), gde a ∈ R^n, λ > 0. Moßno dokazat~ togda, qto otobraßenie

f : (R^p, β_p) −→ (R^q, β_q) binepreryvno togda i tol~ko togda, kogda f ØvlØetsØ kusoqno lineænym otobraßeniem R^p v R^q.

Deæstvitel~no, sluqaæ p = q = 1 uße rassmotren v Primere 1 predyduwego paragrafa. Rassmotrim teper~ sluqaæ p =

1, q > 1. Pust~ f : (R, β_1) −→ (R^q, β_q)-binepreryvnoe otobraßenie.

Togda f = (f_1, f_2, . . . , f_q), gde kaßdoe f_i otobraßaet bitopologiqeskoe prostranstvo (R, β) Primera 1 v sebØ. V sootvetstvii s zakl¸qitel~noæ qast~¸ fftogo primera, vse f_i ØvlØ¸tsØ kusoqno lineænymi otobraßeniØmi i pofftomu f – kusoqno lineænoe otobraßenie. Dal~neæxee rassußdenie ispol~zuet indukci¸ po p pri proizvol~nom q.

Rassmotrim proizvol~no fiksirovannoe binepreryvnoe otobraßenie f : (R^{p+1}, β_{p+1}) −→ (R^q, β_q ). Naxa cel~ dokazat~, qto ffto otobraßenie budet kusoqno lineænym v predpoloßenii kusoqno lineænosti l¸bogo binepreryvnogo otobraßeniØ

g : (R^p, β_p) −→ (R^q, β_q). DlØ fftogo dostatoqno dokazat~, qto f-

kusoqno lineæno v nekotoroæ okrestnosti l¸boæ toqki x ∈ R^{p+1}. Bez naruxeniØ obwnosti moßno ograniqit~sØ izuqeniem otobraßeniØ f v okrestnosti toqki O, vse koordinaty kotoroæ ravny nul¸, i sqitat~ pri fftom, qto f(O) = O. Po predpoloßeni¸ f – kusoqno lineæno na kaßdom luqe L s naqal~noæ toqkoæ O i pofftomu lineæno na nekotorom otrezke [O, l] fftogo luqa. Budem sqitat~ pri fftom, qto ffto maksimal~nyæ otrezok lineænosti otobraßeniØ f na luqe L (v qastnosti moßet okazat~sØ, qto f lineæno na vsem luqe L). Budem nazyvat~ ego pervym otrezkom lineænosti na luqe L. My dokaßem, preßde vsego, qto sovokupnost~ toqek pervyh otrezkov lineænosti, vzØtyh po vsem luqam iz O, ØvlØetsØ okrestnost~¸ toqki O v R^{p+1}.

Deæstvitel~no, dopustim, qto suwestvu¸t pervye otrezki lineænosti skol~ ugodno maloæ dliny. Rassmotrim togda posledovatel~nost~ [O, l_k] takih otrezkov na luqah L_k, dlØ kotoryh

(l_k) −→ O. Pust~ [l_k, l_k^′] – vtoroæ otrezok lineænosti otobra-

168 A. A. IVANOV ßeniØ f na luqe L_k. Fiksiruem nekotoroe qislo λ, 0 < λ < 1. Na kaßdom luqe L_k fiksiruem zatem taku¸ toqku x_k ∈ [l_k, l_k^′], qto λx_k ∈ [O, l_k]. ˚sno, qto (λx_k, x_k) −→_{βp+1} (O, O). S drugoæ storony dokaßem, qto ffti toqki x_k, λx_k moßno vybrat~ tak, qto

(f(λx_k), f(x_k)) −̸→_{βq} (O, O). DlØ dokazatel~stva fftogo nam pri-

detsØ rassmotret~ neskol~ko sluqaev.

1) f(l_k ) = O dlØ vseh k ∈ N. V fftom sluqae f(l^′_k ) ≠ O, tak kak [O, l_k] – maksimal~nyæ otrezok lineænosti otobraßeniØ f na luqe L_k. Togda f(x_k) ≠ O, no f(λx_k) = O, pofftomu (f(λx_k), f(x_k)) −̸→_{βq} (O, O). 2) f(l_k ) ≠ O, toqki O, f(l_k), f(l^′_k) ne leßat na odnoæ prØmoæ i pofftomu ne suwestvuet λ^′, dlØ kotorogo f(λx_k ) = λ^′f(x_k).

3) f(l_k) ≠ O, toqki O, f(l_k), f(l^′_k) leßat na odnoæ prØmoæ. Bez naruxeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto ffti toqki leßat na luqe L_k, f(l_k) = μ_kl_k, μ_k > 0, f(l^′_k) − f(l_k) = μ^′(l_k − l^′_k), priqem

μ^′_k ≠ μ_k, tak kak [O, l_k] – maksimal~nyæ otrezok lineænosti oto-

braßeniØ f. Togda f(x_k) − f(l_k ) = μ^′_k(x_k − l_k), f(λx_k) = μλx_k, f(λx_k) f(x_k) = λμ_k x_k f(l_k ) + μ^′(x_k − l_k) = λμ_k x_k μ_kl_k + μ^′_k(x_k − l_k)

Esli x_k blizko k l_k (x_k s l_k), to λ^′_k =^{f(λxk)}_{f(xk)} s^λ_{lk} x_k, pofftomu my moßem var~irovat~ veliqinu λ^′_k slegka menØØ x_k. Takim obrazom i v fftom sluqae my naædem posledovatel~nost~ x_k taku¸, qto (λx_k, x_k) −→_{βp+1} (O, O), no (f(λx_k ), f(x_k)) −̸→_{βq} (O, O).

˚sno, qto dlØ l¸boæ posledovatel~nosti (l_k) −→ O my budem imet~ odin iz fftih treh sluqaev, perehodØ, esli ffto neobhodimo, k ee podposledovatel~nosti, poztomu suwestvovanie takoæ posledovatel~nosti privodit nas k protivoreqi¸. Tem samym dokazano, qto toqki vseh otrezkov lineænosti [O, l] obrazu¸t okrestnost~ toqki O. V fftoæ okrestnosti moßno vzØt~ (p + 1)- mernyæ simpleks, soderßawiæ vnutri toqku O. Togda, po induktivnomu predpoloßeni¸, otobraßenie f kusoqno lineæno na granice fftogo simpleksa, a na otrezkah, soedinØ¸wih toqku O s toqkami granicy simpleksa, ffto otobraßenie, po dokazannomu vyxe, lineæno. Ots¸da sleduet, qto f – kusoqno lineæno na vsem simplekse, to est~ kusoqno lineæno na nekotoroæ okrestnosti toqki O.

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 169 My dokazali, qto iz binepreryvnosti otobraßeniØ f :

(R^p, βp) −→ (Rq, βq) sleduet kusoqno lineænost~ otobraßeniØ f : R^p −→ R^q. Dokaßem teper~ obratnoe utverßdenie. Pust~ f : R^p −→ R^q – kusoqno lineænoe otobraßenie dokaßem, qto v

fftom sluqae otobraßenie f : (R^p, β_p) −→ (R_q, β_q) budet binepreryvnym otobraßeniem. Bez naruxeniØ obwnosti moßno predpolagat~, qto f(O) = O. Pust~ (λx_k, x_k) −→_{βp} (O, O), dokaßem, qto

(f(λx_k), f(x_k)) −→_{βq} (O, O). OpØt~ ße bez naruxeniØ obwnosti

moßno predpolagat~, qto vsØ posledovatel~nost~ (λx_k, x_k) celikom soderßitsØ v nekotorom simplekse soderßawemsØ v R^q i f otobraßaet fftot simpleks lineæno na nekotoryæ simpleks soderßawiæsØ v R^q. No togda l¸baØ para toqek λx_k, x_k perehodit pri otobraßenii f v paru toqek f(λx_k) = λf(x_k ), f(x_k) i, takim obrazom, (f(λx_k ), f(x_k)) −→_{βq} (O, O), qto i trebovalos~ dokazat~.

Zameqanie. Netrudno zametit~, qto bitopologiqeskaØ struk-

tura fftogo primera simmetriqna i tranzitivna, odnako uslovie λ > 0, obespeqiva¸wee simmetriqnost~, nesuwestvenno dlØ rezul~tativnoæ qasti primera. Tot ße rezul~tat my poluqim, esli opustim uslovie λ > 0. Inaqe govorØ, spravedlivo zakl¸- qenie sledu¸wego primera.

Primer 5. Pust~ βn – topologiqeskaØ struktura, ØvlØ¸waØ-

sØ oslableniem obyqnoæ topologiqeskoæ struktury na R^{2n} posredstvom sistemy n-mernyh giperploskosteæ y − a = λ(x − a), gde a ∈ R^n, λ ∈ R. Moßno dokazat~ togda, qto otobraßenie

f : (R^p, β_p) −→ (R^q, β_q) binepreryvno, togda i tol~ko togda, kogda f ØvlØetsØ kusoqno lineænym otobraßeniem R^p v R^q.

Primer 6. Pust~ βn – topologiqeskaØ struktura, ØvlØ¸waØsØ

oslableniem obyqnoæ topologiqeskoæ struktury na R^{2n} posredstvom sistemy n-mernyh giperploskosteæ y − a = λ(x − a), gde

a ∈ R^n, λ ∈ R^n (zdes~ λ(x − a) rassmatrivaetsØ, kak toqka v R^n s

koordinatami λ_i(x_i − a_i)). Moßno dokazat~ togda, qto otobraßenie f : (R^p, β_p) −→ (R_q, β_q) binepreryvno, togda i tol~ko togda, kogda f ØvlØetsØ kusoqno lineænym otobraßeniem R^p v R^q.

Deæstvitel~no, sluqaæ p = 1, q – proizvol~no, rassmatrivaetsØ, kak v Primere 4. OtkloneniØ ot rassußdeniæ fftogo primera naqinaetsØ v toæ ego qasti, kotoraØ kasaetsØ mnoßestva vseh toqek pervyh otrezkov lineænosti otobraßeniØ na luqah vyhodØwih iz toqki O. Nam nado dokazat~, qto toqka O ØvlØ-

170 A. A. IVANOV etsØ vnutrenneæ toqkoæ fftogo mnoßestva. Kak v Primere 4, my dopuskaem, qto ffto neverno, to est~ suwestvuet kakaØ-to posledovatel~nost~ [O, l_k] pervyh otrezkov lineænosti na luqah L_k, dlØ kotoryh (l_k) −→ O. Pust~ [l_k, l_k^′] – vtoroæ otrezok lineænosti otobraßeniØ f na luqe L_k. Fiksiruem nekotoroe qislo

λ, 0 < λ < 1. Na kaßdom luqe L_k fiksiruem zatem taku¸ toqku x_k ∈ [l_k, l^′_k], qto λx_k ∈ [O, l_k]. ˚sno, qto (λx_k, x_k) −→_{βp+1} (O, O).

S drugoæ storony dokaßem,qto ffti toqki x_k, λx_k moßno vybrat~ tak, qto (f(λx_k ), f(x_k)) −̸→_{βq} (O, O). DlØ dokazatel~stva fftogo nam pridetsØ rassmotret~,kak v Primere 4, neskol~ko sluqaev.

1) f(l_k ) = O dlØ vseh k ∈ N. V fftom sluqae f(l^′_k ) ≠ O, tak kak [O, l_k] – maksimal~nyæ otrezok lineænosti otobraßeniØ f na luqe L_k. Togda f(x_k) ≠ O, no f(λx_k) = O, pofftomu (f(λx_k), f(x_k)) −̸→_{βq} (O, O). 2) f(l_k ) ≠ O, toqki O, f(l_k), f(l^′_k) ne leßat na odnoæ prØmoæ. V fftom sluqae rassußdeniØ otliqny ot rassußdeniæ analogiqnogo sluqaØ Primera 4. Delo v tom, qto dlØ Primera 4 raspoloßenie toqek O, f(x_k) i f(λx_k ) ne na odnoæ prØmoæ protivoreqit uslovi¸, v to vremØ kak dlØ primera 6 fftot fakt, sam po sebe, uslovi¸ ne protivoreqit. Toqki O, (t_1, t_2, . . . , t_q) i

(λ_1t_1, λ_2t_2, . . . , λ_qt_q ) mogut i ne leßat~ na odnoæ prØmoæ.

Pofftomu v fftom sluqae neobhodimo dopolnitel~noe issledovanie. Tak kak dlØ vseh k posledu¸wie rassußdeniØ i vyqisleniØ odinakovy, to indeks k my budem opuskat~. Itak my imeem sledu¸wu¸ situaci¸. RassmatrivaetsØ ograniqenie otobraßeniØ f na otrezok, leßawiæ v R^p. Po uslovi¸ fftot otrezok sostoit iz dvuh otrezkov [O_p, l] i [l, l^′], na kaßdom iz kotoryh otobraßenie f lineæno i potomu opredelØetsØ obrazami f(l) i f(l^′) toqek l i l^′, sootvetstvenno. Pust~ (Ris. 25)

f(l) = (t_1, t_2, . . . , t_p), f(l^′) = (t^′_1, t^′_2, . . . , t^′_p), x = μl + (1 − μ)l^′, l^′ = αl, x = μl + (1 − μ)αl = (μ + (1 − μ)α)l. λx = λ(μ + (1 − μ)α)l i pofftomu

f(x) = (μt_1 + (1 − μ)t^′_1, μt_2 + (1 − μ)t^′_2, . . . , μt_q + (1 − μ)t^′_q ), f(λx) = (λ(μ + (1 − μ)α)t_1, λ(μ + (1 − μ)α)t_2, . . . , λ(μ + (1 − μ)α)t_q). Zametim, pri fftom, qto v sluqae 2 hotØ by dlØ odnogo iz

i = 1, 2, . . ., q vypolnØetsØ uslovie t^′_i ≠ αt_i. Deæstvitel~no, esli

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 171

Ris. 25.

t^′_i = αt_i dlØ vseh i = 1, 2, . . ., q, to toqki O_q, f(l), f(l^′) budut le-

ßat~ na odnoæ prØmoæ v R^q, a lineænye otobraßeniØ otrezka

[O_p, l] na otrezok [O_q, f(l)] i otrezka [l, l^′] na otrezok [f(l), f(l^′)]

budut imet~ odinakovyæ kofffficient rastØßeniØ. No ffto protivoreqit tomu, qto otrezok [O_p, l] ØvlØetsØ pervym otrezkom lineænosti otobraßeniØ f na luqe L. V dal~neæxem my budem rassmatrivat~ tol~ko i-tye koordinaty vseh toqek.

Rassmotrim otnoxenie i-tyh koordinat toqek f(x) i f(λx). f(x)_i f(λx)_i = μt_i + (1 − μ)t^′_i λ(μt_i + α(1 − μ)t_i) = ϕ(μ). Vyqislim, teper~, proizvodnu¸ fftoæ funkcii v toqke μ = 1.

ϕ^′(μ) = ( μt_i + (1 − μ)t^′_i λ(μt_i + α(1 − μ)t_i) )_′ = = (t_i − t^′_i)λ(μt_i + α(1 − μ)t_i) − (t_i − αt_i)(μt_i + (1 − μ)t_i) (λ(μt_i + α(1 − μ)t_i)^2 . Ots¸da sleduet, qto

ϕ^′(1) = αt_i − t^′_i λt_i ≠ 0,

172 A. A. IVANOV tak kak t^′_i ≠ αt_i. No ffto znaqit, qto izmenenie znaqeniØ μ vblizi 1 privodit k izmeneni¸ znaqeniØ^{f(x)i}_{f(λx)i} i, tem samym k izmeneni¸ znaqeniØ λ = (λ_1, λ_2, . . . , λ_q).

Tem samym dokazano, pri sdelannom nami predpoloßenii o suwestvovanii skol~ ugodno malyh pervyh otrezkov lineænosti, suwestvovanie takoæ posledovatel~nosti toqek x_k, qto

(λx_k, x_k) −→_{βp+1} (O, O), a (f(λx_k ), f(x_k)) −̸→_{βq} (O, O). Dal~neæxee

rassußdenie to ße samoe, qto i v Primere 4.

§3. Bitopologiqeski polnye sistemy otobraßeniæ R^n v sebØ

V fftom razdele my rassmotrim nekotorye bitopologiqeski polnye sistemy nepreryvnyh otobraßeniæ R^n v sebØ.

1. Kusoqno lineænye otobraßeniØ.

Teorema 1.. Mnoßestvo Φl vseh kusoqno lineænyh otobraßeniæ R^n v sebØ bitopologiqeski polno.

Dokazatel~stvo. Napomnim, qto βΦ_l – topologiqeskaØ struk-

tura na R^{2n}, poroßdennaØ grafikami Γ_φ vseh otobraßeniæ φ, prinadleßawih Φ_l. Na kaßdom iz fftih grafikov ego topologiqeskaØ struktura inducirovana obyqnoæ topologieæ evklidova prostranstva, a G ∈ β_{Φl} , esli G ∩ Γ_φ – otkrytoe v Γ_φ mnoßestvo dlØ vseh φ ∈ Φ_l.

Pust~ ψ : (R^n, τ ) −→ (R^n, τ ) – Φ_l-otobraßenie (τ – obyqnaØ topologiØ evklidova prostranstva), to est~ 1 × ψ : (R^n, τ ) −→

(R^n × R^n, βΦ_l ) – nepreryvnoe otobraßenie. Predpoloßim, qto

ψ /∈ Φ_l. Togda naædetsØ toqka M_0 ∈ R^n, v l¸boæ okrestno-

sti kotoroæ otobraßenie ψ ne kusoqno lineæno. Fiksiruem v dal~neæxem fftu toqku M_0 i nekotoru¸ posledovatel~nost~ (ϵ_i) poloßitel~nyh qisel, stremØwu¸sØ k nul¸. Vyberem toqki

M_0, M_1, . . . , M_n v R^n, nahodØwiesØ v obwem poloßenii, tak, qto |M_0M_k| < ϵ_k; k = 0, 1, . . ., n. Togda suwestvuet edinstvennoe li-

neænoe otobraßenie φ : R^n −→ R^n, sovpada¸wee s ψ v fftih toqkah. Tak kak v ϵ_{n+1}-okrestnosti toqki M_0 otobraßenie ψ ne kusoqno leneæno, to v fftoæ okrestnosti naædetsØ toqka M_{n+1}, dlØ kotoroæ φ(M_{n+1}) ≠ ψ(M_{n+1}) i toqki M_0, M_1, . . . , M_{n+1} nahodØtsØ v obwem poloßenii. Togda suwestvuet lix~ koneqnoe qislo

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 173 lineænyh otobraßeniæ φ_1, φ_2, . . . , φ_r, sovpada¸wih s ψ na n + 1- qlennyh podmnoßestvah posledovatel~nosti M_0, M_1, . . . , M_{n+1}. Tak kak v ϵ_{n+2}-okrestnosti toqki M_0 otobraßenie ψ ne kusoqno lineæno, to v fftoæ okrestnosti naædetsØ toqka M_{n+2}, v kotoroæ znaqenie otobraßeniØ ψ ne sovpadaet so znaqeniØmi funkciæ

φ_1, φ_2, . . . , φ_r, a toqki M_0, M_1, . . . , M_{n+2} nahodØtsØ v obwem po-

loßenii. ProdolßaØ ffto induktivnoe postroenie, my poluqim beskoneqnu¸ posledovatel~nost~ (M_i|i ∈ N), oblada¸wu¸ sledu¸wimi svoæstvami:

1) (M_i|i ∈ N) −→_τ M_0.

2) (M_i|i ∈ N) – posledovatel~nost~ toqek v obwem poloßenii.

3) Kakovy by ni byli toqki M_{i1} , M_{i2}. . . . , M_{in} fftoæ posledovatel~nosti, i_1 < i_2 < . . . < i_m, i lineænoe otobraßenie φ, sovpada¸wee s ψ na fftih toqkah, φ(M_i) ≠ ψ(M_i) dlØ i > i_n.

Tak kak (M_i|i ∈ N) −→_τ M_0, a ψ ØvlØetsØ Φ_l-otobraßeniem, to (M_i, ψ(M_i))|i ∈ N) −→_{βΦl} (M_0, ψ(M_0)), i suwestvuet mnoßestvo Γ_φ dlØ φ ∈ Φ_l, soderßawee beskoneqno mnogo toqek iz {M_i|i ∈ N}, to est~ suwestvu¸t lineænye otobraßeniØ

φ_1, φ_2, . . . , φ_s, grafiki kotoryh, v sovokupnosti, soderßat besko-

neqno mnogo toqek iz {M_i|i ∈ N}, a potomu odin iz fftih grafikov soderßit beskoneqno mnogo takih toqek. Bez naruxeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto vsØ posledovatel~nost~ (M_i|i ∈ N) soderßitsØ v fftom grafike, to est~ suwestvuet lineænoe otobraßenie φ takoe, qto φ(M_i) = ψ(M_i) dlØ vseh i ∈ N. No ffto protivoreqit svoæstvu 3, a imenno tomu, qto φ(M_{n+1}) ≠ ψ(M_{n+1}). Teorema dokazana.

My pereædem teper~ k kusoqno polinomial~nym otobraßeniØm, opredelØemym, podobno kusoqno lineænym, sistemami funkciæ vida y_i = P (x_1, x_2, . . . , x_n), no teper~ P (x_1, x_2, . . . , x_n) – proizvol~nyæ mnogoqlen.

2. Kusoqno polinomial~nye otobraßeniØ.

Teorema 2. Mnoßestvo Φp vseh kusoqno polinomial~nyh otobra-

ßeniæ R^n v sebØ bitopologiqeski polno.

Dokazatel~stvo. Shema dokazatel~stva fftoæ teoremy analo-

giqna sheme dokazatel~stva predyduweæ teoremy. Razliqie sostoit v raznom ponimanii obwego poloßeniØ toqek koneqnoæ ili beskoneqnoæ posledovatel~nosti (M_i). Pri fftom voznika-

174 A. A. IVANOV ¸t opredelennye trudnosti. Esli φ : R^n −→ R^n – lineænoe otobraßenie, to vse ego komponenty ØvlØ¸tsØ lineænymi funkciØmi i potomu l¸boe lineænoe otobraßenie odnoznaqno opredelØetsØ n + 1 toqkami, nahodØwimisØ v obwem poloßenii. V sluqae, kogda my imeem delo s polinomial~nymi otobraßeniØmi, ih komponenty ØvlØ¸tsØ mnogoqlenami, kaßdyæ iz kotoryh imeet svo¸ stepen~. Pofftomu koliqestvo toqek, trebuemyh dlØ odnoznaqnogo opredeleniØ takogo otobraßeniØ zavisit ot stepeneæ fftih mnogoqlenov, ono razliqno dlØ raznyh polinomial~nyh otobraßeniæ. V svØzi s fftim, prihoditsØ vvodit~ sotvetstvu¸- wee ponØtie polinomial~no obwego poloßeniØ toqek v R^n. Dokazatel~stvo teoremy trebuet nekotoryh rezul~tatov, otnosØwihsØ k fftomu ponØti¸, kotorye nam seæqas pridetsØ rassmotret~.

Suwestvu¸t razliqnye klassifikacii mnogoqlenov. Osnovnoæ harakteristikoæ mnogoqlena ØvlØetsØ ego stepen~, odnako dlØ nas nußna budet i drugaØ harakteristika, kotoru¸ my budem nazyvat~ dlinoæ mnogoqlena.

Kak obyqno odnoqlenom nazyvaetsØ proizvedenie

x_1^{m1} x_2^{m2} . . . x_n^{mn} ,

lineænu¸ kombinaci¸ k razliqnyh odnoqlenov budem nazyvat~ mnogoqlenom dliny k. Budem govorit~, qto toqki M_1, M_2, . . ., M_k nahodØtsØ v P_k-obwem poloßenii, esli l¸boæ mnogoqlen

P_k(x_1, x_2, . . . , x_n) dliny k moßet byt~ odnoznaqno opredelen svo-

imi znaqeniØmi v ztih toqkah. Budem govorit~, qto koneqnoe ili beskoneqnoe mnoßestvo {M_i} ⊂ R^n nahoditsØ v polinomial~no obwem poloßenii, esli l¸bye k toqek fftogo mnoßestva nahodØtsØ v P_k-obwem poloßenii dlØ vseh vozmoßnyh k.

Budem govorit~, qto polinomial~noe otobraßenie imeet dlinu k, esli vse ego sostavlØ¸wie ime¸t dlinu ne bol~xe k i hot~ odna sostavlØ¸waØ imeet dlinu k. V sootvetstvii s fftim opredeleniem, k toqek v R^n nahoditsØ v P_k-obwem poloßenii, esli kaßdoe polinomial~noe otobraßenie dliny k odnoznaqno opredeleno ego znaqeniØmi v fftih toqkah.

Lemma. Pust~ {Mi|i = 1, 2, . . ., m} – nekotoroe mnoßestvo to-

qek, nahodØweesØ v polinomial~no obwem poloßenii. Togda mnoßestvo toqek M, dlØ kotoryh {M, M_i|i = 1, 2, . . ., m} snova nahoditsØ v polinomial~no obwem poloßenii, vs¸du plotno v R^n. Pri

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 175

fftom ffto mnoßestvo ostaetsØ vs¸du plotnym posle udaleniØ iz nego l¸bogo sqetnogo ob¨edineniØ nigde ne plotnyh mnoßestv.

Dokazatel~stvo. Mnoßestvo {M, Mi|i = 1, 2, . . ., m} nahoditsØ

v polinomial~no obwem poloßenii, esli mnoßestvo {M_i|i =

1, 2, . . ., m} nahoditsØ v polinomial~no obwem poloßenii i ka-

ßdoe mnoßestvo {M, M_{i1}, M_{i2}, . . . , M_{ik} } nahoditsØ v P_{k+1}-obwem poloßenii, dlØ kaßdogo k = 1.2, . . ., m. Inaqe govorØ {M, M_i|i =

1, 2, . . ., m} ne nahoditsØ v polinomial~no obwem poloßenii, esli

hot~ odno iz mnoßestv {M, M_{i1}, M_{i2}, . . . , M_{ik} } ne nahoditsØ v P_kobwem poloßenii. Esli toqki M, M_1, M_2, . . . , M_{m+1} ne nahodØtsØ v P_{m+1}-obwem poloßenii, to koordinaty toqki M udovletvorØ¸t ne bolee qem sqetnomu qislu netrivial~nyh uravneni¸ (ravenstv nul¸ sootvetstvu¸wih opredeliteleæ). Pofftomu vse takie toqki soderßatsØ v ne bolee qem sqetnom qisle nigde ne plotnyh mnoßestv. Ots¸da sleduet, qto mnoßestvo toqek M, dlØ kotoryh {M, M_i|i = 1, 2, . . ., m} nahoditsØ v polinomial~no obwem poloßenii, soderßit dopolnenie do ne bolee qem sqetnogo qisla nigde ne plotnyh mnoßestv i potomu ØvlØetsØ vs¸du plotnym mnoßestvom. Esli teper~ my snova udalØem iz fftogo mnoßestva kakoe-to sqetnoe ob¨edinenie nigde ne plotnyh mnoßestv, to my poluqaem mnoßestvo togo ße tipa, to est~ vs¸du plotnoe mnoßestvo. Lemma dokazana.

Pereædem k dokazatel~stvu samoæ teoremy.

My moßem pristupit~, teper~, k postroeni¸ posledovatel~nosti (M_i|i ∈ N), oblada¸weæ sledu¸wimi svoæstvami:

1) (M_i|i ∈ N) −→_τ M_0, 2) (M_i|i ∈ N) – beskoneqnaØ posledovatel~nost~ v polinomial~no obwem poloßenii,

3) Kakovy by ni byli toqki M_{i1} , M_{i2}. . . . , M_{ik} fftoæ posledovatel~nosti, i_1 < i_2 < . . . < i_k, i polinomial~noe otobraßenie φ dliny k i stepeni ne bolee k, sovpada¸wee s ψ na fftih toqkah,

φ(M_i) ≠ ψ(M_i) dlØ i > i_k.

Pust~ ψ : (R^n, τ ) −→ (R^n, τ ) – Φ_p-otobraßenie (τ – obyqnaØ topologiØ evklidova prostranstva), to est~ 1 × ψ : (R^n, τ ) −→

(R^n × R^n, βΦ_p ) – nepreryvnoe otobraßenie. Predpoloßim, qto

ψ /∈ Φ_p. Togda naædetsØ toqka M_0 ∈ R^n, v l¸boæ okrestnosti

kotoroæ otobraßenie ψ ne kusoqno polinomial~no. Fiksiruem v dal~neæxem fftu toqku M_0 i nekotoru¸ posledovatel~nost~ (ϵ_i) poloßitel~nyh qisel, stremØwu¸sØ k nul¸. Vyberem toqku M_1

176 A. A. IVANOV v ϵ_1-okrestnosti toqki M_0 tak, qtoby vse ee koordinaty byli otliqny ot nulØ. Togda ffta toqka obrazuet sistemu toqek v polinomial~no obwem poloßenii, tak kak l¸boæ mnogoqlen dliny

k = 1, to est~ odnoqlen, odnoznaqno opredelØetsØ svoim znaqe-

niem v toqke M_1. V silu lemmy my moßem, teper~, vybrat~ v

ϵ_2-okrestnosti toqki M_0 taku¸ toqku M_2, qto posledovatel~-

nost~ M_1, M_2 nahoditsØ v polinomial~no obwem poloßenii i dlØ l¸bogo polinomial~nogo otobraßeniØ φ : R^n −→ R^n dliny dva, sovpada¸wego s ψ na toqke M_1, ego znaqenie v toqke M_2 ne sovpadaet s ψ(M_2).

Pust~ postroena posledovatel~nost~ M_1, M_2, . . . , M_m, nahodØwaØsØ v polinomial~no obwem poloßenii, dlØ kotoroæ

|M_0M_i| < ϵ_i, priqem dlØ l¸byh toqek M_{i1} , M_{i2}. . . . , M_{ik} fftoæ

posledovatel~nosti, i_1 < i_2 < . . . < i_k, i polinomial~nogo otobraßeniØ φ dliny k i stepeni ne bol~xe k, sovpada¸wego s ψ na fftih toqkah, φ(M_i) ≠ ψ(M_i) dlØ i > i_k. DlØ induktivnogo perehoda k posledovatel~nosti M_1, M_2, . . . , M_{m+1} vospol~zuemsØ lemmoæ. Lemma garantiruet suwestvovanie toqki M_{m+1}, prisoedinenie kotoroæ sohranØet polinomial~no obwee poloßenie. Pri fftom vybor takoæ toqki moßno osuwestvit~, udovletvorØØ nekotorym dopolnitel~nym usloviØm, tak moßno sqitat~, qto

|M_0M_{m+1}| < ϵ_{m+1}. Zametim teper~, qto imeetsØ tol~ko koneqnoe

qislo polinomial~nyh otobraßeniæ dliny ne bol~xe k i stepeni ne bol~xe k, sovpada¸wih s ψ na sootvetstvu¸wih toqkah. S drugoæ storony, otobraßnie ψ ne ØvlØetsØ, po predpoloßeni¸, kusoqno polinomial~nym otobraßeniem, pofftomu moßno udovletvorit~ ewe odnomu uslovi¸, a imenno:

dlØ l¸byh toqek M_{i1} , M_{i2} . . . ., M_{ik} fftoæ posledovatel~nosti, i_1 < i_2 < . . . < i_k ≤ m + 1, i polinomial~nogo otobraßeniØ φ dliny k i stepeni ne bol~xe k, sovpada¸wego s ψ na fftih toqkah, φ(M_i) ≠ ψ(M_i) dlØ i > i_k.

Posledu¸wie rassußdeniØ povtorØ¸t zakl¸qitel~nu¸ qast~ dokazatel~stva predyduweæ teoremy. Teorema dokazana.

§4. Inicial~nye sistemy 1. Inicial~nye tipy bitopologiqeskih mnogoobraziæ. My

uslovilis~, qto v kaqestve bitopologiqeskih mnogoobraziæ budem rassmatrivat~ proizvol~nye topologiqeskie mnogoobraziØ vmeste s zadannymi na nih bitopologiqeskimi strukturami, ni-

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 177 kak ne svØzannymi s topologiqeskimi strukturami fftih mnogoobraziæ. Rassmotrennye ranee primery pokazyva¸t, qto i v takoæ situacii my moßem poluqit~ interesnye rezul~taty. Soglasovanie bitopologiqeskoæ i topologiqeskoæ struktury ØvlØetsØ, takim obrazom, dopolnitel~nym svoæstvom togo ili inogo topologiqeskogo mnogoobraziØ. To ße samoe otnositsØ i k sekvencial~nosti i k odnorodnosti bitopologiqeskih mnogoobraziæ.

Rassmotrim sledu¸wu¸ konstrukci¸, da¸wu¸ nam xirokiæ klass bitopologiqeskih mnogoobraziæ. Fiksiruem, preßde vsego, nekotoru¸ bitopologiqesku¸ strukturu β_{in} na evklidovom prostranstve R^n. Budem nazyvat~ ee inicial~noæ. Pust~ M – proizvol~noe topologiqeskoe mnogoobrazie razmernosti n i

s = (U_λ : λ ∈ Λ) – nekotoroe ego otkrytoe pokrytie, priqem vse U_λ gomeomorfny evklidovu prostranstvu R^n. Fiksiruem neko-

toryæ gomeomorfizm ϕ_λ : U_λ −→ R^n dlØ kaßdogo U_λ iz s. Togda dlØ kaßdogo U_λ budet opredelena bitopologiqeskaØ struktura β_λ = (ϕ_λ)^{−1}(β_{in}), inaqe govorØ, opredelena topologiqeskaØ struktura β_λ na U_λ × U_λ.

DlØ l¸byh U_λ i U μ iz s rassmatrivaetsØ ih pereseqenie

U_{λμ} i bitopologiqeskaØ struktura β_{λμ} = β_λ|U_{λμ}. Esli β_{λμ} = β_{μλ} ⊂ β_λ dlØ vseh λ ∈ Λ, μ ∈ Λ, to budem govorit~, qto sistema ((U_λ, ϕ_λ)|λ ∈ Λ) soglasovana. Budem govorit~, qto ffta sistema imeet tip β_{in} i opredelena na topologiqeskom mnogoobrazii M.

Zadanie na M nekotoroæ soglasovannoæ sistemy

((U_λ, ϕ_λ)|λ ∈ Λ), pozvolØet vvodit~ na M razliqnye bitopolo-

giqeskie struktury, poluqaemye sootvetstvu¸wimi ob¨edineniØmi bitopologiqeskih struktur fftoæ sistemy. S¸da otnosØtsØ,preßde vsego, lokal~nye ob¨edineniØ i tranzitivnye ob¨- edineniØ.

Zameqanie. Suwestvovanie sistemy tipa βin na zadannom mno-

goobrazii M, zavisit kak ot bitopologiqeskoæ struktury β_{in} tak i ot samogo mnogoobraziØ. Naprimer dlØ l¸bogo otkrytogo pokrytiØ (U_λ|λ ∈ Λ) topologiqeskogo mnogoobraziØ R^n sistema tipa β_{in} suwestvuet dlØ l¸boæ bitopologiqeskoæ struktury

β_{in} na R^n i l¸bogo otkrytogo pokrytiØ (U_λ|λ ∈ Λ). V kaqestve ϕ_λ moßno vzØt~ toßdestvennye otobraßeniØ. S drugoæ storony

178 A. A. IVANOV

moßno postroit~ primer inicial~noæ bitopologiqeskoæ struktury β_{in} i topologiqeskogo mnogoobraziØ M, na kotorom ne suwestvuet sistemy tipa β_{in}.

Primer. Fiksiruem na prØmoæ R v kaqestve inicial~noæ struk-

tury lokal~nu¸ bitopologiqesku¸ strukturu β^1_{in}, taku¸, qto nevozmoßen nikakoæ bigomeomorfizm ee intervalov krome toßdestvennogo. Taku¸ bitopologiqesku¸ strukturu na R moßno opredelit~, naprimer, sledu¸wim obrazom. Perenumeruem vse racional~nye toqki prØmoæ i provedem qerez kaßdu¸ racional~nu¸ toqku prØmoæ y = x stol~ko prØmyh v R^2 kakov nomer fftoæ toqki, qerez ostal~nye toqki prØmye provodit~ ne budem. V kaqestve β^1_{in} voz~mem lokalizaci¸ oslableniØ obyqnoæ topologii na R^2 posredstvom ukazannoæ sistemy prØmyh. Tak opredelennaØ bitopologiqeskaØ struktura na R obladaet ukazannym vyxe svoæstvom, a imenno nevozmoßen nikakoæ bigomeomorfizm meßdu intervalami bitopologiqeskoæ prØmoæ (R, β^1_{in}) krome toßdestvennogo. Deæstvitel~no, dopustim, qto φ – bigomeomorfizm nekotorogo intervala (a_1, b_1) na interval (a_2, b_2), ne ØvlØ¸wiæsØ toßdestvennym otobraßeniem. Togda naædetsØ takaØ toqka x ∈ (a_1, b_1), qto φ(x) ≠ x. My moßem sqitat~, qto x ØvlØetsØ racional~noæ toqkoæ, tak kak φ-obrazy racional~nyh toqek dostatoqno blizkih k toqke x budut blizki k φ(x) i potomu na fftih racional~nyh toqkah otobraßenie φ ne toßdestvenno. Itak, naædetsØ racional~naØ toqka x, dlØ kotoroæ x^′ = φ(x) ≠ x. Toqki x i x^′ budut imet~ raznye nomera i potomu pri opredelenii β^1_{in} qerez nih provoditsØ v R^2 raznoe koliqestvo prØmyh. Bez naruxeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto nomer toqki x bol~xe nomera toqki x^′ i pofftomu qerez nee bylo provedeno bol~xe prØmyh. No togda φ×φ-obraz kakoæ-to provedennoæ qerez x prØmoæ ne budet prØmoæ provedennoæ qerez toqku x^′, pofftomu

φ × φ-obrazy posledovatel~nosteæ na fftoæ prØmoæ, shodØwihsØ

k toqke (x, x), ne budut shodit~sØ k toqke x^′ × x^′. Tem samym my dokazali, qto β^1_{in} imeet interesu¸wee nas svoæstvo.

Pust~ M – okrußnost~ i s – nekotoroe otkrytoe pokrytie fftoæ okrußnosti. Dopustim, qto ffto pokrytie moßno dopolnit~ do sistemy tipa β_{in}, ukazav sootvetstvu¸wie vloßeniØ vseh ego fflementov v R. Togda moßno budet ukazat~ koneqnoe pokrytie okrußnosti, vpisannoe v s, i sostoØwee iz intervalov, vloßeniØ kotoryh v R ØvlØ¸tsØ ograniqeniØmi vloßeniæ soderßawih

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 179 ih fflementov pokrytiØ s, vzØtyh po odnomu dlØ kaßdogo iz fftih intervalov. Netrudno zametit~, qto my poluqim takim sposobom novu¸, bolee prostu¸ sistemu tipa β_{in}. Pri fftom moßno sqitat~ bez naruxeniØ obwnosti, qto intervaly rassmatrivaemogo pokrytiØ okrußnosti obrazu¸t cepoqku, v kotoroæ pereseka¸tsØ tol~ko sosednie v fftoæ cepoqke intervaly. Togda naædetsØ hot~ odno iz pereseqeniæ dvuh sosednih intervalov U_i, U_{i+1}, na kotorom vloßeniØ ϕ_i, ϕ_{i+1} razliqny, qto protivoreqit dannomu vyxe opredeleni¸¸ bitopologiqeskoæ struktury na R.

2. Svoæstva inicial~nyh bitopologiæ. My ne nakladyva-

li poka nikakih ograniqeniæ na inicial~nye bitopologiqeskie struktury. Teper~ budut rassmotreny nekotorye svoæstva inicial~nyh bitopologiæ, to est~ bitopologiqeskih struktur na

R^n. Hotelos~ by, preßde vsego, ustanovit~ svØzi meßdu ini-

cial~nymi bitopologiØmi na prostranstvah R^n razliqnoæ razmernosti tak, qtoby oni sostavlØli edinye, v kakom-to smysle, sistemy bitopologiqeskih struktur, sostavlØ¸wie osnovy edinyh teoriæ. Primerom takogo roda sistem inicial~nyh bitopologiqeskih struktur na prostranstvah R^n vseh razmernosteæ ØvlØ¸tsØ struktury β_{npl}, poluqaemye oslableniem obyqnoæ topologiqeskoæ struktury na R^{2n} posredstvom sovokupnosti grafikov vseh kusoqno lineænyh otobraßeniæ R^n v sebØ. Drugim primerom ØvlØetsØ sistema, sostoØwaØ iz lokalizaciæ takih struktur. V fftih primerah inicial~nye bitopologiqeskie struktury oblada¸t sledu¸wim svoæstvom:

Pust~ (β^n_{in}|n ∈ N) – nekotoraØ sistema inicial~nyh bitopologiqeskih struktur (inicial~naØ sistema) na evklidovyh prostranstvah R^n i j : R^m −→ R^n – izometriqnoe vloßenie,

m ⩽ n. Togda (j × j)^{−1}(β^n_{in}) = β^m_{in}.

Deæstvitel~no, pust~ j : R^m −→ R^n – vloßenie evklidova prostranstva, m ⩽ n, nado dokazat~, qto (j × j)^{−1}(β_{npl}) = β_{mpl} . Zametim, preßde vsego, qto grafik Γ_φ l¸bogo kusoqno lineænogo otobraßeniØ R^m v sebØ moßno predstavit~ v vide Γ_φ =

(j × j)^{−1}(Γ_ψ), gde ψ – nekotoroe kusoqno lineænoe otobraßenie

R^n v sebØ. S drugoæ storony, esli ψ – nekotoroe kusoqno li-

neænoe otobraßenie R^n v sebØ, to (j × j)^{−1}(Γ_ψ) moßet i ne byt~ grafikom kakogo-nibud~ kusoqno lineænogo otobraßeniØ R^m v sebØ. Odnako v fftom sluqae naædetsØ kusoqno lineænoe otobraßenie ψ^′, sovpada¸wee s ψ na j, dlØ kotorogo (j × j)^{−1}(Γ_ψ0) uße

180 A. A. IVANOV ØvlØetsØ grafikom kusoqno lineænogo otobraßeniØ. �to otobraßenie ψ^′ moßno opredelit~, kak kompozici¸ ψ i kusoqno lineænogo otobraßeniØ R^n na j(R^m), toßdestvennogo na podprostranstve j(R^m). Netrudno teper~ zametit~, qto (j × j)^{−1}(Γ_ψ), budet zamknutym podmnoßestvom mnoßestva (j × j)^{−1}(Γ^′_ψ).

Struktury β_{npl} i β_{mpl} ØvlØ¸tsØ oslableniØmi obyqnyh topologiqeskih struktur prostranstv R^{2n} i R^{2m}, sootvetstvenno, posredstvom sistem grafikov vseh kusoqno lineænyh otobraßeniæ fftih prostranstv v sebØ. Dobavlenie k takim grafikam ih zamknutyh podmnoßestv ne izmenit rezul~tat oslableniØ. My prixli takim obrazom k situacii razdela 2.8, v kotorom rassmatrivalas~ nasledstvennost~ oslableniØ. My imeem v R^{2n} zamknutoe podprostranstvo (j × j)(R^{2m}), sistemu A podmnoßestv, sostoØwu¸ iz grafikov kusoqno lineænyh otobraßeniæ R^{2n} v sebØ, oslableniØ obyqnyh topologiqeskih struktur β i β^′ na

R^{2n} i R^{2m} po sistemam A i A^′ = {A ∩ (j × j)(R^{2m})|A ∈ A}. V fftih

usloviØh (j ×j)(β_{mpl} ) budet sovpadat~ s β_A|(j ×j)(R^{2m}) i pofftomu β_{mpl} = (j × j)^{−1}(β_{npl}). Esli inicial~naØ sistema obladaet fftim svoæstvom, to budem govorit~, qto ona nasledstvenno inicial~na. My dokazali, qto sistemy (β_{npl}) i (locβ_{npl} ) – nasledstvenno inicial~ny.

Budem govorit~, qto inicial~naØ sistema (β^n_{in}|n ∈ N ) invariatna (sootvetstvenno gorizontal~no ili vertikal~no invariantna), esli dlØ l¸boæ sohranØ¸weæ orintaci¸ izometrii

g : R^n −→ R^n i l¸bogo n ∈ N otobraßenie g × g (sootvetstvenno

g × i ili i × g) ØvlØetsØ gomeomorfizmom.

Primerom gorizontal~no i vertikal~no invariantnoæ inicial~noæ sisteiy ØvlØetsØ sistema (β_{npl}).

Drugim special~nym svoæstvom inicial~nyh sistem ØvlØetsØ ih mul~tiplikativnost~. Inicial~naØ sistema nazyvaetsØ mul~tiplikativnoæ, esli (R^p, β^p_{in}) × (R^q, β^q_{in}) = (R^{p+q}, β^{p+q}_{in} ).

DlØ postroeniØ mul~tiplikativnoæ inicial~noæ sistemy dostatoqno vvesti nekotoru¸ inicial~nu¸ strukturu β_{in} na R. Na vseh ostal~nyh evklidovyh prostranstvah R^n inicial~nye struktury β^n_{in} opredelØ¸tsØ odnomernoæ inicial~noæ bitopologiqeskoæ strukturoæ, tak kak (R^n, β^n_{in}) = (R, β_{in})^n.

Osobenno interesny inicial~nye bitopologiqeskie sistemy, oblada¸wie vsemi fftimi svoæstvami. DlØ zadaniØ takoæ inicial~noæ sistemy dostatoqno opredelit~ sistemu okrestno-

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 181 steæ v R^2 tol~ko dlØ kakoæ-nibud~ odnoæ toqki. Esli ße my rassmatrivaem lokal~nu¸ inicial~nu¸ sistemu, to dlØ nee otsutstvuet gorizontal~naØ ili vertikal~naØ invariantnost~, kotorye zamenØ¸tsØ, v sluqae neobhodimosti, invariantnost~¸. V fftoæ situacii dostatoqno opredelit~ sistemu okrestnosteæ

v R^2 tol~ko dlØ kakoæ-nibud~ odnoæ toqki diagonali, naprimer

v nulevoæ toqke. Moßno rassmotret~, naprimer, shodimost~ napravlennyh sistem toqek ploskosti R^2 k toqke (0, 0), poloßiv

(x_n, y_n)|n ∈ N ) −→ (0, 0), esli y_n = λx_n dlØ vseh n ⩾ n_0. takaØ

shodimost~ opredelØet invariantnu¸, nasledstvennu¸, mul~tiplikativnu¸ inicial~nu¸ sistemu, dlØ kotoroæ shodimost~ v

R^{2n} k nulevoæ toqke opredelØetsØ usloviem ((x_1, x_2, . . . , x_n), (y_1, y_2, . . . , y_n)) −→ (0, 0, . . ., 0)), esli

y_1 = λ_1x_1, y_2 = λ_2x_2, . . . , y_n = λ_nx_n.

3. Mul~tiplikativnye inicial~nye sistemy. Mul~tipli-

kativnye inicial~nye sistemy opredelØ¸tsØ dostatoqno prosto i legqe drugih podda¸tsØ izuqeni¸. DlØ togo qtoby vvesti kaku¸-nibud~ mul~tiplikativnu¸ inicial~nu¸ sistemu dostatoqno zadat~ na R nekotoru¸ bitopologiqesku¸ strukturu β. Na vseh ostal~nyh evklidovyh prostranstvah bitopologiqeskaØ struktura opredelØetsØ togda usloviem mul~tiplikativnosti. Sootvetstvu¸waØ inicial~naØ struktura β_n na R^n budet bitopologiqeskoæ strukturoæ proizvedeniØ (R, β)^n, ona koneqno ne ravna β^n i v obwem sluqae ne budet daße razloßimoæ bitopologiqeskoæ strukturoæ. Netrudno dogadat~sØ, qto v fftoæ situacii β_n razloßima togda i tol~ko togda, kogda β razloßimaØ bitopologiqeskaØ struktura. Deæstvitel~no, pust~ β = τ_1 × τ_2, togda bitopologiqeskaØ struktura proizvedeniØ (R, τ_1 × τ_2)^n ravna τ_1^n × τ_2^n. S drugoæ storony, pust~ dlØ nekotorogo n bitopologiqeskaØ struktura β_n razloßima. Tak kak (R^n, β_n)-razloßimoe bitopologiqeskoe prostranstvo, a bitopologiqeskoe prstranstvo (R, β) ØvlØetsØ, kak somnoßitel~ v

(R, β)^n = (R^n, βn) ego podprostranstvom, to i (R, β) =razloßimoe

bitopologiqeskoe prostranstvo. Privedennoe zdes~ rassußdenie pozvolØet utverßdat~, qto esli hot~ odna iz bitopologiqeskih struktur mul~tiplikativnoæ inicial~noæ sistemy razloßima, to i vse ostal~nye bitopologiqeskie struktury fftoæ si-

182 A. A. IVANOV stemy razloßimy. Inicial~nu¸ sistemu, sostoØwu¸ iz razloßimyh bitopologiqeskih struktur budem nazyvat~ razloßimoæ.

4. Razloßimye inicial~nye struktury. Razloßimost~ ØvlØ-

etsØ mul~tiplikativnym i nasledstvennym svoæstvom bitopologiqeskih struktur. Privedennoe v predyduwem punkte dokazatel~stvo togo, qto mul~tiplikativnaØ inicial~naØ sistema razloßima togda i tol~ko togda, kogda hot~ odna iz struktur sistemy razloßima, osnovano tol~ko na mul~tiplikativnosti i nasledstvennosti ztogo svoæstva. Pofftomu moßno utverßdat~, qto spravedlivo sledu¸wee utverßdenie:

Pust~ P – nekotoroe svoæstvo bitopologiqeskih struktur, oblada¸wee mul~tiplikativnost~¸ i nasledstvennost~¸. Togda, esli hot~ odna iz bitopologiqeskih struktur inicial~noæ sistemy obladaet svoæstvom P, to i vse bitopologiqeskie struktury fftoæ sistemy oblada¸t svoæstvom P. V fftom sluqae my budem govorit~, qto sama inicial~naØ sistema obladaet svoæstvom P. Tak, naprimer, my moßem govorit~ o parno hausdorfovyh inicial~nyh sistemah, lokal~no razloßimyh inicial~nyh sistemah i tak dalee.

Mul~tiplikativost~ inicial~noæ sistemy obespeqit~ legko. Vyxe bylo otmeqeno, qto dlØ fftogo dostatoqno vvesti

na R l¸bu¸ inicial~nu¸ strukturu βin, a na vseh ostal~nyh

evklidovyh prostranstvah R^n vvesti inicial~nye struktury

β^n_{in}, ØvlØ¸wiesØ bitopologiqeskimi strukturami bitopologi-

qeskih prostranstv (R, β_{in})^n. ˚sno, qto svoæstva bitopologiqeskoæ struktury β opredelØt togda svoæstva inicial~noæ sistemy (β^n_{in}|n ∈ N) v celom. Voznikaet srazu problema zavisimosti svoæstv mul~tiplikativnoæ inicial~noæ sistemy ot svoæstv odnomernoæ inicial~noæ bitopologiqeskoæ struktury.

5. Sßimaemost~ inicial~noæ struktury. Sledu¸wee rassu-

ßdenie pokazyvaet harakter trebovaniæ, pred¨ØvlØemyh k odnomernoæ bitopologiqeskoæ strukture β, dlØ obespeqeniØ nasledstvennosti mul~tiplikativnoæ inicial~noæ sistemy (β^n_{in}), poroßdennoæ β. Nasledstvennost~ takoæ sistemy oznaqaet, v qastnosti, qto (j × j)^{−1}(β^2_{in}) = β dlØ l¸bogo izometriqnogo vloßeniØ

j : (R, β) −→ (R^2, β^2_{in}).

Pust~ j(t) = (x_1, x_2), gde x_1 = l_1t, x_2 = l_2t, l^2_1 + l^2 = 1, G ∈ β – proizvol~naØ okrestnost~ nulØ v (R× R, β). Togda mnoßestvo

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 183

U = {(x_1, x_2, y_1, y_2)|(x_1, y_1) ∈ G, (x_2, y_2) ∈ G} ∈ β^2_{in} i pofftomu G^′ = (j×j)^{−1}(U ) ∈ β. No (j×j)(t_1, t_2) ∈ U ⇐⇒ (l_1t_1, l_1t_2) ∈ G, (l_2t_1, l_2t_2) ∈

G. Ots¸da sleduet, qto G^′ = G, esli l_1 = 0 ili l_2 = 0. Esli ße l_1l_2 ≠ 0, to G^′ =^1_{l1} G ∩^1_{l2} G, to est~ G ⊂ G^′. Takim obrazom voznikaet uslovie G ∈ β ⇐⇒ lG ∈ β dlØ l¸bogo l > 0 i l¸boæ okrestnosti nulØ G ∈ β.

Vypolnenie fftogo usloviØ my budem nazyvat~ sßimaemost~¸ β. Netrudno takße dokazat~, qto dlØ nasledstvennosti l¸- boæ mul~tiplikativnoæ inicial~noæ sistemy neobhodima vdobavok invariantnost~ bitopologiqeskoæ struktury β. Zametim teper~, qto vypolnenie usloviæ invariantnosti i sßimaemosti bitopologiqeskoæ struktury β obespeqivaet nasledstvennost~ mul~tiplikativnoæ inicial~noæ sistemy v bolee xirokom smysle, kogda rassmatriva¸tsØ ne tol~ko izometriqnye, no i l¸bye lineænye vloßeniØ.

§5. Klassy bitopologiqeskih mnogoobraziæ 1. Inicial~nye klassy bitopologiqeskih mnogoobraziæ.

PonØtie klassa bitopologiqeskih mnogoobraziæ, ØvlØ¸weesØ osnovoæ razliqnyh konkretnyh teoriæ, v svo¸ oqered~ osnovyvaetsØ na dvuh ponØtiØh, a imenno na ponØtii inicial~noæ sistemy i na ponØtii topologiqeskogo mnogoobraziØ. S inicial~nymi sistemami my poznakomilis~ v predyduwem paragrafe, rassmotrim teper~ ponØtie topologiqeskogo mnogoobraziØ.

Topologiqeskoe prostranstvo M my budem nazyvat~ nmernym topologiqeskim mnogoobraziem bez granicy, esli na nem moßet byt~ ukazano ne bolee qem sqetnoe otkrytoe pokrytie mnoßestvami gomeomorfnymi R^n. O topologiqeskih mnogoobraziØh s graniceæ my govorit~ zdes~ ne budem, tem bolee my ne budem govorit~ o bitopologiqeskih mnogoobraziØh s graniceæ.

Fiksiruem nekotoru¸ inicial~nu¸ sistemu I = (β^n_{in}|n ∈ N ). I-bitopologiqeskim mnogoobraziem my budem nazyvat~ nmernoe topologiqeskoe mnogoobrazie M, na kotorom opredelena nekotoraØ bitopologiqeskaØ struktura β, opredeleno nekotoroe ne bolee qem sqetnoe otkrytoe pokrytie (G_λ) i gomeomorfizmy

g_λ : G_λ −→ R^n takie, qto β|G_λ = g^{−1}(β^n_{in}) dlØ kaßdogo fflementa G_λ fftogo pokrytiØ. Esli ishodnaØ inicial~naØ sistema sosto-

it iz lokal~nyh bitopologiqeskih prostranstv, to rassmatri-

184 A. A. IVANOV va¸tsØ tol~ko lokal~nye bitopologiqeskie struktury β i my poluqaem nekotoryæ klass I lokal~nyh bitopologiqeskih mnogoobraziæ. Esli ishodnaØ inicial~naØ sistema sostoit iz tranzitivnyh bitopologiqeskih prostranstv, to rassmatriva¸tsØ tol~ko tranzitivnye bitopologiqeskie struktury β i my poluqaem nekotoryæ klass I tranzitivnyh bitopologiqeskih mnogoobraziæ. V fftih sluqaØh bitopologiqeskaØ struktura sootvetstvu¸wego mnogoobraziØ opredelena sistemoæ (g^{−1}(β^n_{in})|n ∈ N).

2. Global~nost~ bitopologiqeskogo metoda. Rassmotrennoe

nami opredelenie ponØtiØ bitopologiqeskogo mnogoobraziØ otqasti kopiruet sootvetstvu¸wie opredeleniØ gladkih mnogoobraziæ i kusoqno lineænyh mnogoobraziæ. Pravda tam rassmatriva¸tsØ sistemy pokrytiæ, sostavlØ¸wih tak nazyvaemye atlasy, no ffto obstoØtel~stvo vyzvano nevozmoßnost~¸ global~nogo opredeleniØ sootvetstvu¸weæ struktury. V teorii bitopologiqeskih mnogoobraziæ takaØ vozmoßnost~ est~ i v fftom sostoit preimuwestvo bitopologiqeskogo podhoda. Rassmotrim, naprimer, klassiqeskoe opredelenie kusoqno lineænogo mnogoobraziØ (bez granicy) i sravnim ffto opredelenie s bitopologiqeskim.

Kusoqno lineænym n-mernym mnogoobraziem nazyvaetsØ topologiqeskoe mnogoobrazie snabßennoe tak nazyvaemymi atlasami kart. Kaßdyæ atlas ØvlØetsØ kakim-to otkrytym pokrytiem fftogo mnogoobraziØ, sostoØwim iz mnoßestv gomeomorfnyh oblastØm v R^n (otkrytym mnoßestvam), priqem dlØ kaßdoæ iz fftih oblasteæ G_i fiksirovan takoæ gomeomorfizm g_i. �ti fiksirovannye gomeomorfizmy soglasovany drug s drugom v sledu¸wem smysle:

DlØ l¸boæ pary gomeomorfizmov g_i : G_i −→ R^n, g_j :

G_j −→ R^n rassmatrivaetsØ pereseqenie G_{ij} = G_i ∩ G_j. Na fftom

pereseqenii opredeleny dva vloßeniØ g_{ij} = g_i|G_{ij} −→ R^n i

g_{ji} = g_j|G_{ji} −→ R^n. TrebuetsØ qtoby kaßdoe otobraßenie g_{ji}g^{−1}_{ij}

bylo kusoqno lineænym otobraßeniem oblasti g_{ij}(G_{ij}) v R^n.

TrebuetsØ takße, qtoby vse atlasy byli soglasovany tak, qtoby ob¨edinenie l¸byh atlasov bylo by snova atlasom. Sovokupnost~ vseh takih atlasov budem nazyvat~ kusoqno lineænoæ strukturoæ, rassmatrivaemogo kusoqno lineænogo mnogoobraziØ.

Pri bitopologiqeskom opredelenii kusoqno lineænogo

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 185 mnogoobraziØ net neobhodimosti fiksirovat~ na topologiqeskom mnogoobrazii atlasy. Dostatoqno vvesti na nem sootvetstvu¸wu¸ bitopologiqesku¸ strukturu. DlØ fftogo moßno vospol~zovat~sØ, naprimer, inicial~noæ strukturoæ β_{npl}, perenesØ ztu strukturu na gomeomorfnye R^n oblasti v topologiqeskom mnogoobrazii tak, qtoby bylo vozmoßno postroit~ ih ob¨edinenie.

3. Bitopologiqeskie klassy I-mnogoobraziæ. DlØ proizvol~-

no fiksirovannoæ inicial~noæ sistemy I moßno ne tol~ko vvesti klass I-mnogoobraziæ, no i razvivat~ sootvetstvu¸wu¸ teori¸. Koneqno soderßanie takoæ teorii opredelØetsØ naliqiem teh ili inyh svoæstv dannoæ inicial~noæ sistemy, odnako nekotoru¸ ee qast~ moßno razvivat~ v obweæ situacii. Tak, naprimer, v l¸bom klasse I moßno vvesti ponØtie podmnogoobraziØ.

Budem govorit~, qto I – mnogoobrazie M^m ØvlØetsØ Ipodmnogoobraziem I-mnogoobraziØ M^n , esli M^m ØvlØetsØ podprostranstvom M^n i bitopologiqeskaØ struktura I-mnogoobra-

ziØ M^m induciruetsØ bitopologiqeskoæ strukturoæ I-mnogoob-

raziØ M^n .

Moßno rassmatrivat~ takße I-funkcii, to est~ binepreryvnye otobraßeniØ I v (R, β_{1in}) i razvivat~ analog teorii Morsa, no v obwem sluqae my ne poluqim soderßatel~nu¸ teori¸. My stolknemsØ na fftom puti preßde vsego s takoæ problemoæ. Pust~ f : M −→ (R, β_{1in}) – binepreryvnoe otobraßenie i f^{−1}(x) ØvlØetsØ topologiqeskim mnogoobraziem. Budet li ono I-podmnogoobraziem v M ?

4. Odin klass I-mnogoobraziæ. My rassmotrim seæqas odin

interesnyæ klass I-bitopologiqeskih mnogoobraziæ. On budet opredelen, kak mul~tiplikativnyæ klass, dlØ kotorogo β^1_{in} ØvlØetsØ oslableniem obyqnoæ topologiqeskoæ struktury evklidovoæ ploskosti R^2 posredstvom sistemy vseh prØmyh y − b =

k(x − a), (a, b) – proizvol~naØ toqka ploskosti, k ∈ R – proiz-

vol~noe qislo. Netrudno dokazat~, qto v fftom sluqae kaßdaØ inicial~naØ bitopologiqeskaØ struktura β^n_{in} budet oslableniem obyqnoæ topologiqeskoæ struktury evklidova prostranstva

R^{2n} posredstvom sistemy vseh n-mernyh giperploskosteæ y_i − b_i = k_i(x_i−a_i), i = 1, 2, . . ., n, gde (a_1, a_2, . . . , a_n, b_1, b_2, . . . , b_n) – proizvol~naØ toqka iz R^{2n}.

186 A. A. IVANOV

§6. Rostki shodimosteæ v bitopologiqeskih mnogoobraziØh 1. Rostki napravlennyh sistem toqek. Pust~ X – nekotoroe

mnoßestvo i Ξ – napravlennoe mnoßestvo. Rassmotrim mnoßestvo X^Ξ vseh napravlennyh sistem (x_ξ|ξ ∈ Ξ) toqek mnoßestva X. GovorØt, qto dve napravlennye sistemy toqek (x_ξ|ξ ∈ Ξ) i

(x^′_ξ|ξ ∈ Ξ) prinadleßat odnomu i tomu ße rostku, esli naædet-

sØ takoe ξ_0, qto x_ξ = x^′_ξ dlØ vseh ξ > ξ_0. Vo mnogih sluqaØh izuqenie mnoßestva vseh napravlennyh sistem moßno zamenit~ izuqeniem mnoßestva ih rostkov. V qastnosti, takaØ vozmoßnost~ imeetsØ v teorii shodimosti napravlennyh sistem. Delo v tom, qto esli dve napravlennye sistemy toqek (x_ξ|ξ ∈ Ξ) i

(x^′_ξ|ξ ∈ Ξ) v topologiqeskom prostranstve (X, τ ) prinadleßat od-

nomu i tomu ße rostku, to oni odnovremenno libo shodØtsØ k nekotoroæ toqke x ∈ X libo k neæ ne shodØtsØ. Deæstvitel~no, pust~ (x_ξ|ξ ∈ Ξ) −→_τ x, to est~ dlØ l¸bogo G ∈ τ soderßawego x naædetsØ takoe ξ_1 ∈ Ξ, qto x_ξ ∈ G dlØ vseh ξ > ξ_1. S drugoæ storony, naædetsØ takoe ξ_2 ∈ Ξ, qto x_ξ = x^′_ξ dlØ vseh ξ > ξ_2. Tak kak Ξ – napravlennoe mnoßestvo, to naædetsØ takoe ξ_0 ∈ Ξ, qto

ξ_0 > ξ_1, ξ_0 > ξ_2. Ots¸da sleduet, qto x^′_ξ ∈ G dlØ kaßdogo ξ > ξ_0 i

dannogo G i, tem samym, dokazana shodimost~ (x^′_ξ|ξ ∈ Ξ) −→_τ x.

Pust~ M = (M, β) – proizvol~noe bitopologiqeskoe mnogoobrazie. Ego bitopologiqeskaØ struktura β, ØvlØØs~ topologiqeskwæ strukturoæ na M × M , moßet byt~ zadana sootvetstvu¸- wimi shodimostØmi napravlennyh sistem toqek v M ×M . V svo¸ oqered~, shodimost~ napravlennyh sistem toqek moßet byt~ zadana rostkami shodØwihsØ napravlennyh sistem. Osobenno prosto vyglØdit takoe zadanie pri sootvetstvu¸wih ograniqeni- Øh nakladyvaemyh na β. Preßde vsego ffto otnositsØ k sekvencial~nosti β, tak kak togda moßno ograniqit~sØ shodimostØmi posledovatel~nosteæ toqek v M ×M . S drugoæ storony Øsno, qto sekvencial~nost~ bitopologiqeskih mnogoobraziæ ØvlØetsØ neposredstvennym sledstviem sekvencial~nosti inicial~nyh bitopologiqeskih struktur β^n_{in}, pofftomu sleduet naqinat~ s izuqeniØ shodimosti v (R^{2n}, β^n_{in}). SituaciØ stanovitsØ ewe prowe, esli inicial~nye bitopologiqeskie struktury soglasovany s topologiqeskimi strukturami evklidovyh prostranstv. V fftom sluqae dostatoqno rassmatrivat~ pary shodØwihsØ v R^n posledovatel~nosteæ toqek ili ße perenosy shodØwihsØ v R^n posledo-

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 187 vatel~nosteæ toqek. Ot posledovatel~nosteæ my moßem pereæti k ih rostkam, a ot rostkov shodØwihsØ posledovatel~nosteæ my moßem pereæti v ramkah nestandartnogo analiza k toqkam beskoneqno blizkim k toqkam iz R^n.

2. Lokal~nye rostki. BitopologiqeskaØ struktura β bitopo-

logiqeskogo mnogoobraziØ M,zadannaØ na topologiqeskom mnogoobrazii M , ØvlØetsØ topologiqeskoæ strukturoæ na M × M . Esli β – lokal~naØ bitopologiqeskaØ struktura, to dostatoqno rassmatrivat~ ee na M × R^n, otoßdestvlØØ M s diagonal~¸ proizvedeniØ M × M . Bolee togo, v fftom sluqae dostatoqno rassmatrivat~ rostki shodimosteæ ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_{βξ} (x, x).

§7. Infinitezimal~nye struktury na R^n 1. Struktura beskoneqno malyh. TeoriØ kusoqno lineænyh

mnogoobraziæ ØvlØetsØ daleko prodvinutoæ teorieæ, priqem v nekotoryh ee razdelah, v qastnosti pri izuqenii qetyrehmernyh mnogoobraziæ, suwestvenno ispol~zu¸tsØ sloßnye i daleko ne topologiqeskie metody. V svØzi s fftim voznikaet estestvennoe ßelanie kak minimum pereizloßit~ sootvetstvu¸wie rezul~taty na bolee topologiqeskom i, sledovatel~no, bolee estestvennom dlØ topologov Øzyke, a moßet byt~ i poluqit~ pri fftom novye rezul~taty. Bitopologiqeskiæ podhod predstavlØetsØ prigodnym dlØ fftoæ celi, tak kak on pozvolØet opisyvat~ kusoqno lineænye struktury, v ramkah Øvno topologiqeskoæ teorii. My videli, qto teoriØ kusoqno lineænyh mnogoobraziæ moßet byt~ postroena na osnove razliqnyh inicial~nyh sistem, odnako my budem pol~zovat~sØ zdes~ tol~ko bitopologiqeskimi strukturami β_n, opredelØemymi sledu¸wim obrazom. DlØ kaßdogo n = 1, 2, . . . inicial~naØ bitopologiqeskaØ struktura β_n ØvlØetsØ oslableniem obyqnoæ topologiqeskoæ struktury

na R^{2n} posredstvom sistemy n-mernyh giperploskosteæ y − a =

λ(x − a), a ∈ R^n, λ > 0. Napomnim, qto topologiqeskaØ struktura β_n opredelØetsØ shodimostØmi ((x_k +a, λx_k +a)|k ∈ N) −→_{βn} (a, a),

rassmatrivaemymi dlØ vseh a ∈ R^n, λ ∈ R, λ > 0 i vseh posledovatel~nosteæ (x_k|k ∈ N) shodØwihsØ k 0 ∈ R^n v obyqnoæ topologii

na R^n._{Ot shodØwihsØ v} R^n posledovatel~nosteæ (xk|k ∈ N) −→ 0

my moßem pereæti k ih rostkam, no gorazdo udobnee so mnogih

188 A. A. IVANOV toqek zreniØ rassmatrivat~ ne rostki takih posledovatel~nosteæ, a sootvetstvu¸wie im beskoneqno blizkie k nul¸ v (R^∗)^n (beskoneqno malye) toqki nestandartnogo analiza. Takoe sootvetstvie moßet byt~ osuwestvleno sledu¸wim obrazom. Fiksiruem v N nekotoryæ nepustoæ isqeza¸wiæ ul~trafil~tr γ. Takoæ ul~trafil~tr obladaet sledu¸wimi svoæstvami: A ∪ B ∈ γ ⇐⇒ A ∈ γ ili B ∈ γ, A ∩ B ∈ γ ⇐⇒ A ∈ γ i B ∈ γ. Fiksirovannyæ nami ul~trafil~tr γ pozvolØet vvesti otnoxenie ffkvivalentnosti dlØ shodØwihsØ k nul¸ v R^n posledovatel~- nosteæ toqek. Budem sqitat~, qto posledovatel~nosti

(x_k|k ∈ N) i (x^′_k|k ∈ N)

γ-ffkvivalentny, esli x_k = x^′_k dlØ vseh k prinadleßawih nekotoromu mnoßestvu A ∈ γ. Vvedennoe takim obrazom otnoxenie ØvlØetsØ otnoxeniem ffkvivalentnosti. Ego refleksivnost~ i simmetriqnost~ oqevidny, tranzitivnost~ ße dokazyvaetsØ sledu¸wim rassußdeniem. Pust~ γ-ffkvivaletny posledovatel~nosti (x_k|k ∈ N) i (x^′_k|k ∈ N), a takße posledovatel~nosti (x^′_k|k ∈ N) i (x^{′′}_k|k ∈ N). Zto znaqit, qto x_k = x^′_k dlØ vseh k prinadleßawih nekotoromu mnoßestvu A ∈ γ, a takße x^′_k = x^{′′}_k dlØ vseh k, prinadleßawih nekotoromu mnoßestvu B ∈ γ. No togda x_k = x^{′′}_k dlØ vseh k, prinadleßawih mnoßestvu A ∩ B ∈ γ, to est~ posledovatel~nosti (x_k|k ∈ N) i (x^{′′}_k|k ∈ N) budut takße γ-ffkvivalentny.

Zameqanie. My govorili o klassah γ-ffkvivalentnosti shodØ-

wihsØ k nul¸ posledovatel~nosteæ. Odnako takim posledovatel~nostØm mogut okazat~sØ γ-ffkvivalentnymi i posledovatel~- nosti vewestvennyh qisel ne shodØwiesØ k nul¸. Naprimer, esli ul~trafil~tru γ prinadleßit mnoßestvo vseh qetnyh natural~nyh qisel, to emu ne budet prinadleßat~ mnoßestvo vseh neqetnyh natural~nyh qisel i pofftomu posledovatel~nost~

(x^′_k|k ∈ N), sovpada¸waØ s posledovatel~nost~¸ (x_k =^1_k |n ∈ N)

dlØ vseh qetnyh k i ravnaØ 1 dlØ vseh neqetnyh k ne budet shodit~sØ k nul¸, no budet γ-ffkvivalentnoæ shodØweæsØ k nul¸ posledovatel~nosti. RassmatrivaØ beskoneqno malye qisla, kak klassy ffkvivalentnosti posledovatel~nosteæ, my budem vkl¸- qat~ v nih ne tol~ko shodØwiesØ k nul¸ posledovatel~nosti, no i γ-ffkvivalentnye im ne shodØwiesØ posledovatel~nosti.

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 189 Kaßdyæ klass γ-ffkvivalentnosti rassmatrivaetsØ, kak nestandartnaØ toqka iz (R^∗)^n beskoneqno blizkaØ k nul¸. Tak kak l¸bye posledovatel~nosti (x_k|k ∈ N) i (x^′_k|k ∈ N), prinadleßawie odnomu i tomu ße rostku, sovpada¸t poqti dlØ vseh k ∈ N, to kaßdomu rostku sootvetstvuet odnoznaqno opredelØemaØ im beskoneqno malaØ toqka. Bolee togo raznym rostkam moßet sootvetstvovat~ odna i ta ße beskoneqno malaØ toqka. Takim obrazom struktura beskoneqno malyh toqek grubee struktury rostkov.

2. Lineænoe prostranstvo beskoneqno malyh. Mnoßestvo

vseh beskoneqno malyh toqek moßno rassmatrivat~, kak lineænoe prostranstvo, perenosØ na posledovatel~nosti toqek i zatem na klassy ih γ-ffkvivalentnosti operacii sloßeniØ toqek lineænogo prostranstva R^n i umnoßeniØ ih na vewestvennye qisla (toqki lineænogo prostranstva R).

Rassmotrim snaqala beskoneqno malye qisla. Mnoßestvo vseh beskoneqno malyh qisel (klassov γ-ffkvivalentnosti posledovatel~nosteæ vewestvennyh qisel) oboznaqim qerez I^∗. �to mnoßestvo moßno prevratit~ v uporØdoqennoe kol~co, vvedØ na nem sootvetstvu¸wim obrazom sloßenie, umnoßenie i otnoxenie porØdka, soglasovannoe s fftimi operaciØmi.

Operacii sloßeniØ beskoneqno malyh qisel opredelØ¸tsØ sledu¸wim obrazom. Pust~

(x_k|n ∈ N) i (x^′_k|k ∈ N)

– proizvol~nye predstaviteli dvuh beskoneqno malyh qisel, to est~ klassov γ-ffkvivalentnosti α i α^′. Togda v kaqestve summy

α + α^′, beretsØ klass γ-ffkvivalentnosti, soderßawiæ posledova-

tel~nost~ (x_k + x^′_k|k ∈ N). Netrudno dokazat~, qto klass α + α^′ ne zavisit ot vybora predstaviteleæ klassov α i α^′. Analogiqno vvoditsØ umnoßenie beskoneqno malyh qisel i ih umnoßenie na vewestvennye qisla.

Rassmotrim teper~ otnoxenie porØdka na I^∗, pri kotorom l¸bye dva beskoneqno malyh qisla okazyva¸tsØ sravnimymi. Pust~

(x_k|k ∈ N) i (x^′_k|k ∈ N)

– proizvol~nye predstaviteli dvuh beskoneqno malyh qisel α i α^′. Poloßim v I^∗ (x_k|k ∈ N) < (x^′_k|k ∈ N),

190 A. A. IVANOV esli x_k < x^′_k dlØ vseh k prinadleßawih nekotoromu mnoßestvu

A ∈ γ. Oboznaqim qerez A_<, A_=, A_> – mnoßestva teh k ∈ N, dlØ

kotoryh my imeem, sootvetstvenno, x_k < x^′_k, x_k = x^′_k, x_k > x^′_k �ti mnoßestva, oqevidno, poparno ne pereseka¸tsØ i A_< ∪

A_= ∪ A_> = N ∈ γ. Pofftomu odno i tol~ko odno iz fftih mnoßestv

prinadleßit γ i v sootvetstvii s fftim my imeem odin i tol~ko odin iz sluqaev:

(x_k|n ∈ N) < (x^′_k|k ∈ N) to est~ α < α^′,

(x_k|k ∈ N) = (x^′_k|k ∈ N) to est~ α = α^′,

(x_k|k ∈ N) > (x^′_k|k ∈ N) to est~ α > α^′.

Netrudno dokazat~, qto takoe sravnenie ne zavisit ot vybora predstaviteleæ klassov ffkvivalentnosti.

Mnoßestvo vseh beskoneqno malyh toqek moßno rassmatrivat~ teper~, kak (I^∗)^n, operacii sloßeniØ ego fflementov i operaciØ umnoßeniØ na vewestvennye qisla pokomponentny. Udobnee, odnako, rassmatrivat~ neposredstvenno klassy γffkvivalentnosti posledovatel~nosteæ toqek prostranstva R^n i operirovat~ s fftimi klassami podobno tomu, kak my operirovali s klassami posledovatel~nosteæ vewestvennyh qisel.

3. StandartnaØ infinitezimal~naØ struktura. Bitopologi-

qeskaØ struktura β_n na R^n opredelØlas~ tak, qtoby klass vseh binepreryvnyh otobraßeniæ (R^n, β_n) v sebØ sovpadal s klassom vseh kusoqno lineænyh otobraßeniæ R^n v sebØ. �to sovpadenie obespeqivaetsØ sohraneniem pri takih otobraßeniØh struktury shodimosti, opredelØemoæ shodimostØmi ((x_k, λx_k)|k ∈ N) −→

(0, 0). Izuqenie fftoæ struktury shodimosti predstavlØet bol~-

xie trudnosti daße posle perehoda ot posledovatel~nosteæ k ih rostkam, pofftomu perehod k nestandartnomu analizu predstavlØet znaqitel~nyæ interes.

Rassmotrim novu¸ strukturu, sostoØwu¸ iz tak nazyvaemyh infinitezimal~nyh luqeæ. Infinitezimal~nym luqem toqki a budem nazyvat~ l¸boe mnoßestvo {λx + a|λ ∈ R, λ > 0}, gde x – proizvol~no fiksirovannaØ nenulevaØ toqka iz (I^∗)^n, a – proizvol~naØ toqka iz R^n. V sootvetstvii s fftim opredeleniem kaßdoe mnoßestvo {x + a|x ∈ (I^∗)^n} \ {a} razbivaetsØ na nepereseka¸wiesØ infinitezimal~nye luqi. Sovokupnost~ vseh takih

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 191 infinitezimal~nyh luqeæ budem nazyvat~ standartnoæ infinitezimal~noæ strukturoæ na R^n. Budem govorit~, qto otobraßenie f : R^n −→ R^n sohranØet fftu infinitezimal~nu¸ strukturu, esli ego estestvennoe prodolßenie f^∗ : (R^∗)^n −→ (R^∗)^n perevodit infinitezimal~nye luqi v infinitezimal~nye luqi. OkazyvaetsØ vernym sledu¸wee utverßdenie.

Teorema. L¸boe otobraßenie f : R^n −→ R^n ØvlØetsØ kusoqno li-

neænym otobraßeniem togda i tol~ko togda, kogda ono sohranØet standartnu¸ infinitezimal~nu¸ strukturu.

Dokazatel~stvo. Pust~ f – kusoqno lineænoe otobraßenie.

Dokaßem, qto ono sohranØet standartnu¸ infinitezimal~nu¸ strukturu. Dostatoqno dokazat~ ffto tol~ko dlØ sluqaØ kogda a i f(a) – nulevye toqki, kombiniruØ f v sluqae neobhodimosti s sootvetstvu¸wimi lineænymi otobraßeniØmi. Tak kak f – kusoqno lineænoe otobraßenie, to ono sohranØet β_n-shodimost~ v

R^{2n}. Rassmotrim x ∈ (I^∗)^n, λ > 0, λ ∈ R. Togda x i λx prinad-

leßat nekotoromu infinitezimal~nomu luqu. Toqka x ØvlØetsØ klassom posledovatel~nosteæ, pust~ (x_n|n ∈ N) – proizvol~naØ posledovatel~nost~ iz fftogo klassa. Togda posledovatel~nost~

(λx_k|k ∈ N) ØvlØetsØ predstavitelem klassa λx. Tak kak otobra-

ßenie f kusoqno lineæno na kaßdom luqe v R^n, to f^∗(λx) = λf^∗(x) i, tem samym, otobraßenie f sohranØet standartnu¸ infinitezimal~nu¸ strukturu.

Pust~ teper~ izvestno, qto f sohranØet standartnu¸ infinitezimal~nu¸ strukturu. Dokaßem, qto v fftom sluqae f ØvlØetsØ kusoqno lineænym otobraßeniem, to est~ sohranØet β_nshodimost~ v R^{2n}. Dopustim, qto ffto ne tak i naædetsØ posledovatel~nost~ ((x_k)|k ∈ N), dlØ kotoroæ ((x_k, λx_k)|n ∈ N) −→_{βn} O, no ((f(x_k ), f(λx_k))|n ∈ N) −̸→_{βn} O, gde O – nulevaØ toqka v R^{2n}. My opØt~ moßem svesti obwiæ sluqaæ shodimosti v R^{2n} k sluqa¸ shodimosti k nulevoæ toqke). Rassmotrim togda posledovatel~nosti (f(x_k)|k ∈ N) i

(f(λx_k)|k ∈ N). DlØ kaßdogo k ∈ N libo naædetsØ takoe μ_k > 0,

qto f(λx_k ) = μ_kf(x_k), libo takogo qisla ne naædetsØ, to est~

192 A. A. IVANOV

f(λx_k) ≠ μf(x_k) dlØ kaßdogo μ ∈ R. Zametim teper~, qto v silu

naxego predpoloßeniØ otnositel~no f-obraza posledovatel~nosti opØt~ moßem predpoloßit~, qto f perevodit nulevu¸ toqku v sebØ). Rassmotrim togda posledovatel~nosti (f(x_k)|k ∈ N) i

(f(λx_k)|k ∈ N). DlØ kaßdogo k ∈ N libo naædetsØ takoe μ_k > 0,

qto f(λx_k ) = μ_kf(x_k), libo takogo qisla ne naædetsØ, to est~

f(λx_k) ≠ μf(x_k) dlØ vseh μ ∈ R, μ > 0. Zametim, teper~, qto

v silu naxego predpoloßeniØ otnositel~no f-obraza posledovatel~nosti ((x_k, λx_k)|k ∈ N), libo mnoßestvo {μ_k|f(λx_k) = μ_kf(x_k)} libo mnoßestvo teh k, dlØ kotoryh {μ|f(λx_k) = μf(x_k)} = ∅, beskoneqno. Deæstvitel~no, esli oba ffti mnoßestva koneqny, to posledovatel~nost~ ((f(x_k ), f(λx_k))|k ∈ N) budet ob¨edineniem koneqnogo qisla, β_n-shodØwihsØ k nulevoæ toqke posledovatel~- nosteæ i, sledovatel~no, sama budet shodit~sØ k nulevoæ toqke.

Nam ostalos~ rassmotret~ otdel~no dva fftih sluqaØ. V pervom sluqae moßno bez naruxeniØ obwnosti sqitat~, rassmatrivaØ, esli nado, sootvetstvu¸wu¸ podposledovatel~nost~, qto vse μ_k razliqny. PerehodØ ot posledovatel~nosteæ k sootvetstvu¸wim im klassam γ-ffkvivalentnosti my poluqaem beskoneqno malye toqki x, λx, f(x), f(λx) = λ^′x, priqem λ^′ ∉ R, qto protivoreqit sohraneni¸ otobraßeniem f standartnoæ infinitezimal~noæ struktury. Vo vtorom sluqae moßno sqitat~, qto

f(λx) = λ^′x+y, gde λ^′ moßet, voobwe govorØ, prinadleßat~ R^∗, no y ≠ μx ni dlØ kakogo μ ∈ R, qto opØt~ protivoreqit sohraneni¸

otobraßeniem f standartnoæ infinitezimal~noæ struktury.

§8. Infinitezimal~nye struktury na kusoqno lineænyh mnogoobraziØh 1. Postroenie infinitezimal~noæ struktury na kusoqno lineænom mnogoobrazii. Pust~ M^n – nekotoroe n-mernoe kusoqno

lineænoe mnogoobrazie. �to znaqit, qto na sootvetstvu¸wem topologiqeskom mnogoobrazii zadany karty atlasov, opredelØ¸- wie ffto kusoqno lineænoe mnogoobrazie. Pri fftom, kak netrudno zametit~, my moßem ograniqit~sØ atlasami, karty kotoryh ØvlØ¸tsØ oblastØmi gomeomorfnymi R^n, s fiksirovannym na nih gomeomorfizmami g_i : G_i −→ R^n. Rassmotrim proizvol~no fiksirovannu¸ toqku a iz M^n , proizvol~nu¸ kartu G, soderßawu¸ fftu toqku, i g : G −→ R^n – fiksirovannyæ dlØ fftoæ karty gomeomorfizm. �tot gomeomorfizm perevodit toqku a v

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 193 toqku g(a) ∈ R^n. On perevodit takße klassy γ-ffkvivalentnosti shodØwihsØ k a posledovatel~nosteæ toqek iz G v klassy γffkvivalentnosti shodØwihsØ k g(a) posledovatel~nosteæ toqek

iz R^n. Obratnoe otobraßenie g^{−1}, naoborot, perevodit klassy

γ-ffkvivalentnosti shodØwihsØ k g(a) posledovatel~nosteæ toqek

iz R^n v klassy γ-ffkvivalentnosti shodØwihsØ k a posledovatel~-

nosteæ toqek iz G. Pri fftom otobraßenie g^{−1} perevodit infinitezimal~nye luqi toqki g(a) v sovokupnosti beskoneqno blizkih k a toqek, kotorye my budem takße nazyvat~ infinitezimal~nymi luqami toqki a. Moßno dokazat~, qto razbienie mnoßestva vseh beskoneqno blizkih k a toqek na infinitezimal~nye luqi ne zavisit ot karty kusoqno lineænogo mnogoobraziØ. Deæstvitel~no, pust~ G^′ – drugaØ karta rassmatrivaemogo kusoqno lineænogo mnogoobraziØ, soderßawaØ toqku a, i g^′ – fiksirovannoe dlØ fftoæ karty otobraßenie na R^n. Togda qastiqnoe otobraßenie g^′g^{−1}, ØvlØ¸weesØ kusoqno lineænym otobraßeniem, perevodit toqku g(a) v toqku g^′(a) i kaßdyæ infinitezimal~nyæ luq v toqke g(a) perevodit v infinitezimal~nyæ luq v toqke g^′(a). Ots¸da neposredstvenno sleduet nezavisimost~ razbieniØ vsego mnoßestva toqek beskoneqno blizkih k toqke a na infinitezimal~nye luqi.

Tem samym dokazano, qto na kusoqno lineænom mnogoobra-

zii M odnoznaqno opredelena infinitezimal~naØ struktura,

opredelØ¸waØ, v svo¸ oqered~, ego kusoqno lineænu¸ strukturu, kak sootvetstvu¸wu¸ sovokupnost~ vseh ee atlasov.

2. PredstavleniØ infinitezimal~noæ struktury. My opre-

delili infinitezimal~nu¸ strukturu kusoqno lineænogo mnogoobraziØ, kak razbienie kaßdogo mnoßestva toqek beskoneqno blizkih k toqke iz M na infinitezimal~nye luqi. Seæqas my utoqnim ffto ponØtie. Pust~ M^n – mnoßestvo toqek kusoqno lineænogo mnogoobraziØ M^n . Kak nam izvestno, ffto kusoqno lineænoe mnogoobrazie moßno predstavit~ nekotorym bitopologiqeskim prostranstvom (M^n, β). Rassmotrim topologiqeskoe prostranstvo (M^n, τ ), ØvlØ¸weesØ topologiqeskim mnogoobraziem (budem oboznaqat~ ego prosto qerez M^n) i proizvedenie

M^n × I^{∗n}. Mnoßestvo M^n × (I^∗)^n, moßno rassmatrivat~ kak ras-

sloennoe prostranstvo s bazoæ M^n i sloØmi {a} × (I^∗)^n, a ∈ M^n. Na kaßdyæ takoæ sloæ {a} × (I^∗)^n moßno perenesti standartnu¸ infinitezimal~nu¸ strukturu. DlØ fftogo, kak my tol~-

194 A. A. IVANOV ko qto ubedilis~, dostatoqno fiksirovat~ nekotoryæ kusoqno lineænyæ gomeomorfizm g prostranstva R^n na kaku¸-nibud~ okrestnost~ toqki a. Takim obrazom my poluqaem interpretaci¸ kusoqno lineænoæ struktury na topologiqeskom mnogoobrazii (M^n, τ ) rassloennym prostranstvom s bazoæ M^n, sloØmi {a}×(I^∗)^n, a ∈ M^n i sootvetstvu¸wimi infinitezimal~nymi strukturami na sloØh.

Vozmoßna i drugaØ interpretaciØ. V neæ my rassmatrivaem nestandartnoe n-mernoe topologiqeskoe mnogoobrazie (M^∗ )^n i vydelØem v nem koneqnu¸ qast~, sostoØwu¸ iz vseh koneqnyh toqek fftogo prostranstvo, to est~ vseh toqek, kaßdaØ iz kotoryh beskoneqno blizka kakoæ- nibud~ toqke iz M^n . Kak mnoßestvo, ffto ni qto inoe kak M^n × (I^∗)^n, no sloi {a} × (I^∗)^n “povernuty” po drugomu.

3. Infinitezimal~nye struktury v kusoqno lineænoæ topologii. Nam predstavlØetsØ, qto primenenie infinitezimal~-

nyh struktur na topologiqeskih mnogoobraziØh moßet stat~ horoxim apparatom teorii kusoqno lineænyh mnogoobraziæ. Rassmotrim, naprimer, zadaqu postroeniØ fal~xivyh R^4. Netrudno dokazat~, qto ona svoditsØ k sledu¸weæ zadaqe.

RassmatrivaetsØ lineænoe prostranstvo R^4 i standartno vloßennoe v nego lineænoe prostranstvo R^3, opredelØemoe uravneniem x_1 = 0. �to lineænoe podprostranstvo razbivaet R^4 na dve oblasti R^4_− i R^4_+, opredelØemye neravenstvami x_1 < 0 i

x_1 > 0, sootvetstvenno. TrebuetsØ postroit~ na R^4 strukturu

kusoqno lineænogo mnogoobraziØ tak, qto ona budet kusoqno lineæno izomorfna standartnoæ na R^4_− i na R^4_+, no ne budet kusoqno lineæno izomorfna standartnoæ na vsem R^4.

V svØzi s fftoæ zadaqeæ voznikaet problema opisaniØ infinitezimal~noæ struktury, opredelØ¸weæ standartnu¸ kusoqno lineænu¸ strukturu, i postroeniØ infinitezimal~nyh struktur, opredelØ¸wih kusoqno lineænye struktury, otliqnye ot standartnoæ (fal~xivyh struktur). �ta problema zaslußivaet osobogo vnimaniØ i izuqeniØ, sootvetstvu¸wie rezul~taty ne voxli v fftu knigu.

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 195

Glava IV

BITOPOLOGIQESKIE GRUPPY

§1. Problema bitopologizacii grupp

1. Postanovka problemy. Popytki sozdaniØ dostatoqno daleko

prodvinutoæ teorii bitopologiqeskih grupp, estestvenno obobwa¸weæ teori¸ topologiqeskih grupp, okazyvalis~, kak pravilo, malo rezul~tativnymi. �ti popytki zakanqivalis~ na fftape formirovaniØ osnovnyh ponØtiæ. Ne udavalos~ daße sformulirovat~ ishodnoe ponØtie bitopologiqeskoæ gruppy, kotoroe stalo by obwepriznannoæ osnovoæ sootvetstvu¸weæ teorii. Raznye avtory predlagali suwestvenno razliqnye varianty.

FormuliruØ tot ili inoæ variant ponØtiØ bitopologiqeskoæ gruppy, sleduet, koneqno, ishodit~ iz opredeleniØ topologiqeskoæ gruppy, izmenØØ ego podhodØwim obrazom. TopologiqeskaØ gruppa opredelØetsØ, obyqno, kak para (G, τ ), gde GnekotoraØ gruppa, a τ -topologiqeskaØ struktura na G. Pri fftom trebuetsØ, qtoby gruppovaØ struktura i topologiqeskaØ struktura na G byli svØzany sledu¸wimi usloviØmi:

otobraßenie p : (G × G, τ × τ ) −→ (G, τ ), p(x, y) = xy, dolßno byt~ nepreryvnym otobraßeniem,

otobraßenie q : (G, τ ) −→ (G, τ ), q(x) = x^{−1}, dolßno byt~ gomeomorfizmom.

IshodØ iz fftogo ponØtiØ i formulirovalis~, v osnovnom, razliqnye ponØtiØ bitopologiqeskoæ gruppy. Moßno vvesti, naprimer, na G ne odnu topologiqesku¸ strukturu τ , a dve τ_1 i

τ_2, rassmatrivaØ bitopologiqeskie gruppy, kak troæki (G, τ_1, τ_2),

udovletvorØ¸wie sootvetstvu¸wim usloviØm. S drugoæ storony, moßno prosto zamenit~ v opredelenii topologiqeskoæ gruppy strukturu τ × τ na proizvol~nu¸ topologiqesku¸ strukturu β, rassmatrivaØ bitopologiqeskie gruppy, kak troæki (G, β, τ ), udovletvorØ¸wie sootvetstvu¸wim usloviØm. Pri fftom moßno ne svØzyvat~ β i τ dopolnitel~nymi usloviØmi, a s drugoæ storony moßno potrebovat~, qtoby τ = β|X.

Znaqitel~noe koliqestvo razliqnyh opredeleniæ ponØtiØ bitopologiqeskoæ gruppy moßno poluqit~, ishodØ iz drugogo, ffkvivalentnogo privedennomu vyxe, ponØtiØ topologiqeskoæ

196 A. A. IVANOV gruppy, v formulirovke kotorogo figuriru¸t tol~ko otobraßeniØ topologiqeskogo prostranstva (G × G, τ × τ ) v sebØ. Pri perehode k ponØti¸ bitopologiqeskoæ gruppy my moßem rassmatrivat~ tol~ko otobraßeniØ topologiqeskogo prostranstva

(G × G, β), opØt~ udovletvorØ¸wie tem ili inym usloviØm. Ta-

kim obrazom my vstaem pered neobhodimost~¸ vybora, kakogo-to varianta ponØtiØ bitopologiqeskogo prostranstva iz bol~xogo koliqestva v principe vozmoßnyh variantov i izuqat~ znaqitel~noe koliqestvo razliqnyh teoriæ.

2. Bitopologiqeskie gruppy kak troæki (G, τ1, τ2). Povidi-

momu pervyæ iz suwestvu¸wih v bitopologiqeskoæ literature variantov ponØtiØ bitopologiqeskoæ gruppy sostoit v sledu¸- wem:

Bitopologiqeskoæ gruppoæ nazyvaetsØ troæka (G, τ_1, τ_2), gde G – kakaØ-nibud~ gruppa, a τ_1 i τ_2 – topologiqeskie struktury na G, svØzannye sledu¸wimi usloviØmi:

otobraßenie p : (G × G, τ_1 × τ_1, τ_2 × τ_2) −→ (G, τ_1, τ_2), p(x, y) = xy, dolßno byt~ binepreryvnym otobraßeniem,

otobraßenie q : (G, τ_1) −→ (G, τ_2), q(x) = x^{−1} dolßno byt~ gomeomorfizmom.

Netrudno zametit~, odnako, qto na samom dele zadanie l¸- boæ takoæ bitopologiqeskoæ gruppy ffkvivalentno zadani¸ na G tol~ko odnoæ topologiqeskoæ struktury, naprimer τ_1, udovletvorØ¸weæ tol~ko odnomu uslovi¸, a imenno

otobraßenie p : (G × G, τ_1 × τ_1) −→ (G, τ_1), p(x, y) = xy, dolßno byt~ nepreryvnym otobraßeniem.

Deæstvitel~no, topologiqeskaØ struktura τ_2 oqevidnym obrazom opredelØetsØ topologiqeskoæ strukturoæ τ_1, a imenno

τ_2 = τ^{−1}_1 = {G^{−1}|G ∈ τ_1}, G^{−1} = {x^{−1}|x ∈ G}, priqem nepreryv-

nost~ otobraßeniØ p : (G × G, τ_2 × τ_2) −→ (G, τ_2) sleduet iz nepreryvnosti otobraßeniØ p : (G × G, τ_1 × τ_1) −→ (G, τ_1).

Takim obrazom rassmatrivaemoe seæqas ponØtie bitopologiqeskoæ gruppy poluqaetsØ,v deæstvitel~nosti, iz ponØtiØ topologiqeskoæ gruppy prostym otbrasyvaniem usloviØ

q : (G, τ ) −→ (G, τ ), q(x) = x^{−1}, – nepreryvnoe otobraßenie. V takom ponØtii net niqego bitopologiqeskogo.

Ne luqxe obstoit delo, esli my budem rassmatrivat~ bitopologiqesku¸ gruppu, kak troæku (X, τ_1, τ_2), no nalagaØ na τ_1 i

τ_2 drugie usloviØ, a imenno:

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 197 otobraßeniØ

p : (G × G, τ_1 × τ_2) −→ (G, τ_1)

p : (G × G, τ_1 × τ_2) −→ (G, τ_2)

dolßny byt~ nepreryvnymi otobraßeniØmi,

otobraßenie

q : (G, τ_1) −→ (G, τ_2)

dolßno byt~ gomeomorfizmom.

Takoe ponØtie bitopologiqeskoæ gruppy deæstvitel~no ØvlØetsØ neposredstvennym obobweniem ponØtiØ topologiqeskoæ gruppy, tak kak pri τ_1 = τ_2 = τ my prihodim k obyqnomu gruppovomu opredeleni¸. Odnako iz sformulirovannyh vyxe usloviæ kak raz i sleduet τ_1 = τ_2, to est~ bitopologiqeskaØ v fftom smysle gruppa vsegda ØvlØetsØ topologiqeskoæ gruppoæ.

Deæstvitel~no, rassmotrim vloßeniØ

j_1 : (G, τ_1) −→ (G × G, τ_1 × τ_2) i j_2 : (G, τ_2) −→ (G × G, τ_1 × τ_2),

gde j_1(x) = (x, 1_G), j_2(x) = (1_G, x). OtobraßeniØ

pj_1 : (G, τ_1) −→ (G, τ_2), pj_2 : (G, τ_2) −→ (G, τ_1)

budut vzaimno odnoznaqnymi nepreryvnymi otobraßeniØmi i potomu τ_2 ⊂ τ_1, τ_1 ⊂ τ_2, to est~ τ_1 = τ_2.

3. Bitopologiqeskie gruppy, kak troæki (G, β, τ ). Pereædem

teper~ k variantu, v kotorom bitopologiqeskaØ gruppa ponimaetsØ, kak troæka (G, β, τ ), gde β nekotoraØ bitopologiqeskaØ struktura na gruppe G, τ nekotoraØ topologiqeskaØ struktura na G. Pri fftom trebuetsØ, qtoby G, β, τ byli svØzany sledu¸wimi usloviØmi.

otobraßenie p : (G × G, β) −→ (G, τ ), p(x, y) = xy, dolßno byt~ nepreryvnym otobraßeniem,

otobraßenie q : (G, τ ) −→ (G, τ ), q(x) = x^{−1}, dlßno byt~ gomeomorfizmom.

Oqevidno, qto takoe ponØtie ØvlØetsØ neposredstvennym obobweniem ponØtiØ topologiqeskoæ gruppy, odnako v nem

198 A. A. IVANOV struktury β i τ slixkom malo svØzany drug s drugom. V svØzi s fftim bylo predloßeno svØzat~ β i τ , potrebovav dopolnitel~- no, qtoby τ = β|G. Okazalos~, odnako, qto ffto uslovie slixkom sil~no. Esli, naprimer, β = τ_1 × τ_2, to τ_1 = τ_2.

Deæstvitel~no, topologiqeskaØ struktura β = τ_1×τ_2, opredelennaØ na G × G, induciruet na G pri diagonal~nom vloßenii j : G −→ (G × G), j(x) = (x, x), topologiqesku¸ strukturu

τ = sup{τ_1, τ_2} = β|G. Tak kak otobraßeniØ p : (G × G, τ_1 × τ_2) −→ (G, τ ), j_1 : (G, τ_1) −→ (G × G, τ_1 × τ_2),

j_2 : (G, τ_2) −→ (G × G, τ_1 × τ_2),

nepreryvny, to nepreryvny i otobraßeniØ pj_1 : (G, τ_1) −→ (G, τ ), pj_2 : (G, τ_2) −→ (G, τ ), i potomu, v silu vzaimnoæ odnoznaqnosti otobraßeniæ pj_1 i pj_2, my budem imet~ vkl¸qeniØ τ ⊂ τ_1 i τ ⊂ τ_2, otkuda sleduet τ_1 = τ_2.

My zametili, qto dopolnitel~noe uslovie τ = β|G slixkom obremenitel~no. Ego moßno, odnako, zamenit~ drugim, menee obremenitel~nym, usloviem, naprimer potrebovat~, qtoby nel~zØ bylo pri fiksirovannoæ bitopologiqeskoæ strukture β rasxirit~ topologiqesku¸ strukturu τ .

Bitopologiqeskie gruppy v izmenennom takim obrazom smysle faktiqeski rassmatrivalis~ v literature, naprimer izuqalis~ tak nazyvaemye polutopologiqeskie gruppy.

UsloviØ, nakladyvaemye na polutopologiqesku¸ gruppu, otliqa¸tsØ ot usloviæ nakladyvaemyh na topologiqesku¸ gruppu tem, qto vmesto nepreryvnosti otobraßeniØ p : (G × G, τ_1 ×

τ_2) −→ (G, τ ) trebuetsØ nepreryvnost~ fftogo otobraßeniØ na ka-

ßdom gorizontal~nom v G × G mnoßestve G × {y} i na kaßdom vertikal~nom mnoßestve {x} × G. Grubo govorØ, vmesto nepreryvnosti otobraßeniØ p po sovokupnosti peremennyh x, y, kak ffto trebuetsØ dlØ topologiqeskoæ gruppy, trebuetsØ nepreryvnost~ po kaßdoæ iz peremennyh v otdel~nosti. �to uslovie nepreryvnosti po kaßdoæ iz peremennyh v otdel~nosti moßno zamenit~ na uslovie nepreryvnosti otobraßeniØ p na vsem topologiqeskom prostranstve (G, β) pri podhodØwem vybore topologiqeskoæ struktury β. V kaqestve β moßno vzØt~ topologiqesku¸

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 199 strukturu na G × G, dlØ kotoroæ mnoßestvo F zamknuto togda i tol~ko togda, kogda ego pereseqenie s kaßdym gorizontal~nym i s kaßdym vertikal~nym v G × G mnoßestvom zamknuto otnositel~no topologiæ inducirovannyh na fftih mnoßestvah topologiqeskoæ strukturoæ τ × τ .

4. Qisto bitopologiqeskiæ podhod. My pereædem teper~ k

principial~no drugomu podhodu k ponØti¸ bitopologiqeskoæ gruppy, pri kotorom v nakladyvaemye na nee usloviØ vhodØt tol~ko otobraßeniØ bitopologiqeskogo prostranstva v sebØ. Rassmotrim odin iz variantov takogo podhoda, ime¸wiæsØ v literature.

Bitopologiqeskoe prostranstvo (G, β) nazyva¸t bitopologiqeskoæ gruppoæ, esli G ØvlØetsØ gruppoæ, priqem vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ: otobraßenie m : (G × G, β) −→ (G × G, β), m(x, y) = (xy, y^{−1}x), dolßno byt~ nepreryvnym otobraßeniem,

otobraßenie n : (G × G, β) −→ (G × G, β), n(x, y) = (x^{−1}, y^{−1}) dolßno byt~ nepreryvnym otobraßeniem.

Tak kak v formulirovku ponØtiØ bitopologiqeskoæ gruppy vhodit tol~ko bitopologiqeskoe prostranstvo (G, β), to net neobhodimosti rassmatrivat~ na G i nekotoru¸ topologiqesku¸ strukturu. Zametim,qto esli β = τ × τ , to ukazannye vyxe usloviØ perehodØt v usloviØ nepreryvnosti sledu¸wih otobraßeniæ: p : (G × G, τ × τ ) −→ (G, τ ), p(x, y) = xy, p^′ : (G × G, τ × τ ) −→ (G, τ ), p^′(x, y) = y^{−1}x, q : (G, τ ) −→ (G, τ ), q(x) = x^{−1}. �ti usloviØ ffkvivalentny usloviØm obyqnogo opredeleniØ topologiqeskoæ gruppy i, sledovatel~no, ponØtie bitopologiqeskoæ gruppy v fftom smysle ØvlØetsØ obobweniem ponØtiØ topologiqeskoæ gruppy. Odnako fftot variant imeet tot ße nedostatok, qto i predyduwie, a imenno, esli β = τ_1 × τ_2, to τ_1 = τ_2.

Deæstvitel~no, pust~ β = τ_1 × τ_2. Togda otobraßenie

mj_1 : (G, τ_1) −→ (G × G, τ_1 × τ_2) nepreryvno, mj_1(x) = (x, x), tak

kak j_1(x) = (x, 1_G) i m(x, 1_G) = (x, x). Zametim teper~, qto otobraßenie j^{−1} : (Δ, β|Δ) −→ (G, β|G) , j^{−1}(x, x) = x takße nepreryvno, pofftomu i otobraßenie j^{−1}mj_1 : (G, τ_1) −→ (G, τ ), gde

200 A. A. IVANOV

τ = β|G = sup{τ_1, τ_2} nepreryvno. Ots¸da sleduet vkd¸qenie τ ⊂ τ_1. Analogiqno dokazyvaetsØ vkl¸qenie τ ⊂ τ_2 (vmesto oto-

braßeniØ j_1 ispol~zuetsØ otobraßenie j_2). Iz fftih vkl¸qeniæ sleduet τ_1 = τ_2.

5. Korrektnyæ variant. Rassmotrim teper~ ewe odin podhod k

ponØti¸ bitopologiqeskoæ gruppy. �tot podhod budet svoboden ot nedostatkov, prisuwih uße predstavlennym zdes~ variantam.

Bitopologiqeskoæ gruppoæ budem nazyvat~ paru (G, β), gde G – nekotoraØ gruppa, β – bitopologiqeskaØ struktura na mnoßestve G, takie, qto otobraßeniØ p : (G, β) × (G, β) −→ (G, β), p(x, y) = xy, q : (G, β) −→ (G, β), q(x) = x^{−1} binepreryvny, to est~ otobraßeniØ p = p × p i q = q × q ØvlØ¸tsØ nepreryvnymi otobraßeniØmi sootvetstvu¸wih topologiqeskih prostranstv, p((x, y), (x^′, y^′)) = (xx^′, yy^′), q(x, y) = (x^{−1}, y^{−1}). Pust~ (G, τ_1) i (G, τ_2) – topologiqeskie gruppy. Netrudno dokazat~, qto (G, τ_1 × τ_2) – bitopologiqeskaØ gruppa v tol~- ko qto opredelennom ponimanii. Deæstvitel~no, v fftom sluqae (G, β) × (G, β) = (G, τ_1 × τ_2) × (G, τ_1 × τ_2) = (G × G, τ_1 ×

τ_1, τ_2 × τ_2). Sootvetstvu¸wee topologiqeskoe prostranstvo est~

ne qto inoe, kak (G × G, τ_1 × τ_1) × (G × G, τ_2 × τ_2) i p otobraßaet (G × G, τ_1 × τ_1) × (G × G, τ_2 × τ_2) v topogiqeskoe prostranstvo

(G × G, τ_1 × τ_2) = (G, τ_1) × (G, τ_2). �to otobraßenie p = (p_1, p_2)

nepreryvno, tak kak nepreryvny ego sostavlØ¸wie

p_1 : (G × G, τ_1 × τ_1) −→ (G, τ_1)

p_2 : (G × G, τ_2 × τ_2) −→ (G, τ_2).

Analogiqno, okazyvaetsØ nepreryvnym i otobraßenie q =

(q_1, q_2), tak kak nepreryvny ego sostavlØ¸wie

q_1 : (G, τ_1) −→ (G, τ_1), q_1(x) = x^{−1}

q_2 : (G, τ_2) −→ (G, τ_2), q_2(y) = y^{−1}.

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 201 Takim obrazom, esli (G, τ_1) i (G, τ_2) – topologiqeskie gruppy, to (G, τ_1 × τ_2) – bitopologiqeskaØ gruppa, oqevidno i obratnoe utverßdenie. V kaqestve τ_1 moßno vzØt~ dlØ l¸boæ gruppy G diskretnu¸ topologiqesku¸ strukturu, a v kaqestve

τ_2 – trivial~nu¸. �to dokazyvaet suwestvovanie razloßimoæ

bitopologiqeskoæ gruppy (G, τ_1 × τ_2) s τ_1 ≠ τ_2 dlØ l¸boæ gruppy G krome, koneqno, odnofflementnoæ.

S drugoæ storony, esli τ_1 = τ_2 = τ , to (G, τ ) – topologiqeskaØ gruppa togda i tol~ko togda, kogda (G, τ × τ ) – bitopologiqeskaØ gruppa. Takim obrazom rassmatrivaemoe nami seæqas ponØtie bitopologiqeskoæ gruppy ØvlØetsØ estestvennym obobweniem ponØtiØ topologiqeskoæ gruppy. S drugoæ storony, ffto suwestvenno bitopologiqeskoe ponØtie, tak kak suwestvu¸t nerazloßimye bitopologiqeskie v fftom smysle gruppy.

6. Primery bitopologiqeskih grupp. Pust~ G – proizvol~-

naØ ne odnofflementnaØ kommutativnaØ gruppa. Rassmotrim mnoßestva U_z = {(x, y)|xy^{−1} = z}, dlØ vseh z ∈ G. Esli z_1 ≠ z_2, to

U_{z1} ∩ U_{z2} = ∅. Takie mnoßetva, v sovokupnosti, obrazu¸t bazu

nekotoroæ topologiqeskoæ struktury β na G × G. Dokaßem, qto

(G, β) ØvlØetsØ bitopologiqeskoæ gruppoæ, to est~ otobraßeniØ p : (G, β) × (G, β) −→ (G, β), q : (G, β) −→ (G, β) nepreryvny. DlØ fftogo dostatoqno dokazat~ spravedlivost~ sledu¸wih sootnoxeniæ:

p^{−1}(U_z) = ⋃ U_{z1} × U_{z2} |z_1z_2 = z

q^{−1} (U_z ) = U_z�1 ,

kotorye, v svo¸ oqered~, sledu¸t iz sledu¸wih ffkvivalentnosteæ:

((x_1, y_1), (x_2, y_2)) ∈ p^{−1}(U_z ) ⇐⇒ p((x_1, y_1), (x_2, y_2)) ∈ U_z ⇐⇒

(x_1x_2, y_1y_2) ∈ U_z ⇐⇒ (x_1x_2)(y_1y_2)^{−1} = z ⇐⇒ (x_1y^{−1}_1 )(x_2y^{−1}_2 ) = z

⇐⇒ x_1y^{−1}_1 = z_1, x_2y^{−1}_2 = z_2, z_1z_2 = z ⇐⇒

(x_1, y_1) ∈ U_{z1} , (x_2, y_2) ∈ U_{z2} , z_1z_2 = z ⇐⇒

202 A. A. IVANOV

((x_1, y_1), (x_2, y_2)) ∈ U_{z1} × U_{z2} , z_1z_2 = z ⇐⇒

((x_1, y_1), (x_2, y_2)) ∈ ⋃ (U_{z1} × U_{z2} |z_1z_2 = z (x, y) ∈ q^{−1}(U_z ) ⇐⇒ q(x, y) ∈ U_z ⇐⇒ (x^{−1}, y^{−1}) ∈ U_z ⇐⇒ x^{−1}y = z ⇐⇒ xy^{−1} = z^{−1} ⇐⇒ (x, y) ∈ U_z�1 . TakaØ bitopologiqeskaØ gruppa (G, β) budet nerazloßimoæ bitopologiqeskoæ gruppoæ, ona ne budet daße lokal~no razloßimoæ bitopologiqeskoæ gruppoæ. Naprimer, otkrytoe v

(G, β) mnoßestvo Δ ne predstavimo ob¨edineniem prØmougol~-

nyh okrestnosteæ ego toqek v (G, β).

DlØ nekommutativnyh grupp, kommutant kotoryh ne sovpadaet so vseæ gruppoæ, moßno predloßit~ svoe postroenie nerazloßimoæ bitopologiqeskoæ gruppy. Pust~ G^′ – kommutant gruppy G. Rassmotrim mnoßestva U_z = {(x, y)|xy^{−1} ∈ zG^′}. L¸bye dva iz takih mnoßestv libo sovpada¸t libo ne ime¸t obwih toqek. �to sleduet iz togo, qto z_1G^′ i z_2G^′, ØvlØØs~ smeßnymi klassami razloßeniØ gruppy G po ee normal~nomu delitel¸ G^′, libo sovpada¸t (v tom sluqae kogda z_1z^{−1}_2 ∈ G^′) libo ne ime¸t obwih fflementov. Mnoßestva U_z , vzØtye po vsem z ∈ G obrazu- ¸t bazu topologiqeskoæ struktury β^′ na G × G. Dokazatel~stvo binepreryvnosti otobraßeniæ p i q pri takom opredelenii bitopologiqeskoæ gruppy (G, β^′) osuwestvlØetsØ po toæ ße sheme, qto i v kommutativnom sluqae. razliqie budet sostoØt~ lix~ v tom, qto vmesto usloviæ tipa u = z rassmatriva¸tsØ usloviØ tipa u ∈ zG^′. Pri fftom ispol~zuetsØ tot fakt, qto faktorgruppa

G/G^′ ØvlØetsØ kommutativnoæ gruppoæ.

7. PrØmye i kosye bitopologiqeskie gruppy. PonØtie bi-

topologiqeskoæ gruppy, kak gruppy G s fiksirovannoæ na neæ bitopologiqeskoæ strukturoæ β, to est~ pary (G, β), pri uslovii binepreryvnosti otobraßeniæ p : (G, β) × (G, β) −→ (G, β), p(x, y) = xy, q : (G, β) −→ (G, β), q(x) = x^{−1} predstavlØetsØ, na pervyæ vzglØd, edinstvennoæ osnovoæ teorii bitopologiqeskih grupp. Ono vygodno otliqaetsØ ot drugih, ime¸wihsØ v literature, variantov i svobodno ot ih nedostatkov. Odnako, kak moßno zametit~, vozmoßen i drugoæ, ne menee interesnyæ variant, otliqa¸wiæsØ ot uße opisannogo. On

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 203 poluqaetsØ zamenoæ usloviØ nepreryvnosti otobraßeniØ q (binepreryvnosti otobraßeniØ q) na uslovie nepreryvnosti otobraßeniØ r : (G × G, β) −→ (G × G, β), r(x, y) = (y^{−1}, x^{−1}). �to novoe uslovie moßet byt~ zapisano, kak uslovie binepreryvnosti otobraßeniØ q : (G, β) −→ (G, β^{−1}), gde β^{−1} = {U^{−1}|U ∈ β}, U^{−1} = {(x, y)|(y, x) ∈ U }. Bitopologiqesku¸ gruppu v takom ponimanii budem nazyvat~ kosoæ bitopologiqeskoæ gruppoæ. Primerom kosoæ bitopologiqeskoæ gruppy ØvlØetsØ bitopologiqeskaØ prØmaØ (R, τ_r, τ_l), rassmatrivaemaØ, kak gruppa otnositel~no sloßeniØ vewestvennyh qisel. Zdes~ τ_r = {∅, R, (x, ∞)|x ∈ R}, τ_l = {∅, R, (−∞, x)|x ∈ R}. Mnoßestva U_{x,y} = (x, ∞) × (−∞, y), {x, y} ⊂ R} obrazu¸t, v sovokupnosti, bazu topologiqeskoæ struktury β na R × R. Sootvetstvenno, mnoßestva U^{−1}_{x,y} = (−∞, y) × (x, ∞) obrazu¸t, v sovokupnosti, bazu bitopologiqeskoæ struktury β^{−1}. Proverim nepreryvnost~ otobraßeniæ p i r.

p^{−1}(U_{x0,y0} ) = {((x_1, y_1), (x_2.y_2))|x_1 + x_2 > x_0, y_1 + y_2 < y_0} = {((x_1, y_1), (x_2.y_2))|x_1 + x_2 > x_0} ∩ {((x_1, y_1), (x_2.y_2))|y_1 + y_2 < y_0} = ( ⋃ [(x_1, ∞) × R × (x_2, ∞) × R]|x_1 + x_2 > x_0) ∩ ( ⋃ [R × (−∞, y_1) × R × (−∞, y_2)]|y_1 + y_2 < y_0) ∈ τ_r × τ_l × τ_r × τ_l q^{−1}(U^{−1}_{x0,y0} ) = {(x, y)|(−y, −x) ∈ U_{x0,y0} } = {(x, y)| − y ∈ (x_0, ∞), −x ∈ (−∞, y_0} = {(x, y)|x ∈ (−y_0, ∞), y ∈ (−∞, −x_0 = U_{−y0,−x0} ∈ τ_r × τ_l Esli β – simmetriqnaØ bitopologiqeskaØ struktura, to ponØtiØ bitopologiqeskoæ gruppy (G, β) i kosoæ bitopologiqeskoæ gruppy (G, β) dlØ nee sovpada¸t, tak kak v fftom sluqae

β = β^{−1}.

8. Otsutstvie drugih variantov. Na pervyæ vzglØd predsta-

vlØetsØ vozmoßnym ispol~zovat~ ide¸ skaxivaniØ bitopologiqeskih grupp i posredstvom izmeneniØ usloviØ binepreryvnosti otobraßeniØ p : (G, β) × (G, β) −→ (G, β)

204 A. A. IVANOV – usloviØ 1. �to oznaqaet perehod k uslovi¸ binepreryvnosti odnogo iz sledu¸wih otobraßeniæ: 2) p : (G, β) × (G, β^{−1}) −→ (G, β) 3) p : (G, β^{−1}) × (G, β) −→ (G, β) 4) p : (G, β^{−1}) × (G, β^{−1}) −→ (G, β) 5) p : (G, β) × (G, β) −→ (G, β^{−1}) 6) p : (G, β) × (G, β^{−1}) −→ (G, β^{−1}) 7) p : (G, β^{−1}) × (G, β) −→ (G, β^{−1}) 8) p : (G, β^{−1}) × (G, β^{−1}) −→ (G, β^{−1})

– vsego vosem~ razliqnyh usloviæ, sqitaØ vmeste s ishodnym usloviem 1.

Na samom dele uslovie 8 ffkvivalentno uslovi¸ 1, a usloviØ 2–7 ØvlØ¸tsØ daße bolee sil~nymi usloviØmi, qem uslovie 1, tak kak vypolnenie l¸bogo iz usloviæ 2–7 vleqet simmetriqnost~ bitopologiqeskoæ struktury β, a dlØ simmetriqnyh bitopologiqeskih struktur vse usloviØ 1–8 sovpada¸t.

Deæstvitel~no, kaßdoe iz usloviæ 1–8 vypolnØetsØ togda i tol~ko togda, kogda vypolnØetsØ dvoæstvennoe emu uslovie, poluqaemoe iz ishodnogo zamenoæ β na β^{−1}. Delo v tom, qto perehod ot β k β^{−1} sootvetstvuet perestanovke koordinat v G × G, to est~ perehodu ot toqek (x, y) k toqkam (y, x). Tak kak (p × p) ((y, x), (y^′, x^′)) = (yy^′, xx^′), to nepreryvnost~ ishodnogo otobraßeniØ v toqke ((y, x), (y^′, x^′)) oznaqaet nepreryvnost~ dvoæstvennogo otobraßeniØ v toqke

((y, x), (y^′, x^′)). Pofftomu dostatoqno rassmotret~ usloviØ 2–4.

My dokaßem, qto vypolnenie l¸bogo iz usloviæ 2–4 vleqet simmetriqnost~ bitopologiqeskoæ struktury β.

Deæstvitel~no, v fftoæ situacii odno iz otobraßeniæ p : {(1, 1)} × (G, β^{−1}) −→ (G, β), P : (G, β) × {(1, 1)} −→ (G, β) binepreryvno, sledovatel~no β ⊂ β^{−1}, ots¸da, zamenØØ β na β^{−1}, poluqaem β^{−1} ⊂ β i pofftomu β = β^{−1}.

Takim obrazom my dokazali, qto usloviØ 2–4 sil~nee usloviØ 1, qto i oznaqaet nevozmoßnost~ “skaxivaniØ” za sqet

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 205 izmeneniØ usloviæ 1 ili 8. Vmeste s tem dokazano, qto drugih variantov opredeleniØ bitopologiqeskoæ gruppy krome prØmoæ i kosoæ net.

§2. Nekotorye opredeleniØ i konstrukcii

V fftom paragrafe budut rassmotreny nekotorye fflementarnye ponØtiØ i konstrukcii teorii bitopologiqeskih grupp. Pri fftom pod bitopologiqeskoæ gruppoæ budet ponimat~sØ para (G, β) , udovletvorØ¸waØ uslovi¸ nepreryvnosti otobraßeniØ p, p : (G × G, β) × (G × G, β) −→ (G × G, β), p((x_1, y_2), (x_2, y_2)) = (x_1x_2, y_1y_2)

i otobraßeniØ q, q : (G × G, β) −→ (G × G, β), q(x, y) = (x^{−1}, y^{−1}) ili ße (v kosom variante) otobraßeniØ r, r : (G × G, β) −→ (G × G, β), r(x, y) = (y^{−1}, x^{−1}) 1. Bitopologiqeskie podgruppy. Pust~ (G, β) – bitopologiqe-

skaØ gruppa i G^′ podgruppa gruppy G. Tak kak G^′× G^′ ⊂ G×G, to topologiqeskaØ struktura β opredelØet na G^′ × G^′ topologiqesku¸ strukturu β^′ podprostranstva (G^′ × G^′, β^′) topologiqeskogo prostranstva (G × G, β). Netrudno zametit~, qto (G^′, β^′) budet bitopologiqeskoæ gruppoæ v oboih variantah.

Deæstvitel~no, otobraßeniØ p i q (ili r) sopostavlØ¸t toqkam prostranstv (G^′ × G^′, β^′) × (G^′ × G^′, β^′) i (G^′ × G^′, β^′) toqki prostranstva (G^′ ×G^′, β^′). S drugoæ storony, ffti topologiqeskie prostranstva ØvlØ¸tsØ podprostranstvami topologiqeskih prostranstv (G × G, β) × (G × G, β) i (G × G, β), sotvetstvenno. V silu fftogo ograniqeniØ p^′, q^′ (ili r^′) otobraßeniæ p, q (ili r) na ffti podprostranstva budut nepreryvnymi otobraßeniØmi. Bitopologiqesku¸ gruppu (G^′, β^′), budem nazyvat~ podgruppoæ bitopologiqeskoæ gruppy (G, β).

2. Bitopologiqeskie faktorgruppy. Pust~ (G, β) – bitopolo-

giqeskaØ gruppa i G^′ – normal~nyæ delitel~ gruppy G. Razloßeni¸ gruppy G na smeßnye klassy normal~nogo delitelØ

206 A. A. IVANOV

G^′ sootvetstvuet razbienie mnoßestva G × G na poparno ne-

pereseka¸wiesØ mnoßestva aG^′ × bG^′, a ∈ G, b ∈ G. �to razbienie opredelØet faktorprostranstvo (G^{′′} × G^{′′}, β^{′′}). Zdes~ G^{′′} – faktorgruppa gruppy G po normal~nomu delitel¸ G^′, a β^{′′} – topologiqeskaØ struktura faktorprostranstva prostranstva

(G × G, β) po ukazannomu razbieni¸ mnoßestva G × G. Otobra- ßenie u : (G × G, β) −→ (G^{′′} × G^{′′}, β^{′′}), gde u(x, y) = xG^′ × yG^′ budet, oqevidno, nepreryvnym otobraßeniem. Estestvenno opredelØ¸tsØ otobraßeniØ p^{′′} i q^{′′} (ili r^{′′}), pri fftom diagrammy (G × G, β) × (G × G, β)^p−−−−→ (G × G, β) u×u u (G^{′′} × G^{′′}, β^{′′}) × (G^{′′} × G^{′′}, β^{′′})^p 00 −−−−→ (G^{′′} × G^{′′}, β^{′′}) (1)

(G × G, β)^q−−−−→ (G × G, β) u u (G^{′′} × G^{′′}, β^{′′})^q 00 −−−−→ (G^{′′} × G^{′′}, β^{′′}) (2)

ili ße (v kosom variante) (G × G, β)^r−−−−→ (G × G, β) u u (G^{′′} × G^{′′}, β^{′′})^r 00 −−−−→ (G^{′′} × G^{′′}, β^{′′}) (3)

budut kommutativny.

Iz nepreryvnosti otobraßeniæ p, q (ili r), u, i kommutativnosti diagramm sleduet nepreryvnost~ otobraßeniæ p, q (ili r). Ots¸da sleduet, qto (G^{′′}, β^{′′}) ØvlØetsØ bitopologiqeskoæ gruppoæ (v oboih variantah). Budem nazyvat~ ee faktorgruppoæ bitopologiqeskoæ gruppy (G, β) po normal~nomu delitel¸ G^′ ⊂ G, G^{′′} = G/G^′. 3. PrØmye proizvedeniØ bitopologiqeskih grupp. Pust~

((G_λ, β_λ)|λ ∈ Λ) – semeæstvo bitopologiqeskih grupp, (G, β) – prØ-

moe proizvedenie bitopologiqeskih prostranstv (G_λ, β_λ), vzØtoe po vsem λ ∈ Λ. Zdes~ G = ∏ G_λ|λ ∈ Λ – gruppa, ØvlØ¸waØsØ

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 207 prØmym proizvedeniem vseh grupp G_λ, λ ∈ Λ, a topologiqeskaØ struktura β na G × G postroena sledu¸wim obrazom:

Rassmatriva¸tsØ koordinatnye proekcii

pr_λ : G −→ G_λ, λ ∈ Λ, pr_μ(x_λ|λ ∈ Λ) = x_μ,

i otobraßeniØ

pr_λ × pr_λ : G × G −→ G_λ × G_λ.

TopologiqeskaØ struktura β poroßdaetsØ mnoßestvami (pr_λ ×

pr_λ)^{−1}(U ), vzØtymi po vsem λ ∈ Λ i po vsem U ∈ β_λ. Inaqe govorØ,

β est~ naimen~xaØ iz topologiqeskih struktur β^′ na mnoßestve

G × G, dlØ kotoryh vse pr_λ × pr_λ : (G × G, β^′) −→ (G_λ × G_λ, β_λ)

nepreryvny.

Dokaßem tepep~, qto (G, β) ØvlØetsØ bitopologiqeskoæ gruppoæ. Zametim, preßde vsego, qto diagramma (G, β) × (G, β))^p−−−−→ (G, β) pr_λ ×pr_λ pr_λ (G_λ, β_λ) × (G_λ, β_λ)^{pλ}−−−−→ (G_λ, β_λ) kommutativna dlØ kaßdogo λ ∈ Λ.

Deæstvitel~no,

(pr_λ)p((x, y), (x^′, y^′)) = pr_λ(xx^′, yy^′) = ((xx^′)_λ, (yy^′)_λ) = (x_λx^′_λ, y_λy^′_λ)

p_λ(pr_λ × pr_λ)((x, y), (x^′, y^′)) = p_λ((x_λ, y_λ), (x^′_λ, y^′_λ)) = (x_λx^′_λ, y_λy^′_λ)

qto dokazyvaet kommutativnost~ diagrammy. S drugoæ storony, mnoßestva pr^{−1}_λ (U ), vzØtye po vsem λ ∈ Λ i U ∈ β_λ poroßda¸t topologiqesku¸ strukturu β na mnoßestve G × G, pofftomu nepreryvnost~ p budet dokazana, esli vse p^{−1}(pr^{−1}_λ (U )) – otkrytye mnoßestva. No poslednee utverßdenie sleduet iz kommutativnosti toæ ße diagrammy i binepreryvnosti otobraßeniæ p_λ i

pr_λ dlØ vseh λ ∈ Λ.

4. Posloænye otobraßeniØ. Pust~ (G, β) – nekotoraØ bitopo-

logiqeskaØ gruppa, prØmaØ ili kosaØ. Togda p : (G × G, β) × (G × G, β) −→ (G × G, β),

208 A. A. IVANOV ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeniem, p((x, y), (x^′, y^′)) = (xx^′, yy^′). Pust~, dalee, p_{a,b} : {(a, b)} × (G × G, β) −→ (G × G, β), gde p((a, b), (x, y)) = (ax, by) �to otobraßenie nepreryvno, kak ograniqenie nepreryvnogo otobraßeniØ. Rassmotrim takße otobraßenie j_{a,b} : (G × G, β) −→ (G × G, β) × (G × G, β), gde j_{a,b}(x, y) = ((a, b), (x, y)). �to otobraßenie ØvlØetsØ, oqevidno, vloßeniem, osuwestvlØØ gomeomorfizm (G×G) na {(a, b)}×(G×G, β) Netrudno zametit~, qto p_{a,b} takße ØvlØetsØ gomeomorfizmom. Deæstvitel~no, kompoziciØ

p_a�_{1,b}�_1 j_a�_{1,b}�_1 p_{a,b}j_{a,b}(x, y)

ØvlØetsØ toßdestvennym otobraßeniem (G×G, β) na sebØ, tak kak

p_a�_{1,b}�_1 j_a�_{1,b}�_1 p_{a,b}j_{a,b}(x, y) = p_a�_{1,b}�_1 j_a�_{1,b}�_1 p_{a,b}((a, b), (x, y)) =

p_a�_{1,b}�_1 j_a�_{1,b}�_1 (ax, by) = p_a�_{1,b}�_1 ((a_{−1}, b_{−1}), (ax, by)) = (x, y).

Pofftomu kaßdoe otobraßenie, vhodØwee v fftu kompozici¸, v qastnosti p_{a,b} ØvlØetsØ gomeomorfizmom.

§3. Bitopologiqeskie i topologiqeskie gruppy 1. Diagonal~naØ topologiqeskaØ gruppa. Pust~ (G, β) – pro-

izvol~no fiksirovannaØ bitopologiqeskaØ gruppa (prØmaØ ili kosaØ) s binepreryvnym umnoßeniem p : (G, β) × (G, β) −→ (G, β), p(x, y) = xy, i binepreryvnym obraweniem fflementov q : (G, β) −→ (G, β), q(x) = x^{−1}

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 209 ili, (v kosom variante), r : (G, β) −→ (G, β^{−1}), q(x) = x^{−1}. OtobraßeniØ p : (G × G, β) × (G × G, β) −→ (G × G, β), p((x_1, y_2), (x_2, y_2)) = (x_1x_2, y_1y_2)

i otobraßeniØ q, q : (G × G, β) −→ (G × G, β), q(x, y) = (x^{−1}, y^{−1}), dlØ prØmoæ bitopologiqeskoæ gruppy, r : (G × G, β) −→ (G × G, β), r(x, y) = (x^{−1}, y^{−1}), dlØ kosoæ bitopologiqeskoæ gruppy, budut nepreryvnymi otobraßeniØmi.

Pust~ j : G −→ G×G – diagonal~noe vloßenie, j(x) = (x, x) dlØ kaßdogo x ∈ G, τ = β|G – topologiqeskaØ struktura na G, induciruemaØ topologiqeskoæ strukturoæ β pri vloßenii

j : G −→ G × G. Netrudno zametit~, qto (G, τ ) budet topologiqeskoæ gruppoæ pri umnoßenii i obrawenii fflementov, inducirovannymi umnoßeniem i obraweniem na bitopologiqeskoæ gruppe (G, β). Budem, dlØ prostoty izloßeniØ, otoßdestvlØt~ x s (x, x) dlØ kaßdogo x ∈ G. Togda gruppa G budet podmnoßestvom mnoßestva G × G, (G, τ ) budet podprostranstvom topologiqeskogo prostranstva (G × G, β), (G, τ ) × (G, τ ) budet podprostranstvom topologiqeskogo prostranstva (G × G, β) × (G × G, β).

Umnoßenie p na (G × G, β) induciruet na (G, τ ) umnoßenie p, a imenno p(x, y) = p((x, x), (y, y)) = (xy, xy) = xy. Analogiqno, obrawenie fflementov na (G × G, β) induciruet na

(G, τ ) obrawenie fflementov, a imenno

q(x) = q(x, x) = (x^{−1}, x^{−1}) = x^{−1},

kak dlØ kosoæ tak i dlØ prØmoæ bitopologiqeskoæ gruppy (Gβ). Nepreryvnost~ takogo umnoßeniØ i takogo obraweniØ fflementov v (G, τ ) sleduet iz togo, qto oni ØvlØ¸tsØ prosto ograniqeniØmi na sootvetstvu¸wie podprostranstva operaciæ umnoßeniØ i obraweniØ fflementov v bitopologiqeskoæ gruppe (G, β), nevaßno prØmoæ ili kosoæ.

210 A. A. IVANOV

2. Diagonal~nyæ funktor. Opredelennoe vyxe sopostavlenie

kaßdoæ bitopologiqeskoæ gruppe (G, β) topologiqeskoæ gruppy

(G, τ ), gde τ = β|G, imeet funktornyæ harakter, to est~ kaßdyæ

binepreryvnyæ gomomorfizm perehodit pri fftom v nepreryvnyæ gomomorfizm, sootvetstvu¸wih topologiqeskih grupp.

Deæstvitel~no, pust~ φ : (G, β) −→ (G^′, β^′) – binepreryvnyæ gomomorfizm bitopologiqeskih grupp. Togda moßno sqitat~, qto to ße samoe otobraßenie φ ØvlØetsØ nepreryvnym gomomorfizmom gruppy (G, τ ) v gruppu (G^′, β^′), tak kak, v silu prinØtogo ranee soglaxeniØ, G ⊂ G × G, a potomu otobraßeniØ p i q, sootvetstvenno r, ØvlØ¸tsØ ograniqeniØmi otobraßeniæ p i q, sootvetstvenno r.

Netrudno proverit~, qto tem samym opredelen kovariantnyæ funktor P, opredelennyæ na kategorii T G_+ i kategorii

T G_− vseh bitopologiqeskih grupp (prØmyh i, sootvetstvenno,

kosyh) i ih binepreryvnyh gomomorfizmov v kategori¸ T G topologiqeskih grupp i ih nepreryvnyh gomomorfizmov. S drugoæ storony kaßdoæ topologiqeskoæ gruppe (G, τ ) moßno odnoznaqno sopostavit~ bitopologiqesku¸ gruppu (G, τ × τ ), dlØ kotoroæ

p = p × p i q = q × q. L¸boæ nepreryvnyæ gomomorfizm φ pere-

hodit pri fftom v binepreryvnyæ gomomorfizm φ × φ.

Netrudno proverit~, qto tem samym opredelen kovariantnyæ funktor I, opredelennyæ na kategorii vseh topologiqeskih grupp i ih nepreryvnyh gomomorfizmov, v kategori¸ vseh bitopologiqeskih grupp (prØmyh ili, sootvetstvenno, kosyh) i ih binepreryvnyh gomomorfizmov. Netrudno takße zametit~, qto kompoziciØ fftih funktorov PI ØvlØetsØ toßdestvennym funktorom. Takim obrazom kaßdu¸ iz kategoriæ bitopologiqeskih grupp (prØmyh i, sootvetstvenno, kosyh) moßno rassmatrivat~, kak detalizacii kategorii topologiqeskih grupp.

Funktor I vkladyvaet kategori¸ T G v obwu¸ qast~ kategoriæ T G_+ i T G_−. Moßno sqitat~, uslovivxis~ o sootvetstvu¸- wih otoßdestvleniØh, qto T G prosto soderßitsØ v fftih kategoriØh. Pri takom predpoloßenii moßno sqitat~, qto funktor P ØvlØetsØ retrakcieæ kategoriæ T G_+ i T G_− na ih podkategori¸ T G. 3. Gorizontal~nye i vertikal~nye vloßeniØ. Ograniqenie

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 211 struktury bitopologiqeskoæ gruppy (G, β) na diagonal~ Δ ⊂

G × G opredelØet, kak my ubedilis~, topologiqesku¸ gruppu (G, β|G). Pri fftom topologiqeskaØ gruppa (G, β|G) ne zavisit ot

togo byla li bitopologiqeskaØ gruppa (G, β) prØmoæ ili kosoæ (na diagonali raznica meßdu nimi stiraetsØ). RassmatrivaØ ograniqeniØ struktury bitopologiqeskoæ gruppy na gorizontal~nye i vertikal~nye mnoßestva my prihodim k drugoæ situacii.

Pust~ h_b : G −→ G × {b}, h_b(x) = (x, b) v_a : G −→ {a} × G, v_a(y) = (a, y). �ti otobraßeniØ ØvlØ¸tsØ vloßeniØmi G v (G × G, β), oni pozvolØ¸t inducirovat~ na G topologiqeskie struktury

h^{−1}_b (β) i v^{−1}_a (β), h_b i v_a stanovØtsØ topologiqeskimi vloßeniØmi (G, h^{−1}_b (β)) i (G, v^{−1}_a ) v (G × G, β) – gorizontal~nym i, sootvet-

stvenno, vertikal~nym vloßeniØmi.

V qastnosti, my imeem vloßeniØ

h_1 : G −→ G × {1_G}, h_1(x) = (x, 1_G),

v_1 : G −→ {1_G} × G, v_1(y) = (1_G, y).

�ti vloßeniØ my budem nazyvat~ standartnymi.

Rasmotrim takße sledu¸wie vloßeniØ G v (G×G.β)×(G× G.β): h_{c,d;1} : G −→ (G × G.β) × (G × G.β), h_{c,d;1}(x) = (c, d, x, 1_G), h_{1;c.d} : G −→ (G × G.β) × (G × G.β), h_{1;c,d}(x) = (x, 1_G; c, d). Netrudno zametit~, qto topologiqeskaØ struktura β × β induciruet na G posredstvom h_{c,d;1} i h_{1;c.d} odnu i tu ße topologiqesku¸ strukturu τ_1 dlØ vseh c i d iz G. Inaqe govorØ, dlØ l¸byh c i d iz G ffti otobraßeniØ ØvlØ¸tsØ topologiqeskimi vloßeniØmi (G, τ_1) v (G × G, β) × (G × G, β). Nas budut interesovat~, glavnym obrazom, vloßeniØ h_{c,1;1} i h_{1;c.1}, ih my budem nazyvat~ standartnymi dlØ l¸bogo c ∈ G. Obrazuem teper~ kompozici¸ h^{−1}_1 ph_{c,1;1}, ØvlØ¸wu¸sØ nepreryvnym otobraßeniem (G, τ_1) v sebØ, h^{−1}_1 ph_{c,1;1}(x) = cx – levyæ sdvig na G. Otobraßenie h^{−1}_1 ph_c�1_{,1;1} dast nam obratnyæ levyæ sdvig, tak kak h^{−1}_1 ph_c�1_{,1;1}(cx) = x. Sledovatel~no h^{−1}_1 ph_{c,1;1} topologiqeskoe

212 A. A. IVANOV otobraßenie (G, τ_1) na sebØ dlØ kaßdogo c ∈ G. Pravye sdvigi my poluqaem kompozicieæ h^{−1}_1 ph_{1;c,1}. Takim obrazom, bitopologiqeskoæ gruppe (G, β) sootvetstvuet gruppa (G, τ_1) s nepreryvnymi levymi i pravymi sdvigami. Esli (G, β) – prØmaØ bitopologiqeskaØ gruppa, to v (G, τ_1) nepreryvno i obrawenie fflementov.

AnalogiqnaØ situaciØ voznikaet pri perehode ot gorizontal~nyh vloßeniæ h_{c,d;1} i h_{1;c,d} k vertikal~nym vloßeniØm v_{c,d;1} i v_{1;c,d}, a imenno: v_{c,d;1} : G −→ (G × G.β) × (G × G.β), v_{c,d;1}(y) = (c, d, 1_G, y), v_{1;c,d} : G −→ (G × G.β) × (G × G.β), v_{1;c,d}(y) = (1_G, y, c, d). TopologiqeskaØ struktura β × β induciruet na G posredstvom vloßeniæ v_{c,d;1} i v_{1;c,d} odnu i tu ße topologiqesku¸ strukturu τ_2 dlØ vseh c i d iz G. VvedØ standartnye vloßeniØ v_{c,1;1} i

v_{1;c,1} i obrazovav kompozicii v^{−1}_1 pv_{c,1;1} i v^{−1}_1 pv_{1;c,1} my poluqaem

nepreryvnye levye i pravye sdvigi na (G, τ_2).

Esli (G, β) prØmaØ bitopologiqeskaØ gruppa, to v (G, τ_1) nepreryvno i obrawenie fflementov. DlØ kosoæ bitopologiqeskoæ gruppy operaciØ obraweniØ fflementov opredelØet topologiqeskiæ izomorfizm grupp (G, τ_1) i (G, τ_2). V otliqie ot diagonal~nogo vloßeniØ, gorizontal~nye i vertikal~nye vloßeniØ otliqa¸t prØmye bitopologiqeskie gruppy ot kosyh.

§4. Koneqnye bitopologiqeskie gruppy 1. Opisanie koneqnyh prØmyh bitopologiqeskih grupp. Ras-

smotrim proizvol~nu¸ koneqnu¸ prØmu¸ bitopologiqesku¸ gruppu (G, β). Pust~ U – naimen~xee otkrytoe v (G × G, β) mnoßestvo, soderßawee toqku (1, 1), gde 1 – edinica gruppy G. Samo mnoßestvo G × G moßno rassmatrivat~, kak prØmoe proizvedenie gruppy G na sebØ, fflement (1, 1), kak edinicu gruppy G × G, umnoßenie fflementov gruppy G × G pokomponentnoe.

Lemma 1. Esli (x, y) ∈ U to (x^{−1}, y^{−1}) ∈ U .

Dokazatel~stvo. Pust~ (x, y) ∈ U , togda mnoßestvo (x^{−1}, y^{−1})U

soderßit (1, 1), tak kak (x^{−1}, y^{−1})(x, y) = (1, 1). Mnoßestvo U ∩

(x^{−1}, y^{−1})U takße soderßit edinicu gruppy G × G i potomu U ∩ (x^{−1}, y^{−1})U = U , v silu minimal~nosti U . Bolee togo (x^{−1}, y^{−1})U = U , v silu koneqnosti U , sledovatel~no (x^{−1}, y^{−1}) ∈ U .

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 213

Lemma 2. Esli (x1, y1) ∈ U i (x2, y2) ∈ U , to (x1x2, y1y2) =

(x_1, y_1)(x_2, y_2) ∈ U .

Dokazatel~stvo. Pust~ (x1, y1) ∈ U i (x2, y2) ∈ U , togda, v si-

lu lemmy 1, (x^{−1}, y^{−1}) ∈ U i, sledovatel~no, (1, 1) ∈ U . Pofftomu U ∩ (x_1, y_1)U = U , v silu minimal~nosti U . Bolee togo,

(x_1, y_1)U = U , v silu koneqnosti U . No tak kak i (x_2, y_2) ∈ U , to

i (x_1, y_1)(x_2, y_2) = (x_1x_2, y_1y_2) ∈ U .

Sledstvie. Naimen~xee otkrytoe v (G × G, β) mnoßestvo, so-

derßawee (1, 1), ØvlØetsØ podgruppoæ gruppy G × G.

Lemma 3. Naimen~xee otkrytoe v (G × G, β) mnoßestvo, soder-

ßawee (1, 1), ØvlØetsØ normal~nym delitelem gruppy G × G.

Dokazatel~stvo. Kak uße dokazano, naimen~xee otkrytoe v (G×

G, β), soderßawee edinicu, ØvlØetsØ podgruppoæ gruppy G × G.

Rassmotrim teper~ proizvol~nyæ fflement (x, y) v G i mnoßestvo

(x, y)U (x^{−1}, y^{−1}). �to mnoßestvo otkryto v (G × G, β) i soderßit (1, 1) gruppy (G × G) i potomu U ∩ (x, y)U (x^{−1}, y^{−1}) = U , v silu

minimal~nosti U . Bolee togo(x, y)U (x^{−1}, y^{−1}) = U , v silu koneqnosti U . Poslednee oznaqaet, qto U – normal~nyæ delitel~.

Lemma 4. Kaßdyæ klass smeßnosti minimal~nogo otkrytogo v

(G × G, β), soderßawego (1, 1), ØvlØetsØ minimal~nym otkrytym v (G × G, β) mnoßestvom.

Dokazatel~stvo. Oqevidno.

Lemma 5. BitopologiqeskaØ struktura β sostoit iz vsevozmoß-

nyh ob¨edineniæ klassov smeßnosti minimal~nogo otkrytogo v (G × G, β) mnoßestva U , soderßawego (1, 1).

Dokazatel~stvo. Oqevidno.

Teorema. Pust~ G – proizvol~naØ koneqnaØ gruppa. Togda suwe-

stvuet vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu vsemi normal~nymi delitelØmi gruppy G × G i vsemi prØmymi bitopologiqeskimi gruppami na G.

Dokazatel~stvo. Pust~ G – proizvol~naØ koneqnaØ gruppa i U

– nekotoryæ normal~nyæ delitel~ gruppy G × G , β – topologiqeskaØ struktura na G × G, sostoØwaØ iz vsevozmoßnyh ob¨edineniæ smeßnyh klassov normal~nogo delitelØ U v gruppe G × G.

214 A. A. IVANOV Poloßim p((x, y), (x^′, y^′)) = (xx^′, yy^′), q(x, y) = (x^{−1}, y^{−1}) i dokaßem, qto otobraßeniØ p : (G × G, β) × (G × G, β) −→ (G × G, β), q : (G × G, β) −→ (G × G, β), nepreryvny. DlØ fftogo dostatoqno dokazat~, qto p^{−1}((x, y)U ) ∈ β × β, q^{−1}((x, y)U ) ∈ β. No p((x_1, y_1)U × (x_2, y_2)U ) = p((x_1, y_1)(x_2, y_2)U × U ) =

(x_1x_2, y_1y_2)U = (x, y)U dlØ x = x_1x_2, y = y_1y_2. S drugoæ storo-

ny, esli p((x_1, y_1), (x_2, y_2)) ∈ (x, y)U , to x_1x_2 = xv, y_1y_2 = yw, gde

(v, w) ∈ U i pofftomu (x_1, y_1) ∈ (x_1, y_1U, (x_2y_2) ∈ (x_2v^{−1}, y_2w^{−1})U , to

est~ ((x_1, y_1)(x_2, y_2)) ∈ (x_1, y_1)U ×(x_2v^{−1}, y_2w^{−1}U , priqem x_1x_2v^{−1} =

x, y_1y_2w^{−1} = y. Ots¸da sleduet, qto p((x, y)U ) = ⋃ (x_1, y_1)U × (x_2, y_2)U |x_1x_2 = x, y_1y_2 = y,

qto i dokazyvaet nepreryvnost~ otobraßeniØ p.

Nepreryvnost~ otobraßeniØ q sleduet iz ravenstva q^{−1}((x,

y)U ) = (x^{−1}, y^{−1})U .

Obratnoe zakl¸qenie teoremy sleduet iz lemm 1–5.

Zameqanie. Minimal~noe otkrytoe v (G × G, β), mnoßestvo U ,

soderßawee (1, 1), imeet vid N_1 × N_2, gde N_1 i N_2 ØvlØ¸tsØ normal~nymi delitelØmi gruppy G. Zdes~ N_1 = {x|(x, y) ∈ U }, N_2 = {y|(x, y) ∈ U }. 2. Opisanie koneqnyh kosyh bitopologiqeskih grupp. Ras-

smotrim proizvol~nu¸ koneqnu¸ kosu¸ bitopologiqesku¸ gruppu (G, β). Pust~ U – naimen~xee otkrytoe v (G, β) mnoßestvo, soderßawee toqku (1, 1), gde 1 – edinica gruppy G. Samo mnoßestvo

G × G moßno rassmatrivat~, kak prØmoe proizvedenie gruppy G

na sebØ, fflement (1, 1), kak edinicu gruppy G × G, umnoßenie fflementov gruppy G × G pokomponentnoe.

Tak kak dokazatel~stva lemm 1–5 predyduwego razdela ispol~zu¸t tol~ko nepreryvnost~ otobraßeniØ p : (G × G, β) × (G × G, β) −→ (G × G, β),

BITOPOLOGIQESKIE PROSTRANSTVA 215 to ffti lemmy budut spravedlivy i dlØ kosogo varianta. Odnako nepreryvnost~ otobraßeniØ r : (G × G, β) −→ (G × G, β), r(x, y) = (y^{−1}, x^{−1}) pozvolØet dokazat~ ewe odnu lemmu, ne ime¸wu¸ mesta v prØmom variante.

Lemma 6. Esli (x, y) ∈ U , to (y, x) ∈ U . Dokazatel~stvo. V silu lemmy 1 (x, y) ∈ U ⇐⇒ (x^{−1}, y^{−1}) ∈ U. Pust~ U^′ = {(y^{−1}, x^{−1})|(x, y) ∈ U . V silu nepreryvnosti otobraßeniØ r mnoßestvo U^′ ØvlØetsØ otkrytym v (G×G, β) mnoßestvom, soderßawim k tomu ße (1, 1). Pofftomu mnoßestvo U ∩U^′ takße ØvlØetsØ otkrytym v (G × G, β), soderßawim (1, 1). V silu minimal~nosti U U ∩ U^′ = U, a v silu koneqnosti U , U^′ = U . Takim obrazom (x^{−1}, y^{−1}) ∈ U ⇐⇒ (y, x) ∈ U. Iz dvuh dokazannyh nami ffkvivalentnosteæ sleduet (x, y) ∈ U ⇐⇒ (y, x) ∈ U. Teorema. Pust~ G koneqnaØ gruppa. Togda suwestvuet vzaimno

odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu vsemi normal~nymi delitelØmi gruppy G i vsemi kosymi bitopologiqeskimi gruppami na G.

Dokazatel~stvo. Pust~ U = N × N , gde N – normal~nyæ deli-

tel~ gruppy G. OtobraßeniØ p i r opredelØ¸tsØ, kak obyqno. Nepreryvnost~ otobraßeniØ p dokazyvaetsØ, kak dlØ predyduweæ teoremy, a nepreryvnost~ otobraßeniØ r sleduet iz sootnoxeniØ

r^{−1}((x, y)U ) = U (y^{−1}, x^{−1}).

Tem samym dokazano, qto kaßdomu normal~nomu delitel¸ N gruppy G sopostavlØetsØ kosaØ bitopologiqeskaØ gruppa na G. Obratnoe sootvetstvie sleduet iz lemm 1–6 i iz togo, qto l¸boæ simmetriqnyæ otnositel~no diagonali normal~nyæ delitel~ U gruppy G × G imeet vid N × N , gde N – normal~nyæ

216 A. A. IVANOV delitel~ gruppy G. Poslednee sleduet iz zameqaniØ k predyduweæ teoreme.

Zameqanie. Iz dokazatel~stva teoremy vidno, qto kaßdaØ ko-

neqnaØ kosaØ bitopologiqeskaØ gruppa (G, β) ØvlØetsØ odnovremenno prØmoæ bitopologiqeskoæ gruppoæ, dlØ kotoroæ minimal~noe otkrytoe v (G × G, β) mnoßestvo U , soderßawee (1, 1), simmetriqno otnositel~no diagonali.

Postupilo 25 sentØbrØ 1996 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN