B. ı. Konev UTOQNENIE OCENOK VYSOTY TERMOV V NAIBOLEE OBWEM UNIFIKATORE

Vvedenie

Fiksiruem proizvol~nu¸ algebraiqesku¸ signaturu – Øzyk, v kotoryæ vhodØt lix~ funkcional~nye simvoly (proizvol~noæ arnosti) i sqetnoe mnoßestvo peremennyh Var. Kak obyqno, mnoßestvo Tm termov Øzyka opredelØetsØ sledu¸wim obrazom:

(1) kaßdaØ peremennaØ ili 0-mestyæ funkcional~nyæ znak – ffto term, (2) esli t_1, t_2, . . . , t_n ∈ Tm, f^n – funkcional~nyæ znak arnosti n ⩾ 0, to f^n(t_1, t_2, . . ., t_n) ∈ Tm, (3) vyraßenie ØvlØetsØ termom tol~ko v tom sluqae, esli ono poluqeno ishodØ iz pravil (1) i (2).

Pust~ Var(t) oboznaqaet sovokupnost~ vseh peremennyh, vhodØwih v term t. Pod oblast~¸ zadaniØ proizvol~nogo otobraßeniØ σ : Var → Tm budem ponimat~ mnoßestvo Dom σ = {x ∈ Var | σx ≠ x}. Znaqenie otobraßeniØ σ na terme t ∈ Tm – ffto term σt, poluqa¸wiæsØ iz t odnovremennym zameweniem kaßdoæ peremennoæ x ∈ Var(t) na term σx. DlØ dvuh otobraßeniæ σ_1, σ_2 : Var → Tm vsegda opredelena ih kompoziciØ, harakterizu¸waØsØ ravenstvom (σ_1 ∘ σ_2) t = σ_1(σ_2 t), spravedlivym pri vseh t ∈ Tm.

Otobraßenie σ : Var → Tm s koneqnoæ oblast~¸ zadaniØ nazyvaetsØ podstanovkoæ. Poskol~ku Dom(σ_1 ∘ σ_2) ⊆ Dom σ_1 ∪ Dom σ_2, kompoziciØ proizvol~nyh podstanovok ØvlØetsØ podstanovkoæ. Dve podstanovki ravny, esli oni sovpada¸t kak otobraßeniØ.

Pust~ Γ = {⟨ T_i, Θ_i ⟩ | i ∈ I} – nekotoroe mnoßestvo par termov. Podstanovka σ nazyvaetsØ unifikatorom mnoßestva Γ, esli σ(T_i) = σ(Θ_i) dlØ vseh i ∈ I. Podstanovka σ nazyvaetsØ naibolee obwim unifikatorom, esli dlØ l¸bogo drugogo unifikatora τ suwestvuet takaØ podstanovka λ, qto τ = λ ∘ σ.

Osnovnye rezul~taty doloßeny na zasedanii seminara 24 fevralØ 1997g. 117

118 B. ı. KONEV

Zameqanie 1. Inogda ishodnye pary termov rassmatriva¸t v

vide sistemy ravenstv, i vmesto zadaqi poiska unifikatora stavØt zadaqu poiska rexeniØ sistemy uravneniæ v termah

T_1 = Θ_1 . . T_n = Θ_n

V fftom sluqae unifikator nazyva¸t rexeniem fftoæ sistemy, a naibolee obwiæ unifikator – universal~nym rexeniem.

Pust~ v – vhoßdenie podterma t^′ v term t. Glubinoæ v v t budem nazyvat~ qislo takih vhoßdeniæ funkcional~nyh znakov v term t, v oblasti deæstviØ kotoryh nahoditsØ dannoe vhoßdenie terma t^′ (oboznaqim eœ h_v[t]). Esli imeetsØ edinstvennoe vhoßdenie terma t^′ v t, ili ffto vhoßdenie fiksirovano kontekstom, my budem prosto pisat~ h_t0 [t]. Raznost~¸ glubin peremennoæ x v terme t budem nazyvat~ raznost~ meßdu naibol~xeæ i naimen~xeæ glubinami vhoßdeniæ peremennoæ x v t, oboznaqim ee δ_x. Vysotoæ terma t nazyvaetsØ maksimum glubin vhodØwih v nego peremennyh i konstant, oboznaqim ee h[t].

Nas interesu¸t ocenki vysoty termov v naibolee obwem unifikatore σ termov {⟨T_i, Θ_i⟩} i ih primenenie k ocenkam vysoty termov v dokazatel~stvah v isqisleniØh gencenovskogo tipa. Vpervye ffti ocenki byli primeneny k zadaqe opredeleniØ uveliqeniØ sloßnosti dokazatel~stva pri ustranenii seqeniØ v [5].

Naibolee prostye ocenki vysoty termov v naibolee obwem unifikatore mogut byt~ naædeny v [4]. V fftoæ rabote vysoty termov v naibolee obwem unifikatore ocenivalis~ v terminah vysot ishodnyh termov T_i, Θ_i i qisla vhodØwiæ v nih peremennyh, a imenno h[σ(x)] ⩽ Var[T_i, Θ_i] · h_0, gde h_0 – maksimum vysot termov T_i, Θ_i. Zdes~ i dalee zapis~ Var[T_i, Θ_i] oznaqaet sovokupnoe koliqestvo peremennyh termov T_i, Θ_i. Analogiqnye ocenki byli nezavisimo poluqeny Kraæqekom i Pudlakom [6].

�ti ocenki moßno uluqxit~, iskl¸qiv iz nih te peremennye, kotorye vhodØt v mnoßestvo termov Γ tol~ko na “nulevom urovne”, to est~ tol~ko v pary vida ⟨x, t⟩, priqem x ne vhodit kak podterm ni v kakoæ term. Togda ocenka imeet vid: h[σ(x)] ⩽ Var_0[T_i, Θ_i] · h_0, gde V ar_0 i oboznaqaet qislo peremennyh termov T_i i Θ_i, vhodØwih na nenulevom urovne (sm. [5]).

UTOQNENIE OCENOK 119

Posle fftogo voznikaet vopros, o vozmoßnosti iskl¸qeniØ iz ocenki peremennyh, vhodØwih tol~ko na odnom urovne, no ffto ne nulevoæ uroven~, to est~ peremennyh, raznost~ glubin dlØ kotoryh ravna nul¸.

Izvestny sledu¸wie ocenki ([2, 3]):

(1) h[σ(x)] ⩽ δ · ρ^{| Var |} · | Var | + h_0 (2) h[σ(x)] ⩽ ∑ v∈Var h_v[T_i, Θ_i] + h_0,

gde δ – naibol~xaØ raznost~ glubin peremennyh v T_i i Θ_i, h_v[T_i, Θ_i] – maksimum glubin vhoßdeniæ peremennoæ v v termy T_i i Θ_i, ρ – maksimum qisla vhoßdeniæ peremennyh v T_i i Θ_i.

Zameqanie 2. Pust~ nam dano mnoßestvo Γ, sostoØwee iz n par

termov. Pust~ G – n-mestnyæ funkcional~nyæ znak. Rassmotrim termy < G(T_1, T_2, . . . , T_n), G(Θ_1, Θ_2, . . ., Θ_n) >. Oni unificiruemy togda i tol~ko togda, kogda unficiruemy vse pary termov iz mnoßestva Γ. Takim obrazom, esli my ne nakladyvaem ograniqeniæ na arnost~ funkcional~nyh simvolov, moßno ograniqit~sØ rassmotreniem tol~ko dvuh termov T i Θ.

Cel~¸ raboty ØvlØlos~ vyØsnenie vozmoßnosti uluqxeniØ ocenki (1) i iskl¸qeniØ iz summy v ocenke (2) slagaemyh s nulevoæ raznost~¸ glubin. V sluqae sistem uravneniæ v termah s odnomestnymi funkcional~nymi znakami ocenka v terminah raznosteæ glubin ØvlØetsØ lineænoæ, h[σ(x)] ⩽ ∑ x∈Var δx + h0. Krome togo, v zadaqe unifikacii rekursivnye vyraßeniØ tipa “proætis~ po fftoæ vetke neskol~ko raz” ne realizu¸tsØ (x i f(x) ne unificiru¸tsØ), pofftomu kazalos~, qto vvedenie dvumestnyh funkcional~nyh znakov ne dolßno privodit~ k ffksponencial~- noæ zavisimosti vysoty unifikatora ot raznosteæ glubin neizvestnyh ishodnyh termov. DlØ mnogih primerov, v ocenke (2) summirovanie dostatoqno proizvodit~ tol~ko po peremennym s nenulevoæ raznost~¸ glubin.

V dannoæ stat~e stroitsØ primer, pokazyva¸wiæ qto ocenka (1) ØvlØetsØ ffksponencial~noæ i iz summy ocenki (2) nel~zØ iskl¸qit~ qleny s nulevoæ raznost~¸ glubin. Poskol~ku okazalos~, qto ocenka (1) imeet ffksponencial~nyæ harakter, ona byla neskol~ko utoqnena, a imenno, iz fftoæ ocenki byla iskl¸qena zavisimost~ ot qisla vhoßdeniæ odnoæ i toæ ße peremennoæ.

120 B. ı. KONEV

§1. NißnØØ ocenka Rassmotrim termy A_n(t) ⇋ g(f(f(. . . f 2^nraz (t) . . . ), x_n)),

B_n(t) ⇋ g(f(f(. . . f 2^nraz (x_n) . . . ), t)). Zdes~ i dalee

g – dvumestnyæ funkcional~nyæ simvol, f – odnomestnyæ, funkcional~nyæ simvol, x_n – peremennaØ, t – nekotoryæ term.

Lemma 1.1. Esli xn ne vhodit v termy t, t^′, to An(t) i Bn(t^′)

unificiruemy togda i tol~ko togda, kogda unificiruemy t i t^′.

Dokazatel~stvo.

Togda: pust~ A_n(t) i B_n(t^′) unificiruemy, togda suwestvuet podstanovka σ takaØ, qto σ(g(f(f(. . . f 2^nraz (t) . . . ), x_n))) = σ(g(f(f(. . . f 2^n raz

(x_n) . . . ), t^′))),

otkuda σ(f(f(. . . (t) . . . ))) = σ(f(f(. . . (x_n) . . . ))), sledovatel~no, σ(t) = σ(x_n). Analogiqno, σ(x_n) = σ(t^′). Okonqatel~no, σ(t) = σ(t^′).

Tol~ko togda: pust~ t, t^′ – unificiruemy. Togda suwestvuet naibolee obwiæ unifikator σ, takoæ qto σ(t) = σ(t^′). Tak kak x_n ne vhodit v termy t, t^′, a σ – naibolee obwiæ unifikator, σ(x_n) = x_n. Togda doopredelim σ^′(x_n) = σ(t). Iz opredeleniæ A_n(t), B_n(t) vidno, qto σ^′(A_n(t)) = σ^′(B_n(t^′)). •

Neposredstvenno iz opredeleniØ A_n(t), B_n(t) my imeem sledu- ¸wie znaqeniØ glubin t, x_n v termah A_n(t), B_n(t):

h_t [A_n(t)] = 2^n + 1, h_{xn} [A_n(t)] = 1, h_t [B_n(t)] = 1, h_{xn} [B_n(t)] = 2^n + 1.

UTOQNENIE OCENOK 121

DlØ dal~neæxego rassmotreniØ sformuliruem sledu¸wee poleznoe nabl¸denie.

Lemma 1.2. Pust~ t^′ – podterm terma t, a t^{′′} – podterm t^′. Za-

fiksiruem vhoßdenie v terma t^′ v term t i vhoßdenie v^′ terma t^{′′} v t^′, qto fiksiruet vhoßdenie w terma t^{′′} v t. Togda h_w[t] = h_v[t] + h_v0 [t^′].

Dokazatel~stvo sleduet iz opredeleniØ glubiny vhoßdeniØ

podterma. •

Oboznaqim qerez t↓^s_t0 term, poluqennyæ iz terma t podstanovkoæ σ : s → t^′.

Pust~ s – nekotoraØ neizvestnaØ. Rassmotrim termy A_n, B_n A_0 ⇋ A_0(s), B_0 ⇋ B_0(s), A_{n+1} ⇋ A_n↓^s_{An+1(s)}, B_{n+1} ⇋ B_n↓^s_{Bn+1(s)}.

Po suti, vyxe privedena rekurrentnaØ zapis~ togo fakta, qto A_n = A_0(A_1(. . . (A_n(s) . . . ))) i B_n = B_0(B_1(. . . (B_n(s) . . . ))).

Pust~ t – nekotoryæ term. Oboznaqim togda A_n[t] ⇋ A_n↓^s_t , B_n[t] ⇋ B_n↓^s_t . Lemma 1.3.

(1) Esli peremennye x_0, x_1, . . . , x_n ne vhodØt v termy t, t^′, to term A_n[t] unificiruem s termom B_n[t^′] togda i tol~ko togda, kogda unificiruemy termy t i t^′.

(2) Spravedlivy sledu¸wie ravenstva: h_{xi} [A_n[t]] = 2^i + i, 0 ⩽ i ⩽ n h_t [A_n[t]] = 2^{n+1} + n, h_{xi} [B_n[t^′]] = 2^i + i + 1, 0 ⩽ i ⩽ n h_t0 [B_n[t^′]] = n + 1.

Dokazatel~stvo.

(1) Utverßdenie dokazyvaetsØ indukcieæ po n:

122 B. ı. KONEV Baza indukcii: n = 0

Raskroem opredelenie termov A_0[t] i B_0[t]:

A_0[t] = A_0(s)↓^s_t = A(t), B_0[t^′] = B_0(s)↓^s_t0 = B_0(t^′).

Po Lemme 1.1, termy A_0[t] i B_0[t^′] unificiruemy togda i tol~ko togda, kogda unificiruemy termy t i t^′. Indukcionnyæ perehod:

po opredeleni¸

A_{n+1}[t] = A_{n+1}↓^s_t = (A_n↓^s_{An+1(s)})↓^s_t = = A_n↓^s_{An+1(t)} = A_n[A_{n+1}(t)].

Analogiqno, B_{n+1}[t^′] = B_n[B_n(t^′)].

Pust~ termy A_{n+1}[t] i B_{n+1}[t] unificiruemy. Kak bylo tol~ko qto pokazano, ffto oznaqaet, qto unificiruemy termy A_n[A_{n+1}(t)] i B_n[B_{n+1}(t^′)]. Togda, po indukcionnomu predpoloßeni¸, unificiruemy termy A_{n+1}(t) i B_{n+1}(t^′). Ots¸da po Lemme 1.1 sleduet, qto termy t i t^′ unificiruemy. ˚sno, qto ffto rassußdenie obrawaetsØ, to est~ iz unificiruemosti termov t i t^′ sleduet unificiruemost~ termov A_{n+1}[t] i B_{n+1}[t^′].

(2) IndukciØ po n:

A_0[t] = A_0(t) =⇒ { h_{x0} [A_0[t]] = 1 h_t[A_0[t]] = 2^0 + 1 = 2 Tak kak A_{n+1} poluqaetsØ iz A_n podstanovkoæ vmesto peremennoæ terma, ne soderßawego x_0, x_1, . . . , x_n, to h_{xi} [A_{n+1}] = h_{xi} [A_n], 0 ⩽ i ⩽ n. Po indukcionnomu predpoloßeni¸ i iz svoæstv A_n(t):

h_s[A_n] = h_t[A_n[t]] = 2^{n+1} + n h_t[A_{n+1}(t)] = 2^{n+1} + 1 h_{xn} [A_{n+1}(t)] = 1 Po opredeleni¸, A_{n+1}[t] = A_n↓^s_{An+1(t)}.

UTOQNENIE OCENOK 123

Po Lemme 1.2 my imeem:

h_t[A_{n+1}[t]] = 2^{n+1} + n + 2^{n+1} + 1 = 2^{(n+1)+1} + (n + 1),

h_{xn} [A_{n+1}[t]] = 2^{n+1} + (n + 1).

Dokazatel~stvo utverßdeniØ dlØ B_n[t^′] – analogiqno. • Pust~ C_n[t] ⇋ f(f(. . . (f n (t) . . . ))).

Zameqanie. Iz vida termov Cn[x] i Cn+k[y] Øsno, qto oni uni-

ficiruemy, ih unifikatorom ØvlØetsØ σ : x → C_k[y].

Okonqatel~no, rassmotrim termy:

T = G(C_2n+1_{+n+2}[c], C_2n+1_{+n+2}[y_n], C_2n+1_{+n+2}[y_{n−1}], ..., C_2n+1_{+n+2}[y_1], f(A_n[F (y_1, . . . , y_n)]), B_n[F (z_1, . . . , z_n)]) Θ = G(C_{n+2}[z_n], C_{n+2}[z_{n−1}], . . ., C_{n+2}[z_0], f(u), u), gde c – konstanta, f – odnomestnyæ funkcional~nyæ znak, g – dvumestnyæ, F – n-mestnyæ, G – (n + 3)- mestnyæ, u, y_1, y_2, . . ., y_n, z_0, z_1, . . . , z_n – novye peremennye.

Pust~ v_i – vhoßdenie neizvestnogo x_i v term T , zadavaemoe vhoßdeniem x_i v A_n[F (y_1, . . ., y_n)], w_i – vhoßdenie x_i v term T , zadavaemoe vhoßdeniem x_i v B_n[F (z_1, z_2, . . . , z_n)]. Po Lemme 1.3, h_{vi} [T ] = 2 + (2^i + i) = 1 + (2^i + i + 1) = h_{wi} [T ]. Analogiqno, iz Lemmy 1.3 i struktury termov T , Θ my vidim, qto raznosti glubin vseh peremennyh, krome u, ravny nul¸. Raznost~ glubin vhoßdeniæ peremennoæ u ravna edinice.

Zameqanie. My budem dokazyvat~, qto unificiruemost~ termov

T i Θ ffkvivalentna unificiruemosti nekotorogo mnoßestva par termov Γ. DlØ uproweniØ zapisi, my pereædem k zapisi mnoßestva par unificiruemyh termov kak sistemy ravenstv.

124 B. ı. KONEV

Ravenstvo T = Θ daet:

(i) z_n = C_2n+1 [c] z_{n−1} = C_2n+2 [y_n] . . z_0 = C_2n+2 [y_1] A_n[F (y_1, y_2, . . . , y_n)] = B_n[F (z_1, z_2. . . . , z_n)].

RaskryvaØ poslednee ravenstvo, poluqim F (y_1, y_2, . . . , y_n) = F (z_1, z_2, . . . , z_n). Otkuda

(ii) y_1 = z_1 y_2 = z_2 . . y_n = z_n Ob¨edinØØ (i) i (ii), imeem: z_n = C_2n+1 [c] . . z_1 = C_2n+1 [C_2n+1 [. . . C_2n+1 n [c]]]

z_0 = C_2n+1 [C_2n+1 [. . . C_2n+1 n+1 [c]]]. Takim obrazom, h[σ(z_n)] = 2^{n+1} . . h[σ(z_1)] = n · 2^{n+1} h[σ(z_0)] = (n + 1) · 2^{n+1}.

Poskol~ku, v term T vhodØt lix~ peremennye x_0, x_1, . . . , x_n, y_1, y_2, . . . , y_n, z_0, z_1, . . . , z_n – ih glubiny my uße ocenili i edinstvennaØ konstanta c – eœ glubina ravna 2^{n+1} + n + 3, to vysota terma T ravna naibol~xeæ iz glubin vhodØwih v T pe-

UTOQNENIE OCENOK 125

remennyh i konstant, h_0 = h[y_i] = h[c] = 2^{n+1} + n + 3. Poskol~ku σ(u) = σ(A_n[F (y_1, y_2, . . . , y_n)]), po Lemme 1.2 h[σ(u)] = h[σ(y_1)] + h_{y1} [T ] = h[σ(z_1)] + h_0 = n · 2^{n+1} + h_0.

Tem samym dokazana sledu¸waØ teorema.

Teorema 1. Suwestvu¸t termy T , Θ, soderßawie 3 · n + 3 pere-

mennyh, takie qto

(1) dlØ 3 · n + 2 peremennyh raznosti glubin ravny nul¸, (2) h[σ] > δ · n · 2^{n+1} + h_0, (3) h[σ] > ∑ v∈Var δ_v ≠0

h_v[T, Θ] + h_0,

gde h[σ] – naibol~xaØ vysota termov, vhodØwih v naibolee obwiæ unifikator σ termov T , Θ.

§2. VerhnØØ ocenka

DlØ udobstva vyberem drevovidnoe predstavlenie termov, v kotorom kaßdomu vhoßdeni¸ funkcional~nyh znakov i peremennyh sootvetstvuet verxina dereva, priqem podtermy predstavlØ¸tsØ sootvetstvu¸wimi podderev~Ømi. Pri takom predstavlenii glubina vhoßdeniØ v terma t^′ v term t est~ dlina puti ot kornØ do predstavlØ¸weæ t^′ verxiny v dereve, predstavlØ¸wem t. V [7] Paterson i Vegman^1 pokazali, qto ponØtie unifikacii tesno svØzano s ponØtiem ffkvivalentnosti na verxinah grafovyh struktur, predstavlØ¸wih termy. DlØ postroeniØ ffffektivnogo algoritma unifikacii oni predstavlØli termy orientirovannymi mul~tigrafami bez ciklov. Edinstvennoe otliqie takih mul~tigrafov ot derev~ev sostoit v tom, qto peremennye predstavleny v edinstvennom ffkzemplØre. DlØ Øsnosti, rassmotrim na primere drevovidnoe predstavlenie i predstavlenie mul~tigrafami terma g(f(x, x), h(x, y)).

1Analogiqnye idei moßno naæti v sovmestnoæ rabote G.V. Davydov, S.ı. Maslov, G.E. Minc, V.P. Orevkov i A.O. Slisenko [1].

126 B. ı. KONEV

Drevovidnoe Predstavlenie predstavlenie acikliqeskimi mul~tigrafami

Ris. 1.

Pust~ na verxinah grafa zadano nekotoroe otnoxenie ffkvivalentnosti. Opredelim otnoxenie <^∗ na klassah ffkvivalentnosti. Rassmotrim otnoxenie <^′, zadannoe na klassah ffkvivalentnosti verxin sledu¸wim obrazom: esli x < y (to est~ verxina x ØvlØetsØ predkom verxiny y v grafe G), to [x] <^′ [y] (kak obyqno, [x] – klass ffkvivalentnosti verxiny x). Pust~ <^∗ – tranzitivnoe zamykanie <^′.

Otnoxenie ffkvivalentnosti na verxinah mul~tigrafa nazyvaetsØ vernym, esli ono udovletvorØet sledu¸wim usloviØm:

(1) esli dve funkcional~nye verxiny ffkvivalentny, to ih sootvetstvu¸wie synov~Ø takße poparno ffkvivalentny;

(2) kaßdyæ klass ffkvivalentnosti odnoroden, to est~ ne soderßit funkcional~nyh verxin, pomeqennyh razliqnymi funkcional~nymi znakami;

(3) Otnoxenie <^∗ ØvlØetsØ otnoxeniem strogogo porØdka na mnoßestve klassov ffkvivalentnosti verxin grafa G.

Lemma 2.1. Verxiny u, v unificiruemy togda i tol~ko togda,

kogda suwestvuet vernoe otnoxenie ffkvivalentnosti, takoe qto u ∼ v. Krome togo, v sluqae unificiruemosti, suwestvuet edinstvennoe minimal~noe vernoe otnoxenie ffkvivalentnosti

Dokazatel~stvo. Sm. [7, Lemma 1, s. 160]. •

Postroennoe po unifikotoru σ vernoe otnoxenie otnoxenie ffkvivalentnosti Σ obladaet sledu¸wim svoæstvom: verxiny,

UTOQNENIE OCENOK 127

ffkvivalentnye po otnoxeni¸ Σ perehodØt pod deæstviem σ v grafiqeski ravnye termy, priqem naibolee obwemu unifikatoru sootvetstvuet minimal~noe otnoxenie ffkvivalentnosti.

Kak bylo skazano, dlØ naxih celeæ bolee podhodØt drevovidnye formy predstavleniØ termov. DlØ togo qtoby Lemma 2.1 i ukazannoe svoæstvo vernogo otnoxeniØ ostalis~ vernymi dlØ drevesnyh struktur, pomimo usloviæ (1), (2), (3) nebhodimo dobavit~ uslovie

(0) verxiny, pomeqennye odinakovymi peremennymi ffkvivalentny.

Dokaßem nekotoroe vspomogatel~noe utverßdenie.

Lemma 2.2. Pust~ termy T i Θ unificiruemy. Rassmotrim mi-

nimal~noe vernoe otnoxenie ffkvivalentnosti Σ na verxinah sootvetstvu¸wih fftim termam derev~ev, C – klass ffkvivalentnyh verxin po otnoxeni¸ Σ. Pust~ δ_C est~ raznost~ glubin klassa ffkvivalentosti C, to est~ naibol~xaØ raznost~ glubin vhodØwih v klass C verxin. Togda

δ_C ⩽ (2^{k+1} − 1)δ, (∗)

gde k – qislo peremennyh, takih qto pomeqennye imi verxiny libo leßat v C, libo prinadleßat klassam men~xim C po otnoxeni¸ <^∗, to est~ k = #{z ∈ Var(T, Θ)|v ⩽^∗ C, v – vhoßdenie z v T ili Θ}, δ – naibol~xaØ raznost~ glubin peremennyh, vhodØwiæ v T i Θ.

Dokazatel~stvo. Provedem indukci¸ po otnoxeni¸ porØdka <^∗

na klassah ffkvivalentnosti. Raznost~ glubin korneæ, predstavlØ¸wih T i Θ, ravna nul¸, k ⩾ 0, sledovatel~no, dlØ minimal~nogo klassa uslovie (∗) vypolneno.

Pust~ ocenka (∗) vypolnena dlØ vseh klassov ffkvivalentnosti, men~xih klassa C po otnoxeni¸ <^∗. Razberem dlØ naqala neskol~ko sluqaev.

Esli klass C ne soderßit peremennyh (sm. Ris. 2), to verxiny fftogo klassa mogli okazat~sØ ffkvivalentnymi iskl¸qitel~no v silu usloviØ (1) vernogo otnoxeniØ ffkvivalentnosti, to est~ imeetsØ takoæ klass C^′, qto kaßdaØ verxina klassa C est~ syn nekotoroæ verxiny klassa C^′. To est~, raznost~ glubin klassa C ravna raznosti glubin klassa C^′. Qislo peremennyh, vhoßdeniØ kotoryh men~xe libo ravny klassa S, ne izmenilos~.

128 B. ı. KONEV

Ris. 2.

Rassmotrim teper~ klass C, v kotoryæ vhodit lix~ odna peremennaØ x (ris. 3). V silu usloviØ (0) takoæ klass moßet sostoØt~ iz potomkov neskol~kih klassov ffkvivalentnosti. Pust~ C^′_1, C^′_2, . . . , C^′_n – ego neposredstvennye po otnoxeni¸ <^∗ predxestvenniki, k_i qislo peremennyh, men~xih klassa C^′_i. Pust~ C_i – mnoßestvo verxin klassa C, q~i otcy prinadleßat C^′_i, togda ∪_iC_i = C.

Verxiny mnoßestv C_1, . . ., C_n mogut okazat~sØ ffkvivalentnymi tol~ko v silu usloviØ (0) vernogo otnoxeniØ ffkvivalentnosti, no ffto oznaqaet, qto kaßdoe mnoßestvo verxin C_i soderßit vhoßdenie peremennoæ x.

Pust~ u, v – dve verxiny klassa C. Esli u, v ∈ C_i dlØ nekotorogo i, to utverßdenie (*) dokazyvaetsØ, takße kak v predyduwem sluqae, poskol~ku k ⩾ k_i.

Rassmotrim sluqaæ, kogda u ∈ C_l, v ∈ C_m.

Ris. 3.

Raznost~ vysot u i v ne bol~xe qem raznost~ vysot u i vhoßdeniØ x v C_l pl¸s raznost~ vysot v i vhoßdeniØ x v C_m pl¸s raznost~ vysot vhoßdeniæ x v C_l i C_m. Raznost~ vysot u i vhoßdeniØ x v C_l ravnØetsØ raznosti vysot vhoßdeniæ ih roditeleæ

UTOQNENIE OCENOK 129

v klass C^′_l , analogiqno dlØ klassa C_m. Takim obrazom,

|h_u − h_v| ⩽ δ_C0_l + δ_C0_m + δ_x ⩽ ((2^{kl+1} − 1) + (2^{km+1} − 1) + 1)δ.

No tak kak <^∗ – otnoxenie strogogo porØdka, to x ne men~xe C_i, sledovatel~no, k ⩾ k_i + 1. Pofftomu,

|h_u − h_v| ⩽ (2^k − 1 + 2^k − 1 + 1)δ = (2^{k+1} − 1)δ.

Pust~ klass C soderßit dve peremennyh x i y (Ris. 4). Analogiqno predyduwemu sluqa¸ rassmotrim klassy neposredstvennyh predxestvennikov C^′_1, C^′_2, . . . , C^′_n i razbienie C na mnoßestva verxin C_1, C_2, . . . , C_n. DlØ togo, qtoby verxiny iz mnoßestv C_1, C_2, . . . , C_n okazalis~ ffkvivalentnymi, neobhodimo, qtoby vse C_i soderßali vhoßdeniØ x ili y i, krome togo, qtoby bylo hotØ by odno mnoßestvo C_p, soderßawee i vhoßdenie x, i vhoßdenie y. Pust~ u ∈ C_l, x ∈ C_l, v ∈ C_m, y ∈ C_m, togda

Ris. 4.

|h_u − h_v| ⩽ δ_C0_l + δ_C0_p + δ_C0_m + δ_x + δ_y ⩽

⩽ (2^{kl+1} − 1 + 2^{kp+1} − 1 + 2^{km+1} − 1)δ + δ_x + δ_y.

Tak kak x i y ne men~xe C_i, to k ⩾ k_i + 2. Togda,

|h_u − h_v| ⩽ 3(2^{k−1} − 1)δ + 2δ ⩽ 4(2^{k−1} − 1)δ + 2δ ⩽

⩽ (2^{k+1} − 1)δ.

Sluqai, kogda i u, i v prinadleßat nekotoromu C_j, libo u ∈ C_l, v ∈ C_m, i mnoßestva C_l, C_m oba soderßat vhoßdenie x sootvetstvu¸t razobranym ranee.

130 B. ı. KONEV

RassußdaØ analogiqno dlØ sluqaØ, kogda C soderßit r peremennyh, my imeem: |h_u − h_v| ⩽ (r + 1)(2^{k−r+1} − 1)δ + rδ. Tak kak r + 1 ⩽ 2^r,

|h_u − h_v| ⩽ 2^r(2^{k−r+1} − 1)δ + rδ = (2^{k+1} − 2^r + r)δ ⩽ (2^{k+1} − 1)δ. • Teorema 2. Kakovy by ni byli termy T i Θ, esli σ ØvlØetsØ

naibolee obwim unifikatorom termov T i Θ, to

h[σ[x]] ⩽ (2^{| Var[T,Θ]|+2} − | Var[T, Θ]| − 3)δ + h_0

Dokazatel~stvo. Postroim po naibolee obwemu unifikatoru σ

minimal~noe vernoe otnoxenie ffkvivalentnosti na verxinah derev~ev, predstavlØ¸wih termy T i Θ. �to otnoxenie obladaet tem svoæstvom, qto termy, sootvetstvu¸wie ffkvivalentnym verxinam, perehodØt pod deæstviem unifikatora σ v odin i tot ße term. �to svoæstvo pozvolØet napisat~ unifikator v ego kompaktnoæ zapisi,

x_1 → t_1[x_{j1,1}, x_{j1,2}, . . . , x_{j1,i1} ]

x_2 → t_2[x_{j2,1}, x_{j2,2}, . . . , x_{j2,i2} ] . . x_n → t_n[x_{jn,1}, x_{jn,2}, . . . , x_{jn,in} ]. gde vse t_i, – libo sami x_i, libo nekotorye podtermy termov T ili Θ, sootvetstvu¸wie ffkvivalentnoæ x_i funkcional~noæ verxine v_i.

DlØ togo, qtoby poluqit~ unifikator v ego standartnoæ zapisi, naprimer, dlØ x_1, nado posledovatel~no podstavit~ vmesto x_{j1,1}, x_{j1,2}, . . . , x_{j1,i1} ih znaqeniØ v ukazannoæ zapisi. My poluqim term, v kotoryæ vhodØt novye peremennye. Prodolßim podstavlØt~ vmesto peremennyh znaqenie do teh por, poka my ne poluqim takoæ term, qto v nego ne vhodØt peremennye, ffkvivalentnye funkcional~nym verxinam. Svoæstvo (3) vernogo otnoxeniØ ffkvivalentnosti garantiruet to, qto u nas ne vozniknet

UTOQNENIE OCENOK 131

cikla. V itoge my poluqim unifikator v standartnoæ zapisi. �tu ide¸ poØsnØet ris. 5. Na nem punktirnye linii soedinØ¸t ffkvivalentnye verxiny predstavlØ¸wiæ termy T , Θ derev~ev.

Kompaktnoe predstavlenie Standartnoe unifikatora predstavlenie

Ris. 5.

Rassmotrim put~ ot kornØ do verxiny v dereve, predstavlØ- ¸wem σ(x_i), dlina kotorogo ravna vysote terma σ(x_i). Kak bylo skazano, fftot put~ skladyvaetsØ iz puti v terme t_i ot verxiny do lista, pomeqennogo nekotorym x^′_i, zatem iz puti v terme t^′_i ot kornØ do nekotoroæ verxiny x^{′′}_i i t.d. do teh por, poka my ne pridem v verxinu, pomeqennu¸ 0-mestnym funkcional~nym znakom ili peremennoæ, ne ffkvivalentnoæ nikakoæ funkcional~noæ verxine. DlØ kratkosti, nazovem taku¸ verxinu okonqatel~nym listom.

Zametim teper~, qto termy t_i, t^′_i, t^{′′}_i i t.d. ØvlØ¸tsØ podtermami termov T ili Θ, a znaqit oni vse predstavleny verxinami derev~ev, predstavlØ¸wih termy T , Θ. Termu t_i sootvetstvuet verxina v_i, my prohodim ot nee put~ do lista pomeqennogo x^′_i. Termu t^′_i sootvetstvuet verxina v^′_i. My kak by pereskakivaem ot x^′_i do ffkvivalentnoæ verxiny v^′_i i prodolßaem put~ do lista, pomeqennogo x^{′′}_i . Takie pryßki kak raz sootvetstvu¸t punktirnym liniØm na Ris. 5. Naxi peremeweniØ ime¸t sledu¸wiæ vid (sm. Ris. 6).

Ots¸da Øsno, qto dlina proædennogo puti ne prevyxaet vysoty ishodnyh derev~ev pl¸s summarnu¸ dlinu pryßkov.

132 B. ı. KONEV

Ris. 6.

DlØ formal~nogo dokazatel~stva provedem indukci¸ po qislu pryßkov. Rassmotrim proizvol~nu¸ verxinu v derev~ev, predstavlØ¸wih termy T , Θ. �toæ verxine sootvetstvuet nekiæ term t. Oboznaqim Δ_t summarnu¸ dlinu pryßkov na puti ot v k okonqatel~nomu listu s samoæ bol~xoæ glubinoæ. Term t perehodit pod deæstviem σ v term σ(t). Indukcionnoe predpoloßenie sostoit v tom, qto vysota terma σ(t) ne prevoshodit sludu¸wego vyraßeniØ:

h[σ(t)] ⩽ (h_0 − h_t) + Δ_t.

Napomnim, qto h_t est~ glubina vhoßdeniØ terma t v naxi derev~Ø, h[σ(t)] – vysota terma σ(t), h_0 – maksimum vysot termov T , Θ. Esli na puti ot verxiny v v okonqatel~nyæ list net pryßkov, utverßdenie oqevidno verno. Pust~ my uße dokazali utverßdenie dlØ sluqaØ n pryßkov, na puti ot v k okonqatel~nomu listu imeetsØ n + 1 pryßok. Rassmotrim pervyæ iz nih. My prohodim put~ ot verxiny v do nekotorogo lista, pomeqennogo peremennoæ x, a zatem soverxaem pryßok k nekotoroæ verxine u, pomeqennoæ funkcional~nym znakom. �toæ verxine sootvetstvuet term t^′. Poskol~ku na puti ot verxiny v k okonqatel~nomu listu my soverxaem n + 1 pryßok, na puti ot u pryßkov budet na edinicu men~xe, to est~ n. Put~ ot v k okonqatel~nomu listu skladyvaetsØ iz kusoqka puti ot v k listu, pomeqennomu x i puti ot u do okonqatel~nogo lista, h[σ(t)] = h_x − h_t + h[σ(t^′)]. Po indukcionnomu predpoloßeni¸, h[σ(t^′) ⩽ (h_t0 − h_0) + Δ_t0 . Ots¸da,

h[σ(t)] ⩽ h_x − h_t + (h_t0 − h_0) + Δ_t0 = (h_x − h_0) + (h_t0 − h_t) + Δ_t0

⩽ (h_x − h_0) + |h_t0 − h_t| + Δ_t0 = (h_x − h_0) + Δ_t

OstaetsØ ocenit~ dlinu pryßkov. IshodØ iz Lemmy 2.2 pryßok ot verxiny, pomeqennoæ x^′_i k verxine, pomeqennoæ t^′_i ocenivaetsØ tak: δ_{[x]} ⩽ (2^{kx+1} − 1)δ, gde k_x oboznaqaet qislo peremennyh men~xih ili ravnyh klassa ffkvivalentnosti [x]. Pryßok ot

UTOQNENIE OCENOK 133

verxiny, pomeqennoæ x^{′′}_i do verxiny, pomeqennoæ t^{′′}_i analogiqno ocenivaetsØ ishodØ iz k_x0 – qisla peremennyh men~xih ili ravnyh klassa ffkvivalentnosti [x^′]. Tak kak klass [x^′_i] men~xe klassa [x^{′′}_i ], k_x0 ⩾ k_x + 1. To est~ ocenivaØ pryßki po Lemme 2.2, my poluqaem, qto ocenka sludu¸wego pryßka po kraæneæ mere v dva raza bol~xe predyduwego. No tak kak ciklov net, my ne moßem soverxit~ bolee Var[T, Θ] pryßkov. Takim obrazom, pryßki sostavlØ¸t fragment geometriqeskoæ progresii. Ocenim ih summarnu¸ dlinu, kak summu vseæ geometriqeskiæ progressii ot 1-go do | Var |-togo qlena. Maksimal~nyæ pryßok sostavlØet (2^{| Var[T,Θ]|+1} − 1)δ, togda summarnaØ dlina vseh pryßkov ocenivaetsØ kak

(2^1 − 1)δ + · · · + (2^{| Var[T,Θ]|+1} − 1)δ ⩽ (2^{| Var[T,Θ]|+2} − | Var[T, Θ]| − 3)δ

Takim obrazom my poluqaem trebuemoe utverßdenie. •

Literatura

1. G. V. Davydov, S. ı. Maslov, G. E. Minc, V. P. Orevkov i A. O. Slisenko, Maxinnyæ algoritm ustanovleniØ vyvodimosti na osnove obratnogo metoda. — Zap. nauqn. semin. LOMI 16 (1969), 8–15.

2. V. P. Orevkov, Odna ocenka sloßnosti termov v dokazatel~stvah. — V kn.: Semiotiqeskie aspekty formalizacii intelektual~noæ deØtel~- nosti. Vseso¸znaØ xkola-seminar “Borßomi – 88”. Tezisy dokladov i soobweniæ.. 1988, s. 108–110.

3. V. P. Orevkov, Complexity of proofs and their transformations in axiomatic theories. — Amer. Math. Soc., translations of mathematical monographs 128 (1991).

4. V. P. Orevkov, Algoritm Britanskogo muzeØ moßet byt~ ffffektivnee metoda rezol¸ciæ.. — V kn.: Q. Qen~, R. Li, MatematiqeskaØ logika i avtomatiqeskoe dokazatel~stvo teorem, dopolnenie B.. 1983, s. 314–325.

5. V. P. Orevkov, Nißnie ocenki uveliqeniØ sloßnosti vyvodov posle ustraneniØ seqeniæ. — Zap. nauqn. semin. LOMI 88 (1979), 137–162.

6. J. Krajíček and P. Pudlák, The number of proof lines and size of proofs in first order logic. — Arch. Math. Logic 27 (1988), 69–84.

7. M. S. Paterson and M. N. Wegman, Linear unification. — Journal of computer and system science 16 (1978), 158–167.

134 B. ı. KONEV

Konev B. Yu. Refinement of bounds of the heights of terms in the most general unifer.

We consider the most general unifer of a pair of terms. Our goal is to estimate the heights of terms in the unifer respect to the depth differences of variables in given terms. The depth difference of a variable is the maximum of the differences between the depths of occurrences of the variable in the terms. Such bounds are useful in finding upper bounds of the heights of terms in proofs in Gentzen-type sequential calculi. We construct a series of examples proving an exponential lower bound on the heights of terms in the most general unifer. We also improve the previously known upper bound of heights in the most general unifer.

Postupilo 20 aprelØ 1997 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqekogo instituta im. V. A. Steklova RAN