E. ˚. Dancin VERO˚TNOSTNA˚ PROVERKA DOKAZATEL^STV V ISQISLENI˚H

1. Vvedenie

GovorØ neformal~no, veroØtnostno proverØemoe dokazatel~- stvo – ffto dokazatel~stvo, kotoroe moßno proverit~, ne qitaØ ego polnost~¸, a proqtØ tol~ko nebol~xoe qislo ego bitov. Proverka ØvlØetsØ veroØtnostnoæ: vernoe dokazatel~stvo vsegda prinimaetsØ, a oxiboqnyæ kandidat v dokazatel~stva otvergaetsØ s bol~xoæ veroØtnost~¸. PonØtie veroØtnostno proverØemogo dokazatel~stva^1 bylo formalizovano, v osnovnom, v [4, 2] i izuqalos~ vo mnogih drugih rabotah, otnosØwihsØ k interaktivnym dokazatel~stvam i proverke pravil~nosti programm (istori¸ sozdaniØ fftogo ponØtiØ moßno naæti v obzorah [3, 8]).

Osnovnye rezul~taty o veroØtnostno proverØemyh dokazatel~stvah pokazyva¸t, qto esli u teoremy t est~ dokazatel~- stvo ffksponencial~nogo razmera 2^{|t|}O^{(1)} , to moßno ffffektivno preobrazovat~ ffto dokazatel~stvo v veroØtnostno proverØemoe dokazatel~stvo, kotoroe proverØetsØ za polinomial~noe vremØ

|t|^{O(1)}, priqem qitaetsØ tol~ko O(1) ego bitov ([5, 4, 2]). HotØ

ishodnaØ motivaciØ byla svØzana s proverkoæ vyqisleniæ, nekotorye rezul~taty o veroØtnostno proverØemyh dokazatel~stvah imeli neoßidannye posledstviØ dlØ priblißennogo rexeniØ zadaq diskretnoæ optimizacii (sm. obzor [1]).

Izvestnye primery veroØtnostno proverØemyh dokazatel~stv vyglØdØt oqen~ nepohoßimi na obyqnye dokazatel~stva v isqisleniØh, t.e. na dokazatel~stva, formalizuemye kak vyvody iz aksiom. Tipiqnoe veroØtnostno proverØemoe dokazatel~stvo – ffto nabor tablic (massivov celyh qisel), kotorye predsta-

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ.

1Terminy “prozraqnoe (transparent) dokazatel~stvo” i “golografiqeskoe dokazatel~stvo” inogda ispol~zu¸tsØ kak sinonimy termina “veroØtnostno proverØemoe dokazatel~stvo”. 97

98 E. ˚. DANCIN vlØ¸t funkcii mnogih peremennyh nad koneqnymi oblastØmi. VeroØtnostnaØ proverka takih dokazatel~stv vkl¸qaet netrivial~nye procedury (naprimer, veroØtnostnyæ test na to, qto funkciØ, predstavlennaØ dannoæ tabliceæ, blizka k polinomu nizkoæ stepeni). Voznikaet vopros: mogut li obyqnye dokazatel~stva v isqisleniØh byt~ veroØtnostno proverØemymi, t.e. vozmoßno li proverØt~ dokazatel~stva v isqislenii, rassmatrivaØ tol~ko nebol~xoe qislo qlenov vyvoda?

IsqisleniØ, oblada¸wie takim svoæstvom, opredelØ¸tsØ v razdele 2. Oni nazyva¸tsØ isqisleniØmi s veroØtnostno proverØemymi dokazatel~stvami i dopuska¸t oqen~ prostoæ sposob proverki dokazatel~stv. A imenno, derevo P , kotoroe predstavlØet kandidata v dokazatel~stva, prinimaetsØ ili otvergaetsØ sledu¸wim “naivnym” algoritmom:

Vybrat~ put~ v P , iduwiæ ot kornØ k list~Øm, sluqaænym obrazom. Proverit~ primenenie pravil vyvoda v kaßdoæ iz ego verxin. Esli vse primeneniØ pravil~ny, i poslednØØ verxina ØvlØetsØ aksiomoæ, to prinØt~ P . V protivnom sluqae – otvergnut~.

Krome togo, ffta proverka predpolagaetsØ ograniqennoæ po vremeni polinomom |t|^{O(1)}, gde t – slovo, pripisannoe korn¸ P , t.e. kandidat v teoremy. Esli vybor puti i proverka ne zakonqilis~ za ffto vremØ, to P otvergaetsØ. Takim obrazom, vremØ proverki polinomial~no ot |t|, daße esli razmer kandidata v dokazatel~stva ffksponencialen ot |t|.

�tot algoritm proverki ØvlØetsØ osmyslennym, tak kak dlØ isqisleniæ s veroØtnostno proverØemymi dokazatel~stvami vypolnØ¸tsØ usloviØ polnoty i korrektnosti:

1. Polnota. DlØ kaßdoæ teoremy est~ dokazatel~stvo, kotoroe vsegda prinimaetsØ, t.e. prinimaetsØ s veroØtnost~¸ 1.

2. Korrektnost~. Esli kandidat v teoremy nedokazuem, to l¸- boæ kandidat v dokazatel~stva dlØ nego otvergaetsØ s vero- Øtnost~¸, ne men~xeæ 1/2.

�ti usloviØ oznaqa¸t, qto algoritm proverki – ffto algoritm tipa Monte-Karlo s odnostoronneæ oxibkoæ ([11]). Otricatel~- nyæ otvet (P otvergaetsØ) garantiruet, qto P ne ØvlØetsØ dokazatel~stvom. Odnako, poloßitel~nyæ otvet (P prinimaetsØ i ob¨ØvlØetsØ dokazatel~stvom) moßet byt~ oxiboqnym s veroØtnost~¸ men~xeæ 1/2. Koneqno, veroØtnost~ oxibki moßno umen~-

VERO˚TNOSTNA˚ PROVERKA DOKAZATEL^STV 99 xit~ povtornymi primeneniØmi algoritma. Zametim, qto podobnye usloviØ polnoty i korrektnosti vypolnØ¸tsØ takße i dlØ sistem interaktivnyh dokazatel~stv, i dlØ sistem veroØtnostno proverØemyh dokazatel~stv obwego vida.

Dve teoremy v razdelah 3 i 4 harakterizu¸t deduktivnu¸ silu isqisleniæ s veroØtnostno proverØemymi dokazatel~stvami, t.e. sloßnost~ raspoznavaniØ teorem v takih isqisleniØh. PervaØ ustanavlivaet verhn¸¸ ocenku, a vtoraØ – nißn¸¸: 1. DlØ l¸bogo isqisleniØ s veroØtnostno proverØemymi dokazatel~stvami mnoßestvo ego teorem prinadleßit PSPACE.

2. Suwestvuet isqislenie s veroØtnostno proverØemymi dokazatel~stvami, u kotorogo mnoßestvo teorem ØvlØetsØ

PSPACE-trudnym.

Dokazatel~stvo PSPACE-trudnosti ispol~zuet tehniku, razrabotannu¸ dlØ togo, qtoby ustanovit~ odin iz osnovnyh rezul~- tatov o sistemah interaktivnyh dokazatel~stv, a imenno, sootnoxenie IP=PSPACE ([9, 13]). Bolee toqno, ffto dokazatel~stvo ispol~zuet konstrukci¸, predloßennu¸ A. Xenem v ego uprowennom dokazatel~stve IP=PSPACE ([14]).

IsqisleniØ s veroØtnostno proverØemymi dokazatel~stvami ime¸t osobennost~, kotoraØ otliqaet ih pravila vyvoda. Imenno ffta osobennost~ pozolØet nam proverØt~ dokazatel~stvo, rassmatrivaØ tol~ko odin sluqaæno vybrannyæ put~. Rassmotrim obyqnoe svoæstvo pravil vyvoda v l¸bom isqislenii: esli vse posylki dokazuemy, to i zakl¸qenie dokazuemo, ili, ffkvivalentno, esli zakl¸qenie nedokazuemo, to hotØ by odna posylka nedokazuema. Mnogoposyloqnye pravila vyvoda v isqisleniØh s veroØtnostno proverØemymi dokazatel~stvami oblada¸t bolee sil~nym svoæstvom:

Esli zakl¸qenie nedokazuemo, to “poqti” vse posylki nedokazuemy, t.e. vse posylki, vozmoßno za iskl¸qeniem malogo qisla, nedokazuemy.

Posylki takogo pravila izbytoqny, tak kak net neobhodimosti dokazyvat~ vse posylki, a dostatoqno dokazat~ tol~ko neskol~- ko iz nih. Isqislenie, postroennoe v dokazatel~stve teoremy o

PSPACE-trudnosti, daet primer pravil so svoæstvom izbytoq-

nosti. �ti pravila, po suwestvu, formalizu¸t oqevidnoe svoæstvo polinomov nizkoæ stepeni nad koneqnym polem: esli dva polinoma stepeni d razliqny, to oni razliqny vezde, krome ne bo-

100 E. ˚. DANCIN lee d toqek. �to ße svoæstvo polinomov ØvlØetsØ kl¸qevym fflementom i v upomØnutoæ tehnike dlØ dokazatel~stva IP=PSPACE.

2. IsqisleniØ s veroØtnostno proverØemymi dokazatel~stvami Sistemy dokazatel~stv i isqisleniØ. Naibolee obwee

ponØtie sistemy dokazatel~stv opredelØetsØ sledu¸wim obrazom. Pust~ Σ^∗ – mnoßestvo vseh slov v koneqnom alfavite Σ. Sistema dokazatel~stv – ffto predikat S(t, P ), gde t, P ∈ Σ^∗. Slova t i P nazyva¸tsØ sootvetstvenno kandidatom v teoremy i kandidatom v dokazatel~stva. Slovo P nazyvaetsØ dokazatel~stvom slova t, esli znaqenie S(t, P ) istinno. Slovo t nazyvaetsØ teoremoæ, esli t imeet dokazatel~stvo.

Privedem prostoæ primer sistemy dokazatel~stv: Σ – ffto

{0, 1}, slova ponima¸tsØ kak qisla v dvoiqnoæ zapisi, znaqenie S(t, P ) istinno togda i tol~ko togda, kogda P ØvlØetsØ netrivi-

al~nym delitelem t. Mnoßestvo teorem fftoæ sistemy sovpadaet s moßestvom sostavnyh qisel.

L¸boe isqislenie takße ØvlØetsØ primerom sistemy dokazatel~stv. V fftom sluqae S(t, P ) sqitaetsØ istinnym, esli P kodiruet derevo vyvoda t iz aksiom pri pomowi pravil vyvoda. Bolee toqno, isqisleniØ opredelØ¸tsØ sledu¸wim obrazom.

Pravilom vyvoda (dlØ kratkosti, pravilom) nazyvaetsØ korteß (s_1, . . . , s_m, s), gde s_1, . . . , s_m, s ∈ Σ^∗. Slova s_1, . . . , s_m nazyva- ¸tsØ posylkami, s nazyvetsØ zakl¸qeniem. Pravilo obyqno zapisyvaetsØ v vide s_1 . . . s_m s i qitaetsØ “s neposredstvenno sleduet iz s_1, . . . , s_m”. Isqisleniem nazyvaetsØ para (A, R), gde A – ffto podmnoßestvo slov iz Σ^∗, nazyvaemyh aksiomami, a R – ffto mnoßestvo pravil. Oba fftih mnoßestva obyqno predpolaga¸tsØ razreximymi. Bolee togo, v fftoæ stat~e my ograniqivaemsØ isqisleniØmi, v kotoryh i mnoßestva aksiom, i mnoßestva pravil razreximy v polinomial~noe vremØ. Pofftomu my otoßdestvlØem isqisleniØ s parami

(A, R), gde A i R – polinomial~no vyqislimye razrexa¸wie

algoritmy dlØ aksiom i pravil sootvetstvenno.

Dokazatel~stvo v isqislenii – ffto derevo, verxinam kotorogo pripisany slova, udovletvorØ¸wie usloviØm:

VERO˚TNOSTNA˚ PROVERKA DOKAZATEL^STV 101 1. Esli verxina v – list, to slovo, pripisannoe v, ØvlØetsØ aksiomoæ.

2. Esli verxina v ne ØvlØetsØ listom, to slovo, pripisannoe v, neposredstvenno sleduet iz slov, pripisannyh ee synov~Øm.

Slovo t nazyvaetsØ teoremoæ, esli suwestvuet dokazatel~stvo, korn¸ kotorogo pripisano slovo t.

Pod kandidatom v dokazatel~stva dlØ t my podrazumevaem l¸boe derevo, verxinam kotorogo pripisany slova i korn¸ kotorogo pripisano slovo t. Verxina v takom dereve nazyvaetsØ pravil~noæ, esli ona udovletvorØet usloviØm 1 i 2 vyxe. ˚sno, qto kandidat v dokazatel~stva ØvlØetsØ dokazatel~stvom togda i tol~ko togda, kogda vse ego verxiny ØvlØ¸tsØ pravil~nymi.

Puti i ih veroØtnosti. Pust~ P – kandidat v dokazatel~-

stva. Put~ v P – ffto posledovatel~nost~ verxin v_1, . . . , v_l takih, qto v_1 ØvlØetsØ kornem, v_l ØvlØetsØ listom, a v_{i+1} ØvlØetsØ odnim iz synoveæ v_i dlØ kaßdogo 1 ≤ i < l. Qislo l nazyvaetsØ dlinoæ puti. Put~ nazyvaetsØ pravil~nym, esli vse ego verxiny pravil~nye. Stepen~ verxiny v dereve – ffto qislo ee synoveæ. Pod maksimal~noæ stepen~¸ puti ponimaetsØ maksimum stepeneæ ego verxin. Analogiqno, pod maksimal~noæ dlinoæ slova ponimaetsØ maksimum dlin slov, pripisannyh verxinam puti.

Budem rassmatrivat~ dlinu puti, ego maksimal~nu¸ stepen~ i maksimal~nu¸ dlinu slova kak sloßnostnye harakteristiki puti. Pust~ t – slovo, pripisannoe korn¸ P , i pust~ |t| oboznaqaet ego dlinu. Budem govorit~, qto put~ ograniqen polinomom q, esli ego dlina, maksimal~naØ stepen~ i maksimal~naØ dlina slova ne prevoshodØt q(|t|).

Dopustim, my vybiraem put~ v dereve sluqaænym obrazom, t.e. my naqinaem s kornØ v_1, vybiraem sledu¸wu¸ verxinu v_2 sluqaæno sredi synoveæ v_1, i t.d. ˚sno, qto put~ v_1, v_2, v_3, . . . vybiraetsØ s veroØtnost~¸ (1/d_1) · (1/d_2) · . . . , gde d_i oboznaqaet stepen~ verxiny v_i. Takim obrazom, pod veroØtnost~¸ puti

v_1, . . . , v_l ponimaetsØ proizvedenie (1/d_1) · . . . · (1/d_{l−1}).

Osnovnoe opredelenie. Isqislenie (A, R) nazyvaetsØ is-

qisleniem s veroØtnostno proverØemymi dokazatel~stvami, esli suwestvuet polinom q takoæ, qto vypolneny sledu¸wie usloviØ:

1. Polnota. KaßdaØ teorema (A, R) imeet dokazatel~stvo, v kotorom vse puti pravil~ny i ograniqeny polinomom q.

102 E. ˚. DANCIN

2. Korrektnost~. Esli t ne ØvlØetsØ teoremoæ (A, R), to l¸- boæ kandidat v dokazatel~stva dlØ t imeet svoæstvo: summarnaØ veroØtnost~ puteæ, kotorye pravil~ny i ograniqeny polinomom q, men~xe 1/2.

Napomnim “naivnyæ” algoritm proverki, opisannyæ v razdele 1. �tot algoritm prinimaet ili otvergaet kandidata v dokazatel~stva P , vybiraØ sluqaænyæ put~ v P i proverØØ pravil~nost~ ego verxin. Esli vse verxiny pravil~nye, to P prinimaetsØ, v protivnom sluqae – otvergaetsØ. Krome togo, P otvergaetsØ i v sluqae, kogda vybor puti i ego proverka trebu¸t vremeni bol~xe, qem q(|t|), gde q – polinom. Pust~ (A, R) – isqislenie s veroØtnostno proverØemymi dokazatel~stvami. Togda, kak legko videt~, (1) kaßdaØ teorema imeet dokazatel~stvo, kotoroe algoritm vsegda prinimaet; (2) esli t ne ØvlØetsØ teoremoæ, to algoritm otvergaet l¸boæ kandidat v dokazatel~stva dlØ t s veroØtnost~¸, ne men~xeæ 1/2.

3. Sloßnost~ raspoznavaniØ teorem: verhnØØ ocenka

Sledu¸waØ teorema pokazyvaet, qto esli (A, R) – isqislenie s veroØtnostno proverØemymi dokazatel~stvami, to suwestvuet algoritm s polinomial~no ograniqennoæ pamØt~¸, kotoryæ raspoznaet teoremy (A, R).

Teorema 1. DlØ l¸bogo isqisleniØ s veroØtnostno proverØe-

mymi dokazatel~stvami mnoßestvo ego teorem prinadleßit PSPACE.

Dokazatel~stvo. Pust~ (A, R) – isqislenie s veroØtnostno pro-

verØemymi dokazatel~stvami. V silu usloviØ polnoty, (A, R) obladaet sledu¸wim svoæstvom: suwestvuet polinom q takoæ, qto kaßdaØ teorema t imeet dokazatel~stvo, v kotorom vysota, maksimal~naØ stepen~ i maksimal~naØ dlina formul ne prevoshodØt q(|t|). Dokaßem, qto dlØ l¸bogo isqisleniØ s fftim svoæstvom, mnoßestvo teorem prinadleßit PSPACE. Tak kak PSPACE sovpadaet s klassom Øzykov, kotorye raspoznava¸tsØ al~ternirovannymi maxinami T~¸ringa s polinomial~no ograniqennym vremenem raboty (sm., naprimer, [12]), budem stroit~ taku¸ maxinu M dlØ mnoßestva teorem (A, R).

Pust~ t – vhodnoe slovo, kotoroe dolßno byt~ prinØto maxinoæ M v sluqae, esli t ØvlØetsØ teoremoæ (A, R), i otverg-

VERO˚TNOSTNA˚ PROVERKA DOKAZATEL^STV 103 nuto v protivnom sluqae. My govorim, qto korteß (s_1, . . . , s_m) slov ØvlØetsØ vozmoßnym korteßem posylok dlØ slova s, esli isqislenie (A, R) soderßit pravilo s_1 . . . s_m s , gde m ≤ q(|t|), i dlina kaßdogo iz slov s_1, . . . , s_m takße ne prevoshodit q(|t|).

Opixem I/ILI-derevo vyqisleniØ al~ternirovannoæ maxiny M . Vyqislenie naqinaetsØ s proverki vhodnogo slova t. Esli ffto slovo ØvlØetsØ aksiomoæ, to M ostanavlivaetsØ v prinima¸wem sostoØnii. V protivnom sluqae M perehodit v ILIsostoØnie i razvetvlØet svoe vyqislenie, poroßdaØ vse vozmoßnye korteßi posylok dlØ t. Kaßdyæ iz nih moßno vyqislit~ za polinomial~noe vremØ sledu¸wim obrazom. Maxina M poroßdaet vse korteßi, sostoØwie iz ne bolee q(|t|) slov, dliny kotoryh ne prevoshodØt q(|t|). PrimenØØ razrexa¸wiæ algoritm dlØ pravil vyvoda, M proverØet, ØvlØetsØ li dannyæ korteß vozmoßnym korteßem posylok dlØ t. Esli da, to M prodolßit rabotu s fftim korteßem, v protivnom sluqae M ostanavlivaetsØ v otverga¸wem sostoØnii. Esli ne suwestvuet ni odnogo vozmoßnogo korteßa posylok, to M takße ostanavlivaetsØ v otverga¸wem sostoØnii.

Pust~ (s_1, . . . , s_m) – vozmoßnyæ korteß posylok dlØ t. Rabota maxiny M na nem sostoit v tom, qto M perehodit v IsostoØnie i razvetvlØet svoe vyqislenie na obrabotku slov

s_1, . . . , s_m otdel~no. Kaßdoe slovo s_i obrabatyvaetsØ analogiqno

slovu t, a imenno: (1) M proverØet, ne ØvlØetsØ li s_i aksiomoæ; (2) esli net, to M perehodit v ILI-sostoØnie i razvetvlØet vyqislenie dlØ obrabotki vseh vozmoßnyh korteßeæ posylok dlØ

s_i; (3) M rasweplØet kaßdyæ vozmoßnyæ korteß na otdel~nye

slova; i t.d. ˚sno, qto M prinimaet t togda i tol~ko togda, kogda t – teorema.

Po predpoloßeni¸, kaßdaØ teorema t imeet dokazatel~- stvo, vysota kotorogo ne prevoshodit q(|t|). Pofftomu moßno ograniqit~ vysotu I/ILI-dereva nekotorym polinomom q^′, t.e. esli vhod t ne byl prinØt za q^′(|t|) xagov, to M otvergaet ego. Takim obrazom, M prinimaet ili otvergaet vhod za polinomial~noe vremØ. �

104 E. ˚. DANCIN

4. Sloßnost~ raspoznavaniØ teorem: nißnØØ ocenka

Pokaßem, qto l¸baØ zadaqa iz PSPACE moßet byt~ svedena k raspoznavani¸ teorem nekotorogo isqisleniØ s veroØtnostno proverØemymi dokazatel~stvami. Tem samym, uqityvaØ teoremu 1, my poluqaem toqnu¸ harakterizaci¸ deduktivnoæ sily takih isqisleniæ.

Teorema 2. Suwestvuet isqislenie s veroØtnostno proverØemy-

mi dokazatel~stvami, u kotorogo mnoßestvo teorem ØvlØetsØ PSPACE-trudnym.

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo budet sostoØt~ iz dvuh qasteæ

(razdely 4.1 i 4.2 sootvetstvenno). V pervoæ qasti dokazatel~- stva my opisyvaem polinomial~noe svedenie PSPACE-polnogo Øzyka, a imenno, Øzyka, sostoØwego iz istinnyh bulevskih formul s kvantorami, k nekotoromu mnoßestvu arifmetiqeskih formul. BulevskaØ formula s kvantorami Φ perevoditsØ za polinomial~noe vremØ v arifmetiqesku¸ formulu α(Φ) s ograniqennymi kvantorami, kotoraØ istinna togda i tol~ko togda, kogda Φ istinna. VtoraØ qast~ dokazatel~stva – ffto postroenie isqisleniØ (A, R), kotoroe ØvlØetsØ isqisleniem s veroØtnostno proverØemymi dokazatel~stvami i obladaet sledu¸wim svoæstvom: formula vida α(Φ) ØvlØetsØ teoremoæ (A, R) togda i tol~ko togda, kogda ona istinna. Tem samym budet pokazano, qto (A, R) – trebuemoe isqislenie.

4.1. Perevod bulevskih formul s kvantorami v arifmetiqeskie formuly

Perevod bulevskih formul s kvantorami v arifmetiqeskie formuly delaetsØ v dva xaga. Pervyæ xag – ffto perevod v posledovatel~nost~ polinomov nad koneqnym polem. IstinnaØ bulevskaØ formula s kvantorami perevoditsØ v posledovatel~nost~, u kotoroæ posledniæ polinom toßdestvenno raven 1. V sluqae loßnoæ formuly posledniæ polinom posledovatel~nosti toßdestvenno raven 0. �tot xag zaimstvovan iz uprowennogo dokazatel~stva teoremy IP=PSPACE v stat~e A. XenØ [14]. Vtoroæ xag – predstavlenie takih polinomov arifmetiqeskimi formulami. �tot sposob predstavleniØ byl predloßen avtorom v [7], blizkiæ sposob byl ispol~zovan v [6]. Ispol~zuØ ffto predstavlenie, my formalizuem utverßdenie o tom, qto posledniæ polinom po-

VERO˚TNOSTNA˚ PROVERKA DOKAZATEL^STV 105 sledovatel~nosti toßdestvenno raven 1, v vide arifmetiqeskoæ formuly. TakaØ formula dokazuema v isqislenii (A, R) togda i tol~ko togda, kogda utverßdenie deæstvitel~no istinno.

Bulevskie formuly s kvantorami. Pod bulevskoæ formu-

loæ s kvantorami my podrazumevaem formulu Q_1x_1 . . . Q_nx_nϕ(x_1, . . . , x_n), gde Q_1, . . . , Q_n – ffto kvantory ∀ ili ∃, a ϕ(x_1, . . . , x_n) – ffto bulevskaØ formula, soderßawaØ tol~ko peremennye x_1, . . . , x_n. Zametim, qto takaØ formula ne soderßit svobodnyh peremennyh po opredeleni¸. Pust~ QBF oboznaqaet Øzyk, sostoØwiæ iz istinnyh bulevskih formul s kvantorami (izvestno, qto fftot Øzyk ØvlØetsØ PSPACE-polnym). Pust~ QBF^∗ oboznaqaet podmnoßestvo QBF , opredelØemoe sledu¸wim ograniqeniem na beskvantornu¸ qast~: kaßdaØ peremennaØ imeet ne bolee 3 vhoßdeniæ v ϕ. Netrudno ubedit~sØ, qto QBF^∗ takße ØvlØetsØ PSPACEpolnym Øzykom. Deæstvitel~no, pust~ Φ oboznaqaet formulu

Q_1x_1 . . . Q_nx_nϕ. Postroim polinomial~nyæ po vremeni algoritm,

kotoryæ preobrazuet formulu Φ v drugu¸ bulevsku¸ formulu s kvantorami Φ^′ taku¸, qto (1) Φ i Φ^′ ime¸t odno i to ße istinnostnoe znaqenie, i (2) kaßdaØ peremennaØ Φ^′ vhodit v beskvantornu¸ qast~ ne bolee 3 raz. �tot algoritm preobrazuet formulu Φ za n xagov. Dopustim, qto peremennaØ x_1 imeet m vhoßdeniæ v beskvantornu¸ qast~ Φ, i pust~ m > 3. Togda algoritm zamenØet ffti vhoßdeniØ na m novyh vhoßdeniæ peremennyh

x_{11}, . . . , x_{1m} sootvetstvenno i stroit formulu Φ_1:

Q_1x_{11} . . . Q_1x_{1m} Q_2x_2 . . . ( ϕ(x_{11}, . . . , x_{1m}, x_2, . . . ) & ϕ_1 ),

gde ϕ_1 – ffto formula (x_{11} → x_{12}) & . . . & (x_{1m} → x_{11}). Oqevidno, qto ϕ_1 istinna togda i tol~ko togda, kogda novye peremennye ime¸t odinakovye istinnostnye znaqeniØ. Pofftomu formuly Φ i Φ_1 ffkvivalentny, i kaßdaØ iz peremennyh x_{11}, . . . , x_{1m} vhodit v beskvantornu¸ qast~ Φ_1 rovno 3 raza. Na vtorom xage algoritm stroit Φ_2, zamenØØ peremennu¸ x_2 analogiqnym obrazom, i t.d. PoslednØØ formula Φ_n – ffto trebuemaØ formula Φ^′. Takim obrazom, mnoßestvo QBF^∗ ØvlØetsØ PSPACE-polnym.

Perevod v posledovatel~nosti polinomov ([14]). Pust~ F – koneqnoe pole. My govorim, qto bulevskaØ formula

106 E. ˚. DANCIN

ϕ(x_1, . . . , x_n) i polinom f(x_1 , . . . , x_n) nad F soglasovany, esli oni

prinima¸t odni i te ße znaqeniØ na argumentah 0 i 1 (logiqeskie konstanty “loß~” i “istina” otoßdestvlØ¸tsØ sootvetstvenno s fflementami 0 i 1 polØ F). L¸bu¸ bulevsku¸ formulu ϕ moßno preobrazovat~ v polinom f takoæ, qto f i ϕ soglasovany. My stroim f, preobrazuØ podformuly ϕ sledu¸wim obrazom:

1. Bulevskie peremennye stanovØtsØ peremennymi dlØ fflementov F.

2. KaßdaØ podformula ¬ψ zamenØetsØ na 1 − ψ. 3. KaßdaØ podformula ψ_1&ψ_2 zamenØetsØ na ψ_1 · ψ_2. 4. KaßdaØ podformula ψ_1 ∨ ψ_2 zamenØetsØ na ψ_1 + ψ_2 − ψ_1 · ψ_2.

Legko videt~, qto znaqeniØ f i ϕ sovpada¸t, esli argumenty x_1, . . . , x_n prinima¸t znaqeniØ 0 i 1. Oqevidno takße, qto esli kaßdaØ peremennaØ vhodit v ϕ ne bolee 3 raz, to stepen~ polinoma f po l¸boæ iz peremennyh ne prevoshodit 3.

DlØ postroeniØ polinomov, sootvetstvu¸wih bulevskim formulam s kvantorami, my opredelØem tri operacii nad polinomami. Pust~ q – polinom, kotoryæ soderßit peremennu¸ x. Pust~ q(0, . . .) i q(1, . . . ) oboznaqa¸t polinomy, kotorye poluqa- ¸tsØ iz q, esli my zamenØem x na 0 i 1 sootvetstvenno. Polinomy Axq, Exq i Lxq opredelØ¸tsØ sledu¸wim obrazom: Axq = q(0, . . . ) · q(1, . . .); Exq = q(0, . . . ) + q(1, . . . ) − q(0, . . .) · q(1, . . . ); Lxq = q (mod x^2 − x).

PoslednØØ operaciØ “linearizuet” polinom q otnositel~no peremennoæ x, t.e. my zamenØem vse vhoßdeniØ x^d (d > 1) v q na x. Takim obrazom, polinomy Lxq i q ime¸t odno i to ße mnoßestvo peremennyh. Polinomy Axq i Exq ime¸t to ße mnoßestvo peremennyh, qto i q, za iskl¸qeniem x. Zametim takße, qto polinomy q i Lxq soglasovany na argumentah 0 i 1.

Pust~ Φ – bulevskaØ formula s kvantorami Q_1x_1 . . . Q_nx_n

ϕ(x_1, . . . , x_n) takaØ, qto kaßdaØ peremennaØ vhodit v ϕ ne bolee

3 raz. Operacii A, E i L pozvolØ¸t postroit~ posledovatel~- nost~ polinomov f_0, . . . , f_t, kotorye udovletvorØ¸t sledu¸wim usloviØm:

1. Polinom f_0 soglasovan s beskvantornoæ podformuloæ ϕ.

VERO˚TNOSTNA˚ PROVERKA DOKAZATEL^STV 107 2. Polinom f_t soglasovan s Φ, t.e. f_t toßdestvenno raven 1, esli Φ istinna, i f_t toßdestvenno raven 0 v protivnom sluqae.

3. Kaßdyæ polinom f_{i+1} ØvlØetsØ rezul~tatom primeneniØ odnoæ iz operaciæ A, E ili L k polinomu f_i (pri 0 ≤ i < t).

4. Kaßdyæ polinom f_i imeet stepen~ ne bolee 3 po l¸boæ iz ego peremennyh.

V kaqestve polinoma f_0 naxeæ posledovatel~nosti voz~- mem polinom f, sootvetstvu¸wiæ ϕ. Zdes~ my fiksiruem pole F, kotoroe do sih por moglo byt~ l¸bym koneqnym polem. A imenno, my berem v kaqestve F pole Z/pZ, gde p – naimen~xee prostoe qislo, bol~xee 6n^2, a n – qislo peremennyh v ϕ. Vybor takoæ granicy dlØ p stanet Øsnym v razdele 4.2. Takim obrazom, f_0 – polinom nad Z/pZ, i, oqevidno, f_0 udovletvorØet usloviØm 1 i 4. Zatem my linearizuem f_0 otnositel~no vseh peremennyh, t.e. my stroim f_1, . . . , f_n, posledovatel~no primenØØ L:

f_1 = Lx_1f_0 , . . . , f_n = Lx_nf_{n−1} .

Posledniæ polinom f_n ØvlØetsØ mul~tilineænym. Postroenie sledu¸wego polinoma f_{n+1} zavisit ot kvantora Q_n v Φ: esli

Q_n – ffto ∀, to

f_{n+1}(x_1, . . . , x_{n−1}) = Ax_nf_n(x_1, . . . , x_n) ,

a esli Q_n – ffto ∃, to

f_{n+1}(x_1, . . . , x_{n−1}) = Ex_nf_n(x_1, . . . , x_n) .

V oboih fftih sluqaØh f_{n+1} soglasovan s podformuloæ Q_nx_nϕ i udovletvorØet uslovi¸ 4 na stepen~ (kaßdaØ peremennaØ vhodit so stepen~¸ ne bol~xe 2). Dalee my snova primenØem operaci¸ L, qtoby poluqit~ mul~tilineænyæ polinom, t.e. stroim n − 1 polinomov:

f_{n+2} = Lx_1f_{n+1} , . . . , f_{2n} = Lx_{n−1}f_{2n−1} .

Esli f_{n+1} lineen po nekotorym peremennym, sootvetstvu¸wie primeneniØ mogut byt~ opuweny.

Ostal~nye polinomy posledovatel~nosti stroØtsØ analogiqno: f_{2n+1} opredelØetsØ kvantorom Q_{n−1}, zatem sledu¸t primemeniØ L i t.d. Legko videt~, qto f_0, . . . , f_t udovletvorØ¸t

108 E. ˚. DANCIN usloviØm 1–4, i t < n^2. Zametim takße, qto operacii A i E primenØ¸tsØ tol~ko k mul~tilineænym polinomam.

Predstavlenie polinomov arifmetiqeskimi formulami. Pod arifmetiqeskimi formulami my ponimaem

formuly Øzyka formal~noæ arifmetiki, vkl¸qa¸weæ simvoly

0,^′, + i · (sm., naprimer, [10]). Termy 0, 0^′, 0^{′′}, . . ., predsta-

vlØ¸wie natural~nye qisla, nazyva¸tsØ numeralami. Formula t_1 < t_2 ØvlØetsØ sokraweniem dlØ formuly ∃x(x^′ + t_1 = t_2), gde peremennaØ x ne vhodit v termy t_1 i t_2. Ograniqennye kvantory ∀x_{<t}A i ∃x_{<t}A opredelØ¸tsØ kak sokraweniØ dlØ formul

∀x(x < t → A) i ∃x(x < t & A). VyraßeniØ vida a^2 i a^3 obozna-

qa¸t sootvetstvenno termy a · a i a · a · a. Sravnenie a ≡ b (mod p) oboznaqaet arifmetiqesku¸ formulu ∃x_{<a}0 (a = b + xp) ∨ ∃y_{<b}0 (b = a + yp), gde a i b – termy, p – numeral. My inogda budem pisat~ a ≡ b, opuskaØ modul~ p, esli on budet Øsen iz konteksta. Oboznaqenie

a ≢ b ispol~zuetsØ dlØ otricaniØ fftoæ formuly. Vse kvantory,

Øvno vypisannye v formulah niße, podrazumeva¸tsØ ograniqennymi numeralom p. Odnako, qtoby izbeßat~ slixkom gromozdkih vyraßeniæ, my budem opuskat~ granicu, t.e. pisat~ ∀x i ∃x vmesto sootvetstvenno ∀x_{<p} i ∃x_{<p}. Bukvy s qertoæ naverhu, naprimer, x̄_1, x̄_2, . . . , budut ispol~zovat~sØ dlØ oboznaqeniØ numeralov.

Pust~ f(x_1 , . . . , x_n) – polinom nad Z/pZ. GovorØt, qto arifmetiqeskaØ formula A(x_1, . . . , x_n, y) predstavlØet polinom f, esli dlØ vseh natural~nyh qisel x̄_1, . . . , x̄_n, ȳ vypolneny sledu¸wie usloviØ:

1. Esli f(x̄_1, ..., x̄_n) ≡ ȳ (mod p), to formula A(x̄_1, ..., x̄_n, ȳ) dokazuema v arifmetike.

2. Esli f(x̄_1 , ..., x̄_n) ≢ ȳ (mod p), to formula ¬A(x̄_1, ..., x̄_n, ȳ) dokazuema v arifmetike.

Postroim arifmetiqeskie formuly A_0, . . . , A_t, predstavlØ¸wie polinomy f_0, . . . , f_t. Oni stroØtsØ po indukcii: A_0 opredelØetsØ Øvno, a kaßdaØ sledu¸waØ formula A_{i+1} opredelØetsØ v terminah A_i.

˚vnoe vyraßenie dlØ polinoma f_0(x_1, . . . , x_n) ne ØvlØetsØ termom formal~noæ arifmetiki, tak kak soderßit znak −. Odnako, ono moßet byt~ preobrazovano v arifmetiqeskiæ term

VERO˚TNOSTNA˚ PROVERKA DOKAZATEL^STV 109 zamenoæ qisla −1 na numeral, predstavlØ¸wiæ p − 1. Pust~

f^+_0 (x_1, . . . , x_n) oboznaqaet arifmetiqeskiæ term, poluqa¸wiæsØ

v rezul~tate takoæ zameny. Opredelim A_0 kak formulu

f^+_0 (x_1, . . . , x_n) ≡ y .

Oqevidno, A_0(x_1, . . . , x_n, y) predstavlØet polinom f_0(x_1, . . . , x_n). DlØ togo, qtoby opredelit~ A_{i+1} pri i ≥ 0, rassmotrim tri sluqaØ, kotorye sootvetstvu¸t operaciØm A, E i L.

1. Dopustim, qto f_{i+1}(x_1, . . . , x_{m−1}) = Ax_mf_i(x_1, . . . , x_{m−1}, x_m) , i A_i(x_1, . . . , x_m, y_i) predstavlØet f_i. Napomnim, qto polinom f_i mul~tilineen. V qastnosti, f_i lineen po x_m, t.e. dlØ l¸byh qisel x̄_1, . . . , x̄_{m−1} suwestvu¸t konstanty c̄_0 i c̄_1 takie, qto

f_i(x̄_1, . . . , x̄_{m−1}, x_m) = c̄_1x_m + c̄_0 .

OpiraØs~ na fftot fakt, opredelim formulu

A_{i+1}(x_1, . . . , x_{m−1}, y_{i+1}) kak

∃c_0 ∃c_1 (M_1 & M_2) ,

gde M_1 i M_2 oboznaqa¸t sootvetstvenno formuly

∀x_m ∀y_i (A_i ↔ (y_i ≡ c_1x_m + c_0)),

y_{i+1} ≡ c_0(c_1 + c_0).

Pervyæ qlen kon¨¸nkcii M_1&M_2 utverßdaet, qto funkciØ, predstavlennaØ formuloæ A_i, soglasovana s lineænoæ funkcieæ h(x_m) = c̄_1x_m + c̄_0. Vtoroæ qlen opredelØet znaqeniØ funkcii, predstavlennoæ A_{i+1}, a imenno, na argumentah x̄_1, . . . , x̄_{m−1} znaqenie ravno h(0) · h(1).

2. V sluqae f_{i+1} = Ex_mf_i formula A_{i+1} opredelØetsØ analogiqno:

∃c_0 ∃c_1 (M_1 & M_2) ,

gde M_1 oboznaqaet tu ße formulu, qto i v sluqae 1, t.e.

∀x_m ∀y_i (A_i ↔ (y_i ≡ c_1x_m + c_0)) ,

a M_2 oboznaqaet formulu

y_{i+1} + c_0(c_1 + c_0) ≡ c_0 + (c_1 + c_0) .

110 E. ˚. DANCIN Zdes~, v sootvetstvii s opredeleniem E, znaqenie y_{i+1} opredelØetsØ ravnym h(0) + h(1) − h(0)h(1).

3. Dopustim, qto A_i predstavlØet f_i i

f_{i+1}(x_1, . . . , x_m) = Lx_jf_i(x_1, . . . , x_m),

gde 1 ≤ j ≤ m (qtoby uprostit~ vyraßeniØ, rassmatrivaemye niße, razberem tol~ko sluqaæ j = m). V otliqie ot operaciæ A i E, kotorye primenØ¸tsØ tol~ko k mul~tilineænym polinomam

f_i, operaciØ L moßet primenØt~sØ k f_i, soderßawim peremennye

stepeni 3. DlØ l¸byh qisel x̄_1, . . . , x̄_{m−1} suwestvu¸t konstanty

c̄_0, c̄_1, c̄_2 i c̄_3 takie, qto f_i(x̄_1, . . . , x̄_{m−1}, x_m) ØvlØetsØ kubiqeskim

polinomom ot peremennoæ x_m:

f_i(x̄_1, . . . , x̄_{m−1}, x_m) = c̄_3x^3_m + c̄_2x^2_m + c̄_1x_m + c̄_0 .

Pofftomu my opredelØem A_{i+1}(x_1, . . . , x_m, y_{i+1}) kak

∃c_0∃c_1∃c_2∃c_3 (M_1 & M_2) ,

gde M_1 i M_2 oboznaqa¸t sootvetstvenno formuly

∀x_m ∀y_i (A_i ↔ (y_i ≡ c_3x^3_m + c_2x^2_m + c_1x_m + c_0)),

y_{i+1} ≡ c_3x_m + c_2x_m + c_1x_m + c_0 .

Takim obrazom, poslednØØ formula posledovatel~nosti

A_t soderßit tol~ko odnu svobodnu¸ peremennu¸ y_t i vkl¸qa-

et vse predxestvu¸wie formuly A_0, . . . , A_{t−1} v kaqestve podformul. V [7] pokazano, qto formuly A_0, . . . , A_t predstavlØ¸t polinomy f_0, . . . , f_t (lemma 1).

Arifmetiqeskie formuly α(Φ). Ispol~zuØ konstruk-

cii opredelennye vyxe, moßno perevesti bulevsku¸ formulu s kvantorami Φ v arifmetiqesku¸ formulu α(Φ) sledu¸- wim obrazom. My perevodim Φ v posledovatel~nost~ polinomov

f_0, . . . , f_t, a zatem stroim formuly A_0, . . . , A_t, predstavlØ¸wie

ffti polinomy. Formula α(Φ) opredelØetsØ kak A_t(1), ona vyraßaet utverßdenie o tom, qto polinom f_t toßdestvenno raven 1. Bolee toqno: esli Φ istinna, to A_t(1) dokazuema v arifmetike, a esli Φ loßna, to dokazuema formula ¬A_t(1). �to sleduet iz togo fakta, qto A_t predstavlØet f_t. ˚sno, qto postroenie α(Φ) po Φ moßet byt~ sdelano za polinomial~noe vremØ.

4.2. Postroenie isqisleniØ s trebuemymi svoæstvami

VERO˚TNOSTNA˚ PROVERKA DOKAZATEL^STV 111 Teper~ my opredelim isqislenie (A, R), kotoroe budet obladat~ sledu¸wimi svoæstvami:

1. ArifmetiqeskaØ formula vida α(Φ) ØvlØetsØ teoremoæ

(A, R) togda i tol~ko togda, kogda ona istinna;

2. (A, R) – isqislenie s veroØtnostno proverØemymi dokazatel~stvami.

Aksiomy i pravila vyvoda. V kaqestve aksiom naxego

isqisleniØ voz~mem vse istinnye arifmetiqeskie formuly vida

a ≡ b (mod p), gde a i b – termy, ne soderßawie peremennyh, p

– numeral. Oqevidno, qto imeetsØ polinomial~nyæ po vremeni algoritm A, kotoryæ opredelØet, ØvlØetsØ li formula takogo vida istinnoæ.

Pravila vyvoda opredelØ¸tsØ tremØ shemami. PervaØ shema opredelØet odnoposyloqnye pravila, kotorye pozvolØ¸t vvodit~ kvantor suwestvovaniØ v zakl¸qenie: F (x̄) ∃x_{<p}F (x) , (1)

gde F – proizvol~naØ arifmetiqeskaØ formula, a x̄ i p – qisla, udovletvorØ¸wie neravenstvu x̄ < p i predstavlennye numeralami. VtoraØ shema zadaet pravila

F_1 F_1 & F_2

, (2)

gde F_1 – proizvol~naØ arifmetiqeskaØ formula, a F_2 – aksioma naxego isqisleniØ, t.e. istinnaØ formula vida a ≡ b (mod p).

Pravila, opredelØemye tret~eæ shemoæ, igra¸t kl¸qevu¸ rol~ v naxem isqislenii. Oni operiru¸t formulami vida A_i, opredelennymi vyxe. Napomnim, qto A_i imeet svobodnye peremennye x_1, . . . , x_m, y_i (spisok x_1, . . . , x_m pust v sluqae posledneæ formuly posledovatel~nosti). Rassmotrim formulu

A_i i podstanovku σ, kotoraØ pripisyvaet nekotorye qisla vsem

peremennym x_1, . . . , x_m krome x_j. PodstavlØemye qisla predpolaga¸tsØ men~ximi, qem sootvetstvu¸wiæ modul~ p. Rezul~tat primeneniØ takoæ podstanovki k formule A_i budet oboznaqat~sØ qerez A^σ_i (x_j, y_i). Tret~Ø shema imeet vid:

A^σ_i (0, h(0)) A^σ_i (1, h(1)) . . . A^σ_i (p − 1, h(p − 1)) ∀x_{<p} ∀y_{<p} (A^σ_i (x, y) ↔ y ≡ h(x)) , (3)

112 E. ˚. DANCIN gde h(x) v zakl¸qenii oboznaqaet l¸boæ polinom vida c̄_1x +

c̄_0 ili c̄_3x^3 + c̄_2x^2 + c̄_1x + c̄_0 s qislovymi kofffficientami, a h(0), . . . , h(p − 1) v posylkah oboznaqa¸t znaqeniØ fftogo polino-

ma, men~xie p i predstavlennye numeralami. �ti pravila budut ispol~zovany dlØ udaleniØ kvantora vseobwnosti pered vhoßdeniem A_i v formulu A_{i+1}.

˚sno, qto imeetsØ razrexa¸wiæ algoritm dlØ pravil vseh treh tipov, polinomial~no ograniqennyæ po vremeni. Kaßdoe pravilo v (A, R) udovletvorØet uslovi¸ korrektnosti: esli posylki istinny, to i zakl¸qenie istinno. Tak kak aksiomy isqisleniØ istinny, to vse teoremy (A, R) ØvlØ¸tsØ istinnymi arifmetiqeskimi formulami.

Uslovie korrektnosti pravil moßno pereformulirovat~ takim obrazom: esli zakl¸qenie loßno, to hotØ by odna iz posylok loßna. Vaßno otmetit~, qto pravila (3) oblada¸t bolee sil~nym svoæstvom, a imenno: esli zakl¸qenie loßno, to vse posylki, vozmoßno za iskl¸qeniem ne bolee treh, toße loßny. Deæstvitel~no, tak kak formuly A_i predstavlØ¸t polinomy stepeni tri ili men~xe, zakl¸qenie ffkvivalentno utverßdeni¸ o toßdestvennom ravenstve dvuh kubiqeskih polinomov nad Z/pZ. KaßdaØ posylka A^σ_i (k, h(k)) ffkvivalentna utverßdeni¸ o ravenstve fftih dvuh polinomov v toqke k. Esli dva kubiqeskih polinoma razliqny, to oni mogut sovpadat~ ne bolee, qem v treh toqkah, t.e. tol~ko tri posylki mogut byt~ istinny, a ostal~- nye dolßny byt~ loßny.

�to svoæstvo pravil tret~rgo tipa pokazyvaet, qto ih posylki izbytoqny: dlØ togo, qtoby dokazat~ istinnost~ zakl¸- qeniØ, net neobhodimosti dokazyvat~ vse posylki – dostatoqno dokazat~ tol~ko qetyre iz nih. Imenno ffto svoæstvo izbytoqnosti i pozvolØet nam proverØt~ dokazatel~stva v (A, R) bez qteniØ vsego dokazatel~stva celikom.

Dokazatel~stva dlØ istinnyh formul vida α(Φ).

Pust~ formula α(Φ) istinna. Pust~ f_0, . . . , f_t – sootvetstvu¸- waØ posledovatel~nost~ polinomov nad Z/pZ, gde p – naimen~- xee prostoe qislo, bol~xee 6n^2. �ti polinomy predstavlØ¸tsØ formulami A_0, . . . , A_t. Pokaßem, qto A_t(1) dokazuema v (A, R). Po suwestvu ee dokazatel~stvo budet formalizacieæ interaktivnogo dokazatel~stva dlØ f_t = 1, predloßennogo A. Xenem v [14].

Dokazatel~stvo stroitsØ “snizu vverh”, t.e. ot teoremy k

VERO˚TNOSTNA˚ PROVERKA DOKAZATEL^STV 113 aksiomam. Tak kak posledniæ polinom f_t stroitsØ iz f_{t−1} posredstvom operaciæ A ili E, formula A_t(1) imeet vid ∃c_0∃c_1F (c_0, c_1). Pofftomu ona moßet byt~ vyvedena po pravilam vida (1) iz formuly F (c̄_0, c̄_1), gde c̄_0 i c̄_1 – nekotorye qisla. A imenno, my vybiraem qisla c̄_0 i c̄_1 ravnymi kofffficientam polinoma f_{t−1}. Formula F (c̄_0, c̄_1) imeet vid F_1&F_2, gde F_1 – ffto formula vida

∀x_m ∀y_{t−1} (A_{t−1} ↔ (y_t ≡ c_1x_m + c_0)) ,

a F_2 – ffto libo sravnenie 1 ≡ c̄_0(c̄_1 + c̄_0) (v sluqae operacii A), libo sravnenie 1+c̄_0(c̄_1 +c̄_0 ) ≡ c̄_0 +(c̄_1 +c̄_0) (v sluqae operacii E). V silu vybora qisel c̄_0, c̄_1 i predpoloßeniØ f_t = 1 ffto sravnenie dolßno byt~ istinnym. Pofftomu kon¨¸nkciØ F_1&F_2 vyvodima po pravilu (2) iz F_1. Tak kak formula F_1 imeet tot ße vid, qto i zakl¸qenie pravil vida (3), to F_1 moßet byt~ vyvedena iz posylok

A_{t−1}(0, h_0) A_{t1} (1, h_1) . . . A_{t1} (p − 1, h_{p−1}) ,

gde h_0, . . . , h_{p−1} oboznaqa¸t znaqeniØ polinoma c̄_1x_m + c̄_0 na

0, . . . , p − 1 sootvetstvenno.

Podobno formule A_t(1), kaßdaØ posylka A_{t−1}(k, h_k) formalizuet utverßdenie f_{t−1}(k) = h_k. Takße, podobno A_t(1), ffti formuly ne soderßat peremennyh i ime¸t vid ∃c_0∃c_1F (c_0, c_1) ili, esli f_{t−1} stroitsØ linearizacieæ, vid ∃c_0 . . . ∃c_3F (c_0, . . . , c_3). Pofftomu my moßem vyvodit~ ih analogiqnym obrazom. Vnaqale my udalØem vnexnie kvantory suwestvovaniØ v A_{t−1}(k, h_k), ispol~zuØ pravila (1) i podstavlØØ v kaqestve konstant kofffficienty polinoma f_{t−2}. Udalenie kvantorov i podstanovka privodØt k kon¨¸nkciØm, v kotoryh vtoroæ qlen ØvlØetsØ istinnym sravneniem i moßet byt~ udalen. Pervyæ qlen naqinaetsØ s kvantorov vseobwnosti i moßet byt~ vyveden po pravilu (3) iz p posylok.

Takoæ vyvod prodolßaetsØ do teh por, poka vse kvantory ne budut udaleny, i my ne poluqim formuly A^σ_0 (k, h_k), ne soderßawie svobodnyh peremennyh. �ti formuly ØvlØ¸tsØ aksiomami, tak kak oni predstavlØ¸t istinnye sravneniØ vida

f_0(x̄_1, . . . , x̄_n) ≡ ȳ). Takim obrazom, my poluqili dokazatel~stvo A_t(1).

Zameqanie. Te ße rassußdeniØ pokazyva¸t, qto vse istinnye

114 E. ˚. DANCIN formuly vida ∀x_{<p} ∀y_{<p} (A^σ_i (x, y) ↔ y ≡ h(x)) . takße ØvlØ¸tsØ teoremami (A, R). �tot fakt budet ispol~zovan niße.

UsloviØ polnoty i korrektnosti dlØ (A, R). 1. Pol-

nota. Netrudno videt~, qto dlØ l¸bogo dokazatel~stva v (A, R) maksimal~naØ dlina puti, maksimal~naØ stepen~ i maksimal~- naØ dlina slova ograniqeny polinomom ot dliny teoremy. Deæstvitel~no, vse pravila umen~xa¸t dlinu posylok po sravneni¸ s dlinoæ zakl¸qeniØ, i, sledovatel~no, dliny puteæ i slov ne prevoshodØt dlinu teoremy. DlØ togo, qtoby ubedit~sØ, qto maksimal~naØ stepen~ ograniqena polinomom ot dliny teoremy, dostatoqno ustanovit~ polinomial~nu¸ granicu ot n, t.e. ot qisla peremennyh v ishodnoæ bulevskoæ formule. TakaØ granica obespeqivaetsØ naxim vyborom p kak naimen~xego prostogo qisla, bol~xego 6n^2. Qislo p ne prevoshodit 12n^2, tak kak dlØ l¸bogo k > 1 imeetsØ prostoe qislo v intervale [k, 2k]. Takim obrazom, (A, R) obladaet svoæstvom polnoty.

2. Korrektnost~. Teper~ my dokazyvaem, qto (A, R) udovletvorØet i vtoromu uslovi¸ iz opredeleniØ isqisleniæ s veroØtnostno proverØemymi dokazatel~stvami. Rassmotrim slovo, kotoroe ne ØvlØetsØ teoremoæ (A, R). Rassmotrim proizvol~nyæ kandidat v dokazatel~stva dlØ fftogo slova i vyberem sluqaænyæ put~ v_1, . . . , v_l. Kakova veroØtnost~, qto fftot put~ pravil~- nyæ? Dostatoqno govorit~ tol~ko o pravil~nyh putØh, tak kak rassußdeniØ v predyduwem abzace pokazyva¸t, qto l¸boæ pravil~nyæ put~ v (A, R) ograniqen nekotorym polinomom.

Pust~ s_1, . . . , s_l – slova, pripisannye verxinam v_1, . . . , v_l. Po predpoloßeni¸ s_1 ne ØvlØetsØ teoremoæ, a put~ v_1 . . . , v_l pravil~nyæ. Togda put~ soderßit hotØ by odno primenenie mnogoposyloqnogo pravila (esli pravil~nyæ put~ sostoit tol~ko iz odnoposyloqnyh pravil, to s_1 dolßno byt~ teoremoæ). Pust~ k – naimen~xiæ indeks, dlØ kotorogo s_k ØvlØetsØ zakl¸qeniem mnogoposyloqnogo pravila vida (3). Slovo s_k ØvlØetsØ arifmetiqeskoæ formuloæ vida ∀x_{<p} ∀y_{<p} (A^σ_i (x, y) ↔ y ≡ h(x)) . Zdes~ qisla i i p udovletvorØ¸t uslovi¸ i < p/6, potomu qto po opredeleni¸ formul A_0, . . . , A_t ime¸t mesto neravenstva i <

VERO˚TNOSTNA˚ PROVERKA DOKAZATEL^STV 115

n^2 i p > 6n^2. Iz pravil~nosti puti sleduet takße, qto kaßdoe

posledu¸wee primenenie mnogoposyloqnyh pravil soderßit p posylok. Qislo takih primeneniæ ne prevoshodit i.

Formula s_1 poluqaetsØ iz s_k primeneniØmi odnoposyloqnyh pravil. Tak kak s_1 ne ØvlØetsØ teoremoæ, to s_k takße nedokazuema v (A, R). Bolee togo, kak sleduet iz zameqaniØ vyxe, s_k ØvlØetsØ loßnoæ. Takim obrazom, formula s_k loßna, v to vremØ kak zakl¸qitel~naØ formula s_l istinna.

My govorim, qto perehod ot s_j k s_{j+1} privodit k oxibke, esli vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

1. Slova s_j i s_{j+1} ØvlØ¸tsØ sootvetstvenno zakl¸qeniem i odnoæ iz posylok pravila vida (3).

2. Formula s_j loßna, a s_{j+1} istinna.

Netrudno videt~, qto put~ s_1, . . . , s_l moßet byt~ pravil~nym, tol~ko esli v nem imeetsØ hotØ by odin perehod, privodØwiæ k oxibke. Naædem verhn¸¸ granicu dlØ veroØtnosti togo, qto put~ soderßit takoæ perehod. Napomnim, qto pravila (3) oblada¸t svoæstvom: esli zakl¸qenie loßno, to vse posylki, vozmoßno za iskl¸qeniem ne bolee treh, takße loßny. Sledovatel~no, dannyæ perehod ot s_j k s_{j+1} privodit k oxibke s veroØtnost~¸, ne bol~xeæ 3/p. Tak kak vypolnØetsØ neravenstvo

i < p/6, to qislo vseh perehodov men~xe p/6. Pofftomu veroØt-

nost~ men~xe, qem (3/p)(p/6) = 1/2. Takim obrazom, put~ s_1, . . . , s_l ØvlØetsØ pravil~nym s veroØtnost~¸ men~xeæ 1/2. � Literatura

1. S. Arora and C. Lund, Hardness of approximation. In D. Hochbaum, editor, Approximation algorithms for NP-hard problems, chapter 10. PWS Publishing Company, Boston (1997) (to appear).

2. S. Arora and S. Safra, Probabilistic checking of proofs: A new characterization of NP. In Proceedings of the 33rd Annual IEEE Symposium on Foundations of Computer Science, (1992) 2–13.

3. L. Babai, Transparent proofs and limits to approximation. In Proceedings of the First European Congress of Mathematicians, Paris, 1992, vol. 1, 31–92. Birkhäuser Verlag, 1994.

4. L. Babai, L. Fortnow, L.A. Levin, and M. Szegedy, Checking computations in polylogarithmic time. In Proceedings of the 23rd Annual ACM Symposium on the Theory of Computing, (1991) 21–31.

5. L. Babai, L. Fortnow, and C. Lund, Non-deterministic exponential time has two-prover interactive protocols. Computational Complexity, 1(1): (1991) 3–40;

116 E. ˚. DANCIN

(An early version appeared in Proc. 31st FOCS, (1990), 16–25..

6. E. Dancin, Dokazatel~stva v arifmetike, ispol~zu¸wie sluqaænye qisla. — Zap. nauqn. semin. POMI 220 (1995), 49–71.

7. E. Dantsin, A logic-style version of interactive proofs. Technical Report UPMAIL Technical Report No.124, Computing Science Department, Uppsala University, March 1996.

8. O. Goldreich, A taxonomy of proof systems. In L. A. Hemaspaandra and A. Selman, editors, Complexity theory retrospective II. 1996.

9. C. Lund, L. Fortnow, H. Karloff, and N. Nisan, Algebraic methods for interactive proof systems. — J. of the ACM 39(4) (1992), 859–868 (An early version appeared in Proc. 31st FOCS, 2–10, 1990).

10. E. Mendelson, Introduction to mathematical logic. Van Nostrand, 1964; Russkiæ

perevod: �. Mendel~son, Vvedenie v matematiqesku¸ logiku, M., Nauka, 1971.

11. R. Motwani and P. Raghavan, Randomized algorithms. Cambridge University Press, 1995.

12. C. Papadimitriou, Computational Complexity. Addison-Wesley, 1994. 13. A. Shamir, IP=PSPACE. — J. of the ACM 39(4) (1992), 869–877 (An early version appeared in Proc. 31st FOCS, 11-15, 1990).

14. A. Shen, IP=PSPACE: Simplified Proof. — J. of the ACM 39(4) (1992), 878–880.

Dantsin E. Probabilistic verification of proofs in calculuses. The paper defines a special kind of probabilistically checkable proof system, namely, probabilistically checkable proof calculuses (PCP calculuses). A proof in such a calculus can be verified with enough confidence by examining only one random path in the proof tree, without reading the whole proof. The verification procedure just checks all applications of inference rules along the path; its running time is supposed to be polynomial in the theorem length. It is shown that the deductive power of PCP calculuses is characterized as follows: (i) the decision problem for theorems is in PSPACE for all PCP calculuses, and (ii) this problem is PSPACE-hard for some of them.

Postupilo 19 avgusta 1997 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN