G. V. Davydov, I. M. Davydova

QISLOVYE PREDSTAVLENI˚ VYPOLNIMOSTI

1. Vvedenie

ProdolßaØ raboty [1, 2], my pokaßem, kak interpretaciØ propozicional~nyh peremennyh vewestvennymi qislami delaet vopros o neotricatel~noæ razreximosti i ustoæqivoæ neotricatel~noæ razreximosti lineænyh algebraiqeskih sistem oqen~ blizkim k voprosu o vypolnimosti propozicional~nyh formul. Pri fftom ustoæqivaØ razreximost~ ffkvivalentna nevypolnimosti, a umnoßenie matric ustoæqivo razreximyh sistem sleva na proizvol~nu¸ matricu poroßdaet (s toqnost~¸ do trivial~- nyh preobrazovaniæ) vse neotricatel~no razreximye odnorodnye sistemy.

Pust~ V = {p_1, . . . , p_m, ¬p_1 . . . , ¬p_m} – mnoßestvo literalov, i zadany n mnoßestv S_j , j ∈ 1: n, udovletvorØ¸wih usloviØm |{p_i, ¬p_i} ∩ S_j | ≤ 1 pri kaßdom j ∈ 1: n i pri kaßdom i ∈ 1: m.

Prointerpretiruem diz¨¸nkci¸ ( ⋁ v∈S_j v) pri kaßdom j ∈ 1: n

mnoßestvom K_j vseh takih vektorov (A_{1j} , . . . , A_{mj} ) iz R^m, qto pri kaßdom i ∈ 1: m

A_{ij} ≥ 0, esli p_i ∈ S_j ; A_{ij} ≤ 0, esli ¬p_i ∈ S_j ; A_{ij} = 0, esli {p_i, ¬p_i} ∩ S_j = ∅. Rassmotrim KNF ⋀ j∈1:n ⋁ v∈S_j v i proizvol~nu¸ m × n matricu A, j-stolbec kotoroæ prinadleßit mnoßestvu K_j , j ∈ 1: n. OkazyvaetsØ, qto nevypolnimost~ KNF ffkvivalentna ustoæqivoæ razreximosti sistemy Ax = 0, x ≥ 0, x ≠ 0, x ∈ R^n. (1) Rezul~tat doloßen na zasedanii seminara 5 fevralØ 1996 g. i 19 fevralØ 1996 g. 72

QISLOVYE PREDSTAVLENI˚ VYPOLNIMOSTI 73

Deæstvitel~no, u nevypolnimyh KNF pri l¸bom pereimenovanii kakih-to peremennyh v ih otricaniØ, a ih otricaniæ v peremennye vsegda sohranØetsØ kak diz¨¸nkciØ literalov bez otricaniæ, tak i diz¨¸nkciØ otricaniæ literalov. Pofftomu pri l¸bom vektore y ∈ R^m vektor yA soderßit nepoloßitel~nu¸ komponentu, t.e. sistema yA > 0, y ∈ R^m ne imeet rexeniØ. A znaqit po teoreme ob al~ternativah [3] sistema (1) imeet rexenie pri l¸boæ takoæ matrice A, i v fftom smysle ffta sistema ustoæqivo razrexima.

S drugoæ storony, esli KNF vypolnima, to suwestvuet nabor literalov, ne soderßawiæ odnovremenno peremennu¸ i ee otricanie i ime¸wiæ nepustoe pereseqenie s kaßdym mnoßestvom S_j . Pofftomu v kaßdom mnoßestve K_j moßno vybrat~ po odnomu nenulevomu vektoru tak, qtoby po kaßdoæ komponente u vseh fftih vektorov nenulevye fflementy byli odnogo znaka. �to znaqit, qto l¸baØ netrivial~naØ neotricatel~naØ lineænaØ kombinaciØ vybrannyh vektorov otliqna ot nulØ i sistema (1) dlØ matricy A, sostavlennoæ iz fftih vektorov, ne imeet rexeniØ, t.e. sistema (1) ne ustoæqivo razrexima.

Sistemy tipa (1) opisyva¸t ravnovesnye ffkonomiqeskie modeli [3], qto delaet vopros ob ih ustoæqivoæ razreximosti oqen~ znaqimym.

V paragrafe 2 my dadim bolee podrobnoe dokazatel~stvo ukazannoæ ffkvivalentnosti i, kak sledstvie, predstavim 2^m takih matric A, qto dlØ vypolnimosti KNF neobhodimo i dostatoqno nerazreximosti sistemy (1) hotØ by dlØ odnoæ iz fftih matric.

V tom ße paragrafe 2 na osnove teoremy ob al~ternativah budet dokazano, qto, esli KNF minimal~no nevypolnima, t.e. perestaet byt~ nevypolnimoæ s udaleniem hotØ by odnogo kon¨- ¸nkta, to sistema Ax = b, x ≥ 0, x ∈ R^n razrexima pri l¸boæ matrice A so stolbcami iz mnoßestv K_j i l¸bom vewestvennom vektore b.

V rabote [4] my pokazali, qto l¸baØ matrica A, dlØ kotoroæ sistema (1) razrexima, predstavima (s toqnost~¸ do vybrasyvaniØ i povtoreniØ stolbcov) v vide proizvedeniØ matricy bez dopolnitel~nyh ograniqeniæ i matricy nekotoroæ ustoæqivo razreximoæ sistemy. Takim obrazom, poroßdaØ nevypolnimye KNF, opredelØØ po nim matricy A so stolbcami iz mnoßestv K_j

74 G. V. DAVYDOV, I. M. DAVYDOVA

i umnoßaØ kaßdu¸ taku¸ matricu sleva na proizvol~nu¸ matricu, moßno postroit~ polnoe isqislenie dlØ poroßdeniØ razreximyh sistem tipa (1). Opisaniem fftogo isqisleniØ zakanqivaetsØ paragraf 2.

Analog teoremy ob al~ternativah imeet mesto i pri issledovanii voprosa o razreximosti sistem lineænyh neravenstv s bulevymi peremennymi. Po KNF opredelim 2m × n matricu D, polagaØ dlØ i ∈ 1: m i j ∈ 1: n

D_{ij} = 1, esli p_i ∈ S_j; D_{(m+i)j} = 1, esli ¬p_i ∈ S_j ; D_{ij} = D_{(m+i)j} = 0, esli {p_i, ¬p_i} ∩ S_j = ∅. V paragrafe 3 my dokaßem, qto imeet mesto tol~ko odna iz dvuh al~ternativ: libo KNF vypolnima, libo min{max{e_nx | Dx 6 c; x > 0} | c ∈ C_1} ≥ 1, gde C_1 = {c ∈ R^{2m}_+ | c_i + c_{m+i} = 1, i ∈ 1: m} i e_n = (1, . . . , 1).

Dokazatel~stvo baziruetsØ na naxeæ rabote [5] i obobwaet izvestnu¸ teoremu Forda–Falkersona o ravenstve maksimal~- nogo potoka minimal~nomu razrezu. Primenenie analogiqnogo obobweniØ k analizu NP-polnyh zadaq sm. v [6]. V paragrafe 3 obsußdaetsØ takße primenenie dvoæstvennoæ zadaqi lineænogo programmirovaniØ k proverke vypolnimosti.

Netrudno ubedit~sØ v tom, qto vypolnimost~ KNF ffkvivalentna razreximosti sledu¸weæ sistemy neravenstv s bulevymi peremennymi uD ≥ e_{2m}; u_i + u_{m+i} = 1; u_i, u_{m+i} ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , m, gde 2m-mernyæ vektor e_{2m} = (1, . . . , 1).

V rabote [10] i v ee ssylkah ediniqnye fflementy matricy D i vektora e_{2m} zameneny celymi poloßitel~nymi qislami, i dlØ ustanavleniØ razreximosti poluqennoæ sistemy predloßen algoritm, ØvlØ¸wiæsØ obobweniem metoda rezol¸ciæ. V paragrafe 4 my rassmotrim fftu sistemu s zamenoæ ediniqnyh fflementov D i e_{2m} na vewestvennye poloßitel~nye qisla i svedem ee razreximost~ k vypolnimosti nekotoroæ KNF. Takim obrazom teorema ob al~ternativah imeet mesto i v fftom obwem sluqae. Proverku vypolnimosti KNF moßno provodit~, ne vypisyvaØ v Øvnom vide vhodØwih v nee mnoßestv S_j , j ∈ 1: n. StroØ semantiqeskiæ vyvod, my moßem ocenivat~ kaßdu¸ ego vetv~ i otsekat~

QISLOVYE PREDSTAVLENI˚ VYPOLNIMOSTI 75

vetvi, zavedomo ne soderßawie ni odnogo iz fftih mnoßestv, takim ße obrazom, kak ffto delaetsØ v izvestnom metode vetveæ i granic. Bolee togo, semantiqeskiæ vyvod ne obØzatel~no stroit~ v vide dereva. Moßno rassmatrivat~ “seqeniØ” derev~ev, sohranØ¸wie polnotu. Tehnika zakrytyh diagramm [11] pozvolØet stroit~ takie seqeniØ ne tol~ko dlØ rassmotrennoæ sistemy s bulevymi peremennymi, no i dlØ xirokogo kruga diskretnyh optimizacionnyh zadaq [12–17].

2. Matriqnye predstavleniØ 2.1. Ustoæqivo-razreximye matricy.

Pust~ F – formula tipa ⋀ j∈1:n ⋁ v∈S_j v, (2) gde S_j – mnoßestva propozicional~nyh peremennyh ili ih otricaniæ, i dlØ kaßdoæ peremennoæ p_i, i ∈ 1: m, i dlØ kaßdogo j ∈ 1: n predpolagaetsØ vypolnennym uslovie |{p_i, ¬p_i} ∩ S_j | ≤ 1. (3) Opredelenie 1. Budem nazyvat~ m × n matricu parametrov

A(F ) = {a_{ij}} s oblast~¸ znaqeniæ parametra a_{ij} ravnoæ:

R^+, esli p_i ∈ S_j ; R^−, esli ¬p_i ∈ S_j ; {0}, esli {p_i, ¬p_i} ∩ S_j = ∅,

matriqnym predstavleniem formuly F , a matricu A, poluqa¸- wu¸sØ iz A(F ) fiksirovaniem znaqeniæ vseh parametrov, – ego znaqeniem.

V [2] dokazano, qto nevypolnimost~ formuly F ffkvivalentna razreximosti sistemy (1) dlØ l¸bogo znaqeniØ A matriqnogo predstavleniØ A(F ). Niße my predstavim drugoe dokazatel~- stvo, osnovannoe na teoreme ob al~ternativah (sm., naprimer, [3]). Qastiqno ono opublikovano v [4]. Primer 1. Matriqnym predstavleniem formuly

F = (p_1 ∨ p_2 ∨ p_3) ∧ (¬p_1 ∨¬p_2 ∨¬p_3) ∧ (p_1 ∨¬p_2) ∧ (p_2 ∨¬p_3) ∧ (p_3 ∨¬p_1)

ØvlØetsØ matrica

A(F ) = b_{11} −b_{12} b_{13} 0 −b_{15} b_{21} −b_{22} −b_{23} b_{24} 0 b_{31} −b_{32} 0 −b_{34} b_{35} ,

76 G. V. DAVYDOV, I. M. DAVYDOVA

v kotoroæ oblast~ znaqeniæ kaßdogo parametra b_{ij} sostoit iz poloßitel~nyh vewestvennyh qisel. Legko proverit~, qto formula F nevypolnima: pri l¸byh znaqeniØh propozicional~nyh peremennyh naædetsØ mnoßestvo S_j , v kotorom vse literaly okaßutsØ so znaqeniØmi loß~. �to znaqit, qto sistema Ax = 0, x ≥ 0 imeet netrivial~nye rexeniØ pri l¸bom znaqenii A matriqnogo predstavleniØ A(F ).

Opredelenie 2. VewestvennaØ matrica A nazyvaetsØ razrexi-

moæ, esli razrexima sistema Ax = 0, x ≥ 0, x ≠ 0, x ∈ R^n, i ustoæqivo-razreximoæ, esli ona ostaetsØ razreximoæ pri l¸bom izmenenii ee fflementov, sohranØ¸wem znaki.

Opredelenie 3. VewestvennaØ matrica A nazyvaetsØ znako-

ustoæqivoæ, esli pri l¸bom umnoßenii ee strok na 1 ili −1 my poluqim matricu C, soderßawu¸ neotricatel~nyæ stolbec.

V primere 1 legko ubedit~sØ v tom, qto l¸boe znaqenie A matriqnogo predstavleniØ A(F ) okazyvaetsØ znakoustoæqivoæ matriceæ.

Oqevidno, qto znakoustoæqivaØ matrica A (takße kak i l¸baØ matrica, poluqa¸waØsØ iz A umnoßeniem ee strok na 1 ili -1) soderßit krome neotricatel~nogo i nepoloßitel~nyæ stolbec. Teorema 1. Formula F nevypolnima ⇐⇒ l¸boe znaqenie A ma-

triqnogo predstavleniØ A(F ) ØvlØetsØ znakoustoæqivoæ matriceæ.

Dokazatel~stvo sostoit v ustanovlenii vzaimno-odnoznaqnogo sootvetstviØ meßdu znakami mnoßeteleæ strok matricy A i logiqeskimi znaqeniØmi sootvetstvu¸wih propozicional~nyh peremennyh.

Teorema 2. Formula F nevypolnima ⇐⇒ l¸boe znaqenie A

matriqnogo predstavleniØ A(F ) ØvlØetsØ ustoæqivo-razreximoæ matriceæ.

Dokazatel~stvo. =⇒ Pust~ A – proizvol~noe znaqenie matriqnogo predstavleniØ A(F ). My pokaßem, qto, esli formula F nevypolnima, to pri l¸bom drugom znaqenii C fftogo predstavleniØ sistema yC > 0 ne budet imet~ rexeniæ. V fftom sluqae iz teoremy ob al~ternativah (sm. naprimer, [3]) sleduet, qto sistema Cx = 0, x ≥ 0 imeet netrivial~nye rexeniØ. No ffto i budet oznaqat~ ustoæqivu¸ razreximost~ matricy A.

QISLOVYE PREDSTAVLENI˚ VYPOLNIMOSTI 77

Itak, pust~ y – nenulevoæ vektor. Opredelim mnoßestva

M_+ = {i | y_i > 0}, M_− = {i | y_i < 0}, M_0 = {i | y_i = 0}

i, krome togo, znaqeniØ propozicional~nyh peremennyh {p_i} :

p_i = istina, esli i ∈ M_+ i p_i = loß~, esli i ∈ M_− ∪ M_0.

Tak kak formula F nevypolnima, to suwestvuet mnoßestvo S_j , v kotorom vse literaly poluqili znaqenie loß~. Pofftomu dlØ kaßdoæ peremennoæ p_i my imeem:

esli p_i ∈ S_j , to y_i ≤ 0 i C_{ij} > 0 esli ¬p_i ∈ S_j , to y_i > 0 i C_{ij} < 0 esli {p_i, ¬p_i} ∩ S_j = ∅, to C_{ij} = 0.

Sledovatel~no, neravenstvo ∑ i∈1:m y_iC_{ij} > 0 ne moßet byt~ vypolneno.

⇐= Pust~ dlØ formuly F suwestvuet vypolnØ¸wiæ nabor, t.e. takie znaqeniØ logiqeskih peremennyh, qto v kaßdom S_j naædetsØ literal v_j so znaqeniem istina. Poloßim π = {v_j | j ∈ 1 : n}; M^+ = {p_i | p_i ∈ π}; M^− = {p_i | ¬p_i ∈ π}. Opredelim znaqenie C matriqnogo predstavleniØ A(F ), polagaØ C_{ij} = 1, A(F )_{ij} > 0, i ∈ 1 : m −1/n, A(F )_{ij} < 0, i ∈ M^+ −n, A(F )_{ij} < 0, i ∈ 1 : m \ M^+ dlØ kaßdogo j ∈ 1 : n. Pokaßem, qto matrica C nerazrexima. Deæstvitel~no, esli by sistema Cx = 0, x ≥ 0, x ≠ 0 okazalas~ razreximoæ, togda suwestvoval by i takoæ vektor x, qto ∑ j∈1:n x_j = 1 (2.1) i ∑ C_{ij} >0 x_j = 1/n ∑ C_{ij} <0 x_j, i ∈ M^+, ∑ C_{ij} <0 x_j = 1/n ∑ C_{ij}>0 x_j, i ∈ M^−.

78 G. V. DAVYDOV, I. M. DAVYDOVA

Iz opredeleniØ mnoßestv M^+ i M^− sleduet, qto dlØ kaßdogo j ∈ 1 : n naædetsØ takoæ indeks i iz M^+ ili M^−, qto x_j okaßetsØ v levoæ storone sootvetstvu¸wego uravneniØ. Pofftomu dlØ kaßdogo j ∈ 1 : n budet x_j < 1/n, qto protivoreqit (2.1). �

Iz dokazatel~stva dostatoqnosti v teoreme 2 sleduet, qto dlØ proverki vypolnimosti formuly F dostatoqno rassmatrivat~ tol~ko 2^m sledu¸wih matric [7]. Nazovem vektor b = (b_1, b_2, . . . , b_m) parametrom, esli kaßdaØ ego komponenta b_i ∈ {n, 1/n}, i opredelim m × n matricu A(b), polagaØ:

A_{ij} (b) = 1, p_i ∈ S_j , −b_i, ¬p_i ∈ S_j , 0, {p_i, ¬p_i} ∩ S_j = ∅. Teorema 3. Formula F vypolnima ⇐⇒ suwestvuet znaqenie

parametra b, pri kotorom matrica A(b) nerazrexima.

Teorema 3 obobwaet rezul~tat M. Zahareviqa [8]. Tam matrica A = A(b) opredelena dlØ edinstvennogo znaqeniØ parametra b = {b_i = 1, i ∈ 1 : m}, i poluqeno dostatoqnoe uslovie: esli sistema (1) dlØ fftoæ matricy A ne imeet rexeniØ, to formula F vypolnima. V [7] pokazano, qto ffto uslovie ohvatyvaet tol~ko 2 iz vseh trebuemyh 2^m sluqaev. 2.2. Neodnorodnye sistemy.

Opredelenie 4. NevypolnimaØ formula F nazyvaetsØ mini-

mal~no nevypolnimoæ, esli ona perestaet byt~ vypolnimoæ s udaleniem hotØ by odnogo kon¨¸nkta.

Teorema 4. 1. Esli formula F minimal~no nevypolnima, to dlØ

l¸bogo znaqeniØ A matriqnogo predstavleniØ A(F ) i l¸bogo vektora b sistema Ax = b, x ≥ 0 (1b) imeet rexenie.

2. Esli formula F vypolnima, to suwestvu¸t znaqenie A matriqnogo predstavleniØ A(F ) i vektor b, pri kotoryh sistema (1b) ne imeet rexeniØ.

Dokazatel~stvo.

1. Tak ße, kak pri dokazatel~stve teoremy 2, vospol~zuemsØ teoremoæ ob al~ternativah [3]. Odnako zdes~ al~ternativoæ

QISLOVYE PREDSTAVLENI˚ VYPOLNIMOSTI 79

k razreximosti sistemy (1b) ØvlØetsØ razreximost~ sistemy yA ≥ 0, yb < 0. Indukcieæ po qislu logiqeskih peremennyh m pokaßem, qto esli formula F minimal~no nevypolnima, to dlØ proizvol~nogo znaqeniØ A matriqnogo predstavleniØ A(F ) sistema yA ≥ 0 imeet tol~ko nulevoe rexenie. �to budet oznaqat~ nevypolnenie usloviØ yb < 0 pri l¸bom vektore b i, sledovatel~no, trebuemu¸ razreximost~ sistemy (1b).

Pri m = 1 minimal~no nevypolnimaØ formula F imeet vid p_1 ∧ ¬p_1 i ee matriqnym predstavleniem ØvlØetsØ odnostroqnaØ matrica A(F ) = (a_1a_2), gde a_1 > 0, a_2 < 0. Oqevidno, qto pri l¸byh znaqeniØh parametrov a_1 > 0, a_2 < 0 sistema ya_1 ≥ 0, ya_2 ≥ 0 imeet edinstvennoe rexenie y = 0.

Pust~ utverßdenie vypolneno dlØ l¸byh minimal~no nevypolnimyh formul s qislom peremennyh men~xe m. Rassmotrim minimal~no nevypolnimu¸ formulu F s m peremennymi i proizvol~noe znaqenie A ee matriqnogo predstavleniØ A(F ).

Predpoloßim, qto suwestvuet vektor y, dlØ kotorogo yA ≥ 0. �to znaqit, qto v kaßdom stolbce j ∈ 1: n matricy A naædetsØ takoæ indeks i, qto A_{ij} ≠ 0 i y_iA_{ij} ≥ 0. Obrazuem mnoßestvo literalov π, vkl¸qaØ v nego peremennu¸ p_i, esli A_{ij} > 0, i otricanie peremennoæ v protivnom sluqae. Iz nevypolnimosti F sleduet, qto suwestvuet takaØ peremennaØ p_{i0} , qto i ona i ee otricanie soderßatsØ v π. �to znaqit, qto dlØ nekotoryh j_1 ≠ j_2 odnovremenno vypolnØ¸tsØ neravenstva

y_{i0} A_{i0j1} ≥ 0 i y_{i0} A_{i0j2} ≥ 0 pri A_{i0j1} · A_{i0j2} < 0.

Ots¸da sleduet y_{i0} = 0.

Po formule F opredelim dve formuly F_1 i F_2. Budem sqitat~ formulu F_1 (sootvetstvenno F_2) pustoæ, esli v F suwestvuet diz¨¸nkciØ, sostoØwaØ tol~ko iz peremennoæ (otricaniØ peremennoæ) p_{i0}. Inaqe udalim peremennu¸ (otricanie peremennoæ) p_{i0} iz kaßdoæ ee (ego) soderßaweæ diz¨¸nkcii. �ti diz¨¸nkcii moßno dopolnit~ diz¨¸nkciØmi, ne soderßawimi otricaniØ peremennoæ (peremennoæ) p_{i0} , do minimal~no nevypolnimoæ F_1 (sootvetstvenno F_2).

Esli odna iz formul F_1 ili F_2 pusta, to drugaØ soderßit vse peremennye, krome p_{i0} . Inaqe kaßdaØ iz formul soderßit svoe mnoßestvo peremennyh, no ob¨edinenie fftih peremennyh sovpadaet so vsem mnoßestvom peremennyh za vyqetom p_{i0} .

80 G. V. DAVYDOV, I. M. DAVYDOVA

Iz togo, qto yA ≥ 0 dlØ vektora y i y_{i0} = 0, sleduet y^1A_1 ≥ 0 i y^2A_2 ≥ 0, gde A_1 (sootvetsvenno A_2) – znaqenie matriqnogo predstavleniØ A(F_1) (A(F_2)), sovpada¸wee s sootvetstvu¸weæ podmatriceæ A, a vektory y^1 i y^2 – sootvetstvu¸wie podvektory vektora y. Iz indukcionnogo predpoloßeniØ sleduet, qto kaßdyæ iz vektorov y^1 i y^2 raven nul¸. Takim obrazom, ravny nul¸ vse komponenty vektora y.

2. Iz dokazatel~stva dostatoqnosti teoremy 2 sleduet, qto v sluqae vypolnimosti formuly F suwestvuet takoe znaqenie A matriqnogo predstavleniØ A(F ), qto odnorodnaØ sistema Ax = 0, x ≥ 0 imeet tol~ko nulevoe rexenie. Poloßim b = −A^j , gde A^j – proizvol~nyæ stolbec matricy A. Togda sistema Ax = b, x ≥ 0 ne imeet rexeniØ. Deæstvitel~no, esli by ona imela rexenie x, to polagaØ x_j : = x_j + 1 i ne menØØ ostal~nyh komponent vektora x, my by poluqili netrivial~noe rexenie odnorodnoæ sistemy. � 2.3. Bazisnye matricy.

Opredelenie 5. Matrica B nazyvaetsØ bazisnoæ, esli peresta-

novkoæ strok i stolbcov ee moßno svesti k matrice vida

B_1 0 b_1 b_2

0 B2

gde kak B_1, tak i B_2 ØvlØ¸tsØ bazisnymi ili pustymi matricami; b_1 (sootvetstvenno b_2) – neotricatel~nyæ (nepoloßitel~- nyæ) nenulevoæ vektor; i esli B_1 (ili B_2 ) – pustaØ matrica, to vektor b_1 (ili b_2) – qislo.

Naprimer, matrica so shemoæ raspoloßeniØ znakov (+−) ØvlØetsØ bazisnoæ, a l¸baØ matrica B iz primera 1 ne ØvlØetsØ bazisnoæ.

Teorema 5. Esli B – bazisnaØ matrica, to

(a) qislo stolbcov v B na 1 bol~xe qisla strok; (b) B ustoæqivo-razrexima; (c) stroki v B lineæno nezavisimy;

(d) sistema Ax = 0; Bx = 0 imeet netrivial~noe rexenie ⇐⇒ kaßdaØ stroka matricy A ØvlØetsØ lineænoæ kombinacieæ strok B;

QISLOVYE PREDSTAVLENI˚ VYPOLNIMOSTI 81

(e) sistema Bx = 0, x ≥ 0 imeet edinstvennoe s toqnost~¸ do poloßitel~nogo mnoßitelØ rexenie.

Dokazatel~stvo teoremy privedeno v [4].

Predpoloßim, qto A(F ) – matriqnoe predstavlenie nekotoroæ formuly F . Esli kaßdaØ matrica A, ØvlØ¸waØsØ znaqeniem A(F ), ØvlØetsØ bazisnoæ, to A(F ) my takße budem nazyvat~ bazisnym. Legko videt~, qto formula F s bazisnym predstavleniem trivial~no nevypolnima: ona sama ØvlØetsØ semantiqeskim derevom. V fftom smysle matrica A(F ) toße drevovidna, qto pozvolØet opredelit~ edinstvennyæ poloßitel~nyæ luq rexeniæ sistemy A(F )x = 0, x ≥ 0 kak vektor, kaßdaØ komponenta kotorogo ØvlØetsØ odnorodnoæ funkcieæ ot parametrov predstavleniØ A(F ). Prodemonstriruem ffto sledu¸wim primerom.

Primer 2. Rassmotrim formulu

F = (p_2 ∨ p_3) ∧ (¬p_3) ∧ (p_1 ∨ ¬p_2) ∧ (¬p_1 ∨ ¬p_2).

Ona nevypolnima, i derevo

ØvlØetsØ ee semantiqeskim vyvodom. Matrica

A(F ) =

0 0 b_{13} −b_{14} b_{21} 0 −b_{23} −b_{24} b_{31} −b_{32} 0 0 , pri b_{ij} > 0 ØvlØetsØ bazisnym matriqnym predstavleniem formuly F .

Sistemu A(F )x = 0 s parametriqeskimi kofffficientami moßno perepisat~ v vide

b_{13}x_3=b_{14}x_4

b_{21}x_1=b_{23}x_3 + b_{24}x_4

b_{31}x_1=b_{32}x_2

82 G. V. DAVYDOV, I. M. DAVYDOVA

Postroim toqku, opredelØ¸wu¸ edinstvennyæ parametriqeskiæ luq poloßitel~nyh rexeniæ sistemy A(F )x = 0, x ≥ 0:

1. Poloßim x^0_3 = b_{14}, x^0_4 = b_{13}. Togda pri l¸bom t_1 > 0 my imeem luq t_1(x^0_3, x^0_4) poloßitel~nyh rexeniæ pervogo uravneniØ.

2. PolagaØ x^0_1 = b_{32}, x^0_2 = b_{31}, poluqaem pri l¸bom t_2 > 0 luq t_2(x^0_1, x^0_2) poloßitel~nyh rexeniæ tret~ego uravneniØ.

3. PodstavlØØ naædennye znaqeniØ peremennyh x_j vo vtoroe uravnenie, poluqim uravnenie otnositel~no mnoßiteleæ t_1, t_2:

t_2b_{21}x^0_1 = t_1(b_{23}x^0_3 + b_{24}x^0_4).

Otkuda t_2 = (b_{23}x^0_3 + b_{24}x^0_4), t_1 = b_{21}x^0_1.

4. Okonqatel~no poluqaem, qto luq poloßitel~nyh rexeniæ sistemy A(F )x = 0 predstavim v vide t · (x_1, x_2, x_3, x_4), gde t > 0 i

x_1 = t_2x^0_1=(b_{23}b_{14} + b_{24}b_{13})b_{32},

x_2 = t_2x^0_2=(b_{23}b_{14} + b_{24}b_{13})b_{31},

x_3 = t_1x^0_3=b_{21}b_{32}b_{14},

x_4 = t_1x^0_4=b_{21}b_{32}b_{13}.

Semantiqeskiæ vyvod formuly F opredelil posledovatel~nost~ deæstviæ. My naqali s uravneniæ, sootvetstvu¸wih list~Øm dereva, a konqili kornevym uravneniem.

L¸boæ semantiqeskiæ vyvod nevypolnimoæ formuly F pozvolØet svesti ee matriqnoe predstavlenie A(F ) k bazisnomu B(F ) takim obrazom, qto edinstvennyæ luq poloßitel~nyh rexeniæ sistemy B(F )y = 0 opredelit nekotoryæ luq neotricatel~nyh nenulevyh rexeniæ sistemy A(F )x = 0. Takoe svedenie moßno provodit~ neposredstvenno v terminah matric. Prodemonstriruem ffto na primere 1.

Primer 1 (prodolßenie) Produbliruem v matrice A(F ) qetvertyæ stolbec i perestavim stolbcy tak, qtoby poluqilas~ matrica C = b_{11} 0 b_{13} −b_{15} 0 −b_{12} b_{21} b_{24} −b_{23} 0 b_{24} −b_{22} b_{31} −b_{34} 0 b_{35} −b_{34} −b_{32} .

QISLOVYE PREDSTAVLENI˚ VYPOLNIMOSTI 83

Oqevidno, qto, esli y – rexenie sistemy Cy = 0, to vektor x s koordinatami

x_1 = y_1, x_2 = y_6, x_3 = y_3, x_4 = y_2 + y_5, x_5 = y_4

budet rexeniem sistemy A(F )x = 0.

Ostaviv pervu¸ stroku v C bez izmeneniØ i rassloiv kaßdu¸ iz ostavxihsØ na dve, my poluqim bazisnu¸ matricu

B = b_{31} −b_{34} 0 0 0 0 b_{21} b_{24} −b_{23} 0 0 0 b_{11} 0 b_{13} −b_{15} 0 −b_{12} 0 0 0 b_{35} −b_{34} −b_{32} 0 0 0 0 b_{24} −b_{22} .

L¸boe poloßitel~noe y, udovletvorØ¸wee uslovi¸ By = 0, budet udovletvorØt~ i uslovi¸ Cy = 0. Pofftomu edinstvennyæ luq poloßitel~nyh rexeniæ ty okaßetsØ luqom poloßitel~nyh rexeniæ i sistemy Cy = 0. A sootvetstvu¸wiæ luq tx budet luqom poloßitel~nyh rexeniæ sistemy A(F )x = 0, i komponenty vektora x, takße kak i v sluqae bazisnoæ matricy, predstavimy v vide odnorodnyh funkciæ ot parametrov b_{ij} > 0.

OkazyvaetsØ, qto l¸baØ matrica A, dlØ kotoroæ odnorodnaØ sistema imeet netrivial~nye neotricatel~nye rexeniØ (taku¸ matricu my nazyvaem razreximoæ), predstavima (s toqnost~¸ do udaleniØ i povtoreniØ stolbcov) v vide proizvedeniØ matricy bez dopolnitel~nyh ograniqeniæ i bazisnoæ matricy. 2.4. Svodimost~ razreximyh matric.

SleduØ [4], vvedem sledu¸wie ponØtiØ.

Opredelenie 6. Pust~ A – vewestvennaØ matrica i R(A) – mno-

ßestvo razliqnyh stolbcov v A. Matrica A nazyvaetsØ sledstviem matricy B i oboznaqaetsØ B → A, esli suwestvu¸t takie matricy C i L, qto R(C) ⊆ R(A) i C = LB, t.e. kaßdaØ stroka matricy C ØvlØetsØ lineænoæ kombinacieæ strok matricy B.

Teorema 6. Matrica A razmera m × n razrexima ⇐⇒ suwestvu-

et takaØ bazisnaØ r × k matrica B, qto r ≤ (2^m − 1), k ≤ 2^m i B → A. Dostatoqnost~ oqevidna. Deæstvitel~no, esli B – bazisnaØ matrica, to, kak sleduet iz teoremy 5(e), suwestvuet x > 0, dlØ

84 G. V. DAVYDOV, I. M. DAVYDOVA

kotorogo Bx = 0. Iz opredeleniØ sledstviØ imeem i Cx = 0. No matrica A otliqaetsØ ot C razve lix~ dobavleniem nekotoryh stolbcov i skleivaniem nekotoryh odinakovyh stolbcov. Pofftomu po x legko postroit~ takoæ nenulevoæ vektor y ≥ 0, qto Ay = 0.

Neobhodimost~ dokazyvaetsØ indukcieæ po qislu m strok matricy A. Pri m = 1 iz razreximosti odnostroqnoæ matricy A = (a_1, a_2, . . . , a_n) sleduet suwestvovanie v neæ takoæ pary qisel (a_j , a_s), qto a_j · a_s < 0. Matrica B = (a_j a_s) – bazisnaØ, i dlØ C := B trebuemye usloviØ vypolneny: R(C) ⊆ R(A) i C = LB, gde L = (1). Takim obrazom B → A.

Polnoe opisanie indukcionnogo perehoda soderßitsØ v [4]. V otliqie ot svedeniØ ustoæqivo-razreximyh matric v fftom perehode prihoditsØ rasweplØt~ ne tol~ko znaqeniØ peremennyh, no i znaqeniØ fflementov razreximyh matric. Krome togo, samo rasweplenie peremennyh vyzyvaet, voobwe govorØ, ffksponencial~nyæ rost qisla stolbcov matricy.

DlØ nekotoryh razreximyh matric vozmoßno svedenie k bazisnym voobwe bez uveliqeniØ qisla stolbcov. Naprimer, pust~ P – stohastiqeskaØ n × n matrica, udovletvorØ¸waØ usloviØm ∑ i P_{ij} = 1 i vse P_{ij} > 0.

Matrica A = P − E razrexima ([3]).

PervaØ stroka matricy A ØvlØetsØ lineænoæ kombinacieæ vseh ostal~nyh. UdalØØ iz A pervu¸ stroku i primenØØ metod Gaussa, my moßem postroit~ (n − 1) × n bazisnu¸ matricu B so shemoæ raspoloßeniØ znakov

+ + . . . + − + + . . . − 0 . . . . . . . . . . . . . . . + − 0 . . . 0

taku¸, qto kaßdaØ stroka A budet lineænoæ kombinacieæ strok B.

Pofftomu imeem B → A (zdes~ rol~ promeßutoqnoæ matricy C igraet sama matrica A). Bolee togo, tak kak kaßdaØ stroka matricy B oqevidno ØvlØetsØ lineænoæ kombinacieæ strok matricy A, naqinaØ so vtoroæ, to l¸boe rexenie sistemy Ax = 0

QISLOVYE PREDSTAVLENI˚ VYPOLNIMOSTI 85

ØvlØetsØ rexeniem sistemy Bx = 0. Takim obrazom mnoßestva rexeniæ fftih sistem sovpada¸t, i my poluqili podtverßdenie izvestnogo rezul~tata: sistema P x = x dlØ stohastiqeskoæ matricy s poloßitel~nymi fflementami imeet edinstvennoe, s toqnost~¸ do poloßitel~nogo mnoßitelØ, poloßitel~noe rexenie. Zametim, qto matrica B ØvlØetsØ znaqeniem matriqnogo predstavleniØ formuly (p_1 ∨ . . . ∨ p_{n−1}) ∧ (p_1 ∨ . . . ∨ p_{n−2} ∨ ¬p_{n−1}) ∧ . . . ∧ (p_1 ∨ ¬p_2) ∧ (¬p_1), kotoraØ okazyvaetsØ horoxo izvestnoæ hornovskoæ formuloæ.

2.5. Isqislenie razreximyh lineænyh sistem.

VvodØ operaci¸ umnoßeniØ sleva ustoæqivo-razreximoæ matricy na proizvol~nu¸ vewestvennu¸ matricu, my moßem postroit~ polnoe isqislenie razreximyh lineænyh sistem tipa (1). Za osnovu fftogo isqisleniØ moßno vzØt~ l¸boe polnoe isqislenie, poroßda¸wee nevypolnimye KNF, i dobavit~ k nemu pravila:

(a) Pravilo matriqnogo predstavleniØ KNF:^F_{A(F )} . (b) Pravilo, fiksiru¸wee znaqenie matriqnogo predstavleniØ A(F ).

(c) Pravilo dobavleniØ proizvol~nogo stolbca k matrice i pravilo udaleniØ povtorØ¸wihsØ stolbcov.

(d) Pravilo umnoßeniØ sleva na proizvol~nu¸ matricu:^A_{L·A} , gde A i L – matricy.

(e) Pravilo prevraweniØ matricy v lineænu¸ sistemu: A Ax=0,x≥0,x≠0, gde A – matrica, a x – vektor vewestven-

nyh peremennyh.

Polnota predstavlennogo isqisleniØ sleduet iz teoremy 6.

3. Teorema ob al~ternativah dlØ sistem s bulevymi peremennymi 3.1. Potokovoe svedenie vypolnimosti.

Pust~ F – formula tipa (2), M – mnoßestvo peremennyh v neæ, V – mnoßestvo vseh literalov, N = {1, . . . , n}, S = {S_j | j ∈ N } i, kak i ranee, predpolagaetsØ vypolnennym uslovie |{a, ¬a} ∩ S_j | ≤ 1

86 G. V. DAVYDOV, I. M. DAVYDOVA

dlØ kaßdoæ peremennoæ a ∈ M i dlØ kaßdogo j ∈ N .

Po formule F opredelim obobwenie zadaqi o maksimal~nom potoke [9]. SvØßem s kaßdym literalom v ∈ V propusknu¸ sposobnost~ c(v) ≥ 0. No v otliqie ot obyqnoæ zadaqi o maksimal~- nom potoke ograniqimsØ propusknymi sposobnostØmi iz mnoßestva otobraßeniæ

C_1 = {c : V → R^1_+ | c(a) + c(¬a) = 1, a ∈ M }.

Opredelenie 7. DlØ kaßdogo otobraßeniØ c ∈ C1 opredelim

maksimal~nyæ potok:

f(c) = max ∑ j∈N y_j | | | | | ∑ {j|v∈S_j } y_j 6 c(v), v ∈ V ; y_j > 0, j ∈ N . Nazovem L(F ) = min{f(c) | c ∈ C_1} potokovym znaqeniem F .

Teorema 7. Imeet mesto rovno odna iz al~ternativ:

libo formula F vypolnima, libo potokovoe znaqenie L(F ) ≥ 1.

Dokazatel~stvo. Pust~ v formule F suwestvuet vypolnØ¸wiæ nabor. Opredelim otobraßenie c, polagaØ

c(v) = 0, esli v fftom nabore v = istina, i c(v) = 1 dlØ ostal~nyh v.

Oqevidno, qto c ∈ C_1. Tak kak v kaßdom mnoßestve S_j okaßetsØ literal so znaqeniem istina, to dlØ kaßdogo y_j v zadaqe, opredelØ¸weæ f(c), naædetsØ soderßawee ego neravenstvo s nulevoæ propusknoæ sposobnost~¸. Pofftomu edinstvennym dopustimym planom v fftoæ zadaqe ØvlØetsØ y_j = 0 dlØ vseh j ∈ N . Sledovatel~no, f(c) = 0 < 1.

S drugoæ storony, pust~ F nevypolnima i suwestvuet c ∈ C_1 takoe, qto f(c) < 1 (3.1). Pust~ y_j , j ∈ N, takovy, qto maksimal~nyæ potok raven f(c) = ∑ j∈N y_j . (3.2)

DlØ kaßdogo v ∈ V opredelim mnoßestvo indeksov N_v = {j ∈ N |v ∈ S_j }.

QISLOVYE PREDSTAVLENI˚ VYPOLNIMOSTI 87

V sluqae (3.1) dlØ kaßdoæ peremennoæ a ∈ M suwestvuet takoæ literal v ∈ {a, ¬a}, qto ∑ j∈N_v y_j < c(v). (3.3) Inaqe suwestvovala by peremennaØ a ∈ M , dlØ kotoroæ ∑ j∈N y_j ≥ ∑ j∈N_a y_j + ∑ j∈N:a y_j = c(a) + c(¬a) = 1,

i my by imeli protivoreqie s (3.1) i (3.2).

Zafiksiruem dlØ kaßdoæ peremennoæ a ∈ M odin literal v(a) ∈ {a, ¬a}, udovletvorØ¸wiæ (3.3). PolagaØ v(a) =loß~ dlØ vseh a ∈ M , poluqim nabor znaqeniæ peremennyh. Tak kak F nevypolnima, to suwestvuet mnoßestvo S_j, v kotorom vse literaly primut znaqenie loß~. Pofftomu sootvetstvu¸wee y_j moßet byt~ uveliqeno, qto protivoreqit (3.2). �

Primer 3. Pust~ M = {x, t, z}, N = {1, 2, 3, 4} i S_1 = {x, ¬t, z}, S_2 = {x, ¬z}, S_3 = {¬x, ¬t, ¬z}, S_4 = {t, z}. Togda

f(c) = max y1+y2 ≤c(x) y3 ≤c(¬x) y1 +y3 ≤c(¬t) y4≤c(t) y1 +y4≤c(z) y2+y3 ≤c(¬z) y1,y2,y3,y4≥0

(y_1 + y_2 + y_3 + y_4).

Poloßiv c(x) = c(¬t) = c(z) = 0 i c(¬x) = c(t) = c(¬z) = 1, poluqim f(c) = 0. Sootvetstvu¸wim vypolnØ¸wim naborom budet x = z = istina, t = loß~.

3.2. ZameqaniØ.

Zametim, vo-pervyh, qto, esli v opredelenie f(c) my dobavim novye usloviØ ∑ j∈N y_j ≤ c(a) + c(¬a), a ∈ M, (3.4)

88 G. V. DAVYDOV, I. M. DAVYDOVA

to teorema 7 okazyvaetsØ obobweniem izvestnoæ teoremy Forda– Falkersona o ravenstve maksimal~nogo potoka minimal~nomu razrezu: f(c) = min{c(a) + c(¬a) | a ∈ M } ⇐⇒ F nevypolnima. Kaßdoe mnoßestvo B_a = {a, ¬a} igraet zdes~ rol~ razreza, a nevypolnimost~ oznaqaet, qto l¸boe mnoßestvo literalov (dug), ime¸wee nepustoe preseqenie s kaßdym mnoßestvom iz sistemy S = {S_j | j ∈ N }, soderßit nekotoryæ razrez iz sistemy razre- zov B = {B_a, a ∈ M } . Bolee togo, para sistem mnoßestv (S, B) okazyvaetsØ obobweniem pary (klatter S, bloker B(S)) v terminah Lovasa [6]. Bloker B(S) soderßit vse takie minimal~nye mnoßestva l, qto l ∩ S_j ≠ ∅ dlØ vseh j ∈ N . UsloviØ tipa (3.4) v fftom sluqae vypolnØ¸tsØ avtomatiqeski. Sistema B polnost~¸ predstavlØet bloker B(S) v tom smysle, qto dlØ kaßdogo l ∈ B(S) suwestvuet a ∈ M , dlØ kotorogo B_a ⊆ l (v sluqae nevypolnimosti F ). Dalee v razdele 4 my pokaßem, kak pary sistem mnoßestv (S, B) s ukazannym svoæstvom moßno primenØt~ pri poiske optimuma v diskretnyh zadaqah.

Vtoroe zameqanie sostoit v tom, qto dlØ poiska minimuma vognutoæ funkcii f(c) v vypukloæ oblasti C_1 my moßem ispol~- zovat~ optimal~nye dvoæstvennye peremennye v zadaqe lineænogo programmirovaniØ, opredelØ¸weæ f(c). DvoæstvennaØ zadaqa imeet vid

f(c) = min ∑ v∈V c(v)u_v | | | | ∑ v∈S_j u_v > 1, j ∈ N ; u_v > 0, v ∈ V

. (3.5)

Pust~ c – nekotoroe fiksirovannoe otobraßenie iz C_1. Perehod k novomu otobraßeni¸ c_1 osuwestvlØetsØ proceduroæ:

1. Rexaem zadaqu lineænogo programmirovaniØ f(c).

Pust~ {u(v), v ∈ V } – optimal~nye dvoæstvennye peremennye.

2. DlØ v ∈ V cikl: esli u(v) > 0, to polagaem c_1(v) = 0, c_1(¬v) = 1.

3. Esli c_1(v) = c(v) dlØ kaßdogo v ∈ V , to konec, inaqe perehod k 1.

QISLOVYE PREDSTAVLENI˚ VYPOLNIMOSTI 89

Tak kak optimal~nye dvoæstvennye peremennye ØvlØ¸tsØ, voobwe govorØ, qastnymi proizvodnymi funkcii f(c), to ffta procedura opredelØet lokal~nyæ minimum f(c). VybiraØ sluqaænym obrazom toqki c v C_1, vyqislØØ f(c) i perehodØ s pomow~¸ ukazannoæ procedury v lokal~nyæ minimum, my poluqim metod proverki vypolnimosti bez raswepleniØ peremennyh. Predvaritel~nye ffksperimenty s odnoæ iz realizaciæ fftogo metoda obnadeßiva¸wi.

Tret~e zameqanie otnositsØ k razreximosti bulevoæ sistemy ∑ v∈S_j u_v > 1, j ∈ N ; u_v ∈ {0 , 1}, v ∈ V ; u_a + u_{¬a} = 1, a ∈ M, (3.6) gde mnoßestva N , V , M i S_j ime¸t preßniæ smysl, i uslovie |{a, ¬a} ∩ S_j | ≤ 1 predpolagaetsØ vypolnennym.

OgraniqeniØ v dvoæstvennoæ zadaqe (3.5) ØvlØ¸tsØ oslableniem sistemy (3.6). Krome togo, legko videt~, qto vypolnimost~ formuly F ffkvivalentna razreximosti sistemy (3.6): po vypolnØ¸wemu naboru my moßem postroit~ rexenie sistemy (3.6), polagaØ u_v = 1 dlØ literalov v so znaqeniem istina, i naoborot, po rexeni¸ sistemy (3.6) my moßem postroit~ vypolnØ¸wiæ nabor, polagaØ v = istina, esli u_v = 1. Takim obrazom, teorema 7 prinimaet vid.

Teorema 8. Imeet mesto rovno odna iz al~ternativ: libo si-

stema ∑ v∈S_j u_v > 1, j ∈ N ; u_v ∈ {0 , 1}, v ∈ V ; u_a + u_{¬a} = 1, a ∈ M, razrexima, libo min { max { ∑ j∈N y_j | | | ∑ {j|v∈S_j } y_j 6 c(v),

v ∈ V ; y_j > 0, j ∈ N } | | c ∈ C_1 } ≥ 1. V rabote [10] sistema (3.6), v kotoroæ kofffficienty i pravye qasti neravenstv zameneny celymi poloßitel~nymi qislami, nazyvaetsØ sistemoæ psevdo-bulevyh neravenstv. Tam ße dlØ

90 G. V. DAVYDOV, I. M. DAVYDOVA

ustanavleniØ ee razreximosti predloßen algoritm, ØvlØ¸wiæsØ obobweniem metoda rezol¸ciæ.

V sledu¸wem razdele my rassmotrim fftu sistemu s proizvol~nymi poloßitel~nymi kofffficientami i svedem ee razreximost~ k obyqnoæ vypolnimosti nekotoroæ propozicional~noæ formuly. V predlagaemom svedenii moßno ispol~zovat~ tehniku, osnovannu¸ na ponØtii zakrytoæ diagrammy [11] i ispol~zuemu¸ nami v diskretnoæ optimizacii [12–17].

4. DiskretnaØ optimizaciØ 4.1. Sistemy s bulevymi peremennymi.

Pust~ M – mnoßestvo propozicional~nyh peremennyh, V – mnoßestvo vseh literalov i zadany mnoßestva S_j ⊂ V, j ∈ N, takie, qto |{a, ¬a} ∩ S_j | ≤ 1 (3) dlØ kaßdoæ peremennoæ a ∈ M i dlØ kaßdogo j ∈ N .

Rassmotrim sistemu neravenstv i ravenstv ∑ v∈S_j b_{jv}u_v > d_j, j ∈ N ; (4.1)

u_v ∈ {0 , 1}, v ∈ V ; u_a + u_{¬a} = 1, a ∈ M, (4.2) otnositel~no bulevyh peremennyh u_v s poloßitel~nymi vewestvennymi kofffficientami b_{jv} i d_j.

Opredelenie 8. L¸boe minimal~noe (po vkl¸qeni¸) mnoßestvo

literalov r, dlØ kotorogo suwestvuet takoe j ∈ N , qto ∑ v∈S_j \r b_{jv} < d_j , nazyvetsØ oproverßeniem sistemy (4.1)–(4.2).

Pust~ R – sovokupnost~ vseh oproverßeniæ sistemy (4.1)– (4.2). Formula F (R) = ⋀ r∈R ⋁ v∈r v nazyvaetsØ formuloæ sistemy (4.1)–(4.2).

QISLOVYE PREDSTAVLENI˚ VYPOLNIMOSTI 91

Teorema 9. Sistema (4.1)–(4.2) razrexima ⇐⇒ ee formula vy-

polnima.

Dokazatel~stvo. =⇒ Predpoloßim, qto sistema (4.1)–(4.2) razrexima. Pust~ u = {u_v | v ∈ V } – nekotoroe ee rexenie i π = {v | u_v = 1}. Pokaßem, qto π ∩ r ≠ ∅ dlØ l¸bogo oproverßeniØ r ∈ R. Iz togo, qto r ØvlØetsØ oproverßeniem, sleduet suwestvovanie takogo j ∈ N , qto ∑ v∈S_j \r b_{jv} < d_j . Tak kak u – rexenie, to suwestvuet takoe mnoßestvo π_j ⊆ π, qto ∑ v∈π_j b_{jv} ≥ d_j. Sravnenie fftih neravenstv pokazyvaet, qto π_j ⊈ (S_j \ r). �to znaqit, qto π_j ∩ r ≠ ∅, i, sledovatel~no, π ∩ r ≠ ∅.

Opredelim teper~ dlØ formuly F (R) rassmatrivaemoæ sistemy nabor znaqeniæ, polagaØ v = istina dlØ v ∈ π. Togda v kaßdom mnoßestve r ∈ R okaßetsØ literal so znaqeniem istina, postroennyæ nabor budet vypolnØ¸wim, a formula F (R) vypolnima.

⇐= Pokaßem, qto iz nerazreximosti sistemy (4.1)–(4.2) sleduet nevypolnimost~ ee formuly F (R). Fiksiruem proizvol~- nyæ nabor znaqeniæ dlØ F (R) i polagaem ρ = {v ∈ V | v = loß~ }. Opredelim znaqeniØ bulevyh peremennyh v sisteme (4.1)–(4.2), polagaØ

u_v = 0 dlØ v ∈ ρ; u_v = 1 dlØ v ∉ ρ.

Iz nerazreximosti sistemy (4.1)–(4.2) sleduet suwestvovanie takogo j ∈ N i takogo mnoßestva π_j, qto ∑ v∈π_j b_{jv} < d_j i r_j = (S_j \ π_j) ⊆ ρ.

Takim obrazom, mnoßestvo r_j soderßit oproverßenie. Pofftomu v R naædetsØ mnoßestvo, vse literaly kotorogo ime¸t znaqenie loß~, t.e. F (R) nevypolnima. �

Sledstviem teorem 7 i 9 ØvlØetsØ sledu¸waØ teorema ob al~- ternativah dlØ sistem s bulevymi peremennymi.

92 G. V. DAVYDOV, I. M. DAVYDOVA

Teorema 10. Imeet mesto rovno odna iz al~ternativ: libo si-

stema ∑ v∈S_j b_{jv}u_v > d_j, j ∈ N ; u_v ∈ {0 , 1}, v ∈ V ; u_a + u_{¬a} = 1, a ∈ M, razrexima pri poloßitel~nyh b_{jv} i d_j, libo min { max { ∑ r∈R y_r | | | ∑ {r|v∈r} y_r 6 c(v),

v ∈ V ; y_r > 0, r ∈ R } | c ∈ C_1 } ≥ 1, gde R – sovokupnost~ vseh oproverßeniæ rassmatrivaemoæ sistemy i C_1 = {c : V → R^1_+ | c(a) + c(¬a) = 1, a ∈ M }.

Krome togo, iz teoremy 9 sleduet, qto sistema (4.1)–(4.2) razrexima, esli vypolnima formula F (R). Proverku vypolnimosti formuly F (R) moßno provodit~, ne znaØ zaranee sovokupnosti R vseh oproverßeniæ. Budem stroit~ semantiqeskiæ vyvod T formuly F (R), rassmatrivaØ kaßdu¸ vetv~ W v T kak mnoßestvo literalov W .

Opredelenie 9. Vetv~ W nazyvaetsØ ocenennoæ, esli ona soder-

ßit nekotoroe oproverßenie bulevoæ sistemy.

Pri postroenii T ocenennye vetvi moßno ne rasweplØt~. Esli v kakoæ-to moment vse vetvi v T okaßutsØ ocenennymi, to postroennyæ vyvod ØvlØetsØ obsnovaniem nevypolnimosti formuly F (R).

Deæstvitel~no, esli nabor znaqeniæ logiqeskih peremennyh rassmatrivat~ kak mnoßestvo literalov, prinima¸wih znaqenie loß~, to ocenennost~ vetvi vyvoda oznaqaet, qto kaßdyæ nabor znaqeniæ, ØvlØ¸wiæsØ prodolßeniem fftoæ vetvi, soderßit nekotoroe minimal~noe oproverßenie iz R. Tak kak na kaßdom xage postroeniØ vyvoda sohranØetsØ polnota (ob¨edinenie vseh prodolßeniæ vseh vetveæ sovpadaet s mnoßestvom vseh naborov znaqeniæ), to kaßdyæ nabor znaqeniæ budet soderßat~ nekotoroe mnoßestvo iz R, qto i oznaqaet nevypolnimost~ formuly F (R).

QISLOVYE PREDSTAVLENI˚ VYPOLNIMOSTI 93

Esli v vyvode T okaßutsØ polnye neocenennye vetvi, to ffto svidetel~stvuet o vypolnimosti formuly F (R). KaßdaØ takaØ vetv~ W imeet mownost~ |W | = m i opredelØet rexenie bulevoæ sistem: u_v = 0 dlØ vseh v ∈ W . Pri fftom opredelØ¸tsØ vse ee rexeniØ.

Semantiqeskiæ vyvod moßno stroit~ ne obØzatel~no v vide dereva. Moßno rassmatrivat~ “seqeniØ” derev~ev, sohranØ¸wih polnotu. Tehnika zakrytyh diagramm pozvolØet stroit~ takie seqeniØ ne tol~ko dlØ rassmotrennoæ bulevoæ sistemy, no i dlØ xirokogo kruga diskretnyh optimizacionnyh zadaq.

4.2. Zakrytye diagrammy.

Opredelenie 10. Pust~ A – koneqnoe mnoßestvo, B i D – ne-

pustye sistemy nepustyh podmnoßestv A. Troæka ⟨A, B, D⟩ nazyvaetsØ diagrammoæ. Minimal~noe mnoßestvo π, dlØ kotorogo π ∩ b ≠ ∅ pri kaßdom b ∈ B nazyvaetsØ putem v B. Diagramma

⟨A, B, D⟩ nazyvaetsØ zakrytoæ, esli kaßdyæ put~ v B soderßit

nekotoroe mnoßestvo iz D.

Teorema 11 (Dvoæstvennost~). Esli diagramma ⟨A, B, D⟩ zakry-

ta, to diagramma ⟨A, D, B⟩ takße zakryta.

Dokazatel~stvo dvoæstvennosti privedeno v [11]. Nevypolnimye KNF mogut byt~ prointerpretirovany zakrytymi diagrammami sledu¸wim obrazom. Pust~ p_i, i ∈ 1: m, – propozicional~nye peremennnye, V – mnoßestvo literalov i S_j , j ∈ 1: n, – podmnoßestva V . Poloßim B = {{p_i, ¬p_i} | i ∈ 1: m}

i D = {Sj | j ∈ 1: n}. Togda zakrytost~ diagrammy ⟨A, B, D⟩ ffkvi-

valentna tomu, qto KNF ⋀ j∈1:n ⋁ v∈S_j v nevypolnima. Deæstvitel~no, rassmatrivaØ kaßdyæ nabor znaqeniæ peremennyh kak mnoßestvo literalov, prinima¸wih znaqenie loß~, my poluqim, qto utverßdenie “kaßdyæ put~ v B soderßit nekotoroe mnoßestvo iz D” ffkvivalentno utverßdeni¸ “kaßdyæ nabor znaqeniæ ØvlØetsØ oproverßeniem.” Takim obrazom, v propozicional~nom sluqae zakrytaØ diagramma sovpadaet s “dopustimymi svØzØmi (acceptable mating)” Andr¸sa [18] i “matricami svØznosti (connection matrix)” BibelØ [19]. SvØzØmi dlØ

94 G. V. DAVYDOV, I. M. DAVYDOVA

sistemy D ØvlØ¸tsØ mnoßestva iz B. Dvoæstvennost~ zakrytoæ diagrammy pozvolØet opisat~ metod rezol¸ciæ Robinsona [20] i obratnyæ metod Maslova [21] v invariantnyh terminah [11].

4.3. InterpretaciØ diskretnyh zadaq optimizacii zakrytymi diagrammami.

Pod diskretnoæ zadaqeæ optimizacii (DZO) my ponimaem zadaqu:

Pust~ Q = B_1 × B_2 × . . . × B_n, gde B_i , i ∈ 1: n, zadannye razliqnye koneqnye mnoßestva, i f : Q −→ R^1 – funkcional, opredelennyæ na Q. TrebuetsØ naæti nekotoroe q^∗ ∈ Q takoe, qto f(q^∗) = max{f(q) | q ∈ Q}. Mnogie izvestnye diskretnye zadaqi mogut byt~ predstavimy v vide DZO. Naprimer, zadaqa o r¸kzake (zdes~ B_i = {i, ¬i}, gde i oznaqaet ukladku i predmeta v r¸kzak, a ¬i – ne ukladku); zadaqa optimal~nogo razmeweniØ proizvodstva (zdes~ B_i – mnoßestvo vseh vozmoßnyh variantov stroitel~stva v punkte i) i t.d.

Opredelenie 11. L¸boæ fflement q ∈ Q nazyvaetsØ rexeniem,

a q^∗ – optimal~nym rexeniem. Pust~ I – fiksirovannoe podmnoßestvo mnoßestva indeksov 1: n. L¸boæ fflement δ[I] ∈ ∏ i∈I B_i nazyvaetsØ qastiqnym rexeniem. Rexenie q nazyvaetsØ rasxireniem qastiqnogo rexeniØ δ[I], esli q[I] = δ[I].

Prointerpretiruem v diagramme ⟨A, B, D⟩ sistemu B kak {B_i | i ∈ 1: n}, a sistemu D kak nekotoryæ nabor qastiqnyh rexeniæ. Togda zakrytost~ diagrammy ffkvivalentna polnote nabora

D v tom smysle, qto kaßdoe rexenie iz Q est~ rasxirenie ne-

kotorogo qastiqnogo rexeniØ iz D [14].

Nabor D qastiqnyh rexeniæ budem nazvat~ ocenennym, esli v rezul~tate nekotorogo analiza libo stalo Øsno, qto mnoßestvo R(D) vseh rasxireniæ vseh qastiqnyh rexeniæ iz D ne soderßit optimal~nogo rexeniØ q^∗ libo stalo izvestnym takoe rexenie q_0, qto f(q_0) = max{f(q) | q ∈ R(D)}. V metode vetveæ i granic takim analizom ØvlØetsØ ocenivanie putem relaksacii DZO. Esli diagramma ⟨A, B, D⟩ dlØ ocenennogo nabora D okaßetsØ zakrytoæ, to mnoßestvo R(D) sovpadaet s mnoßestvom vseh rexeniæ Q i obØzatel~no soderßit optimal~noe rexenie q^∗, ravnoe naædennomu q_0.

Takim obrazom, dlØ poiska optimal~nogo rexeniØ my moßem

QISLOVYE PREDSTAVLENI˚ VYPOLNIMOSTI 95

ispol~zovat~ prØmoæ i dvoæstvennyæ podhody: v prØmom (sootvetstvenno dvoæstvennom) posledovatel~no stroØtsØ polnye (ocenennye) nabory D qastiqnyh rexeniæ, i process konqaetsØ, kogda oqerednoæ nabor stanet ocenennym (polnym). Metod vetveæ i granic realizuet prØmoæ podhod, stroØ polnye nabory qastiqnyh rexeniæ v vide dereva qastiqnyh rexeniæ. Zakrytye diagrammy pozvolØ¸t stroit~ i “nedrevovidnye” polnye nabory. Tehnika ih postroeniØ s sootvetstvu¸wimi primerami i metod pleteæ i granic, baziru¸wiæsØ na fftoæ tehnike, opisany v [17].

Dvoæstvennost~ zakrytyh diagramm pozvolØet realizovat~ i dvoæstvennyæ podhod. Predpoloßim, qto iz ffvristiqeskih soobraßeniæ my postroili ocenennyæ nabor qastiqnyh rexeniæ

D. Iz teoremy dvoæstvennosti sleduet, qto dlØ proverki polnoty D my dolßny rassmatrivat~ puti v D. Esli kaßdyæ takoæ

put~ soderßit nekotoroe mnoßestvo iz sistemy B = {B_i | i ∈ 1: n}, to D polon. Inaqe k D moßno dobavit~ novoe qastiqnoe rexenie, dela¸wee nabor D “bolee polnym.” Realizu¸wiæ fftot podhod dvoæstvennyæ metod vetveæ i granic byl predloßen v [14, 15].

Literatura

1. G. V. Davydov, I. M. Davydova, O razreximosti sistemy Ax = 0, x ˘ 0, s neopredelennymi kofffficientami. — IzvestiØ VUZov, Matematika No. 9 (1990), 85–88.

2. G. Davydov, I. Davydova, Tautologies and positive solvability of homogeneous systems. — Annals of Pure and Applied Logic 57, No. 1 (1992), 27–43.

3. D. Gale, The theory of linear economic models. McGraw-Hill Book Company, New York, (1960).

4. G. V. Davydov, I. M. Davydova, Razreximye matricy. Vestnik SPbU, Matematika, No. 1, (1993), 3–9.

5. G. V. Davydov, I. M. Davydova, PotokovaØ interpretaciØ NP -polnyh zadaq. — IzvestiØ VUZov, Matematika No. 12 (1988), 59–62.

6. L. Lovász, An algorithmic Theory of Numbers, Graphs and Convexity. Philadelphia, (1986).

7. G. V. Davydov, I. M. Davydova, Razreximost~ lineænyh sistem i vypolnimost~. — Vestnik SPbU, Matematika v. 4 (1995), 14–17.

8. M. I. Zahareviq, Razreximye formuly i sistemy lineænyh neravenstv.

— V kn.: Semiotiqeskie aspekty formalizacii intellektual~noæ de- Øtel~nosti, M. (1988), 14–15.

9. L. R. Ford, D. R. Falkerson, Potoki v setØh. M. (1966).

96 G. V. DAVYDOV, I. M. DAVYDOVA

10. P. Barth, A Davis-Putnam Based Enumeration Algorithm for Linear Pseudo-Boolean Optimization. Tech. report of MPI Informatik, MPI-I-95-2-003, Jan. 1995.

11. G. V. Davydov, Sintez metoda rezol¸ciæ s obratnym metodom. — Zap.

nauqn. semin. LOMI 20 (1971), 24–35.

12. I. M. Davydova, Shemy perebora v zadaqah razmeweniØ. Uq. posobie, LGU (1985), 100 s.

13. G. V. Davydov, I. M. Davydova, Dvoæstvennyæ kriteriæ optimal~- nosti v diskretnyh zadaqah. — IzvestiØ VUZov, Matematika No. 1 (1985), 57–59.

14. G. V. Davydov, I. M. Davydova, Dvoæstvennye algoritmy v diskretnoæ optimizacii. — Voprosy kibernetiki 131 (1987), 90–117.

15. G. V. Davydov, I. M. Davydova, Dvoæstvennost~ i nedrevovidnyæ poisk v diskretnoæ optimizacii. — IzvestiØ AN SSSR, TehniqeskaØ kibernetika No. 1 (1987), 86–93.

16. G. V. Davydov, I. M. Davydova, Nedrevovidnye pokrytiØ v diskretnoæ optimizacii. — IzvestiØ VUZov, Matematika No. 3 (1988), 66–69.

17. G. V. Davydov, I. M. Davydova, Metod pleteæ i granic. — V kn.: Issledovanie operaciæ i stat. model. 6, (1994), 14–30.

18. P. B. Andrews, Refutations by matings. — IEEE Transactions on Computer 25 (1976), 801–807.

19. W. Bibel, Automated Theorem Proving. Braunschweig (1982). 20. J. A. Robinson, On automatic deduction. — Rice Univ. Studies 50, (1) (1964), 69–89.

21. S. ı. Maslov, Obratnyæ metod ustanovleniØ vyvodimosti v klassiqeskom isqislenii predikatov. — Doklady AN SSSR 159 (1964), 17–20.

Davydov G. V., Davydova I. M. Number representations of satisfiability.

Propositional formulas are represented by real-valued matrices in such way that unsatisfiability is proved to be equivalent to stable non-negative solvability of linear algebraic systems. Complete calculus for the generation of all non-negatively solvable linear homogeneous systems is presented as consequence.

Solvability of systems of linear inequalities with real coefficients and Boolean variables is reduced to satisfiability of some formula. Alternative’s theorem is proved for solvability of such systems. The technique of implicit enumeration for the search of solutions both in considering systems and in a wide range of discrete optimization problems is described.

Postupilo 19 fevralØ 1996 g.

Institut Problem Transporta RAN

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet