�. A. Girx PRINCIP RAZDELENI˚ ZNAKOV DL˚ ZADAQI PROPOZICIONAL^NO` VYPOLNIMOSTI

§1. Vvedenie

Obweizvestno, qto zadaqa vypolnimosti formul v KNF (v dal~neæxem oboznaqaemaØ VYP) N P -polna i polinomial~nyæ algoritm dlØ ee razrexeniØ neizvesten (sm., naprimer, [1]). Pri vvedenii ograniqeniæ na kakie-libo parametry formuly voznika¸t novye zadaqi – podzadaqi obweæ zadaqi VYP, kotorye takße xiroko izuqalis~. Naprimer, v rezul~tate ograniqeniØ dliny diz¨¸nkcii voznika¸t klassy k–KNF (formuly, kaßdaØ diz¨¸nkciØ kotoryh soderßit ne bolee k literalov). V rabote [10] byli opredeleny klassy formul v KNF s ograniqeniem na qislo vhoßdeniæ kaßdogo literala, oboznaqaemye KNF– (p,m) (kaßdyæ poloßitel~nyæ literal vhodit v taku¸ formulu ne bolee p raz, kaßdyæ otricatel~nyæ – ne bolee m raz). DlØ nekotoryh iz izuqavxihsØ podklassov KNF zadaqa vypolnimosti okazalas~ razrexima za polinomial~noe vremØ. �to zadaqa vypolnimosti formul v 2–KNF, KNF–(1,1), hornovskih KNF, formul, realizu¸wih sistemy lineænyh uravneniæ v Z_2, i nekotoryh drugih klassov formul v KNF (obzor takih rezul~tatov imeetsØ v [3]). Qto ße kasaetsØ zadaqi vypolnimosti dlØ formul takih podklassov, kak 3–KNF, KNF–(1,∞), KNF–(1,2) i mnogih drugih, ona okazalas~ takße N P -polna (ffti zadaqi budut v dal~neæxem oboznaqat~sØ sootvetstvenno 3-VYP, VYP- (1,∞), VYP-(1,2) i t. d.). Tem ne menee, dlØ fftih podzadaq, kak i dlØ zadaqi vypolnimosti KNF voobwe, velis~ issledovaniØ po povodu uluqxeniØ verhnih ocenok, naqinaØ s [11] (sm. takße [12]) i [2] (sm. takße [4]), gde byla vpervye ponißena oqevidnaØ verhnØØ ocenka p(L)2^N dlØ obweæ zadaqi VYP (zdes~ i dalee p – podhodØwiæ polinom, L – dlina ishodnoæ formuly, N – qislo

Pri qastiqnoæ podderßke granta INTAS–RFFI 95–0095 i fonda Pro

Mathematica (FranciØ) 30

PRINCIP RAZDELENI˚ ZNAKOV 31

peremennyh v neæ, K – qislo diz¨¸nkciæ). Tabl. 1 soderßit izvestnye rezul~taty na fftu temu, vkl¸qaØ rezul~taty, poluqennye v dannoæ stat~e.

qislo dlina qislo diz¨¸nkciæ dlina peremennyh K L N KNF 1.2389^K 1.0801^L 2^N

k–KNF ψ(k)^N

3–KNF 1.4963^N

KNF–(1,∞) 1.1939^K 1.0644^L 1.4423^N

k–KNF–(1,∞) (ψ(k) + 1)^{N/3}

3–KNF–(1,∞) 1.3566^N

KNF–(1,2) 1.0416^L 1.1299^N

3–KNF–(1,2) 1.1299^K

Tabl. 1. Verhnie ocenki dlØ zadaqi vypolnimosti formul razliqnyh klassov s toqnost~¸ do polinomial~nogo somnoßitelØ p(L). Veliqina ψ(k) 2 (1; 2) opredelØetsØ v x9.

VerhnØØ ocenka p(L)2^N dlØ obweæ zadaqi vypolnimosti formuly v KNF ØvlØetsØ trivial~noæ, ocenka p(L)1.2389^K poluqena v [6]. Ocenka p(L)ψ(k)^N dlØ formul v k–KNF byla opublikovana B. Monienom i E. Xpekenmeæerom v [12] (veliqina ψ(k) ∈ (1; 2) opredelØetsØ v §9), ocenka p(L)1.4963^N opublikovana I. Xiermeæerom v [13], a takße O. Kull~mannom v [8]. O. Kull~mann i G. L¸khardt dokazali v [9], qto vypolnimost~ formuly v KNF moßno vyØsnit~ za vremØ p(L)1.0801^L. Tam ße dokazyvaetsØ, qto zadaqa VYP-(1,2) rexaetsØ za vremØ p(L)1.0416^L ≈ p(L)1.1299^N , zadaqa 3-VYP-(1,2) – za vremØ p(L)1.1299^K, a zadaqa VYP-(1,∞) – za vremØ p(L)1.4423^N (posledniæ rezul~tat byl ranee opublikovan G. L¸khardtom v [10], tam ße fftot klass formul i byl vveden). DannaØ stat~Ø takße posvØwena verhnim ocenkam dlØ zadaqi vypolnimosti formul v KNF–(1,∞) i k–KNF–(1,∞). VerhnØØ ocenka p(L)1.1939^K dlØ zadaqi VYP-(1,∞) dokazyvaetsØ v §7, ocenka p(L)1.0644^L dokazyvaetsØ v §8, ocenki p(L)1.3566^N dlØ

32 �. A. GIRX

zadaqi 3-VYP-(1,∞) i p(L)ψ(k)^{N/3} dlØ zadaqi k-VYP-(1,∞) dokazyva¸tsØ v §9.

Pri sved&enii zadaqi vypolnimosti formuly v KNF k zadaqe vypolnimosti formuly iz kakogo-to podklassa KNF razmer formuly znaqitel~no vozrastaet. Pofftomu neudivitel~no, qto do sih por neizvestny primery, kogda algoritm dlØ kakogo-libo podklassa, ime¸wiæ horoxu¸ verhn¸¸ ocenku, mog byt~ primenen dlØ uluqxeniØ verhneæ ocenki obweæ zadaqi VYP. V dannoæ stat~e, odnako, privoditsØ primer takogo primeneniØ: s pomow~¸ odnogo iz privodimyh algoritmov moßno vyØsnit~ vypolnimost~ formuly v KNF, u kotoroæ L > 8.49N , bystree, qem ffto sdelaet nailuqxiæ izvestnyæ na tekuwiæ moment algoritm iz [9] (1.0801^L). S drugoæ storony, vozrastanie razmera formuly pri sved&enii pozvolØet nadeØt~sØ na naliqie algoritmov, kotorye osuwestvlØli by obratnoe sved&enie zadaqi vypolnimosti dlØ kakogo-nibud~ podklassa KNF k obweæ zadaqe VYP so znaqitel~nym umen~xeniem razmera formuly. Do sih por takih algoritmov izvestno ne bylo. V fftoæ stat~e privoditsØ primer podobnogo svedeniØ dlØ formul v KNF–(1,∞)–(+/–); opredelenie i znaqimost~ fftogo klassa formul dlØ zadaqi VYP-(1,∞) budut podrobnee obsußdat~sØ qut~ niße.

Vse privodimye algoritmy ispol~zu¸t metod raswepleniØ, beruwiæ naqalo ot procedury Devisa-Patnema ([5]). Korotko, sut~ ego zakl¸qaetsØ v tom, qto formula F vypolnima togda i tol~ko togda, kogda vypolnima hotØ by odna iz formul F [a] i F [a]. V bolee xirokom smysle, metod raswepleniØ zakl¸qaetsØ v tom, qto algoritm stroit nekotoroe derevo, svodØ vypolnimost~ formuly k vypolnimosti neskol~kih formul, poluqennyh iz nee v rezul~tate prisvaivaniæ. Pri fftom nad formulami proizvodØtsØ takße nekotorye ne izmenØ¸wie vypolnimosti formuly polinomial~nye preobrazovaniØ, kotorye zanima¸t v kaßdom sluqae polinomial~noe vremØ (udalenie qistyh literalov, 1- diz¨¸nkciæ i drugie). Procedura, vypolnØ¸waØ ffti preobrazovaniØ, ØvlØetsØ obweæ dlØ vseh algoritmov fftoæ stat~i i privoditsØ v §4 (funkciØ REDU CE). Obwiæ metod dlØ ocenki razmera takih derev~ev (i tem samym vremeni raboty algoritma) predloßili O. Kull~mann i G. L¸khardt v [9]. Kaßdoæ verxine takogo dereva pripisyvaetsØ nekotoryæ vektor poloßitel~nyh qisel i svØzannyæ s nim mnogoqlen. Qislo list~ev v dereve oce-

PRINCIP RAZDELENI˚ ZNAKOV 33

nivaetsØ qerez naibol~xiæ iz poloßitel~nyh korneæ mnogoqlenov, sopostavlennyh verxinam dereva. �tot metod, a takße ego obobwenie na sluqaæ, kogda list~Ømi dereva ØvlØ¸tsØ formuly, obrabatyvaemye kakim-libo drugim algoritmom, izlagaetsØ v §3.

Osnovnym metodom, primenØemym v fftoæ stat~e dlØ rexeniØ zadaqi VYP-(1,∞), ØvlØetsØ sved&enie fftoæ zadaqi k zadaqe vypolnimosti formul v KNF–(1,∞), ne soderßawih diz¨¸nkciæ, v kotorye vhodØt odnovremenno i poloßitel~nye, i otricatel~- nye literaly (formuly v KNF–(1,∞)–(+/–)). OsnovnaØ ideØ zakl¸qaetsØ v tom, qto zadaqa vypolnimosti formul, kotorye otnositel~no “trudno” razobrat~ obyqnym metodom raswepleniØ, okazyvaetsØ legko svodima k zadaqe vypolnimosti dlØ formul ukazannogo vida. �tot vid ØvlØetsØ ves~ma special~nym i formuly takogo vida podda¸tsØ bolee bystromu raswepleni¸. Klass formul, ne soderßawih diz¨¸nkciæ, v kotorye vhodØt odnovremenno i poloßitel~nye, i otricatel~nye literaly, horox ewe i tem, qto k zadaqe vypolnimosti imenno takih formul svoditsØ VYP pri sved&enii VYP→VYP-(1,∞). Pofftomu okazyvaetsØ prowe organizovat~ ffffektivnoe obratnoe sved&enie.

RaswepleniØ, v rezul~tate kotoryh isqeza¸t diz¨¸nkcii, soderßawie literaly, vstreqa¸wiesØ v formule tol~ko odin raz (1-literaly), ØvlØ¸tsØ oqen~ “vygodnymi”, tak kak posle fftogo moßno udalit~ dopolnitel~no vse diz¨¸nkcii, soderßawie literal, protivopoloßnyæ udalennomu 1-literalu. Obweizvestno, qto nevypolnimaØ formula dolßna soderßat~ hotØ by odnu diz¨¸nkci¸, sostoØwu¸ tol~ko iz poloßitel~nyh literalov. V sluqae KNF–(1,∞) fftim garantiruetsØ naliqie diz¨¸nkcii, sostoØweæ tol~ko iz 1-literalov, ffta ideØ ØvlØetsØ kl¸qevoæ v algoritme G. L¸khardta iz [10], rexa¸wem zadaqu VYP-(1,∞) za vremØ p(L)1.4423^N . Moßno zametit~ dopolnitel~no, qto esli peremennaØ, po kotoroæ delaetsØ rasweplenie, vstreqaetsØ ewe v kakoæ-nibud~ diz¨¸nkcii vmeste s 1-literalom, ffto delaet rasweplenie ewe bolee “vygodnym”. OkazyvaetsØ, qto naliqie takoæ diz¨¸nkcii moßno garantirovat~ vo vseh sluqaØh krome teh, kogda vopros o vypolnimosti formuly moßet byt~ sveden za polinomial~noe vremØ k voprosu o vypolnimosti formuly klassa KNF–(1,∞)–(+/–). Neskol~ko obobwiv fftu ide¸, moßno ee sformulirovat~ v kaqestve sledu¸wego principa.

34 �. A. GIRX Princip razdeleniØ znakov. Esli dlØ kaßdoæ peremennoæ v formuly F rovno odin iz literalov v i v obladaet svoæstvom P , to suwestvuet rovno dve al~ternativy:

1) v formule F ime¸tsØ diz¨¸nkcii C i D i peremennaØ v takie, qto literal v vhodit v C, literal v vhodit v D i hotØ by odin iz literalov diz¨¸nkcii D i vse literaly diz¨¸nkcii C oblada¸t svoæstvom P ;

2) vypolnimost~ formuly F ffkvivalentna vypolnimosti ee qasti, sostoØweæ iz diz¨¸nkciæ, ne vkl¸qa¸wih v sebØ odnovremenno literalov, oblada¸wih svoæstvom P i ne oblada¸wih im.

Princip razdeleniØ znakov ØvlØetsØ qastnym sluqaem rasxirennogo principa znaka, kotoryæ byl vveden v [6]. Princip qernyh i belyh literalov. Esli dlØ kaßdoæ peremennoæ v formuly F ne bolee odnogo iz literalov v i v obladaet svoæstvom P , to suwestvuet rovno dve al~ternativy:

1) v formule F ime¸tsØ diz¨¸nkciØ, soderßawaØ hotØ by odin literal, oblada¸wiæ svoæstvom P , i ne soderßawaØ literalov, protivopoloßnyh literalam, oblada¸- wim svoæstvom P ;

2) esli iskl¸qit~ iz formuly F vse diz¨¸nkcii, soderßawie literaly, protivopoloßnye literalam, oblada- ¸wim svoæstvom P , to ee vypolnimost~ ot fftogo ne izmenitsØ.

�tot princip predstavlØet soboæ razvitie obobwennogo principa znaka, predloßennogo v [9]. Ego spravedlivost~ vytekaet iz togo, qto esli v l¸bom vypolnØ¸wem nabore dlØ formuly F , ne udovletvorØ¸weæ 1), znaqeniØ literalov, oblada¸wih svoæstvom P , zamenit~ na F alse, fftot nabor ostanetsØ vypolnØ¸wim.

DlØ odnogo i togo ße klassa formul KNF–(1,∞) v fftoæ stat~e privoditsØ neskol~ko algoritmov (poluqaemyh podstanovkoæ v osnovnoæ Algoritm 5.1 razliqnyh procedur, vyØsnØ¸wih vypolnimost~ formuly v KNF-(1, ∞) − (+/−)). Qtoby rexit~ zadaqu VYP-(1,∞) za naimen~xee vremØ, sleduet zapustit~ ih parallel~no. S drugoæ storony Øsno, qto garantirovannaØ verhnØØ ocenka sloßnosti algoritma, vremØ raboty kotorogo oceni-

PRINCIP RAZDELENI˚ ZNAKOV 35

vaetsØ kak funkciØ L, men~xe takih ocenok dlØ drugih algoritmov v sluqae, kogda vhodnaØ formula dostatoqna korotkaØ. Naprimer, algoritm, rexa¸wiæ zadaqu VYP-(1,∞) za vremØ p(L)1.0644^L ≈ p(L)2^{0.08992L} luqxe algoritma, rexa¸wego zadaqu VYP-(1,∞) za vremØ p(L)1.4423^N ≈ p(L)2^{0.5284N} v sluqae, kogda L < 0.5284/0.08992 ≈ 5.88N . To ße moßno skazat~ i o drugih parametrah vhodnoæ formuly. Sootvetstvenno, algoritm, rexa- ¸wiæ zadaqu VYP-(1,∞) za vremØ p(L)1.1939^K, priveden v §7 (Algoritm dlØ formul s malym qislom diz¨¸nkciæ), algoritm, rexa¸wiæ zadaqu VYP-(1,∞) za vremØ p(L)1.0644^L, priveden v §8 (Algoritm dlØ korotkih formul), algoritm, rexa¸wiæ zadaqu 3-VYP-(1,∞) za vremØ p(L)1.3566^N , priveden v §9 (Algoritm dlØ formul s malym qislom peremennyh).

Stat~Ø organizovana sledu¸wim obrazom: §1. Vvedenie.

§2. Osnovnye opredeleniØ.

§3. Ocenka koliqestva list~ev v proizvol~nom dereve raswepleniØ.

§4. Polinomial~nye preobrazovaniØ. §5. Privedenie formul klassa KNF-(1,∞)

k KNF-(1,∞)-(+/–).

§6. Ocenka qisla raswepleniØ dlØ algoritma privedeniØ formul klassa KNF–(1,∞) k KNF–(1,∞)–(+/–).

§7. Algoritm dlØ formul s malym qislom diz¨¸nkciæ. §8. Algoritm dlØ korotkih formul.

§9. Algoritm dlØ formul s malym qislom peremennyh. §10. Sledstvie dlØ obweæ zadaqi VYP.

§2. Osnovnye opredeleniØ.

Pust~ V – mnoßestvo bulevyh peremennyh. Otricanie peremennoæ v oboznaqaetsØ v. Vvedem dlØ l¸bogo mnoßestva U oboznaqenie U = {u | u ∈ U }. Literalami nazyva¸tsØ fflementy mnoßestva W = V ∪ V . Poloßitel~nymi budem nazyvat~ literaly, ØvlØ¸wiesØ peremennymi. Otricatel~nymi budem nazyvat~ literaly, ØvlØ¸wiesØ otricaniØmi peremennyh. Esli w oboznaqaet otricatel~nyæ literal v, to w oboznaqaet peremennu¸ v. Diz¨¸nkci¸ w_1 ∨w_2 ∨· · ·∨w_s budem otoßdestvlØt~ s mnoßestvom

36 �. A. GIRX

literalov {w_1, w_2, . . ., w_s} ⊂ W . NikakaØ diz¨¸nkciØ ne soderßit kakoæ-libo peremennoæ vmeste s otricaniem, t.e. w_i ≠ w_j pri i ≠ j. PustaØ diz¨¸nkciØ otoßdestvlØetsØ s F alse. Poloßitel~- nymi budem nazyvat~ diz¨¸nkcii, soderßawie tol~ko poloßitel~nye literaly. Otricatel~nymi budem nazyvat~ diz¨¸nkcii soderßawie tol~ko otricatel~nye literaly. Pod formuloæ v KNF (ili KNF-formuloæ) budem ponimat~ koneqnoe mnoßestvo diz¨¸nkciæ, interpretiruemoe kak ih kon¨¸nkciØ. PustaØ formula otoßdestvlØetsØ s T rue. Pod dlinoæ diz¨¸nkcii budem ponimat~ ee mownost~ kak mnoßestva, pod dlinoæ formuly – summu mownosteæ vseh vhodØwih v nee diz¨¸nkciæ. Diz¨¸nkci¸ dliny rovno k budem nazyvat~ k-diz¨¸nkcieæ. Esli my govorim, qto peremennaØ v ∈ V vhodit v diz¨¸nkci¸ ili v formulu, ffto oznaqaet, qto tuda vhodit literal v libo literal v. Naprotiv, esli req~ idet o vhoßdenii literala v, imeetsØ v vidu tol~ko fftot literal, a ne protivopoloßnyæ emu. Dalee na protØßenii vseæ stat~i F – formula v KNF s peremennymi iz V .

KNF–(1,s) – klass formul v KNF, opredelØemyæ usloviem: formula F prinadleßit fftomu klassu, esli kaßdaØ peremennaØ v ∈ V vstreqaetsØ v F ne bolee odnogo raza kak v i ne bolee s raz kak v. (Zdes~ s ∈ N ∪ {+∞}.)

k–KNF–(1,s) – klass formul v KNF, opredelØemyæ usloviem: formula F prinadleßit fftomu klassu, esli ona ØvlØetsØ formuloæ klassa KNF–(1,s) i kaßdaØ ee diz¨¸nkciØ soderßit ne bolee k literalov. (Zdes~ k, s ∈ N ∪ {+∞}. Pri k = +∞ klass k–KNF–(1,s) sovpadaet s klassom KNF–(1,s).)

KNF–(1,s)–(+/–) – klass formul v KNF, opredelØemyæ usloviem: formula F prinadleßit fftomu klassu, esli ona ØvlØetsØ formuloæ klassa KNF–(1,s) i soderßit tol~ko poloßitel~nye i otricatel~nye diz¨¸nkcii.

k–KNF–(1,s)–(+/–) – klass formul v KNF, opredelØemyæ usloviem: formula F prinadleßit fftomu klassu, esli ona ØvlØetsØ formuloæ klassa k–KNF–(1,s) i soderßit tol~ko poloßitel~- nye i otricatel~nye diz¨¸nkcii.

Peremennu¸ v budem nazyvat~ (i,j)-peremennoæ, esli literal v vhodit v formulu F rovno i raz, a literal v – rovno j raz. Peremennu¸ v budem nazyvat~ (i,j+)-peremennoæ, esli literal v vhodit v formulu F rovno i raz, a literal v – ne menee j raz.

Pust~ ime¸tsØ literal l i diz¨¸nkcii C_1 i C_2 takie, qto

PRINCIP RAZDELENI˚ ZNAKOV 37

l ∈ C_1, l ∈ C_2 i nikakoæ drugoæ literal l^′ ∈ C_1 ne udovletvorØet l^′ ∈ C_2. V fftom sluqae diz¨¸nkciØ C_1 ∪ C_2 \ {l, l} nazyvaetsØ lrezol~ventoæ diz¨¸nkciæ C_1 i C_2.

Pust~ l ∈ W . Formula DP_l(F ) obrazovana putem

• dobavleniØ v F vseh l-rezol~vent i • udaleniØ iz F vseh diz¨¸nkciæ, soderßawih l ili l.

Naborom budem nazyvat~ proizvol~noe koneqnoe podmnoßestvo W , ne soderßawee odnovremenno nikaku¸ peremennu¸ vmeste s ee otricaniem.

Opredelim formulu F [S], poluqennu¸ iz KNF-formuly F s pomow~¸ nabora S = {v_1, . . . , v_s} kak formulu, poluqaemu¸ iz F udaleniem vseh diz¨¸nkciæ, soderßawih literaly v_i, i udaleniem literalov v_i iz ostavxihsØ diz¨¸nkciæ. DlØ kratkosti budem pisat~ F [v_1, . . . , v_s] vmesto F [{v_1, . . . , v_s}].

Pod derevom raswepleniØ budem ponimat~ derevo, verxiny kotorogo pomeqeny KNF-formulami takim obrazom, qto esli nekotoraØ verxina pomeqena KNF-formuloæ F , to ee synov~Ø pomeqeny formulami F [I_1], F [I_2], . . . , F [I_s] dlØ nekotoryh naborov I_1, I_2, . . . , I_s.

Primer dereva raswepleniØ priveden na Ris. 1.

Ris. 1.

Pri ocenke koliqestva list~ev v takom dereve (i, sledovatel~no, sloßnosti algoritma), budut ispol~zovany vspomogatel~nye rezul~taty, kasa¸wiesØ vektorov raswepleniØ, vvedennyh v [9]. �ti rezul~taty predstavleny v §3. Niße vvodØtsØ nekotorye neobhodimye dlØ fftogo ponØtiØ.

Pust~ imeetsØ derevo raswepleniØ T , verxiny kotorogo pomeqeny ob¨ektami, oblada¸wimi nekotoroæ harakteristikoæ ih

38 �. A. GIRX

sloßnosti: kaßdomu ob¨ektu F sopostavleno nekotoroe neotricatel~noe qislo μ(F ) (sloßnost~ F , ili mera sloßnosti F ), priqem kaßdaØ verxina fftogo dereva obladaet svoæstvom, qto sloßnost~ ob¨ekta, kotorym ona pomeqena, bol~xe sloßnosti kaßdogo iz ob¨ektov, kotorymi pomeqeny ee synov~Ø. V naxem sluqae ob¨ektami budut formuly, a v kaqestve μ my budem vybirat~ odnu iz treh mer

1) ob¨ekty – KNF-formuly, μ_1(F ) – qislo diz¨¸nkciæ v formule F ;

2) ob¨ekty – KNF-formuly, μ_2(F ) – dlina formuly F ; 3) ob¨ekty – KNF-formuly, μ_3(F ) – qislo peremennyh v formule F .

�ti mery sloßnosti v dal~neæxem budut oboznaqat~sØ K(F ),

L(F ), N(F ) sootvetstvenno. DlØ prostoty budem predpolagat~,

qto kaßdaØ vnutrennØØ verxina naxego dereva raswepleniØ imeet stepen~ ne menee dvuh (derev~Ø, ne udovletvorØ¸wie fftomu uslovi¸, nam ne ponadobØtsØ).

PonØtiØ vektora raswepleniØ i qisla raswepleniØ, opredelØemye niße, predpolaga¸t vybor nekotoroæ mery sloßnosti. Pofftomu kogda budet neØsno zaranee, kakaØ mera sloßnosti imeetsØ v vidu, ffti ponØtiØ budut ispol~zovat~sØ so slovami “...otnositel~no mery sloßnosti K (L, N)”. Tem ne menee, pri dokazatel~stve obwih rezul~tatov o qislah raswepleniØ my ne budem fiksirovat~ konkretnu¸ meru sloßnosti. DlØ fftih celeæ ne vaßno daße, qto ob¨ektami ØvlØ¸tsØ formuly.

Ris. 2.

Rassmotrim proizvol~nu¸ vnutrenn¸¸ verxinu naxego dereva, pomeqennu¸ ob¨ektom F_0. Pust~ ee synov~Ø pomeqeny ob¨ektami F_1, F_2, . . . , F_s (sm. Ris. 2). Vektorom raswepleniØ v verxine

PRINCIP RAZDELENI˚ ZNAKOV 39

nazyvaetsØ vektor iz s qisel (t_1, . . . , t_s), gde s > 2 i kaßdoe iz t_i – poloßitel~noe qislo, ne prevoshodØwee μ(F_0) − μ(F_i).

Qislom raswepleniØ τ (⃗t ) v verxine s vektorom raswepleniØ ⃗t = (t_1, . . . , t_s) nazyvaetsØ edinstvennyæ poloßitel~nyæ koren~ harakteristiqeskogo mnogoqlena vektora raswepleniØ

h_{⃗t} (x) = 1 −^{s∑}_{i=1} x^{−ti} . (⋆)

Poloßim τ (∅) = 1 v sluqae, kogda verxina ØvlØetsØ listom.

Zameqanie. Harakteristiqeskiæ mnogoqlen h_{⃗t} (x) ØvlØetsØ mo-

notonnoæ funkcieæ x na intervale (0, +∞). Krome togo, h_{⃗t} (0) =

−∞, h_{⃗t} (+∞) = +1. Sledovatel~no, uravnenie h_{⃗t} (x) = 0 imeet

edinstvennoe rexenie na intervale (0, +∞).

Naibol~xee iz qisel raswepleniØ τ (⃗t ) vo vseh verxinah dereva T nazyvaetsØ qislom raswepleniØ dereva T . Oboznaqim ego τ_{max,T} (ili prosto τ_{max}).

Niße privodØtsØ prostye svoæstva qisel raswepleniØ. V dal~neæxem pri rabote s qislami raswepleniØ my budem qasto ispol~zovat~ ih i ne budem kaßdyæ raz Øvno na nih ssylat~sØ.

Svoæstva qisel raswepleniØ.

1) Qisla raswepleniØ strogo bol~xe edinicy. 2) Ot perestanovki komponent vektora raswepleniØ qislo raswepleniØ ne izmenØetsØ.

3) Esli vektor raswepleniØ ⃗t_1 pokoordinatno ne prevoshodit drugogo vektora ⃗t_2 toæ ße razmernosti, to i qislo raswepleniØ, sootvetstvu¸wee vektoru t_1, ne prevoshodit qisla raswepleniØ vektora t_2.

4) Pust~ a, b, c, d – natural~nye qisla. Esli |a − b| < |c − d| i a + b = c + d, to τ ((a, b)) < τ ((c, d)).

§3. Ocenka koliqestva list~ev v proizvol~nom dereve raswepleniØ.

Lemma 3.1 (O. Kull~mann, G. L¸khardt, [9]). Koliqestvo li-

st~ev v dereve raswepleniØ s ob¨ektom F_0 v korne ne prevoshodit (τ_{max})^{μ(F0)}.

40 �. A. GIRX

Dokazatel~stvo Lemmy 3.1 privoditsØ v [9]. V dal~neæxem nam ponadobitsØ takße sledu¸wiæ obobwennyæ variant fftoæ lemmy (Lemma 3.1 ØvlØetsØ sledstviem fftogo obobweniØ).

Lemma 3.2. Pust~ f(m) = αλ^m, gde λ > 1, α > 0. Pust~ Gl obo-

znaqaet ob¨ekt, kotorym pomeqen list l dereva T , F_0 oboznaqaet ob¨ekt, kotorym pomeqen koren~ dereva T . Togda ∑ l−list T f(μ(G_l )) 6 α(max(τ_{max}, λ))^{μ(F0)}.

Dokazatel~stvo – indukciØ po postroeni¸ dereva. Baza. Derevo, sostoØwee iz edinstvennoæ verxiny. DlØ nego τ_{max} = 1, α(max(λ, τ_{max}))^{μ(F0)} = αλ^{μ(F0)} = f(μ(F_0)). Perehod. Rassmotrim derevo T , predstavlennoe na Ris. 3.

Ris. 3.

Pust~ ⃗t = (t_1, t_2, . . . , t_s) – vektor raswepleniØ v ego korne. ∑ l−list T f(μ(G_l)) =

= s∑ j=1 ∑ l−list Tj f(μ(G_l ))

PRINCIP RAZDELENI˚ ZNAKOV 41

6 α^{s∑}_{j=1}(max(λ, τmax,T_j ))^{μ(Fj )} (po predpoloßeni¸ indukcii)

6 α^{s∑}_{j=1}(max(λ, τmax,T_j ))^{μ(F0)−tj} (po opredeleni¸ vektora^⃗t)

6 α^{s∑}_{j=1}(max(λ, τmax,T ))^{μ(F0)−tj} (tak kak τmax,T_j 6 τmax,T )

= α(max(λ, τ_{max,T} ))^{μ(F0)} · s∑ j=1 (max(λ, τ_{max,T} ))^{−tj} = α(max(λ, τ_{max,T} ))^{μ(F0)}(1−h_{⃗t} (max(λ, τ_{max,T} ))) (po opredeleni¸ h_{⃗t} )

  6 α(max(λ, τmax,T ))^{μ(F0)} (po monotonnosti h⃗_t )

�

§4. Polinomial~nye preobrazovaniØ.

Vse algoritmy, privodimye v fftoæ stat~e, posle raswepleniØ formuly proizvodØt nad neæ polinomial~nye preobrazovaniØ s pomow~¸ funkcii REDU CE, kotoraØ privoditsØ v fftom paragrafe. V rezul~tate iz formuly iskl¸qa¸tsØ qistye literaly (literaly, otricaniØ kotoryh ne vhodØt v formulu), 1- diz¨¸nkcii i t. d. V tom qisle, na xage (R4) iz formuly udalØ- ¸tsØ nekotorye zablokirovannye diz¨¸nkcii. PonØtie zablokirovannoæ diz¨¸nkcii bylo vvedeno Kull~mannom v [7]. Zablokirovannoæ diz¨¸nkcieæ nazyvaetsØ diz¨¸nkciØ D, otricanie odnogo iz literalov kotoroæ ne vstreqaetsØ v diz¨¸nkci- Øh, ne soderßawih otricaniØ drugogo literala diz¨¸nkcii D. V naxem sluqae budut udalØt~sØ zablokirovannye diz¨¸nkcii special~nogo vida, a imenno, udalØetsØ kaßdaØ diz¨¸nkciØ D takaØ, qto v formule F est~ diz¨¸nkciØ C i peremennye a i b, udovletvorØ¸wie usloviØm • {a, b} ⊂ C, • {a, b} ⊂ D. Po analogii s zablokirovannoæ, udalØetsØ i kaßdaØ diz¨¸nkciØ E, takaØ, qto v formule F est~ diz¨¸nkcii C i D i peremennye

42 �. A. GIRX

a, b i c, udovletvorØ¸wie usloviØm • {a, b} ⊂ C, • {a, c} ⊂ D, • {b, c} ⊂ E. Kak budet pokazano niße (Lemma 4.1), vse ffti preobrazovaniØ ne izmenØ¸t vypolnimosti formuly. V rezul~tate fftih preobrazovaniæ “prostye” uqastki formuly udalØ¸tsØ, a otnositel~no ostavxeæsØ qasti formuly moßno skazat~, qto kaßdaØ peremennaØ vhodit v nee hotØ by tri raza, kaßdaØ diz¨¸nkciØ soderßit hotØ by dva literala i t. d., t.e. formula ne ØvlØetsØ “osobennoæ”. FunkciØ REDU CE. Vhod: • qislo k ∈ N ∪ {+∞}, • formula F , prinadleßawaØ klassu k–KNF–(1,∞).

Vyhod: formula, prinadleßawaØ klassu k–KNF–(1,∞), ffkviva-

lentnaØ ishodnoæ formule F .

Metod:

(R1) Proizvesti udalenie 1-diz¨¸nkciæ: esli v F est~ diz¨- ¸nkciØ, soderßawaØ edinstvennyæ literal l, zamenit~ F na F [l]. PovtorØt~ fftot xag, poka v F est~ takie diz¨- ¸nkcii.

(R2) Proizvesti udalenie qistyh literalov: esli literal l̄ vstreqaetsØ, a l ne vstreqaetsØ v F , zamenit~ F na F [l]. PovtorØt~ fftot xag, poka v F est~ takie literaly.

(R3) Esli imeetsØ peremennaØ d ∈ V takaØ, qto

• formula DP_d(F ) prinadleßit klassu k–KNF–(1,∞), • DP_d(F ) soderßit diz¨¸nkciæ ne bol~xe, qem F , • dlina DP_d(F ) ne prevoshodit dliny F , poloßit~ F = DP_d(F ). Esli imeetsØ neskol~ko takih peremennyh, vybrat~ v kaqestve d vhodØwu¸ v F naimen~- xee qislo raz.

(R4) Proizvesti udalenie zablokirovannyh diz¨¸nkciæ: esli v F est~ diz¨¸nkcii C i D i peremennye a i b takie, qto {a, b} ⊂ C i {a, b} ⊂ D, to udalit~ iz F diz¨¸nkci¸ D.

(R5) Esli v F est~ diz¨¸nkcii C, D i E i peremennye a, b i c takie, qto {a, b} ⊂ C, {a, c} ⊂ D i {b, c} ⊂ E, to udalit~

PRINCIP RAZDELENI˚ ZNAKOV 43

iz F diz¨¸nkci¸ E.

(R6) Esli ime¸tsØ diz¨¸nkcii C, D ∈ F i literal l ∈ C ∩ D takie, qto C\{l} ⊂ D\{l}, poloßit~ F = (F \{D}) ∪ ({C\{l}}). (R7) Esli na xagah (R1)–(R6) formula F byla izmenena – pereæti snova k xagu (R1). V protivnom sluqae vydat~ F .

�

Lemma 4.1. FunkciØ REDU CE vydaet po formule F v

k–KNF–(1,∞) ffkvivalentnu¸ eæ v smysle vypolnimosti formulu v k–KNF–(1,∞) i vyqislØet otvet za vremØ, polinomial~noe ot dliny vhodnoæ formuly.

Dokazatel~stvo. Xagi (R1)–(R6) povtorØ¸tsØ ne bolee L + N

raz, tak kak ni odin iz nih ne uveliqivaet ni qisla peremennyh v formule, ni ee dliny, i pri kaßdoæ iteracii hotØ by na odnom iz nih odna iz fftih veliqin umen~xaetsØ. Poskol~- ku kaßdyæ iz nih otnimaet polinomial~noe vremØ, to ße moßno skazat~ i o vseæ funkcii REDU CE. To, qto poluqennaØ formula prinadleßit klassu k–KNF–(1,∞), oqevidno.

Dokaßem, qto na kaßdom iz xagov vypolnimost~ formuly F ne izmenØetsØ.

(R1) Udalenie 1-diz¨¸nkciæ: esli diz¨¸nkciØ soderßit tol~ko odin literal, to ego soderßit i l¸boæ vypolnØ- ¸wiæ nabor.

(R2) Udalenie qistyh literalov: esli literal l ne vstreqaetsØ v F , to v l¸bom nabore, vypolnØ¸wem F , moßno zamenit~ l na l, poluqiv snova vypolnØ¸wiæ nabor.

(R3) Pokaßem, qto formuly F i DP_d(F ) ffkvivalentny. Rassmotrim kakoæ-nibud~ nabor, vypolnØ¸wiæ F . Poskol~- ku iz kaßdyh dvuh diz¨¸nkciæ, rezol~venta kotoryh byla dobavlena, po kraæneæ mere odna vypolnØetsØ daße esli iz nee iskl¸qit~ vhoßdenie peremennoæ d, vypolnØetsØ i rezol~venta. Obratno, rassmotrim kakoæ-nibud~ nabor I, vypolnØ¸wiæ DP_d(F ). Pokaßem, qto k nemu moßno dobavit~ d libo d tak, qtoby on stal vypolnØ¸wim dlØ F . Dopustim, v F imeetsØ dve diz¨¸nkcii D_1 i D_2, kotorye I ne vypolnØet, takie qto D_1 soderßit literal d, a D soderßit literal d. No togda literal l ne vypolnØet i rezol~ventu D_1 i D_2, kotoraØ soderßit-

44 �. A. GIRX

sØ v DP_d(F ), qto protivoreqit tomu, qto on vypolnØet DP_d(F ). (R4) Udalenie zablokirovannyh diz¨¸nkciæ: predpoloßim, qto formula F byla nevypolnima, a stala vypolnima. Rassmotrim vypolnØ¸wiæ nabor. On obØzatel~no dolßen ne vypolnØt~ diz¨¸nkci¸ D, t.e. v nem soderßatsØ literaly a i b. Zamenim v nem a na a. Diz¨¸nkcii C i D teper~ vypolnØ¸tsØ, a vypolnimost~ drugih diz¨- ¸nkciæ ne izmenilas~ (poskol~ku F ØvlØetsØ formuloæ v KNF–(1,∞), literal a vhodit tol~ko v diz¨¸nkci¸ C). My poluqili vypolnØ¸wiæ nabor dlØ nevypolnimoæ formuly. Protivoreqie. Obratnoe oqevidno.

(R5) Predpoloßim, qto formula F byla nevypolnima, a stala vypolnima. Rassmotrim vypolnØ¸wiæ nabor. On obØzatel~no dolßen ne vypolnØt~ diz¨¸nkci¸ E, t.e. v nem soderßatsØ literaly b i c. Esli on soderßit takße i literal a, zamenim v nem b na b, v protivnom sluqae zamenim c na c. Diz¨¸nkcii C, D i E teper~ vypolnØ¸tsØ, a vypolnimost~ drugih diz¨¸nkciæ ne izmenilas~ (literaly a, b i c ne vhodØt ni v kakie diz¨¸nkcii formuly F , krome C, D i E). My poluqili vypolnØ¸wiæ nabor dlØ nevypolnimoæ formuly. Protivoreqie. Obratnoe oqevidno.

(R6) Pust~ F_1 – formula F do primeneniØ fftogo xaga, F_2 = (F_1\{D}) ∪ ({C\{l}}). Zametim, qto formula DP_l(F_1) ffkvivalentna v smysle vypolnimosti formule DP_l(F_2). Sledovatel~no, F_1 i F_2 takße ffkvivalentny.

�

Niße privodØtsØ nekotorye poleznye svoæstva formuly REDU CE(k, F ). Lemma 4.2.

1) L¸baØ peremennaØ v v REDU CE(k, F ) vstreqaetsØ po kraæneæ mere odin raz kak literal v i po kraæneæ mere dva raza kak literal v.

2) Formula REDU CE(k, F ) ne soderßit takih diz¨¸nkciæ C i D, qto ∃a_1, a_2 ∈ V (({a_1, a_2} ⊂ C) & ({a_1, a_2} ⊂ D)).

3) Formula REDU CE(k, F ) ne soderßit takih diz¨¸nkciæ C, D i E, qto ∃a_1, a_2, b ∈ V (({a_1, a_2} ⊂ C) & ({a_1, b} ⊂ D) & ({a_2, b} ⊂ E)).

PRINCIP RAZDELENI˚ ZNAKOV 45

4) Esli v formule REDU CE(k, F ) imeetsØ poloßitel~naØ diz¨¸nkciØ C = {a_1, a_2, . . ., a_s}, to v neæ imeetsØ i po dve diz¨¸nkcii, soderßawie a_i, dlØ kaßdogo i ∈ 1, s, priqem vse ffti diz¨¸nkcii razliqny.

5) Esli v formule REDU CE(k, F ) imeetsØ poloßitel~naØ diz¨¸nkciØ C = {a_1, a_2, . . ., a_s} i diz¨¸nkciØ D, soderßawaØ literal a_1 i hotØ by odin poloßitel~nyæ literal a_{s+1}, to formula REDU CE(k, F ) soderßit po kraæneæ mere dve diz¨¸nkcii, soderßawie a_i, dlØ kaßdogo i ∈ 2, s + 1, priqem vse ffti diz¨¸nkcii razliqny.

Dokazatel~stvo.

1) Vse ostal~nye peremennye udalØ¸tsØ na xagah (R2)–(R3) funkcii REDU CE. 2) Takie diz¨¸nkcii udalØ¸tsØ na xage (R4) funkcii REDU CE. 3) Takie diz¨¸nkcii udalØ¸tsØ na xage (R5) funkcii REDU CE. 4) Sleduet iz punktov 1) i 2). 5) Sleduet iz punktov 1), 2) i 3).

�

§5. Privedenie formul klassa KNF–(1,∞) k KNF–(1,∞)–(+/–).

Tri osnovnyh algoritma fftoæ stat~i oqen~ pohoßi drug na druga i poluqa¸tsØ iz Algoritma 5.1, opisannogo v fftom paragrafe. Sut~ metoda zakl¸qaetsØ v sledu¸wem. Esli vo vhodnoæ formule v KNF–(1,∞) ime¸tsØ diz¨¸nkciØ C = {a_1, a_2, . . ., a_s} i diz¨¸nkciØ D, udovletvorØ¸wie usloviØm

• C – poloßitel~naØ, • D soderßit literal a_1, • D soderßit hotØ by odin poloßitel~nyæ literal, to rasweplenie po peremennoæ a_1 okazyvaetsØ oqen~ vygodnym, tak kak pri oboih prisvaivaniØh {a_1} i {a_1} isqezaet edinstvennoe vhoßdenie po kraæneæ mere odnogo literala. Esli ße takoæ pary diz¨¸nkciæ vo vhodnoæ formule net, to, soglasno principu razdeleniØ znakov, v formule moßno ostavit~ tol~- ko poloßitel~nye i otricatel~nye diz¨¸nkcii, ne izmenØØ ee vypolnimosti. Vopros o vypolnimosti poluqennoæ formuly v

46 �. A. GIRX

KNF–(1,∞)–(+/–) rexaetsØ uße raznymi algoritmami, vyzyvaemymi Algoritmom 5.1. Qtoby poluqit~ algoritm, horoxo rabota¸wiæ dlØ formul s malym qislom diz¨¸nkciæ, my obrabatyvaem formuly v KNF–(1,∞)–(+/–) Algoritmom 7.1; dlØ korotkih formul my ispol~zuem Algoritm 8.1; dlØ formul s malym qislom peremennyh – Algoritm 9.1. Nekotorye iz fftih algoritmov rabota¸t samostoØtel~no; v processe raboty drugih pri rasweplenii formuly v KNF–(1,∞)–(+/–) vnov~ obrazu¸tsØ diz¨¸nkcii, soderßawie kak poloßitel~nye, tak i otricatel~nye literaly, i dlØ ih obrabotki vnov~ vyzyvaetsØ funkciØ SP LIT , ØvlØ¸waØsØ osnovnoæ qast~¸ Algoritma 5.1.

FunkciØ SP LIT .

Vhod: • qislo k ∈ N ∪ {+∞}, • formula F , prinadleßawaØ klassu k–KNF–(1,∞), obrabotannaØ funkcieæ REDU CE, • algoritm M, rexa¸wiæ zadaqu vypolnimosti dlØ formul klassa k–KNF–(1,∞)–(+/–).

Vyhod: “Vypolnima”, esli F vypolnima; v protivnom sluqae

“Nevypolnima”.

Metod:

(S1) Esli v F net ni odnoæ poloßitel~noæ diz¨¸nkcii, poloßit~ F = T rue.

(S2) Esli dlØ kaßdoæ poloßitel~noæ diz¨¸nkcii C formuly F i kaßdoæ diz¨¸nkcii D formuly F , soderßaweæ poloßitel~nyæ literal, vypolnØetsØ C ∩ D = ∅, to polo- ßit~ G = F [{v ∈ V | ∃C ∈ F ∃u ∈ V ({v, u} ⊂ C)}] i vydat~ rezul~tat vyzova M(k, G).

(S3) Vybrat~ v F diz¨¸nkci¸ C = {a_1, a_2, . . . , a_s} i diz¨¸nkci¸ D, udovletvorØ¸wie sledu¸wim usloviØm:

• C – poloßitel~naØ, • D soderßit literal a_1, • v D vhodit hotØ by odin poloßitel~nyæ literal b.

Postroit~ formuly F_1 = REDU CE(k, F [a_1]), F_2 = REDU CE(k, F [a_1]).

PRINCIP RAZDELENI˚ ZNAKOV 47

Esli funkciØ SP LIT vydaet otvet “Vypolnima” hotØ by dlØ odnoæ iz nih, vydat~ otvet “Vypolnima”; inaqe “Nevypolnima”.

�

Lemma 5.1. FunkciØ SP LIT pravil~no rexaet zadaqu o vypolni-

mosti vhodnoæ formuly F v k–KNF–(1,∞), obrabotannoæ funkcieæ REDU CE, i vydaet otvet za koneqnoe vremØ.

Dokazatel~stvo. FunkciØ REDU CE ne izmenØet vypolnimosti

formuly po Lemme 4.1. Esli formula ne soderßit poloßitel~- nyh diz¨¸nkciæ, to ona vypolnima naborom {v | v ∈ V }, sostoØwim tol~ko iz otricatel~nyh literalov. Tak qto xag (S1) takße korrekten. Zametim, qto formula, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ fftogo xaga, prevrawaetsØ v T rue i nemedlenno peredaetsØ na xage (S2) algoritmu M.

Pust~ P_+ – mnoßestvo vseh poloßitel~nyh diz¨¸nkciæ formuly F , P_− – mnoßestvo vseh ee otricatel~nyh diz¨¸nkciæ, M = F \(P_+ ∪P_−). Esli vypolnØetsØ uslovie, proverØemoe na xage (S2), to sredi peremennyh, otricaniØ kotoryh vhodØt v M , net ni odnoæ iz peremennyh, vhodØwih v P_+. Pofftomu, esli nekotoryæ nabor I vypolnØet F , to i nabor I^′, poluqennyæ iz I zamenoæ vseh otricatel~nyh literalov, vhodØwih v M , na sootvetstvu- ¸wie im poloßitel~nye, takße vypolnØet F . Deæstvitel~no, poskol~ku ffti peremennye bez otricaniØ ne vhodØt ni v P_+, ni v P_−, loßnoe znaqenie v rezul~tate takoæ zameny mogut poluqit~ lix~ diz¨¸nkcii iz M . No kaßdaØ iz fftih diz¨¸nkciæ soderßit otricatel~nyæ literal, kotoryæ my tol~ko qto vkl¸qili v nabor I^′. Znaqit, esli F vypolnima, to i G = F [{v ∈ V | ∃C ∈ F ∃u ∈ V ({v, u} ⊂ C)}] = F [{v ∈ V | ∃C ∈ M (v ∈ C))}] vypolnima. Obratnoe trivial~no. K tomu ße, G ØvlØetsØ formuloæ klassa k–KNF–(1,∞)–(+/–). Sledovatel~no, xag (S2) toße korrekten.

Esli ne vypolnilos~ uslovie xaga (S2), to uslovie xaga (S3) obØzano vypolnit~sØ. Na xage (S3) vypolnimost~ F svoditsØ k vypolnimosti formul F_1 = REDU CE(k, F [a_1]), F_2 = REDU CE(k, F [a_1]), kaßdaØ iz kotoryh imeet men~xee qislo peremennyh, qem F . Poskol~ku ni odin iz xagov fftogo algoritma ne uveliqivaet qisla

48 �. A. GIRX

peremennyh v formule F , ffta rekursiØ dolßna zaverxit~sØ za koneqnoe vremØ.

�

Algoritm 5.1 Vhod: • qislo k ∈ N ∪ {+∞}, • formula F , prinadleßawaØ klassu k–KNF–(1,∞), • algoritm M, rexa¸wiæ zadaqu vypolnimosti dlØ formul klassa k–KNF–(1,∞)–(+/–).

Vyhod: “Vypolnima”, esli F vypolnima; v protivnom sluqae

“Nevypolnima”.

Metod:

(M1) Poloßit~ F = REDU CE(k, F ). (M2) Vydat~ rezul~tat vyzova SP LIT (k, F, M).

�

Korrektnost~ Algoritma 5.1 sleduet iz Lemmy 4.1 i Lem-

my 5.1. �

VremØ raboty Algoritma 5.1

Postroim estestvennym obrazom derevo T_{5.1} formul, rasweplØemyh fftim algoritmom. Vnutrennie verxiny fftogo dereva budut pomeqeny formulami, rasweplØemymi na xage (S3), a list~Ømi budut formuly, kotorye Algoritm 5.1 obrabatyvaet ne rasweplØØ, a peredavaØ ih algoritmu M.

Qtoby poluqit~ iz fftogo algoritma algoritm, kotoryæ real~no rexaet zadaqu vypolnimosti, nußno pred¨Øvit~ algoritm M, rexa¸wiæ zadaqu vypolnimosti dlØ formul klassa k–KNF–(1,∞)–(+/–). Takie algoritmy M_K, M_L, M_N , budut pred¨Øvleny v §§7–9. Qtoby minimizirovat~ vremØ raboty Algoritma 5.1, nußno vybirat~ algoritm M v zavisimosti ot vida ishodnoæ formuly. Sootvetstvenno my poluqim verhnie ocenki po raznyh parametram: pri primenenii v kaqestve M algoritma M_K, algoritm M budet rabotat~ p(L)1.1939^K dlØ formul iz KNF–(1,∞); pri primenenii algoritma M_L, algoritm M budet rabotat~ p(L)1.0644^L dlØ formul iz KNF–(1,∞), pri primenenii algoritma M_N , algoritm M budet rabotat~ p(L)1.3566^N dlØ

PRINCIP RAZDELENI˚ ZNAKOV 49

formul iz KNF–(1,∞). Bolee toqnye formulirovki budut dany v §§7–9.

Dokazatel~stvo kaßdoæ iz fftih ocenok takße budet razbito na dva fftapa. Na pervom (Lemmy 6.1–6.3) budet dokazana verhnØØ ocenka dlØ qisla raswepleniØ dlØ dereva T_{5.1}, t.e. v nekotorom smysle verhnØØ ocenka vremeni raboty Algoritma 5.1. Na vtorom fftape posle privedeniØ algoritmov M_K , M_L, M_N budet pokazano, qto kaßdyæ iz nih obrabatyvaet formuly v 3–KNF–(1,∞)–(+/–) otnositel~no bystro. S pomow~¸ Lemmy 3.2 ffti ocenki budut ob¨edineny v Teoremah 7.1–9.1 dlØ dokazatel~stva obweæ ocenki vremeni raboty vsego Algoritma 5.1 pri ispol~zovanii razliqnyh algoritmov M.

�

§6. Ocenka qisla raswepleniØ dlØ algoritma privedeniØ formul klassa KNF–(1,∞) k KNF–(1,∞)–(+/–).

Pri ocenke obwego vremeni raboty Algoritma 5.1 nam ponadobØtsØ ocenki qisla raswepleniØ dereva, kotoroe on stroit, t.e. dereva T_{5.1}, opredelennogo v §5. Niße privodØtsØ takie ocenki dlØ razliqnyh mer sloßnosti (K – qislo diz¨¸nkciæ v formule, L – dlina formuly, N – qislo peremennyh v formule). V fftom paragrafe C, D, s, a_1, a_2, . . . , a_s, b, F_1, F_2 oboznaqa¸t te ße ob¨ekty, qto i v Algoritme 5.1.

Zameqanie. V processe ocenki qisel raswepleniØ my budem qa-

sto ispol~zovat~ takie vyraßeniØ kak “peremennaØ a budet udalena na xage (R2)”. Na samom dele, ffta peremennaØ moßet byt~ udalena i ran~xe, naprimer, pri udalenii drugoæ peremennoæ na xage (R1). Kogda my upotreblØem takie vyraßeniØ, imeetsØ v vidu, qto peremennaØ budet udalena ne pozße fftogo xaga; ßelaemoe qislo peremennyh (diz¨¸nkciæ, vhoßdeniæ) isqeznet iz formuly v l¸bom sluqae.

Lemma 6.1. Qislo raswepleniØ dereva T5.1 otnositel~no mery

sloßnosti K ne prevoshodit 1.1939.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim dva sluqaØ. Sluqaæ 1. s = 2.

Zametim, qto qislo diz¨¸nkciæ v formule F_1 men~xe qisla diz¨¸nkciæ v formule F po kraæneæ mere na tri. A imenno,

50 �. A. GIRX

krome diz¨¸nkcii C, udalØemoæ srazu, v funkcii REDU CE na xage (R2) udalØ¸tsØ vse diz¨¸nkcii, soderßawie a_2 (tak kak posle udaleniØ diz¨¸nkcii C iz formuly F isqezaet edinstvennoe vhoßdenie literala a_2). Po Lemme 4.2 takih diz¨¸nkciæ po kraæneæ mere dve.

Qislo diz¨¸nkciæ v formule F_2 men~xe qisla diz¨¸nkciæ v formule F po kraæneæ mere na pØt~. Vo-pervyh, srazu udalØ- ¸tsØ diz¨¸nkcii, soderßawie a_1. Po Lemme 4.2 takih diz¨¸nkciæ po kraæneæ mere dve. Vo-vtoryh, na xage (R1) budet udalena diz¨¸nkciØ, poluqivxaØsØ iz diz¨¸nkcii C posle udaleniØ a_1. Krome togo, poskol~ku edinstvennoe vhoßdenie literala b isqezaet, na xage (R2) budut udaleny vse diz¨¸nkcii, soderßawie b. Poskol~ku ih ne menee dvuh po Lemme 4.2, a C i D takovymi ne ØvlØ¸tsØ, poluqaem, qto budet udaleno ne menee pØti diz¨- ¸nkciæ.

Itogo, v fftom sluqae verxine sootvetstvuet vektor raswepleniØ (3, 5) i sootvetstvenno qislo raswepleniØ τ ((3, 5)) < 1.1939. Sluqaæ 2. s > 3.

Zametim, qto qislo diz¨¸nkciæ v formule F_1 men~xe qisla diz¨¸nkciæ v formule F po kraæneæ mere na pØt~. A imenno, krome diz¨¸nkcii C, udalØemoæ srazu, v funkcii REDU CE na xage (R2) udalØ¸tsØ vse diz¨¸nkcii, soderßawie a_2 i a_3 (tak kak posle udaleniØ diz¨¸nkcii C iz formuly F isqeza¸t edinstvennye vhoßdeniØ literalov a_2 i a_3). Po Lemme 4.2 takih diz¨¸nkciæ po kraæneæ mere qetyre.

Qislo diz¨¸nkciæ v formule F_2 men~xe qisla diz¨¸nkciæ v formule F po kraæneæ mere na tri. Vo-pervyh, srazu udalØ¸tsØ diz¨¸nkcii, soderßawie a_1. Po Lemme 4.2 takih diz¨¸nkciæ po kraæneæ mere dve. Vo-vtoryh, poskol~ku edinstvennoe vhoßdenie literala b isqezaet, na xage (R2) budut udaleny vse diz¨¸nkcii, soderßawie b. Poskol~ku ih ne menee dvuh po Lemme 4.2, a D takovoæ ne ØvlØetsØ, poluqaem, qto budet udaleno ne menee treh diz¨¸nkciæ.

Itogo, v fftom sluqae verxine takße sootvetstvuet vektor raswepleniØ (3, 5) i sootvetstvenno qislo raswepleniØ τ ((3, 5)) < 1.1939.

�

Lemma 6.2. Qislo raswepleniØ dereva T5.1 otnositel~no mery

sloßnosti L ne prevoshodit 1.0644.

PRINCIP RAZDELENI˚ ZNAKOV 51

Dokazatel~stvo.

Vvedem oboznaqeniØ Δ_1 = L(F ) − L(F_1), Δ_2 = L(F ) − L(F_2), Δ = Δ_1 + Δ_2. Rassmotrim sledu¸wie sluqai.

Sluqaæ 1. Literal a1 vhodit v formulu F ne menee treh raz. Sluqaæ 1.1. s = 2.

Vo-pervyh, i v F_1, i v F_2 otnositel~no F isqeza¸t vse vhoßdeniØ peremennyh a_1 i a_2. �to proishodit v rezul~tate udaleniØ peremennoæ a_1 i posledu¸wego preobrazovaniØ na xage (R1) funkcii REDU CE. Pofftomu Δ_1, Δ_2 > 7, Δ > 14.

KaßdaØ iz diz¨¸nkciæ, soderßawih a_1 libo a_2 (a takih diz¨- ¸nkciæ imeetsØ ne menee pØti po Lemme 4.2 i poskol~ku qislo vhoßdeniæ a_1 v formulu F bol~xe dvuh), krome samih uße uqtennyh literalov a_1 i a_2, daet v Δ vklad ewe ne menee dvuh. A imenno, 2-diz¨¸nkcii da¸t vklad po 1 v Δ_1 i Δ_2 iz-za preobrazovaniæ (R1) i (R2); 3-diz¨¸nkcii da¸t vklad 2 v Δ, t.k. pri isqeznovenii 3-diz¨¸nkcii udalØ¸tsØ srazu dva vhoßdeniØ (ne sqitaØ a_1 libo a_2). Itogo, v Δ dobavlØetsØ po kraæneæ mere desØt~, a v kaßdoe iz Δ_1 i Δ_2 – ne menee dvuh.

Iz vseh vektorov raswepleniØ vida (Δ_1, Δ_2) s summoæ Δ_1 + Δ_2 = Δ > 24 i Δ_1, Δ_2 > 9 naibol~xee qislo raswepleniØ sootvetstvuet vektoru (9,15). �to qislo τ ((9, 15)) < 1.0609. Sluqaæ 1.2. s > 3.

Vo-pervyh, v F_1 otnositel~no F isqeza¸t vse vhoßdeniØ peremennyh a_1, a_2 i a_3. �to proishodit v rezul~tate udaleniØ peremennoæ a_1 i posledu¸wih preobrazovaniæ na xage (R2) funkcii REDU CE – vsego ne menee desØti vhoßdeniæ. V F_2 otnositel~no F isqeza¸t vse vhoßdeniØ peremennoæ a_1, t.e. po kraæneæ mere qetyre vhoßdeniØ.

Pofftomu Δ_1 > 10, Δ_2 > 4, Δ > 14.

Diz¨¸nkcii, soderßawie a_2 i a_3, udalØ¸tsØ pri perehode ot F k F_1 na xage (R2) funkcii REDU CE. Po Lemme 4.2 ih po kraæneæ mere qetyre. KaßdaØ iz nih soderßit po kraæneæ mere odin literal ne sqitaØ samih literalov a_2 i a_3. �to daet dobavku ne menee qetyreh v Δ_1 (i sootvetstvenno v Δ).

KaßdaØ iz diz¨¸nkciæ, soderßawih a_1 (a ih ne menee treh), krome samogo literala a_1, daet v Δ vklad ewe ne menee dvuh. A imenno, 2-diz¨¸nkcii da¸t vklad po 1 v Δ_1 i Δ_2 iz-za preobrazovaniæ (R1) i (R2); 3-diz¨¸nkcii da¸t vklad 2 v Δ, t.k. pri

52 �. A. GIRX

isqeznovenii 3-diz¨¸nkcii udalØ¸tsØ srazu dva vhoßdeniØ (ne sqitaØ a_1). Itogo, v Δ dobavlØetsØ ewe po kraæneæ mere xest~, v tom qisle v Δ_2 – ne menee treh.

Itogo, Δ > 24, Δ_1 > 14, Δ_2 > 7.

Iz vseh vektorov raswepleniØ vida (Δ_1, Δ_2) s summoæ Δ_1 + Δ_2 = Δ > 24 i Δ_1, Δ_2 > 7 naibol~xee qislo raswepleniØ sootvetstvuet vektoru (7,17). �to qislo τ ((7, 17)) < 1.0637.

Zametim, qto v Sluqae 1 my ne ispol~zovali fakt, qto v odnu iz diz¨¸nkciæ, soderßawih a_1, vhodit poloßitel~nyæ literal b. �to nam ponadobitsØ, qtoby ispol~zovat~ ffti rassußdeniØ ewe raz, pri dokazatel~stve Teoremy 8.1.

Sluqaæ 2. Literal a1 vhodit v formulu F rovno dva raza. Sluqaæ 2.1. s = 2.

Vo-pervyh, v F_1 otnositel~no F isqeza¸t vse vhoßdeniØ peremennyh a_1 i a_2 (vsego ne menee xesti vhoßdeniæ), a v F_2 – vse vhoßdeniØ peremennyh a_1, a_2 i b (vsego ne menee devØti vhoßdeniæ). �to proishodit v rezul~tate udaleniØ peremennoæ a_1 i posledu¸wih preobrazovaniæ na xagah (R1) i (R2) funkcii REDU CE. Pofftomu Δ_1 > 6, Δ_2 > 9, Δ > 15.

KaßdaØ iz diz¨¸nkciæ, soderßawih a_2 (a ih ne menee treh), krome samogo literala a_2, daet v Δ vklad ewe ne menee dvuh. A imenno, 2-diz¨¸nkcii da¸t vklad po 1 v Δ_1 i Δ_2 iz-za preobrazovaniæ (R1) i (R2); 3-diz¨¸nkcii da¸t vklad 2 v Δ, t.k. pri isqeznovenii 3-diz¨¸nkcii udalØ¸tsØ srazu dva vhoßdeniØ (ne sqitaØ a_2). Itogo, v Δ dobavlØetsØ ewe po kraæneæ mere qetyre, v tom qisle v Δ_2 – ne menee dvuh.

Zametim, qto sredi diz¨¸nkciæ, v kotorye vhodit literal b, est~ po kraæneæ mere odna, ne soderßawaØ ni peremennoæ a_1 (diz¨¸nkciæ, soderßawih peremennu¸ a_1, vsego tri i odna iz nih poloßitel~na), ni peremennoæ a_2 (po Lemme 4.2). V nee vhodit ewe po kraæneæ mere odin literal, i on budet udalen vmeste so vseæ diz¨¸nkcieæ na xage (R2) pri perehode ot F k F_2.

Itak, k fftomu momentu my imeem, qto Δ_1 > 8, Δ_2 > 10, Δ > 20. Literaly, vhodØwie v diz¨¸nkcii, v kotorye vhodit literal a_1, takße udalØ¸tsØ pri perehode ot F k F_2. Po Lemme 4.2 v nih my uße podsqitali tol~ko literaly, sootvetstvu¸wie peremennym a_1 i b.

PRINCIP RAZDELENI˚ ZNAKOV 53

Sluqaæ 2.1.1. Sredi diz¨¸nkciæ, soderßawih a_1, est~ 2- diz¨¸nkciØ.

Zametim, qto v fftom sluqae ni odna iz diz¨¸nkciæ, soderßawih a_1, ne moßet soderßat~ b (inaqe obe oni byli by udaleny ranee na xage (R6)), a znaqit udalØetsØ ewe odin dopolnitel~- nyæ literal (ili dva, esli vse-taki odna iz nih soderßit bolee dvuh literalov). Krome togo, ffto oznaqaet, qto krome toæ diz¨- ¸nkcii, soderßaweæ b, kotoru¸ my uße uqli, nado uqest~ ewe odnu, a ona soderßit krome b po kraæneæ mere ewe odin literal. Itak, esli odna iz fftih diz¨¸nkciæ soderßit bolee dvuh literalov, to Δ > 23. V protivnom sluqae dopolnitel~no moßno uqest~, qto pri perehode ot F k F_1 diz¨¸nkciØ {a_1, b} stanovitsØ 1-diz¨¸nkcieæ i, sledovatel~no, udalØ¸tsØ vse vhoßdeniØ peremennoæ b, t.e. v fftom sluqae my poluqaem, qto Δ > 23. Sluqaæ 2.1.2. KaßdaØ iz diz¨¸nkciæ, soderßawih a1, soderßit po kraæneæ mere tri literala.

V takom sluqae ffti diz¨¸nkcii dobavlØ¸t k Δ ewe po kraæneæ mere dva vhoßdeniØ, t.e. Δ > 22.

Sluqaæ 2.1.2.1. Ni odna iz diz¨¸nkciæ, soderßawih a1, ne soderßit b, libo odna iz fftih diz¨¸nkciæ soderßit po kraæneæ mere qetyre literala.

V fftom sluqae my moßem uqest~ ewe odno vhoßdenie, t.e. Δ > 23. Sluqaæ 2.1.2.2. Diz¨¸nkciØ, soderßawaØ b, no ne soderßawaØ a1, soderßit bolee dvuh literalov, ili takih diz¨- ¸nkciæ imeetsØ bolee odnoæ.

V fftom sluqae my takße moßem uqest~ ewe odno vhoßdenie, t.e. Δ > 23.

Sluqaæ 2.1.2.3. Formula F imeet vid

(a_1 ∨ b ∨ l_1) & (a_1 ∨ b ∨ l_2) & (b ∨ l_3) & F^′,

gde F^′ ne soderßit vhoßdeniæ b.

V fftom sluqae, esli l_1 – otricatel~nyæ literal, to pri perehode k F_2 vse ffti diz¨¸nkcii (toqnee, te, v kotorye oni prevratØtsØ posle udaleniØ a_1) budut udaleny na xage (R3) funkcii REDU CE (s pomow~¸ operacii DP_b), t.e. Δ > 25. Esli ße l_1 – poloßitel~nyæ literal, to pri perehode k F_2 budut udaleny vse vhoßdeniØ fftoæ peremennoæ; po Lemme 4.2 ona ne vhodit v

54 �. A. GIRX

diz¨¸nkcii, v kotorye vhodit b. Predpoloßim, qto vse ffti vhoßdeniØ my uße uqli; ffto znaqit, qto vse oni – v 2-diz¨¸nkcii, soderßawie a_2. No vse takie diz¨¸nkcii odinakovy (a formula – ffto mnoßestvo)! Znaqit, po kraæneæ mere odno vhoßdenie l_1 my ne uqli, t.e. Δ > 23.

Iz vseh vektorov raswepleniØ vida (Δ_1, Δ_2) s summoæ Δ_1 + Δ_2 > 23 i Δ_1, Δ_2 > 8 naibol~xee qislo raswepleniØ sootvetstvuet vektoru (8,15). �to qislo τ ((8, 15)) < 1.0644. Sluqaæ 2.2. s > 3.

Tak ße, kak i v Sluqae 2.1, budem dokazyvat~, qto Δ > 23, Δ_1, Δ_2 > 8.

Vo-pervyh, v F_1 otnositel~no F isqeza¸t vse vhoßdeniØ peremennyh a_1, a_2 i a_3 (vsego ne menee devØti vhoßdeniæ), a v F_2 – vse vhoßdeniØ peremennyh a_1 i b (vsego ne menee xesti vhoßdeniæ). �to proishodit v rezul~tate udaleniØ peremennoæ a_1 i posledu¸wih preobrazovaniæ na xage (R2) funkcii REDU CE.

Pofftomu Δ_1 > 9, Δ_2 > 6, Δ > 15.

Krome togo, pri perehode ot F k F_1 udalØ¸tsØ vse diz¨¸nkcii, soderßawie a_2 ili a_3, t.e. po kraæneæ mere qetyre vhoßdeniØ literalov, otliqnyh ot samih a_2 i a_3.

Zametim, qto sredi diz¨¸nkciæ, v kotorye vhodit literal b, est~ po kraæneæ mere odna, ne soderßawaØ ni peremennoæ a_1 (diz¨¸nkciæ, soderßawih peremennu¸ a_1, vsego tri i odna iz nih poloßitel~na), ni peremennyh a_2 i a_3 (po Lemme 4.2). V nee vhodit ewe po kraæneæ mere odin literal krome b, i on buden udalen vmeste so vseæ diz¨¸nkcieæ na xage (R2) pri pri perehode ot F k F_2.

Zametim, qto Δ_2 > 8, tak kak Δ_2 = 7 tol~ko esli obe diz¨¸nkcii, soderßawie a_1, ØvlØ¸tsØ 2-diz¨¸nkciØmi, no v fftom sluqae imeetsØ po kraæneæ mere dve diz¨¸nkcii, v kotorye vhodit b, no ne vhodit a_1, t.e. Δ_2 > 8.

Itak, k fftomu momentu my imeem, qto Δ_1 > 13, Δ_2 > 8, Δ > 20. Dal~neæxee rassmotrenie (uqet literalov, kotorye vhodØt v diz¨¸nkcii, v kotorye vhodit a_1) proishodit v toqnosti kak v Sluqae 2.1.

�

Lemma 6.3. Qislo raswepleniØ dereva T5.1 otnositel~no mery

sloßnosti N ne prevoshodit 1.3248.

PRINCIP RAZDELENI˚ ZNAKOV 55

Dokazatel~stvo. Rassmotrim dva sluqaØ. Sluqaæ 1. s = 2.

Zametim, qto qislo peremennyh v formule F_1 men~xe qisla peremennyh v formule F po kraæneæ mere na dva. A imenno, krome udalØemoæ srazu peremennoæ a_1, v funkcii REDU CE na xage (R2) udalØetsØ peremennaØ a_2 (tak kak posle udaleniØ diz¨¸nkcii C iz formuly F isqezaet edinstvennoe vhoßdenie literala a_2).

Qislo peremennyh v formule F_2 men~xe qisla diz¨¸nkciæ v formule F po kraæneæ mere na tri. Vo-pervyh, srazu udalØetsØ peremennaØ a_1. Vo-vtoryh, na xage (R1) budet udalena peremennaØ a_2, okazavxaØsØ v 1-diz¨¸nkcii, poluqivxeæsØ iz diz¨¸nkcii C posle udaleniØ a_1. Krome togo, poskol~ku edinstvennoe vhoßdenie literala b isqezaet, na xage (R2) budet udalena i peremennaØ b.

Itogo, v fftom sluqae verxine sootvetstvuet vektor raswepleniØ (2, 3) i qislo raswepleniØ τ ((2, 3)) < 1.3248. Sluqaæ 2. s > 3.

Zametim, qto qislo peremennyh v formule F_1 men~xe qisla peremennyh v formule F po kraæneæ mere na tri. A imenno, krome udalØemoæ srazu peremennoæ a_1, v funkcii REDU CE na xage (R2) udalØ¸tsØ peremennye a_2 i a_3 (tak kak posle udaleniØ diz¨¸nkcii C iz formuly F isqeza¸t edinstvennye vhoßdeniØ literalov a_2 i a_3).

Qislo peremennyh v formule F_2 men~xe qisla diz¨¸nkciæ v formule F po kraæneæ mere na dva. Vo-pervyh, srazu udalØetsØ peremennaØ a_1. Vo-vtoryh, poskol~ku edinstvennoe vhoßdenie literala b isqezaet, na xage (R2) budet udalena peremennaØ b.

Itogo, v fftom sluqae verxine takße sootvetstvuet vektor raswepleniØ (2, 3) i qislo raswepleniØ τ ((2, 3)) < 1.3248.

�

§7. Algoritm dlØ formul s malym qislom diz¨¸nkciæ.

Qtoby poluqit~ iz Algoritma 5.1 algoritm, horoxo rabota- ¸wiæ dlØ formul s malym qislom diz¨¸nkciæ, primenim v nem v kaqestve M sledu¸wiæ algoritm.

Algoritm 7.1 (Algoritm MK )

56 �. A. GIRX

Vhod: • qislo k ∈ N ∪ {+∞}, • formula F , prinadleßawaØ klassu k–KNF–(1,∞)–(+/–), obrabotannaØ funkcieæ REDU CE.

Vyhod: “Vypolnima”, esli F vypolnima; v protivnom sluqae

“Nevypolnima”.

Metod:

(K1) Proverit~, ime¸tsØ li v F poloßitel~nye diz¨¸nkcii, soderßawie bolee dvuh literalov. Esli ih net, proverit~, ØvlØetsØ li F formuloæ v KNF–(1,3). Esli ØvlØetsØ, proizvesti sledu¸wie operacii:

• Poloßit~ H = F .

• Poloßit~ P_+ = {mnoßestvo vseh poloßitel~nyh diz¨¸nkciæ H}.

• DlØ kaßdoæ C = {u_1, u_2} ∈ P_+ prodelat~ sledu¸wu¸ operaci¸: udalit~ C iz H, a zatem zamenit~ v H vse vhoßdeniØ u_2 na u_1.

• Vydat~ rezul~tat primeneniØ k formule H kakogolibo algoritma A_K , vyØsnØ¸wego vypolnimost~ k– KNF za vremØ, ne prevoshodØwee p(L)1.3289^{K(H)}, gde p – nekotoryæ polinom (naprimer, takie algoritmy privodØtsØ v [6] i [12]).

(K2) Pust~ v F imeetsØ poloßitel~naØ diz¨¸nkciØ, soderßawaØ ne menee treh literalov, a v neæ peremennaØ v_1, vhodØwaØ v F po kraæneæ mere qetyre raza. V fftom sluqae postroit~ formuly G_1 = REDU CE(k, F [v_1]), G_2 = REDU CE(k, F [v_1]). Esli funkciØ SP LIT vydaet otvet “Vypolnima” hotØ by dlØ odnoæ iz nih, vydat~ otvet “Vypolnima”; inaqe “Nevypolnima”.

(K3) Esli F ne ØvlØetsØ formuloæ v KNF–(1,3), vybrat~ peremennu¸ v_1, kotoraØ vhodit v formulu F naibol~xee qislo raz. Postroit~ formuly G_1 = REDU CE(k, F [v_1]), G_2 = REDU CE(k, F [v_1]).

PRINCIP RAZDELENI˚ ZNAKOV 57

Esli funkciØ SP LIT vydaet otvet “Vypolnima” hotØ by dlØ odnoæ iz nih, vydat~ otvet “Vypolnima”; inaqe “Nevypolnima”.

(K4) Pust~ v formule F ime¸tsØ poloßitel~naØ diz¨¸nkciØ C = {v_1, v_2, . . ., v_s} i otricatel~naØ diz¨¸nkciØ D takie, qto • s > 3;

• v_1 ∈ D;

• diz¨¸nkciØ D soderßit (1,2)-peremennu¸ u_1. Postroit~ v fftom sluqae formuly G_1 = REDU CE(k, F [v_1]), G_2 = REDU CE(k, F [v_1]). Esli funkciØ SP LIT vydaet otvet “Vypolnima” hotØ by dlØ odnoæ iz nih, vydat~ otvet “Vypolnima”; inaqe “Nevypolnima”.

(K5) Naæti v formule F diz¨¸nkcii C = {v_1, v_2} i D takie, qto • v_1 – (1,3)-peremennaØ; • v_1 ∈ D;

• diz¨¸nkciØ D soderßit (1,2)-peremennu¸ u_1. Postroit~ v fftom sluqae formuly G_1 = REDU CE(k, F [v_1]), G_2 = REDU CE(k, F [v_1]). Esli funkciØ SP LIT vydaet otvet “Vypolnima” hotØ by dlØ odnoæ iz nih, vydat~ otvet “Vypolnima”; inaqe “Nevypolnima”.

�

Lemma 7.1. Algoritm 7.1 rabotaet korrektno (t.e., po kraæneæ

mere odno iz usloviæ (K1)–(K5) vsegda vypolnØetsØ) i pravil~no rexaet zadaqu o vypolnimosti vhodnoæ formuly.

Dokazatel~stvo. Zametim, qto diz¨¸nkcii, neobhodimye na

xage (K5), budut naædeny. Delo v tom, qto esli ne vypolnilis~ usloviØ xagov (K1) i (K3), to v F ime¸tsØ poloßitel~- nye diz¨¸nkcii dliny ne menee treh. Esli k tomu ße ne vypolnilos~ uslovie xaga (K2), vse oni sostoØt iskl¸qitel~no iz

58 �. A. GIRX

(1,2)-peremennyh; rassmotrim odnu iz fftih diz¨¸nkciæ. Esli ne vypolnilos~ i uslovie xaga (K4), to odna iz peremennyh fftoæ diz¨¸nkcii vhodit v otricatel~nu¸ diz¨¸nkci¸, v kotoru¸ krome nee vhodØt tol~ko (1,3)-peremennye (formula F ne soderßit (1,4+)-peremennyh, tak kak ne vypolnilos~ uslovie xaga (K3)). KaßdaØ iz fftih (1,3)-peremennyh vhodit v poloßitel~nu¸ 2-diz¨¸nkci¸ (t.k. ne vypolnilos~ uslovie xaga (K2)). Poslednie upomØnutye otricatel~naØ i poloßitel~naØ diz¨¸nkcii podhodØt na rol~ diz¨¸nkciæ D i C na xage (K5). Itak, uslovie hotØ by odnogo iz xagov (K1)–(K5) vypolnØetsØ dlØ l¸boæ formuly, proxedxeæ obrabotku funkcieæ REDU CE. Poskol~ku kaßdyæ xag sokrawaet qislo diz¨¸nkciæ v formule, algoritm dolßen zakonqit~ svo¸ rabotu.

Edinstvennoe mesto algoritma, kotoroe moßet vyzvat~ somneniØ v tom, qto on vydaet pravil~nyæ otvet, ffto xag (K1) – obratnoe privedenie formuly v k–KNF–(1,∞) k k–KNF. Zametim, qto l¸boæ vypolnØ¸wiæ nabor dlØ ishodnoæ formuly poroßdaet vypolnØ¸wiæ nabor dlØ formuly, peredavaemoæ algoritmu A_K , esli dlØ kaßdoæ poloßitel~noæ diz¨¸nkcii {v_1, v_2} ostavit~ v nem rovno odnu iz peremennyh v_1 ili v_2 (odna iz nih v nem obØzatel~no est~, t.k. on vypolnØ¸wiæ, a drugaØ bez otricaniØ vhodit edinstvennyæ raz imenno v fftu diz¨¸nkci¸), a zatem proizvesti v nem takie ße zameny literalov, kak proizvodØtsØ v samoæ formule. V obratnu¸ ße storonu, po naboru, vypolnØ¸- wemu formulu, peredavaemu¸ algoritmu A_K , moßno postroit~ nabor, vypolnØ¸wiæ formulu F , proizvedØ vse ffti zameny v protivopoloßnom napravlenii: vse poØvivxiesØ obratno poloßitel~nye 2-diz¨¸nkcii budut imet~ rovno po odnomu poloßitel~nomu i otricatel~nomu literalu.

�

Rassmotrim derevo T_{7.1}, obrazovannoe estestvennym obrazom formulami, rasweplØemymi na xagah (K2)–(K5) Algoritma 7.1 i na xage (S3) funkcii SP LIT , vyzyvaemoæ iz Algoritma 7.1. Iz kaßdoæ ego vnutrenneæ verxiny vyhodit dva rebra, sootvetstvu¸wih formulam G_1 i G_2 libo F_1 i F_2 sootvetstvenno. List~Ømi dereva T_{7.1} budut formuly, kotorye, poluqiv na vhode, Algoritm 7.1 ne rasweplØet, a peredaet algoritmu A_K libo vydaet otvet srazu.

Lemma 7.2. Qislo raswepleniØ dereva T7.1 otnositel~no mery

PRINCIP RAZDELENI˚ ZNAKOV 59 sloßnosti K ne prevoshodit 1.1939.

Dokazatel~stvo.

Po Lemme 6.1 dostatoqno pokazat~, qto qisla raswepleniØ, sootvetstvu¸wie xagam (K2)–(K5), ne prevoshodØt 1.1939. Sluqaæ 1. Rasweplenie proizoxlo na xage (K2). V fftom sluqae qislo diz¨¸nkciæ v formule G_1 men~xe qisla diz¨¸nkciæ v formule F po kraæneæ mere na pØt~ za sqet isqeznoveniØ poloßitel~noæ diz¨¸nkcii C, soderßaweæ v_1, i qetyreh diz¨¸nkciæ, soderßawih otricaniØ drugih peremennyh, vhodØwih v C (ih suwestvovanie garantiruetsØ Lemmoæ 4.2).

Qto kasaetsØ formuly G_2, qislo diz¨¸nkciæ v neæ men~xe qisla diz¨¸nkciæ v formule F po kraæneæ mere na tri za sqet togo, qto pri ee postroenii isqeza¸t diz¨¸nkcii, soderßawie v_1.

�tomu sluqa¸ sootvetstvuet vektor raswepleniØ (3, 5) i qislo raswepleniØ τ ((3, 5)) < 1.1939.

Sluqaæ 2. Rasweplenie proizoxlo na xage (K3). V fftom sluqae formula F ne ØvlØetsØ formuloæ v KNF–(1,3). Znaqit, na xage (K3) v kaqestve peremennoæ v_1 budet vybrana (1,4+)-peremennaØ. Pust~ ona vhodit v diz¨¸nkci¸ {v_1, v_2, . . ., v_s}. (7.1) Sluqaæ 2.1. s = 2.

V fftom sluqae K(G) − K(G_1) > 3, tak kak krome samoæ diz¨¸nkcii (7.1), udalØemoæ srazu, na xage (R2) udalØ¸tsØ diz¨¸nkcii, soderßawie v_2 (po Lemme 4.2 ih ne menee dvuh). Pri perehode ot G k G_2 budut udaleny kak sama diz¨¸nkciØ (7.1) (na xage (R1)), tak i diz¨¸nkcii, soderßawie v_1. Poskol~ku v_1 – (1,4+)-peremennaØ, ih ne men~xe qetyreh. Itogo, K(G) − K(G_2) > 5. �tomu sluqa¸ sootvetstvuet vektor raswepleniØ (3, 5) i qislo raswepleniØ τ ((3, 5)) < 1.1939. Sluqaæ 2.2. s > 3.

V fftom sluqae K(G)−K(G_1) > 5, tak kak krome samoæ diz¨¸nkcii (7.1), udalØemoæ srazu, na xage (R2) udalØ¸tsØ diz¨¸nkcii, soderßawie v_2 i v_3 (po Lemme 4.2 ih ne menee qetyreh). S drugoæ storony, K(G)−K(G_2) > 4. Pri perehode ot G k G_2 budut udaleny diz¨¸nkcii, soderßawie v_1. Poskol~ku v_1 – (1,4+)-peremennaØ,

60 �. A. GIRX

ih ne men~xe qetyreh. �tomu sluqa¸ sootvetstvuet vektor raswepleniØ (4, 5) i qislo raswepleniØ τ ((4, 5)) < 1.1674. Sluqaæ 3. Rasweplenie proizoxlo na xage (K4). V fftom sluqae K(G) − K(G_1) > 5, tak kak krome samoæ diz¨¸nkcii C, udalØemoæ srazu, na xage (R2) udalØ¸tsØ diz¨¸nkcii, soderßawie v_2 i v_3 (po Lemme 4.2 ih ne menee qetyreh). S drugoæ storony, K(G)−K(G_2) > 3. Pri perehode ot G k G_2 budut udaleny dve diz¨¸nkcii, soderßawie v_1. Krome togo, budet udaleno vhoßdenie (1,2)-peremennoæ u_1. �to znaqit, qto na xage (R3) (ili na xage (R2)) budet udalena ewe po kraæneæ mere odna diz¨¸nkciØ. �tomu sluqa¸ sootvetstvuet vektor raswepleniØ (3, 5) i qislo raswepleniØ τ ((3, 5)) < 1.1939.

Sluqaæ 4. Rasweplenie proizoxlo na xage (K5). V fftom sluqae K(G) − K(G_1) > 3, tak kak krome samoæ diz¨¸nkcii C, udalØemoæ srazu, na xage (R2) udalØ¸tsØ diz¨¸nkcii, soderßawie v_1 (po Lemme 4.2 ih ne menee dvuh). S drugoæ storony, K(G) − K(G_2) > 5. Pri perehode ot G k G_2 budut udaleny tri diz¨¸nkcii, soderßawie v_1. Krome togo, budet udaleno vhoßdenie (1,2)-peremennoæ u_1. �to znaqit, qto na xage (R3) (ili na xage (R2)) budet udalena ewe po kraæneæ mere odna diz¨¸nkciØ. �tomu sluqa¸ sootvetstvuet vektor raswepleniØ (3, 5) i qislo raswepleniØ τ ((3, 5)) < 1.1939.

�

Teorema 7.1. Pust~ v Algoritme 5.1 v kaqestve algoritma M

ispol~zuetsØ Algoritm 7.1. V takom sluqae Algoritm 5.1 rexaet zadaqu o vypolnimosti formuly v k–KNF–(1,∞) za vremØ, ne prevoshodØwee p(L)1.1939^K, gde K – qislo diz¨¸nkciæ vo vhodnoæ formule, L – ee dlina, p – nekotoryæ polinom.

Dokazatel~stvo. To, qto algoritm pravil~no rexaet zadaqu o

vypolnimosti vhodnoæ formuly, sleduet iz Lemmy 4.1, Lemmy 5.1 i Lemmy 7.1. Qislo raswepleniØ dereva T_{5.1} otnositel~no mery sloßnosti K ne prevoshodit 1.1939 po Lemme 6.1. Pofftomu po Lemme 3.2 dlØ dokazatel~stva teoremy dostatoqno dokazat~, qto Algoritm 7.1 vyqislØet otvet za vremØ ne bolee q(L)1.1939^K, gde q – nekotoryæ polinom, K – qislo diz¨¸nkciæ v formule, podavaemoæ na vhod Algoritmu 7.1, L – ee dlina.

Pri peredaqe formuly algoritmu A_K qislo diz¨¸nkciæ v neæ znaqitel~no umen~xaetsØ. A imenno, esli H – formula, ko-

PRINCIP RAZDELENI˚ ZNAKOV 61

toru¸ algoritm A_K poluqil na vhode, to K(H) = K(F ) − N(F )/2. Algoritm A_K zakanqivaet svo¸ rabotu za vremØ, ne prevoshodØwee p_1(L)1.2664^{K(H)}, gde p_1 – nekotoryæ polinom. Poskol~ku F ØvlØetsØ formuloæ v KNF–(1,3), a kaßdaØ ee diz¨¸nkciØ soderßit ne menee dvuh literalov, N(F ) > K(F )/2. Pofftomu

1.2664^{K(H)} = 1.2664^{(K(F )−N(F )/2)} 6 1.2664^{34 K(F )} < 1.1938^{K(F )}.

Itak, na obrabotku kaßdogo iz list~ev dereva T_{7.1} zatraqivaetsØ vremØ ne bolee p_2(L)1.1938^m. Pust~ f(m) = p_2(L)1.1938^m. Algoritm 7.1 zatraqivaet na obrabotku vhodnoæ formuly vremØ ne bolee p_3(L) ∑ l−list T7.1 f(K(l)). (7.2)

Po Lemme 7.2 qislo raswepleniØ dereva T_{7.1} ne prevoshodit 1.1939. Pofftomu po Lemme 3.2 summa (7.2) ne prevoshodit p_3(L)p_2(L) max(1.1939, 1.1938)^K = p(L)1.1939^K.

�

§8. Algoritm dlØ korotkih formul.

Qtoby poluqit~ iz Algoritma 5.1 algoritm, horoxo rabota¸wiæ dlØ korotkih formul, primenim v nem v kaqestve M sledu¸wiæ algoritm.

Algoritm 8.1 (Algoritm ML)

Vhod: • qislo k ∈ N ∪ {+∞}, • formula F , prinadleßawaØ klassu k–KNF–(1,∞)–(+/–), obrabotannaØ funkcieæ REDU CE.

Vyhod: “Vypolnima”, esli F vypolnima; v protivnom sluqae

“Nevypolnima”.

Metod:

(L1) Proverit~, ØvlØetsØ li F formuloæ v KNF–(1,2). Esli ØvlØetsØ, to vydat~ otvet, vydavaemyæ dlØ fftoæ formuly algoritmom Kull~manna i L¸khardta iz [9] dlØ formul KNF–(1,2), rabota¸wim vremØ p_1(L)1.0416^L.

62 �. A. GIRX

(L2) Vybrat~ peremennu¸ v_1, kotoraØ vhodit v formulu F naibol~xee qislo raz. Postroit~ formuly G_1 = REDU CE(k, F [v_1]), G_2 = REDU CE(k, F [v_1]). Esli funkciØ SP LIT vydaet otvet “Vypolnima” hotØ by dlØ odnoæ iz nih, vydat~ otvet “Vypolnima”; inaqe “Nevypolnima”.

�

Teorema 8.1. Pust~ v Algoritme 5.1 v kaqestve algoritma M

ispol~zuetsØ Algoritm 8.1. V takom sluqae Algoritm 5.1 rexaet zadaqu o vypolnimosti formuly v k–KNF–(1,∞) za vremØ, ne prevoshodØwee q(L)1.0644^L, gde L – dlina vhodnoæ formuly, q – nekotoryæ polinom.

Dokazatel~stvo. To, qto algoritm pravil~no rexaet zadaqu o

vypolnimosti vhodnoæ formuly, sleduet iz Lemmy 4.1, Lemmy 5.1 i korrektnosti ispol~zuemogo vnutri Algoritma 8.1 algoritma iz [9]. Qislo raswepleniØ dereva T_{5.1} otnositel~no mery sloßnosti L ne prevoshodit 1.0644 po Lemme 6.2. Pofftomu po Lemme 3.2 dlØ dokazatel~stva teoremy dostatoqno dokazat~, qto Algoritm 8.1 vyqislØet otvet za vremØ ne bolee p(L)1.0644^L, gde p – nekotoryæ polinom, L – dlina formuly, podavaemoæ na vhod Algoritmu 7.1.

Rassmotrim derevo T_{8.1}, obrazovannoe estestvennym obrazom formulami, rasweplØemymi na xage (L2) Algoritma 8.1 i na xage (S3) funkcii SP LIT , vyzyvaemoæ iz Algoritma 8.1. Iz kaßdoæ ego vnutrenneæ verxiny vyhodit dva rebra, sootvetstvu- ¸wih formulam G_1 i G_2 libo F_1 i F_2 sootvetstvenno. List~Ømi dereva T_{8.1} budut formuly, kotorye, poluqiv na vhode, Algoritm 8.1 ne rasweplØet, a peredaet algoritmu Kull~manna i L¸khardta iz [9] libo vydaet otvet srazu.

Poskol~ku vremØ raboty algoritma iz [9] ne prevoshodit p_1(L)1.0416^L, dlØ dokazatel~stva iskomoæ ocenki po Lemme 3.2 dostatoqno pokazat~, qto qislo raswepleniØ dereva T_{8.1} ne prevoshodit 1.0644. Qisla raswepleniØ, sootvetstvu¸wie xagu (S3), udovletvorØ¸t fftomu uslovi¸ po Lemme 6.2. Ostalos~ dokazat~ to ße samoe pro qisla raswepleniØ, sootvetstvu¸wie

PRINCIP RAZDELENI˚ ZNAKOV 63

xagu (L2). No kak uße bylo otmeqeno, razbor SluqaØ 1 v Lemme 6.2 ne ispol~zuet fakta, qto v odnu iz diz¨¸nkciæ, soderßawih a_1, vhodit poloßitel~nyæ literal b. Uslovie SluqaØ 1 Lemmy 6.2 na xage (L2) takße vypolnØetsØ, pofftomu ffti rassußdeniØ moßno ispol~zovat~ i dlØ xaga (L2).

Teorema dokazana.

�

§9. Algoritm dlØ formul s malym qislom peremennyh.

Qtoby poluqit~ iz Algoritma 5.1 algoritm, horoxo rabota- ¸wiæ dlØ formul s malym qislom peremennyh, primenim v nem v kaqestve M algoritm, privedennyæ niße. V nem upotreblØetsØ v kaqestve podprogrammy kakoæ-nibud~ algoritm, horoxo rabota¸wiæ dlØ formul klassa k–KNF. My ne budem fiksirovat~ zdes~ konkretnyæ algoritm, tak kak sluqaæ ego primeneniØ – kritiqeskaØ toqka ocenki, qem luqxiæ algoritm my voz~mem, tem luqxu¸ ocenku poluqim.

Algoritm 9.1 (Algoritm MN )

Vhod: • qislo k ∈ N ∪ {+∞}, • formula F , prinadleßawaØ klassu k–KNF–(1,∞)–(+/–).

Vyhod: “Vypolnima”, esli F vypolnima; v protivnom sluqae

“Nevypolnima”.

Metod:

(N1) Pust~ v F imeetsØ poloßitel~naØ diz¨¸nkciØ, sosto- ØwaØ po kraæneæ mere iz qetyreh literalov C = {v_1, v_2, . . . , v_s}. V fftom sluqae postroit~ formuly G_1 = REDU CE(k, F [v_1]), G_2 = REDU CE(k, F [v_1]). Esli hotØ by dlØ odnoæ iz nih funkciØ SP LIT vydaet “Vypolnima”, vydat~ “Vypolnima”; inaqe “Nevypolnima”.

(N2) Pust~ v F imeetsØ poloßitel~naØ diz¨¸nkciØ iz treh literalov C = {v_1, v_2, v_3}. V fftom sluqae postroit~ for-

64 �. A. GIRX

muly G_1 = F [v_1],

G_2 = F [v_1].

Esli hotØ by dlØ odnoæ iz nih algoritm M_N vydaet “Vypolnima”, vydat~ “Vypolnima”; inaqe “Nevypolnima”.

(N3) Poloßit~ H_1 = F .

(N4) Poloßit~ P = {mnoßestvo vseh poloßitel~nyh diz¨¸nkciæ F }.

(N5) DlØ kaßdoæ C = {u_1, u_2} ∈ P prodelat~ sledu¸wu¸ operaci¸: udalit~ C iz H_1, a zatem zamenit~ v H_1 vse vhoßdeniØ u_2 na u_1.

(N6) Poloßit~ H = H_1. Vydat~ rezul~tat primeneniØ kakogolibo algoritma A_N , vyØsnØ¸wego vypolnimost~ k–KNF, k formule REDU CE(k, H).

�

Lemma 9.1. Algoritm 9.1 pravil~no rexaet zadaqu o vypolnimo-

sti vhodnoæ formuly.

Dokazatel~stvo. Po Lemme 4.1 i Lemme 5.1, edinstvennoe me-

sto Algoritma 9.1, kotoroe moßet vyzvat~ somneniØ v tom, qto on vydaet pravil~nyæ otvet, ffto xagi (N3)–(N6) – obratnoe privedenie formuly v k–KNF–(1,∞) k k–KNF. Zametim, qto l¸boæ vypolnØ¸wiæ nabor dlØ ishodnoæ formuly F poroßdaet vypolnØ¸wiæ nabor dlØ formuly H (formula ffkvivalentnaØ kotoroæ peredaetsØ algoritmu A_N ): dlØ kaßdoæ poloßitel~noæ diz¨¸nkcii {v_1, v_2} ostavim v fftom vypolnØ¸wem nabore rovno odnu iz peremennyh v_1 ili v_2 (odna iz nih v nem obØzatel~no est~, t.k. on vypolnØ¸wiæ, a drugaØ bez otricaniØ vhodit edinstvennyæ raz imenno v fftu diz¨¸nkci¸), a zatem proizvedem v nem takie ße zameny literalov, kakie proizvodØtsØ v formule H_1. V obratnu¸ ße storonu, po naboru, vypolnØ¸wemu formulu H, moßno postroit~ nabor, vypolnØ¸wiæ formulu F , proizvedØ vse ffti zameny v protivopoloßnom napravlenii: vse poØvivxiesØ obratno poloßitel~nye 2-diz¨¸nkcii budut imet~ rovno po odnomu poloßitel~nomu i otricatel~nomu literalu.

�

PRINCIP RAZDELENI˚ ZNAKOV 65

Lemma 9.2. Pust~ F – formula v k–KNF–(1,∞)–(+/–), obrabo-

tannaØ funkcieæ REDU CE, L – ee dlina, N – qislo vstreqa¸- wihsØ v neæ peremennyh, T (n) = p_1(L) γ^n – verhnØØ ocenka vremeni raboty algoritma A_N dlØ formuly, v kotoru¸ vhodit n peremennyh, 1 < γ 6 2, p_1 – nekotoryæ polinom. Togda

(1) esli k = 3, to Algoritm 9.1 vyqislit otvet dlØ formuly F za vremØ p_2(L) (γ + 1)^{N/3} dlØ podhodØwego polinoma p_2;

(2) esli k > 3, to Algoritm 9.1 vyqislit otvet dlØ formuly F za vremØ q_2(L) max ( 1.3803, (γ + 1)^{1/3} )_N dlØ podhodØwego polinoma q_2.

Dokazatel~stvo. (1) Zametim, qto v fftom sluqae Algoritm 9.1

nikakih deæstviæ na xage (N1) ne proizvodit. Pust~ formula F soderßit t 6 N/3 poloßitel~nyh diz¨¸nkciæ, sostoØwih iz treh literalov. Rassmotrim derevo T_{9.1}, obrazovannoe estestvennym obrazom formulami, rasweplØemymi na xage (N2). Iz kaßdoæ ego vnutrenneæ verxiny vyhodit dva rebra, sootvetstvu¸wih formulam G_1 i G_2. Budem nazyvat~ ffti rebra sootvetstvenno rebrami tipa (1) i tipa (2). List~Ømi dereva T_{9.1} budut formuly, kotorye Algoritm 9.1 ne rasweplØet, a peredaet algoritmu A_N .

Pri prohode po rebru tipa (2) udalØetsØ odna peremennaØ, pri prohode po rebru tipa (1) udalØetsØ odna peremennaØ i udalØ¸tsØ edinstvennye poloßitel~nye vhoßdeniØ ewe dvuh peremennyh, otricatel~nye vhoßdeniØ kotoryh udalØ¸tsØ zatem na xage (R2) funkcii REDU CE, vyzyvaemoæ na xage (N6). Koliqestvo ostal~nyh peremennyh (vhodØwih v poloßitel~nye 2- diz¨¸nkcii) umen~xaetsØ v dva raza na xage (N5). Pofftomu esli put~ iz kornØ (ishodnoæ formuly, peredannoæ iz Algoritma 5.1) do nekotorogo lista prohodit rovno qerez i_1 reber tipa (1) i rovno qerez i_2 reber tipa (2), to v formule, nahodØweæsØ v fftom liste, imeetsØ ne bolee (N − 3i_1 − i_2)/2 peremennyh. Zametim, qto i_1 + i_2 = t, tak kak v rezul~tate raswepleniØ ne mogut isqezat~ poloßitel~nye 3-diz¨¸nkcii, otliqnye ot neposredstvenno rasweplØemoæ, i ne mogut poØvit~sØ novye. DlØ dannyh i_1 i i_2 v dereve T_{9.1} imeetsØ ne bolee (_t i2 ) razliqnyh list~ev s podobnym putem iz kornØ. Poskol~ku processy raswepleniØ formuly, vyzova funkcii i xagi (N3)–(N6) otnima¸t lix~ polinomial~- noe vremØ, Algoritm 9.1 dolßen vydat~ otvet, zatrativ vremØ

66 �. A. GIRX

ne bolee qem p3(L) t∑ i_2=0 ( t i2 ) T ((N − 3i1 − i2)/2) =

= p3(L) t∑ i_2=0 ( t i2 ) γ(N�3i_1�i_2)/2_{p1(L) =} = p1(L)p3(L) t∑ i_2=0 ( t i2 ) γ(N+2i^2�3t)/2 =

= γ(N�3t)/2p2(L) t∑ i_2=0 ( t i2 ) γi^2 =

= γ(N�3t)/2p2(L)(γ + 1)t = = γN/2p2(L) ( γ + 1 γ3/2 )t

            6

6 γ^{N/2}p_2(L)

( γ + 1 γ3/2 )N/3 = = p2(L)(γ + 1)N/3,

gde p_3(L) – nekotoryæ podhodØwiæ polinom, p_2 = p_1p_3. Spravedlivost~ neravenstva vytekaet iz togo, qto dlØ 1 < γ 6 2 verno, qto γ + 1 > γ^{3/2}, a t 6 N/3.

(2) Postroim derevo T^′_{9.1}, vnutrennimi verxinami kotorogo ØvlØ¸tsØ formuly, rasweplØemye na xage (N1) Algoritma 9.1 i na xage (S3) funkcii SP LIT , vyzyvaemoæ iz Algoritma 9.1. Iz kaßdoæ ego vnutrenneæ verxiny vyhodit dva rebra, sootvetstvu¸wih formulam G_1 i G_2 libo F_1 i F_2 sootvetstvenno. List~Ømi dereva T^′_{9.1} budut formuly, kotorye, poluqiv na vhode, Algoritm 9.1 rasweplØet ne na xage (N1), a na xage (N2), libo peredaet algoritmu A_N . Kaßdyæ iz fftih list~ev predstavlØet soboæ nekotoru¸ formulu G v k–KNF–(1,∞)–(+/–), kaßdaØ iz poloßitel~nyh diz¨¸nkciæ kotoroæ soderßit ne bolee treh literalov. TakaØ formula obrabatyvaetsØ po (1) za vremØ ne bolee qem p_2(L)(γ + 1)^{N(G)/3} (netrudno zametit~, qto v dokazatel~stve

PRINCIP RAZDELENI˚ ZNAKOV 67

punkta (1) ograniqenie k = 3 ispol~zuetsØ tol~ko primenitel~- no k poloßitel~nym diz¨¸nkciØm). Xagu (N1) sootvetstvuet vektor raswepleniØ (1,4) i qislo raswepleniØ τ (1, 4) < 1.3803. Po Lemme 6.3 qisla raswepleniØ dereva T^′_{9.1}, sootvetstvu¸wie ostal~nym verxinam, takße ne prevoshodØt 1.3803. Ots¸da po Lemme 3.2 poluqaem iskomoe utverßdenie.

�

Teorema 9.1. Pust~ F – formula v k–KNF–(1,∞), L – ee dli-

na, N – qislo vstreqa¸wihsØ v neæ peremennyh, T (n) = γ^N p_1(L) – verhnØØ ocenka vremeni raboty algoritma A_N dlØ formuly, v kotoru¸ vhodit n peremennyh, 1 < γ 6 2, p, p_1 – podhodØwie polinomy. Pust~ takße v Algoritme 5.1 v kaqestve algoritma M ispol~zuetsØ Algoritm 9.1. V takom sluqae Algoritm 5.1 rexaet zadaqu o vypolnimosti formuly v k–KNF–(1,∞) i vydaet otvet za vremØ, ne prevoshodØwee

(1) p(L)(max(1.3248, (γ + 1)^{1/3}))^N , esli k = 3; (2) p(L)(max(1.3803, (γ + 1)^{1/3}))^N , esli k > 3.

Dokazatel~stvo. To, qto algoritm pravil~no rexaet zadaqu o

vypolnimosti vhodnoæ formuly, sleduet iz Lemmy 4.1, Lemmy 5.1 i Lemmy 9.1.

(1) Zametim, qto vremØ raboty Algoritma 5.1 polinomial~- no zavisit ot vremeni, zatraqivaemogo Algoritmom 9.1 na obrabotku vseh peredavaemyh v nego formul. �to vremØ ravno ∑ l−list T5.1 f(N(Gl)), gde Gl – formula, kotoroæ pomeqen list

l dereva T_{5.1}, f(ν) – vremØ, zatraqivaemoe Algoritmom 9.1 na obrabotku formuly, v kotoroæ vstreqa¸tsØ ν peremennyh. Po Lemme 9.2 f(ν) = p_2(L) (γ + 1)^{ν/3}. Po Lemme 6.3 imeem τ_{max} 6 1.3248. Takim obrazom, po Lemme 3.2 iskomaØ summa ravna p(L)(max(1.3248, (γ + 1)^{1/3}))^N dlØ podhodØwego polinoma p.

(2) Analogiqno (1).

�

Sledstvie 9.1. Pust~ qislo k, podavaemoe na vhod Algorit-

ma 5.1, ravno trem. Esli v kaqestve algoritma A_N vzØt~ algoritm iz [8], to vremØ raboty Algoritma 5.1 sostavit p(L)1.3566^N .

68 �. A. GIRX

Dokazatel~stvo. V [8] Kull~mannom pokazano, qto ego algo-

ritm vyØsnØet vypolnimost~ formuly v 3–KNF^1 za vremØ p(L)1.49625^{N(F )}. Iz fftogo po Teoreme 9.1 vytekaet iskomaØ ocenka p(L)(max(1.3248, 2.49625^{1/3}))^N 6 p(L)(max(1.3248, 1.3566))^N = p(L)1.3566^N .

�

Sledstvie 9.2. Pust~ qislo k, podavaemoe na vhod Algorit-

ma 5.1, bol~xe treh. Togda esli v kaqestve algoritma A_N vzØt~ algoritm iz [12], to vremØ raboty Algoritma 5.1 sostavit p(L)(ψ(k) + 1)^{N/3}, gde ψ(k) = τ ((1, 2, . . ., k − 1)).

Dokazatel~stvo. V [12] B. Monienom i E. Xpekenmeæerom po-

kazano, qto ih algoritm vyØsnØet vypolnimost~ formuly v k– KNF za vremØ p(L)ψ(k)^N , gde ψ(k) = τ ((1, . . . , k − 1)). Nesloßnye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto τ ((1, 4)) < τ ((1, 2, 3)) 6 . . . 6 τ ((1, 2, . . ., k−1)). Iz fftogo po Teoreme 9.1 vytekaet iskomaØ ocenka p(L)(max(1.3803, (ψ(k) + 1)^{1/3}))^N = p(L)(ψ(k) + 1)^{N/3}.

�

Niße privoditsØ tablica priblißennyh znaqeniæ ψ(k) i (ψ(k) + 1)^{1/3}.

k ψ(k) (ψ(k) + 1)^{1/3}

4 1.8393 1.4161

5 1.9276 1.4306

6 1.9660 1.4368

7 1.9836 1.4397

Tabl. 2. Priblißennye znaqeniØ ψ(k) i (ψ(k) + 1)^{1/3}.

§10. Sledstvie dlØ obweæ zadaqi VYP.

DlØ zadaqi vypolnimosti formuly v KNF, ravno kak i dlØ ee podzadaq, podobnyh rassmotrennoæ v fftoæ stat~e, izvestny razliqnye verhnie ocenki v zavisimosti ot parametrov vhodnoæ formuly (dliny, qisla diz¨¸nkciæ, qisla peremennyh). �ti

1V stat~e [8] algoritm sformulirovan v terminah dvoæstvennoæ zadaqi, zadaqi tavtologiqnosti 3-DNF.

PRINCIP RAZDELENI˚ ZNAKOV 69

verhnie ocenki dostiga¸tsØ pri ispol~zovanii raznyh algoritmov. Qtoby poluqit~ otvet na vopros o vypolnimosti dannoæ formuly kak moßno bystree, sleduet zapustit~ ffti algoritmy na ispolnenie parallel~no libo zapustit~ tot iz nih, ocenka vremeni raboty kotorogo dlØ dannoæ formuly ØvlØetsØ nailuqxeæ. Takim obrazom voznika¸t ocenki, zavisØwie ot dopolnitel~nyh parametrov –^K_N ,^L_N i t. d., “ob¨edinØ¸wie” ocenki razliqnyh algoritmov. Nekotorye ocenki takogo roda dlØ razliqnyh klassov bulevyh formul rassmotreny v [9]. Niße my rassmotrim odnu verhn¸¸ ocenku dlØ formul v KNF, voznika¸wu¸ pri primenenii rezul~tatov dannoæ stat~i. Krome oqevidnyh ocenok dlØ formul v KNF–(1,∞), voznika¸wih pri ob¨edinenii ocenok §§7–9, okazyvaetsØ, qto iz fftih rezul~tatov moßno vyvesti i odnu ocenku dlØ proizvol~nyh formul v KNF.

Rassmotrim formulu F v KNF. My moßem preobrazovat~ ee v formulu G v KNF–(1,∞) za polinomial~noe vremØ, priqem ee parametry izmenØtsØ sledu¸wim obrazom:

K(G) = K(F ) + N(F ), L(G) = L(F ) + 2 · N(F ), N(G) = 2 · N(F ).

�to moßno sdelat~, zameniv vse vhoßdeniØ kaßdogo poloßitel~- nogo literala v ∈ V na otricanie novoæ peremennoæ x_v i dobaviv diz¨¸nkci¸ v ∨ x_v. �kvivalentnost~ vypolnimosti formul F i G oqevidna.

Esli teper~ primenit~ ocenku Teoremy 8.1 k naxeæ formule, my poluqim, qto vopros o vypolnimosti formuly F v KNF moßno vyØsnit~ za vremØ

p(L(G))1.0644^{L(G)} 6 p^′(L(F ))1.0644^{(L(F )+2·N(F ))},

gde p, p^′ – nekotorye polinomy. Zametim, qto pri opredelennyh znaqeniØh^{L(F )}_{N(F )} ffto vyraßenie daet ocenku luqxu¸, qem 1.0801^{L(F )}-algoritm iz [9] i obyqnyæ 2^{N(F )}-algoritm. Naibolee optimal~nym budet algoritm, kotoryæ obrabatyvaet formuly, u kotoryh L(F ) < 8.49N(F ), s pomow~¸ 1.0801^{L(F )}-algoritma iz [9], formuly, u kotoryh L(F ) > 9.12N(F ), s pomow~¸ obyqnogo 2^{N(F )}-algoritma, a ostal~nye – s pomow~¸ Algoritma 5.1, v kotorom v kaqestve algoritma M ispol~zuetsØ Algoritm 8.1.

70 �. A. GIRX

Niße predstavlen grafik, otraßa¸wiæ zavisimost~ osnovaniØ α ffksponenty α^{L(F )} ot^L_N =^{L(F )}_{N(F )} . Dannye dlØ formul, u kotoryh L N < 3, ne privodØtsØ, tak kak takie formuly soderßat peremennye, vhodØwie ne bolee dvuh raz, i preobrazu¸tsØ za polinomial~noe vremØ v formuly, u kotoryh^L_N > 3. Po-vidimomu, dlØ vyØsneniØ vypolnimosti takih formul suwestvuet ewe bolee ffffektivnyæ algoritm.

Literatura

1. M. Gffri, D. Dßonson, Vyqislitel~nye maxiny i trudnorexaemye zadaqi. Moskva, Mir, 1982.

2. E. ˚. Dancin, Sistemy dokazatel~stva tavtologiqnosti, osnovannye na metode raswepleniæ. DissertaciØ na soiskanie stepeni kand. f.-m. n.. Leningrad, LOMI, 1983.

3. E. ˚. Dancin, Algoritmika zadaqi vypolnimosti. — v sb.: Problemy sokraweniØ perebora, v serii : Voprosy kibernetiki, N 131 (1987), Moskva, AN SSSR.

4. E. ˚. Dancin, V. ˚. Kreænoviq, �ksponencial~nye verhnie ocenki dlØ zadaqi vypolnimosti. — v sb.: DevØtaØ vseso¸znaØ konferenciØ po matematiqeskoæ logike. Tezisy dokladov. Leningrad, 1988, ”Nauka”.

5. M. Davis, H. Putnam, A computing procedure for quantification theory. — J.

Assoc. Comp. Mach. 7 (1960), 201–215.

6. E. A. Hirsch, Deciding satisfiability of formulas with K clauses in less than 20.30897K steps. Steklov Institute of Mathematics at St.Petersburg, PDMI preprint 4/1997, 1997.

7. E. A. Hirsch, Two new upper bounds for SAT. Proceedings of the Ninth Annual ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms, 1998. To appear.

8. O. Kullmann, A systematical approach to 3-SAT-decision, yielding 3-SAT-de-cision in less than 1.5045^n steps. — Theoretical Computer Science. To appear.

PRINCIP RAZDELENI˚ ZNAKOV 71

9. O. Kullmann, Worst-case analysis, 3-SAT decision and lower bounds: approaches for improved SAT algorithms. — DIMACS Proceedings SAT Workshop 1996 (Eds.: Gu, Du, Pardalos, eds.), American Mathematical Society, 1996.

10. O. Kullmann and H. Luckhardt, Deciding propositional tautologies: Algorithms and their complexity. Frankfurt a. M., manuscript, December 1996.

11. H. Luckhardt, Obere Komplexitätsschranken für TAUT-Entscheidungen. — Proc.

Frege Conference 1984. 331–337, Schwerine, Akademie-Verlag Berline. 12. B. Monien, E. Speckenmeyer, 3-satisfiability is testable in O(1.62r) steps. — Bericht Nr. 3/1979. Universität-Gesamthochschule-Paderborn, Reihe Theoretische Informatik.

13. B. Monien, E. Speckenmeyer, Solving satisfiability in less then 2n steps. — Discrete Applied Mathematics 10 (1985), 287–295.

14. I. Schiermeyer, Pure literal look ahead: An O(1.497n) 3-Satisfiability algorithm.

— Workshop on the Satisfiability Problem Technical Report (J. Franco, G. Gallo, H. Kleine Büning, E. Speckenmeyer, C. Spera University Köln, Report No.

96-230, eds.), Siena, April, 29 – May, 3, 1996.

Hirsch E. A. Separating sings in the propositional satisfiability problem.

In 1980 B. Monien and E. Speckenmeyer, and (independently) Dantsin, proved that satisfiability of a propositional formula in CNF can be checked in less than 2^N steps (N is the number of variables). Later many other upper bounds for SAT and its subproblems we proved. A formula in CNF is in CNF-(1, ∞), if each positive literal occurs in it at most once. H. Luckhardt in 1984 studied formulas in CNF-(1, ∞). In this paper we prove several new upper bounds for formulas in CNF-(1, ∞) by introducing new signs separation principle. Namely, we present algorithms working the time of the order 1.1939^K and 1.0644^L for a formula consisting of K clauses containing L literals occurences. We also present an algorithm for formulas in CNF-(1, ∞) whose clauses are bounded in length.

Postupilo 19 aprelØ 1997 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN