M. A. Vsemirnov

DIOFANTOVY PREDSTAVLENI˚ LINE`NYH REKURRENTNYH POSLEDOVATEL^NOSTE`. II

1. Vvedenie

V nastoØweæ stat~e my prodolßaem issledovanie voprosa o prØmyh metodah postroeniØ diofantovyh predstavleniæ lineænyh rekurrentnyh posledovatel~nosteæ, postavlennogo v [2, Otkrytyæ vopros 2.3]. Motivirovku i podrobnu¸ postanovku zadaqi, moßno naæti v rabote avtora [3]. Istori¸ voprosa sm. v [12, gl. 2]. Bol~xinstvo rezul~tatov dannogo cikla rabot bylo anonsirovano avtorom v [2, 4, 5].

Napomnim osnovnye opredeleniØ, konstrukcii i rezul~taty raboty [3], kotorye potrebu¸tsØ v dal~neæxem.

Opredelenie. Mnoßestvo n-ok celyh qisel M nazyvaetsØ dio-

fantovym, esli suwestvuet mnogoqlen P (y_1, . . . , y_n, x_1, . . . , x_m) s celymi kofffficientami takoæ, qto ⟨a_1, . . . , a_n⟩ ∈ M ⇐⇒ ∃x_1 ∈ N . . . . . . ∃x_m ∈ N [P (a_1, . . . , a_n, x_1, . . . , x_m) = 0]. (1)

�kvivalentnost~ (1) nazyvaetsØ diofantovym predstavleniem mnoßestva M.

Zameqanie. V fundamental~noæ rabote ı. V. MatiØseviqa [11]

bylo dokazano, qto teoretiko-qislovoe ponØtie diofantova mnoßestva sovpadaet s ponØtiem rekursivno-pereqislimogo mnoßestva. Sm. takße [12].

Tradicionno, v zadaqah postroeniØ diofantovyh predstavleniæ req~ idet o mnoßestvah n-ok natural~nyh qisel. V dannom sluqae bolee estestvenno rassmatrivat~ mnoßestva celoqislennyh n-ok, poskol~ku fflementy proizvol~noæ lineænoæ rekurrentnoæ posledovatel~nosti mogut byt~ kak poloßitel~nymi,

Rabota vypolnena pri podderßke ISSEP (granty a96-1965 i a97-2261). 5

6 M. A. VSEMIRNOV tak i otricatel~nymi. Po fftoæ ße priqine inogda budet udobno rassmatrivat~ Z-diofantovy predstavleniØ, t.e. predstavleniØ, analogiqnye (1), no v kotoryh peremennye x_1, x_2, . . . , x_m prinima¸t celoqislennye znaqeniØ.

Horoxo izvestno, qto ponØtiØ diofantova mnoßestva i Zdiofantova mnoßestva sovpada¸t (sm., naprimer, [12, §1.3]), toqnee, po diofantovu predstavleni¸ mnoßestva my moßem postroit~ ego Z-diofantovo predstavlenie i naoborot. �ta ße tehnika pozvolØet pokazat~, qto esli mnoßestvo M ⊂ Z^n diofantovo, to mnoßestva n-ok natural~nyh qisel M^′ = {⟨a_1, . . . , a_n⟩ ∈ N^n : ∃⟨b_1, . . . , b_n⟩ ∈ M [a_1 = |b_1|, . . . , a_n = |b_n|]} i M^{′′} = M ∩ N^n takße ØvlØ¸tsØ diofantovymi.

V dal~neæxem, qtoby izbeßat~ gromozdkih formul, my ne budem Øvno preobrazovyvat~ Z-diofantovy predstavleniØ v diofantovy. Po fftoæ ße priqine, my budem rassmatrivat~ sistemy diofantovyh uravneniæ. Pri neobhodimosti takie sistemy mogut byt~ svernuty v odno diofantovo uravnenie. Krome togo, my budem ispol~zovat~ prosteæxie otnoxeniØ, takie kak delimost~ ili neravenstva, diofantovost~ kotoryh oqevidna.

2. Rekurrentnye posledovatel~nosti i ih svoæstva

Pust~ posledovatel~nost~ a_n opredelena rekurrentnym sootnoxeniem k-go porØdka (t.e. kaßdyæ posledu¸wiæ fflement predstavlØetsØ v vide lineænoæ kombinacii k fflementov, neposredstvenno predxestvu¸wih emu)

a_{n+k} = b_{k−1}a_{n+k−1} + . . . + b_0a_n, (2)

i naqal~nymi usloviØmi

a_0 = 1, a_{−1} = a_{−2} = . . . = a_{−k+1} = 0. (3)

Kofffficienty rekurrentnogo sootnoxeniØ b_i – celye qisla. Krome togo, my nakladyvaem dopolnitel~noe ograniqenie

b_0 = ±1, (4)

�to ograniqenie pozvolØet doopredelit~ dannu¸ posledovatel~nost~ dlØ vseh otricatel~nyh n na osnovanii sootnoxeniØ

a_n = (a_{n+k} − b_{k−1}a_{n+k−1} − . . . b_1a_{n+1})/b_0. (5)

DIOFANTOVY PREDSTAVLENI˚ 7 Pri fftom my poluqim beskoneqnu¸ v obe storony celoznaqnu¸ posledovatel~nost~. V dal~neæxem my ograniqimsØ tol~ko takimi posledovatel~nostØmi.

Dalee my budem rassmatrivat~ naibolee interesnyæ dlØ priloßeniæ sluqaæ, kogda mnogoqlen

f(λ) = t^k − b_{k−1}t^{k−1} − . . . − b_1t − b_0 (6)

neprivodim nad polem Q. Kak my uvidim dalee, vo vseh interesu¸wih nas sluqaØh uslovie neprivodimosti mnogoqlena f moßno budet vyrazit~ s pomow~¸ sistemy diofantovyh uravneniæ otnositel~no b_0, b_1, . . . , b_{k−1}.

Pod diofantovym predstavleniem lineænoæ rekurrentnoæ posledovatel~nosti (2)–(3) my budem ponimat~ diofantovo predstavlenie mnoßestva M = {⟨u, n⟩ | u = a_n}. (7) Otmetim odin trivial~nyæ sluqaæ. A imenno, esli mnogoqlen f, opredelennyæ soglasno (6), ØvlØetsØ l-ym mnogoqlenom deleniØ kruga, to rassmatrivaemaØ posledovatel~nost~ budet periodiqnoæ s periodom ne bol~xe l. Deæstvitel~no, horoxo izvestno, qto esli mnogoqlen f imeet k razliqnyh korneæ λ_{(1)} = λ, λ_{(2)}, . . . , λ_{(k)}, to naædutsØ kofffficienty c_j, j = 1, . . . , k, takie, qto

a_n = k∑ j=1 c_jλ^n_{(j)}.

Tak kak v rassmatrivaemom sluqae vse λ_{(j)} est~ korni iz 1, to zakl¸qaem, qto posledovatel~nost~ a_n periodiqna. A dlØ periodiqeskoæ posledovatel~nosti (pri fiksirovannyh b_0, b_1, . . . , b_{k−1}) zadaqa postroeniØ ee diofantova predstavleniØ trivial~na. Pofftomu dalee my ne rassmatrivaem fftot sluqaæ i predpolagaem, qto f ne ØvlØetsØ mnogoqlenom deleniØ kruga.

Napomnim osnovnu¸ tehniqesku¸ konstrukci¸, vvedennu¸ v [3]. Rassmotrim kvadratnye matricy porØdka k (niße E obozna-

8 M. A. VSEMIRNOV qaet ediniqnu¸ matricu):

B = 0 0 . . . 0 b_0 1 0 . . . 0 b_1 0 1 . . . 0 b_2 . . . . ... . . . . 0 0 . . . 1 b_{k−1} (8)

A(x_0, x_1, . . . , x_{k−1}) = k−1∑ l=0 x_l B^l − l∑ j=1 b_{k−j}B^{l−j} =

= x_0E + x_1(B − b_{k−1}E)+ . . . + x_{k−1}(B^{k−1} − b_{k−1}B^{k−2} − . . .− b_1E), (9) A^∗(n) = A(a_n, a_{n−1}, . . . , a_{n−k+1}). (10) Opredelim odnorodnyæ mnogoqlen k-æ stepeni ot k peremennyh:

F_B (x_0, x_1, . . . , x_{k−1}) = det A(x_0, x_1, . . . , x_{k−1}). (11)

Kak bylo pokazano v [3], F_B(a_n, a_{n−1}, . . . , a_{n−k+1}) = det B^n = ±1, F_B (−a_n, −a_{n−1}, . . . , −a_{n−k+1}) = det(−B)^n = ±1. (12) Estestvenno voznikaet vopros o tom, kogda ffti sootnoxeniØ polnost~¸ harakterizu¸t rassmatrivaemu¸ posledovatel~nost~. Dadim sledu¸wee opredelenie.

Opredelenie (sm. [3]). Budem govorit~, qto sootnoxenie

F_B(x_0, x_1, . . . , x_{k−1}) = ±1 (13)

ØvlØetsØ harakteristiqeskim dlØ posledovatel~nosti (2)–(3), esli vse udovletvorØ¸wie emu celoqislennye nabory ⟨x_0,x_1,. . . ,x_{k−1}⟩ isqerpyva¸tsØ sledu¸wimi dvumØ seriØmi: ⟨x_0, x_1, . . . , x_{k−1}⟩ = ⟨a_n, a_{n−1}, . . . , a_{n−k+1}⟩, ⟨x_0, x_1, . . . , x_{k−1}⟩ = ⟨−a_n, −a_{n−1}, . . . , −a_{n−k+1}⟩. Opisanie vseh posledovatel~nosteæ (2)–(3) (inymi slovami, vseh naborov kofffficientov b_0, b_1, . . . , b_{k−1}), dlØ kotoryh sootnoxenie (13) ØvlØetsØ harakteristiqeskim, budet pervym xagom na puti postroeniØ diofantovyh predstavleniæ mnoßestva

DIOFANTOVY PREDSTAVLENI˚ 9 (7). Deæstvitel~no, esli dlØ dannogo nabora b_0, b_1, . . . , b_{k−1} sootnoxenie (13) ØvlØetsØ harakteristiqeskim dlØ posledovatel~- nosti (2)–(3), to netrudno ukazat~ Z-diofantovo predstavlenie mnoßestva M_1 = {u ∈ Z | ∃n ∈ Z [u = a_n ∨ u = −a_n]}. A imenno,

x ∈ M_1 ⇐⇒ ∃x_1 ∈ Z . . . ∃x_{k−1} ∈ Z [F^2_B(x, x_1, . . . , x_{k−1}) − 1 = 0].

3. ObwaØ shema

Kak pokazano v [3, 5], zadaqa opisaniØ posledovatel~nosteæ, dlØ kotoryh sootnoxenie (13) ØvlØetsØ harakteristiqeskim, tesno svØzana so svoæstvami edinic (obratimyh fflementov) v kol~cah celyh algebraiqeskih qisel.

Pust~ λ – koren~ mnogoqlena f, opredelennogo soglasno (6). V qastnosti, tak kak my predpolagaem, qto f neprivodim nad polem Q, to Q(λ) ØvlØetsØ rasxireniem polØ Q stepeni k, [Q(λ) : Q] = k. Pust~ (Z[λ])^∗ oboznaqaet, kak obyqno, mul~tiplikativnu¸ gruppu edinic porØdka Z[λ]. V qastnosti, tak kak b_0 = ±1, to ⟨±λ^n : n ∈ Z⟩ ⊆ (Z[λ])^∗. Nam potrebuetsØ sledu¸wee predstavlenie stepeneæ λ, poluqennoe v [3, toßdestvo (18)]:

Lemma 1. λ^n = a_n+a_{n−1}(λ−b_{k−1})+. . .+a_{n−k+1}(λ^{k−1}−b_{k−1}λ^{k−2}−. . .−b_1). (14) Lemma 2. Ravenstvo (13) imeet mesto dlØ celyh x0, x1, . . . , xk−1

togda i tol~ko togda, kogda qislo

x_0 + x_1(λ − b_{k−1}) + . . . + x_{k−1}(λ^{k−1} − b_{k−1}λ^{k−2} − . . . − b_1)

obratimo v Z[λ].

�to uslovie potrebuetsØ v dal~neæxem.

Zametim, qto otobraßenie T : Q(λ) → M_k(Q), zadannoe sledu- ¸wim obrazom

T (x_0 + x_1(λ − b_{k−1}) + . . . + x_{k−1}(λ^{k−1} − b_{k−1}λ^{k−2} − . . . − b_1)) = = A(x_0, x_1, . . . , x_{k−1}),

10 M. A. VSEMIRNOV ØvlØetsØ vloßeniem polØ Q(λ) v kol~co matric M_k(Q). V deæstvitel~nosti, dlØ μ ∈ Q(λ) matrica T (μ) est~ matrica operatora umnoßeniØ na μ v bazise ⟨1, λ, λ^2, . . . , λ^{k−1}⟩. V qastnosti, T (λ) = B. UqityvaØ opredelenie gomomorfizma T i mnogoqlena F_B, otmetim, qto lemma 2 ØvlØetsØ pereformulirovkoæ sledstviØ k lemme 2 iz [3].

Teorema 1. Rassmotrim posledovatel~nost~ an, opredelennu¸

soglasno (2)–(3). Pust~ mnogoqlen f, opredelennyæ soglasno (6), neprivodim nad polem Q, i pust~ λ – koren~ f Opredelim mnogoqlen F_B cepoqkoæ ravenstv (8), (9), (11). DlØ togo, qtoby (13) bylo harakteristiqeskim dlØ posledovatel~nosti a_n, neobhodimo i dostatoqno, qtoby

(Z[λ])^∗ = ⟨±λ^n : n ∈ Z⟩. (15)

Zameqanie. V [3] fftot rezul~tat ne formulirovalsØ v Øvnom

vide, a byl poluqen kak promeßutoqnyæ xag v dokazatel~stve osnovnogo rezul~tata [3] (sm. dokazatel~stvo teoremy 1 iz [3] i, v qastnosti, ravenstvo (9) iz ukazannoæ raboty).

V deæstvitel~nosti, v [3, dokazatel~stvo teoremy 1] uslovie (13) bylo pereformulirovano v terminah algebraiqeskih edinic:

Iz teoremy 1 sleduet, qto esli (13) ØvlØetsØ harakteristiqeskim, to svobodnyæ rang gruppy (Z[λ])^∗ ne prevoshodit 1. KombiniruØ fftot rezul~tat s teoremoæ Dirihle (sm. [1, gl. II, §4, teorema 5]), opisyva¸weæ strukturu gruppy edinic v proizvol~nom porØdke algebraiqeskih qisel, poluqaem sledu¸wee sledstvie.

Sledstvie 1. DlØ togo, qtoby (13) bylo harakteristiqeskim,

neobhodimo, qtoby vypolnØlos~ odno iz sledu¸wih usloviæ:

1. k = 2;

2. k = 3 i mnogoqlen f imeet v toqnosti odin vewestvennyæ koren~:

3. k = 4 i mnogoqlen f ne imeet vewestvennyh korneæ.

Sleduet otmetit~, qto sledstvie 1 daet lix~ neobhodimye, no ne dostatoqnye usloviØ. Posledovatel~nosti, dlØ kotoryh vypolneno odno iz usloviæ, pereqislennyh v sledstvii, no sootnoxenie (13) ne ØvlØetsØ harakteristiqeskim, my budem nazyvat~ iskl¸qitel~nymi. Sootvetstvu¸wie primery budut privedeny

DIOFANTOVY PREDSTAVLENI˚ 11 dalee. Krome togo, v dannoæ rabote budut Øvno ukazany vse iskl¸qitel~nye posledovatel~nosti vtorogo i tret~ego porØdka. DlØ takih posledovatel~nosteæ gruppa ⟨±λ^n : n ∈ Z⟩ uße ne sovpadaet s (Z[λ])^∗, a ØvlØetsØ ee podgruppoæ koneqnogo indeksa. �to pozvolØet dopolnit~ uravnenie (13) do harakteristiqeskoæ sistemy uravneniæ.

Itak, dlØ opisaniØ iskl¸qitel~nyh posledovatel~nosteæ nam neobhodimo naæti vse obratimye fflementy λ v kol~cah celyh algebraiqeskih qisel takie, qto svobodnyæ rang gruppy (Z[λ])^∗ raven 1, no ne vypolneno ravenstvo (15).

4. Posledovatel~nosti vtorogo porØdka

Posledovatel~nosti vtorogo porØdka issledovalis~ v rabotah [10, 14, 6]; sm. takße [2, gl. II]. My rassmotrim fftot sluqaæ, poskol~ku nax metod otliqaetsØ ot primenØvxihsØ ranee. Krome togo, fftot sluqaæ estestvennym obrazom ukladyvaetsØ v obwu¸ shemu i pozvolØet prodemonstrirovat~ osnovnye idei metoda na prostom primere.

Ukaßem ograniqeniØ na kofffficienty b_0, b_1. Napomnim, qto my rassmatrivaem lix~ posledovatel~nosti s b_0 = ±1 i neprivodimym nad Q mnogoqlenom

f(λ) = t^2 − b_1t − b_0. (16)

Kak otmeqeno vyxe (sm. §2), my ne budem rassmatrivat~ trivial~nyæ sluqaæ periodiqeskih posledovatel~nosteæ. DlØ togo, qtoby iskl¸qit~ fftot sluqaæ, dlØ posledovatel~nosteæ vtorogo porØdka s neprivodimym mnogoqlenom f my dolßny dopolnitel~no potrebovat~, qtoby korni f byli vewestvennymi, t.e. ego diskriminant b^2_1 + 4b_0 ¿ 0. (17)

Mnogoqlen f neprivodim togda i tol~ko togda, kogda

b^2_1 + 4b_0 ne est~ polnyæ kvadrat. (18)

Netrudno videt~, qto usloviØ (4), (17) i (18) ravnosil~ny sledu¸weæ sisteme usloviæ:

b_0 = ±1, b_1 ≠ 0, b^2_1 + 4b_0 > 0.

12 M. A. VSEMIRNOV

Lemma 3. Pust~ k = 2, c0 = ±1, c1 ∈ Z, c1 ≠ 0, c^2_1 + 4c0 > 0. Pust~

μ udovletvorØet uravneni¸

μ^2 − c_1μ − c_0 = 0 (19)

i λ = μ^n ili λ = −μ^n dlØ nekotorogo celogo n. DlØ togo, qtoby μ ∈ Z[λ] neobhodimo i dostatoqno, qtoby vypolnØlos~ odno iz sledu¸wih usloviæ:

(i) |n| = 1.

(ii) |n| = 2, |c_1| = 1, c_0 = 1.

Dokazatel~stvo. Neobhodimost~. Zametim, qto λ ∈ Z[μ]. Po-

fftomu, esli μ ∈ Z[λ], to

Z[μ] = Z[λ].

V qastnosti, ⟨1, μ⟩ i ⟨1, λ⟩ budut bazisami odnogo i togo ße modulØ. Sledovatel~no, diskriminanty D(1, μ) i D(1, λ) fftih bazisov sovpada¸t (sm., naprimer, [1, gl. 2, §2, p. 5]).

Pust~ λ = xμ + y. (20)

Togda D(1, λ) = x^2D(1, μ) i, znaqit, x = ±1.

DlØ normy qqisla λ imeem N (λ) = N (xμ + y) = x^2N (μ) + xyTr (μ) + y^2 = −c_0x^2 + c_1xy + y^2. S drugoæ storony, N (λ) = N (±μ^n) = N (μ^n) = (N (μ))^n = (−c_0)^n. Sledovatel~no,

−c_0x^2 + c_1xy + y^2 = (−c_0)^n.

Rassmotrim vozmoßnye sluqai.

Sluqaæ 1: c0 = −1. Tak kak x = ±1, to c1xy + y^2 = 0, t.e. libo

y = 0, libo y = −xc_1. Esli y = 0, to λ = xμ = ±μ, t.e. n = 1. Esli y = −xc_1, to soglasno (19) i (20) imeem λ = x(μ − c_1) = xc_0μ^{−1} = ∓μ^{−1}, t.e. n = −1.

Sluqaæ 2: c0 = 1, n neqetno. Tak kak x = ±1, to my vnov~ pri-

hodim k ravenstvu c_1xy + y^2 = 0. Analogiqno sluqa¸ 1 ffto daet dopustimye znaqeniØ n = ±1.

Sluqaæ 3: c0 = 1, n qetno. Togda c1xy + y^2 = (−c0)^n + c0x^2 = 2.

UqityvaØ, qto x, y, c_1 – celye, privedem vse vozmoßnye varianty v tablice 1. Krome togo, v tablice priveden g_μ(t) (minimal~nyæ mnogoqlen dlØ μ), a takße ukazany sootvetstvu¸wie znaqeniØ λ i n.

DIOFANTOVY PREDSTAVLENI˚ 13 Tablica 1 y x c_1 g_μ(t) λ n 2 1 −1 t^2 + t − 1 μ + 2 = μ^{−2} −2 2 −1 1 t^2 − t − 1 −μ + 2 = μ^{−2} −2 −2 1 1 t^2 − t − 1 μ − 2 = −μ^{−2} −2 −2 −1 −1 t^2 + t − 1 −μ − 2 = −μ^{−2} −2 1 1 1 t^2 − t − 1 μ + 1 = μ^2 2 1 −1 −1 t^2 + t − 1 −μ + 1 = μ^2 2 −1 1 −1 t^2 + t − 1 μ − 1 = −μ^2 2 −1 −1 1 t^2 − t − 1 −μ − 1 = −μ^2 2

Kak vidno iz tablicy 1, v fftom sluqae |n| = 2, |c_1| = 1. Neobhodimost~ dokazana.

Dostatoqnost~. Dostatoqnost~ usloviØ (i) oqevidna, tak kak μ –

obratimyæ fflement kol~ca Z[μ]. Dostatoqnost~ usloviØ (ii) proverØetsØ neposredstvenno (sm. znaqeniØ λ v tablice 1). Lemma dokazana.

Esli μ – koren~ uravneniØ μ^2 − μ − 1 = 0, to minimal~nym mnogoqlenom dlØ qisel λ = μ^2 i λ = μ^{−2} budet λ^2 − 3λ + 1, a minimal~nym mnogoqlenom dlØ qisel λ = −μ^2 i λ = −μ^{−2} budet λ^2 + 3λ + 1. �ti ße mnogoqleny poluqa¸tsØ, esli rassmotret~ μ, udovletvorØ¸wee uravneni¸ μ^2 + μ − 1 = 0, i λ = ±μ^2, λ = ±μ^{−2}.

Teorema 2. Pust~ k = 2, b0 = ±1, b1 ∈ Z, b1 ≠ 0, b^2_1 + 4b0 > 0.

• Esli b_0 = −1, b_1 = ±3, to [(Z[λ])^∗ : ⟨±λ^n | n ∈ Z⟩] = 2. • Vo vseh ostal~nyh sluqaØh (Z[λ])^∗ = ⟨±λ^n | n ∈ Z⟩.

Dokazatel~stvo. Neposredstvenno sleduet iz lemmy 3. Teorema 3. Pust~ k = 2, b0 = ±1, b1 ∈ Z, b1 ≠ 0, b^2_1 + 4b0 > 0.

DlØ togo, qtoby sootnoxenie (13) bylo harakteristiqeskim dlØ posledovatel~nosti (2)–(3), neobhodimo i dostatoqno, qtoby ⟨b_0, b_1⟩ ∉ {⟨−1, 3⟩, ⟨−1, −3⟩}. Dokazatel~stvo. Sleduet iz teorem 1 i 2.

Zameqanie 1. Rassmotrim podrobnee iskl¸qitel~nye nabory

⟨b_0, b_1⟩ iz teoremy 3.

14 M. A. VSEMIRNOV

Preßde vsego zametim, qto dlØ posledovatel~nosteæ vtorogo porØdka pri b_0 = −1 bolee twatel~nyæ analiz ravenstva (12) privodit k sootnoxeni¸

F_B(−a_n, −a_{n−1}) = F_B(a_n, a_{n−1}) = (det B)^n = 1^n = 1.

Pust~ b_0 = −1, b_1 = 3 i λ^2 − 3λ + 1 = 0. V fftom sluqae

F_B(x_0, x_1) = x^2_0 − 3x_0x_1 + x^2_1.

V kaqestve fundamental~noæ edinicy kol~ca Z[λ] moßno vzØt~ μ = λ − 1. Pri fftom λ = μ^2. Iz lemmy 2 sleduet, qto lixnie rexeniØ uravneniØ (13) sootvetstvu¸t qislam ±μ^{2n+1}. A imenno, vse lixnie rexeniØ isqerpyva¸tsØ parami ⟨y_n, z_n⟩, ⟨−y_n, −z_n⟩, gde y_n i z_n opredelØ¸tsØ iz ravenstva μ^{2n+1} = y_n + z_n(λ − b_1). Zametim, qto μ^{2n+1} = μλ^n = (λ − 1)λ^n = λ^{n+1} − λ^n. Predstavim λ^{n+1} i λ^n soglasno lemme 1. Togda

μ^{2n+1} = a_{n+1} − a_n + (a_n − a_{n−1})(λ − b_1),

t.e. y_n = a_{n+1} − a_n, z_n = a_n − a_{n−1}. UqityvaØ rekurrentnoe sootnoxenie (2) pri b_1 = 3, poluqim, qto y_n = 2a_n − a_{n−1}. Neposredstvennoe vyqislenie pokazyvaet, qto

F_B(y_n, z_n) = F_B (−y_n, −z_n) = −F_B (a_n, a_{n−1}) = −1.

Takim obrazom, v fftom sluqae v kaqestve harakteristiqeskogo sootnoxeniØ dlØ rassmatrivaemoæ posledovatel~nosti vmesto (13) moßno vzØt~ F_B (x_0, x_1) = 1. (21)

Analogiqnye rassußdeniØ pokazyva¸t, qto v sluqae b_0 = −1, b_1 = −3 v kaqestve harakteristiqeskogo sootnoxeniØ moßno vzØt~ (21).

Zameqanie 2. Pust~ b0 = −1, |b1| ≠ 3 i b^2_1 + 4b0 > 0. Soglasno te-

oremam 1 i 2, v fftom sluqae uravnenie (13) ØvlØetsØ harakteristiqeskim, t.e. ne imeet lixnih rexeniæ. No kak i v zameqanii 1 dlØ b_0 = −1 imeem F_B(−a_n, −a_{n−1}) = F_B (a_n, a_{n−1}) = 1. Znaqit, uravnenie F_B(x_0, x_1) = −1

ne imeet rexeniØ v celyh qislah, i vmesto (13) moßno rassmatrivat~ bolee prostoe harakteristiqeskoe sootnoxenie (21).

DIOFANTOVY PREDSTAVLENI˚ 15 5. Posledovatel~nosti tret~ego porØdka

Ukaßem ograniqeniØ na kofffficienty b_i v sluqae posledovatel~nosteæ tret~ego porØdka. Soglasno sledstvi¸ 1 k teoreme 1, dlØ togo, qtoby sootnoxenie (13) bylo harakteristiqeskim dlØ posledovatel~nosteæ tret~ego porØdka, neobhodimo, qtoby mnogoqlen f, opredelennyæ soglasno (6) pri k = 3, imel v toqnosti odin vewestvennyæ koren~. Horoxo izvestno (sm., naprimer, [8, §26]), qto naliqie u kubiqeskogo mnogoqlena f rovno odnogo vewestvennogo kornØ ravnosil~no tomu, qto ego diskriminant otricatelen:

D = b^2_1b^2 + 4b^3_1 − 4b_0b^3_2 − 27b^2_0 − 18b_0b_1b_2 < 0. (22)

Vydelim sredi takih mnogoqlenov privodimye nad polem Q. Tak kak b_0 = ±1, to vewestvennyæ koren~ f raven 1 ili −1, a kompleksnye korni ØvlØ¸tsØ kornØmi iz 1, leßawimi v mnimom kvadratiqnom pole (t.e. pervoobraznymi kornØmi iz 1 stepeni 3, 4 ili 6).

Vse privodimye mnogoqleny f s b_0 = ±1 i D < 0 pereqisleny v tablice 2. Tablica 2 f D x^3 − x^2 + x − 1 = (x^2 + 1)(x − 1) −16 x^3 + x^2 + x + 1 = (x^2 + 1)(x + 1) −16

x^3 − 1 = (x^2 + x + 1)(x − 1) −27 x^3 + 2x^2 + 2x + 1 = (x^2 + x + 1)(x + 1) −3 x^3 − 2x^2 + 2x + 1 = (x^2 − x + 1)(x − 1) −3 x^3 + 1 = (x^2 − x + 1)(x + 1) −27

Tak kak diskriminant neprivodimogo kcbiqeskogo mnogoqlena ne raven −3, −16, −27 (sm., naprimer, [8, s. 126]), to dlØ iskl¸- qeniØ privodimogo sluqaØ dostatoqno narØdu s usloviem (22) naloßit~ sledu¸wee ograniqenie: D ≠ −3, −16, −27. (23) Dalee my pokaßem, kak zadaqa opisaniØ iskl¸qitel~nyh posledovatel~nosteæ svoditsØ k zadaqe o koliqestve predstavleniæ qisla 1 binarnoæ kubiqeskoæ formoæ otricatel~nogo dis-

16 M. A. VSEMIRNOV kriminanta. Toqnye ocenki koliqestva takih predstavleniæ byli poluqeny B. N. Delone; sm. [8, gl. VI].

Teorema 4 (Delone). Pust~ c0 = ±1, D = c^2_1c^2 +4c^3_1 − 4c0c^3_2 − 27c^2_0 −

18c_0c_1c_2 < 0, D ≠ −3, −16, −27. Rassmotrim uravnenie

x^3 − c_2x^2y − c_1xy^2 − c_0y^3 = 1. (∗)

1. Esli D = −23, to uravnenie (∗) imeet 5 rexenie v celyh qislah.

2. Esli D = −31 ili D = −44, to uravnenie (∗) imeet 4 rexeniØ v celyh qislah.

3. Esli D < −44, to uravnenie (∗) imeet ne bolee treh rexeniæ v celyh qislah.

Dokazatel~stvo fftoæ teoremy moßno naæti v [8, gl. VI]. Soglasno teoreme 1 i sledstvi¸ k neæ, dlØ opisaniØ vseh iskl¸qitel~nyh posledovatel~nosteæ v sluqae k = 3 nado naæti vse edinicy λ v kubiqeskih porØdkah otricatel~nogo diskriminanta, dlØ kotoryh naædeætsØ drugaØ edinica μ ∈ Z[λ] takaØ, qto λ = ±μ^n, |n| ¿ 2. Zametim, qto vmesto μ moßno brat~ −μ. Tak kak normy μ i −μ otliqa¸tsØ znakom, to, ne umalØØ obwnosti, moßno sqitat~, qto N (μ) = 1, t.e. svobodnyæ kofffficient minimal~nogo mnogoqlena dlØ μ raven −1.

Rassmotrim snaqala sluqaæ, kogda diskriminant men~xe −44.

Lemma 4. Pust~ k = 3, c0 = 1, D = c^2_1c^2 +4c^3_1 − 4c^3_2 − 27 − 18c1c2 < 0.

Pust~ μ – koren~ uravneniØ

μ^3 − c_2μ^2 − c_1μ − 1 = 0 (24)

i λ = μ^n ili λ = −μ^n dlØ nekotorogo celogo n. DlØ togo, qtoby μ ∈ Z[λ] neobhodimo i dostatoqno, qtoby vypolnØlos~ odno iz sledu¸wih usloviæ:

(i) |n| = 1;

(ii) c_1 = 0, c_2 ¿ 2 i |n| = 2; (iii) c_2 = 0, c_1 6 −2, i |n| = 2.

Dokazatel~stvo. Neobhodimost~.

Tak kak λ = ±μ^n ∈ Z[μ] i po predpoloßeni¸ lemmy μ ∈ Z[λ], to Z[μ] = Z[λ].

DIOFANTOVY PREDSTAVLENI˚ 17 V qastnosti, ⟨1, μ, μ^2⟩ i ⟨1, λ, λ^2⟩ budut bazisami odnogo i togo ße modulØ. NarØdu s pervym bazisom rassmotrim ewe odin bazis fftogo modulØ: ⟨1, ζ, η⟩, gde ζ = μ − c_2, η = μ^2 − c_2μ − c_1. Netrudno proverit~ sledu¸wie sootnoxeniØ (napomnim, qto c_0 = 1): μζ = η + c_1, ζ^2 = c_1 − c_2ζ + η, μη = 1, ζη = 1 − c_2η, η^2 = ζ − c_1η.

(25)

Pust~ λ = z + xζ + yη. (26) Na osnovanii privedennyh vyxe sootnoxeniæ proverØem, qto λ^2 = z^2 + c_1x^2 + 2xy + (−c_2x^2 + y^2 + 2xz)ζ + (x^2 − c_1y^2 + 2yz − 2c_2xy)η. Matrica perehoda ot bazisa ⟨1, ζ, η⟩, k bazisu ⟨1, λ, λ^2⟩ imeet vid C(λ) = 1 z z^2 + c_1x^2 + 2xy 0 x −c_2x^2 + y^2 + 2xz 0 y x^2 − c_1y^2 + 2yz − 2c_2xy . Tak kak matrica perehoda ot odnogo bazisa k drugomu unimodulØrna, t.e. ØvlØetsØ celoqislennoæ matriceæ s opredelitelem ±1 (sm., naprimer, [1, gl. 2, §2, p. 1]), to

det C(λ) = x^3 − c_2x^2y − c_1xy^2 − y^3 = ±1.

Tak kak Z[λ] = Z[−λ], to qisla λ i −λ ili odnovremenno udovletvorØ¸t ili odnovremenno ne udovletvorØ¸t usloviØm lemmy. Pofftomu dostatoqno rassmatrivat~ lix~ odno iz qisel λ i −λ. Tak kak C(−λ) = C(λ) · 1 0 0 0 −1 0 0 0 1 , to det C(λ) = − det C(−λ). Pofftomu, ne umalØØ obwnosti, moßno sqitat~, qto det C(λ) = 1, i x^3 − c_2x^2y − c_1xy^2 − y^3 = 1 (27)

18 M. A. VSEMIRNOV (inaqe zamenim λ na −λ).

Analogiqno moßno rassmotret~ λ^{−1}. Pust~ λ^{−1} = r + pζ + qη. Kak i vyxe, moßno opredelelit~ C(λ^{−1}) – matricu perehoda ot bazisa ⟨1, ζ, η⟩ k bazisu ⟨1, λ^{−1}, λ^{−2}⟩:

C(λ^{−1}) =

1 r r^2 + c_1p^2 + 2pq 0 p −c_2p^2 + q^2 + 2pr 0 q p^2 − c_1q^2 + 2qr − 2c_2pq . Pokaßem, qto det C(λ) = − det C(λ^{−1}).

Qislo λ udovletvorØet kubiqeskomu uravneni¸

λ^3 − b_2λ^2 − b_1λ − b_0 = 0,

gde b_i ∈ Z i b_0 = ±1 (tak kak λ – edinica kol~ca Z[μ]); v qastnosti, b^{−1}_0 = b_0. Togda

λ^{−1} = b_0λ^2 − b_0b_2λ − b_0b_1,

λ^{−2} = −b_1λ^2 + (b_1b_2 + b_0)λ + b^2_1 − b_0b_2.

Sledovatel~no, matrica perehoda ot bazisa ⟨1, λ, λ^2⟩ k bazisu ⟨1, λ^{−1}, λ^{−2}⟩ imeet vid C = 1 −b_0b_1 b^2_1 − b_0b_2 0 −b_0b_2 b_1b_2 + b_0 0 b_0 −b_1 . Tak kak C(λ^{−1}) = C(λ) · C, to det C(λ^{−1}) = det C(λ) det C = −b^2_0 det C(λ) = − det C(λ) = −1. Sledovatel~no,

p^3 − c_2p^2q − c_1pq^2 − q^3 = −1. (28)

Itak, naxa zadaqa svedena k issledovani¸ predstavleniæ 1 binarnymi kubiqeskimi formami.

Ukaßem drugie sootnoxeniØ, kotorym udovletvorØ¸t qisla x, y, z, p, q, r, i kotorye potrebu¸tsØ v dal~neæxem. Tak kak (z + xζ + yη)(r + pζ + qη) = λλ^{−1} = 1, to, ispol~zuØ tablicu umnoßeniØ (25) bazisa ⟨1, ζ, η⟩, poluqaem sledu¸wie sootnoxeniØ:

zr + c_1xp + xq + yp = 1, (29) zp + xr − c_2xp + yq = 0, (30)

DIOFANTOVY PREDSTAVLENI˚ 19 zq + xp − c_2xq − c_2yp + yr − c_1yq = 0. (31) Tak kak po predpoloßeni¸ lemmy D < −44, to soglasno rezul~tatu Delone (sm. teoremu 4) uravnenie (27) imeet ne bolee treh rexeniæ v celyh qislah. Legko ukazat~ dva iz nih:

x = 1, y = 0;

x = 0, y = −1. (32)

Budem oboznaqat~ tret~e rexenie (esli ono suwestvuet) (X, Y ). Zametim, qto esli para (x, y) ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ (27) i x = 0 ili y = 0, to (x, y) sovpadaet s odnim iz dvuh trivial~nyh rexeniæ (32). Sledovatel~no, X ≠ 0, Y ≠ 0. RexeniØmi uravneniØ (28) budut (−1, 0), (0, 1) i (esli est~ tret~e rexenie) (−X, −Y ).

Rassmotrim vozmoßnye kombinacii znaqeniæ x, y, p, q. Otmetim, qto, voobwe govorØ, dopustimye znaqeniØ x, y, p, q, ne ØvlØ- ¸tsØ nezavisimymi. Deæstvitel~no, c = λ + λ^{−1} ∉ Z (inaqe λ i λ^{−1} udovletvorØli by kvadratnomu uravneni¸ s celymi kofffficientami, qto nevozmoßno). Pofftomu, my dolßny iskl¸qit~ 3 sluqaØ s x = −p, y = −q:

x = 1, y = 0, p = −1, q = 0,

x = 0, y = −1, p = 0, q = 1, x = X, y = Y, p = −X, q = −Y. OstaetsØ 6 vozmoßnyh naborov rexeniæ.

Sluqaæ 1. x = 1, y = 0, p = 0, q = 1. Togda soglasno (31) z = c2.

Iz (26) i opredeleniØ η i ζ sleduet, qto λ = c_2 + ζ = μ, t.e. v fftom sluqae n = 1.

Sluqaæ 2. x = 0, y = −1, p = −1, q = 0. Togda soglasno (30)

z = 0. Iz (26) i opredeleniØ η i ζ sleduet, qto λ = −η = −(μ^2 − c_2μ − c_1) = −μ^{−1}, t.e. v fftom sluqae n = −1.

Otmetim, qto my uße dokazali, qto esli uravnenie (27) imeet lix~ dva rexeniØ, to λ, udovletvorØ¸wee uslovi¸ teoremy, moßet prinimat~ lix~ trivial~nye znaqeniØ ±μ, ±μ^{−1}.

Rassmotrim te sluqai, kogda (27) imeet tri rexeniØ.

20 M. A. VSEMIRNOV

Sluqaæ 3. x = 1, y = 0, p = −X, q = −Y . Soglasno (31) −zY −X +

c_2Y = 0. V qastnosti, Y | X. Tak kak (X, Y ) – rexenie uravneniØ (27), to ots¸da zakl¸qaem, qto Y = ±1.

(a) Y = 1. PodstavlØØ v (27), poluqaem

X^3 − c_2X^2 − c_1X − 1 = 1. (33)

Sledovatel~no, X | 2, i X moßet prinimat~ lix~ znaqeniØ ±1, ±2. Pokaßem, qto na samom dele poluqa¸wiesØ pri fftom znaqeniØ diskriminanta D ne men~xe −44, t.e. ne udovletvorØ¸t usloviØm lemmy.

Esli X = 1, to soglasno (33) imeem c_1 = −1 − c_2. Togda D = c^4_2 − 6c^3_2 + 7c^2 + 6c_2 − 31 = (c^2 − 3c_2 − 1)^2 − 32 ¿ 32.

Esli X = −1, to soglasno (33) imeem c_1 = 3 + c_2. Togda D = c^4_2 + 6c^3_2 + 27c^2 + 54c_2 + 81 = (c^2 + 3c_2 + 9)^2 ¿ 0.

Esli X = 2, to soglasno (33) imeem c_1 = 3 − 2c_2. Togda D = 4c^4_2 − 48c^3_2 + 189c^2 − 270c_2 + 81 = (2c^2 − 12c_2 + 45/4)^2 − 729/16. Ocenim |2c^2 − 12c_2 + 45/4| = |2(c_2 − 3)^2 − 27/4|. DlØ celyh c_2 minimum absol¸tnoæ veliqiny dostigaetsØ pri c_2 = 1 ili c_2 = 5 i raven 5/4. Sledovatel~no, D ¿ 25/16 − 729/16 = −44.

Esli X = −2, to soglasno (33) imeem c_1 = 5 + 2c_2. Togda D = 4c^4_2 + 48c^3_2 + 229c^2 + 510c_2 + 473 = (2c^2 + 12c_2 + 85/4)^2 + 343/15 > 0. Sluqaæ (a) razobran polnost~¸.

(b) Y = −1. Kak otmeqeno vyxe, X ≠ 0. Togda soglasno (27) X udovletvorØet uravneni¸

X^2 + c_2X − c_1 = 0. (34)

Oboznaqim vtoroe rexenie fftogo uravneniØ qerez X^′. Tak kak (1,0), (0, −1), (X, −1) i (X^′, −1) udovletvorØ¸t (27), i po teoreme Delone pri D < −44 uravnenie (27) imeet ne bolee treh rexeniæ, to libo X = X^′, libo X^′ = 0.

Pokaßem, qto vozmoßnost~ X = X^′ ne imeet mesta. Esli by X = X^′, to c^2 + 4c_1 = 0 soglasno (34). Pri fftom X = −c_2/2. Tak kak x = 1, y = 0, p = −X = c_2/2, q = −Y = 1, to soglasno (31) z = c_2/2. Sledovatel~no, λ = c_2/2 + ζ = μ − c_2/2. No togda λ^2 = μ^2 − c_2μ + c^2/4 = μ^2 − c_2μ − c_1 = μ^{−1}, qto protivoreqit predpoloßeni¸ o tom, qto λ = ±μ^n pri nekotorom celom n.

Rassmotrim sluqaæ X^′ = 0. Togda c_1 = 0 soglasno (34), i tak kak X ≠ 0, to X = −c_2. Opredelim dopustimye znaqeniØ c_2. Tak kak c_1 = 0, to D = −4c^3_2 − 27. Tak kak my rassmatrivaem

DIOFANTOVY PREDSTAVLENI˚ 21 D < −44, to c_2 ¿ 2. Teper~ opredelim znaqenie n. Soglasno (31), poskol~ku x = 1, y = 0, p = −X = c_2, q = −Y = 1, zakl¸qaem, qto z = 0. Sledovatel~no, λ = ζ = μ − c_2. Tak kak c_1 = 0, to μ^2λ = μ^2(μ − c_2) = 1 i λ = μ^{−2}, t.e. n = −2.

Sluqaæ (b), a vmeste s nim i sluqaæ 3 razobrany polnost~¸.

Sluqaæ 4. x = 0, y = −1, p = −X, q = −Y . Soglasno (30) −zX −

Y = 0. V qastnosti, X | Y . Tak kak (X, Y ) – rexenie uravneniØ (27), to ots¸da zakl¸qaem, qto X = ±1.

(a) X = −1. PodstavlØØ v (27), poluqaem

−1 − c_2Y + c_1Y^2 − Y^3 = 1. (35)

Sledovatel~no, Y | 2, i Y moßet prinimat~ lix~ znaqeniØ ±1, ±2. Kak i v sluqae 3(a) pokaßem, qto diskriminanty D ¿ −44, t.e. ne udovletvorØ¸t usloviØm lemmy.

Esli Y = −1, to soglasno (35) imeem c_2 = 1 − c_1. Togda D = c^4_1 + 6c^3_1 + 7c^2_1 − 6c_1 − 31 = (c^2_1 + 3c_1 − 1)^2 − 32 ¿ −32.

Esli Y = 1, to soglasno (35), imeem c_2 = −3 + c_1. Togda D = c^4_1 − 6c^3_1 + 27c^2_1 − 54c_1 + 81 = (c^2_1 − 3c_1 + 9)^2 ¿ 0.

Esli Y = −2, to soglasno (35), imeem c_2 = −3 − 2c_1. Togda D = 4c^4_1 + 48c^3_1 + 189c^2_1 + 270c_1 + 81 = (2c^2_1 + 12c_1 + 45/4)^2 − 729/16. Ocenim |2c^2_1+12c_1+45/4| = |2(c_1+3)^2−27/4|. DlØ celyh c_1 minimum absol¸tnoæ veliqiny dostigaetsØ pri c_1 = −1 ili c_1 = −5 i raven 5/4. Sledovatel~no, D ¿ 25/16 − 729/16 = −44.

Esli Y = 2, to soglasno (35), imeem c_2 = −5 + 2c_1. Togda D = 4c^4_1 −48c^3_1 +229c^2_1 −510c_1 +473 = (2c^2_1 −12c_1 +85/4)^2 +343/16 > 0. Sluqaæ (a) razobran polnost~¸.

(b) X = 1. Kak otmeqeno vyxe, Y ≠ 0. Togda soglasno (27) Y udovletvorØet uravneni¸

Y^2 + c_1Y + c_2 = 0. (36)

Oboznaqim vtoroe rexenie fftogo uravneniØ qerez Y^′ (Y^′ takße celoe). Tak kak (1, 0), (0, −1), (1, Y ) i (1, Y^′) udovletvorØ¸t (27), i po teoreme Delone pri D < −44 uravnenie (27) imeet ne bolee treh rexeniæ, to libo Y = Y^′, libo Y^′ = 0.

Pokaßem, qto vozmoßnost~ Y = Y^′ ne imeet mesta. Esli by Y = Y^′, to c^2_1 − 4c_2 = 0 soglasno (36). Pri fftom Y = −c_1/2. Tak kak x = 0, y = −1, p = −X = −1, q = −Y = c_1/2, to soglasno (30) z = −c_1/2. Sledovatel~no, λ = −c_1/2−η = −μ^2+c_2μ+c_1/2 = −μ^{−1}−

22 M. A. VSEMIRNOV c_1/2. No togda λ^2 = μ^{−2} + c_1μ^{−1} + c^2_1/4 = μ^{−2} + c_1μ^{−1} + c_2 = μ, qto protivoreqit predpoloßeni¸ o tom, qto λ = ±μ^n pri nekotorom celom n. Sledovatel~no, Y ≠ Y^′.

Rassmotrim sluqaæ Y^′ = 0. Togda c_2 = 0 soglasno (36), i tak kak Y ≠ 0, to Y = −c_1. Opredelim dopustimye znaqeniØ c_1. Tak kak c_2 = 0, to D = 4c^3_1 −27. Tak kak my rassmatrivaem D < −44, to c_1 6 −2. Teper~ opredelim znaqenie n. Soglasno(30), poskol~ku x = 0, y = −1, p = −X = −1, q = −Y = c_1, zakl¸qaem, qto z = −c_1. Sledovatel~no, λ = −c_1 − η = −μ^2 (napomnim, qto c_2 = 0), t.e. n = 2.

Sluqaæ (b), a vmeste s nim i sluqaæ 4 razobrany polnost~¸.

Sluqaæ 5. x = X, y = Y , p = −1, q = 0. PovtorØØ rassußdeniØ

punkta 3, s toæ lix~ razniceæ, qto vmesto λ sleduet rassmotret~ −λ^{−1} = −r + ζ, poluqim, qto c_1 = 0, c_2 ¿ 2, |n| = 2.

Sluqaæ 6. x = X, y = Y , p = 0, q = 1. PovtorØØ rassußdeniØ

punkta 4, s toæ lix~ razniceæ, qto vmesto λ sleduet rassmotret~ −λ^{−1} = −r − η, poluqim, qto c_1 6 −2, c_2 = 0, |n| = 2.

Neobhodimost~ ustanovlena.

Dostatoqnost~. ProverØetsØ neposredstvennym vyqisleniem.

Lemma dokazana.

Rassmotrim teper~ sluqaæ, kogda |D| malo. ObwaØ shema povtorØet rassußdeniØ lemmy 4. Zametim, qto dostatoqno v kaqestve μ vzØt~ ε – odnu iz fundamental~nyh edinic sootvetstvu¸- wego kol~ca i naæti takie λ, qto λ = ±ε^n, |n| ¿ 2 i Z[λ] = Z[ε].

V tablice 3 privedeny minimal~nye mnogoqleny fundamental~nyh edinic v kol~cah kubiqeskih qisel s diskriminantami −23, −31, −44. �ti fundamental~nye edinicy vzØty iz [8, s. 230] (v [8] na samom dele pereqisleny fundamental~nye edinicy, obratnye k privedennym niße). Tablica 3

−23 ε^3 − ε − 1 −31 ε^3 − ε^2 − 1 −44 ε^3 − ε^2 − ε − 1

DIOFANTOVY PREDSTAVLENI˚ 23

Lemma 5. 1. D = −23. Pust~ ε udovletvorØet uravneni¸ ε^3 −

ε − 1 = 0 i λ = ε^n ili λ = −ε^n dlØ nekotorogo celogo n. DlØ togo, qtoby ε ∈ Z[λ] neobhodimo i dostatoqno, qtoby n ∈ {±1, ±2, ±3, ±4, ±5, ±9}. 2. D = −31. Pust~ ε udovletvorØet uravneni¸ ε^3 − ε^2 − 1 = 0 i λ = ε^n ili λ = −ε^n dlØ nekotorogo celogo n. DlØ togo, qtoby ε ∈ Z[λ] neobhodimo i dostatoqno, qtoby n ∈ {±1, ±2, ±3, ±5}.

3. D = −44. Pust~ ε udovletvorØet uravneni¸ ε^3 − ε^2 − ε − 1 = 0 i λ = ε^n ili λ = −ε^n dlØ nekotorogo celogo n. DlØ togo, qtoby ε ∈ Z[λ] neobhodimo i dostatoqno, qtoby n ∈ {±1, ±3}.

Dokazatel~stvo. Neobhodimost~. D = −23. PovtorØØ rassu-

ßdeniØ lemmy 4, my svodim zadaqu k nahoßdeni¸ edinic λ = z + xε + y(ε^2 − 1) takih, qto

x^3 − xy^2 − y^3 = 1.

Vse celoqislennye rexeniØ fftogo uravneniØ isqerpyva¸tsØ parami (sm. [8, gl. VI, s. 317]) ⟨1, 0⟩, ⟨0, −1⟩, ⟨1, −1⟩, ⟨−1, −1⟩, ⟨4, 3⟩. Tak kak λ – obratimo v Z[ε], to norma λ est~ ±1, t.e.

N (z + xε + y(ε^2 − 1)) = det z − y y x x z x + y y x z = ±1. PodstavlØØ dopustimye znaqeniØ x i y, poluqaem kubiqeskie uravneniØ otnositel~no z, celoqislennye rexeniØ kotoryh sleduet naæti. Vse rexeniØ pereqisleny v tablice 4. Tam ße ukazany sootvetstvu¸wie znaqeniØ λ i g_λ(t) – minimal~nyæ mnogoqlen dlØ λ. �ti znaqeniØ potrebu¸tsØ dalee.

D = −31. Analogiqno, svodim zadaqu k nahoßdeni¸ edinic λ = z + x(ε − 1) + y(ε^2 − ε) takih, qto

x^3 − x^2y − y^3 = 1.

Vse rexeniØ fftogo uravneniØ v celyh qislah isqerpyva¸tsØ parami (sm. [8, gl. VI, s. 317]) ⟨1, 0⟩, ⟨0, −1⟩, ⟨−1, −1⟩, ⟨3, 2⟩.

24 M. A. VSEMIRNOV Tak kak λ – obratimo v Z[ε], to

N (z + x(ε − 1) + y(ε^2 − ε)) = det −x + z y x x − y −x + z y y x z = ±1. Tablica 4 z x y λ g_λ(t) 0 1 0 ε t^3 − t − 1 −1 1 0 ε^{−4} t^3 + 3t^2 + 2t − 1 1 1 0 ε^3 t^3 − 3t^2 + 2t − 1 1 0 −1 ε^{−5} t^3 − 4t^2 + 5t − 1 −1 0 −1 −ε^2 t^3 + 2t^2 + t + 1 0 0 −1 −ε^{−1} t^3 − t^2 + 1 0 1 −1 ε^{−2} t^3 − t^2 + 2t − 1 −1 1 −1 −ε^3 t^3 + 2t^2 + 3t + 1 −2 −1 −1 −ε^5 t^3 + 5t^2 + 4t + 1 −1 −1 −1 −ε^4 t^3 + 2t^2 − 3t + 1 2 −1 −1 −ε^{−9} t^3 − 7t^2 + 12t + 1 5 4 3 ε^9 t^3 − 12t^2 − 7t − 1

Kak i vyxe, podstavlØØ dopustimye znaqeniØ x i y, nahodim celye znaqeniØ z. Vse rexeniØ pereqisleny v tablice 5. Tablica 5 z x y λ g_λ(t) 0 1 0 ε^{−2} t^3 + 2t^2 + t − 1 1 1 0 ε t^3 − t^2 − 1 1 0 −1 ε^{−3} t^3 − 3t^2 + 4t − 1 0 0 −1 −ε^{−1} t^3 + t + 1 −2 −1 −1 −ε^3 t^3 + 4t^2 + 3t + 1 −1 −1 −1 −ε^{−2} t^3 − 2t^2 + t + 1 1 −1 −1 −ε^{−5} t^3 − 5t^2 + 6t + 1 4 3 2 ε^5 t^3 − 6t^2 − 5t − 1

D = −44. Analogiqno, svodim zadaqu k nahoßdeni¸ edinic λ = z + x(ε − 1) + y(ε^2 − ε − 1) takih, qto

x^3 − x^2y − xy^2 − y^3 = 1.

DIOFANTOVY PREDSTAVLENI˚ 25 Vse rexeniØ fftogo uravneniØ v celyh qislah isqerpyva¸tsØ parami (sm. [8, gl. VI, s. 317]) ⟨1, 0⟩, ⟨0, −1⟩, ⟨2, 1⟩, ⟨−103, −56⟩. Tak kak λ – obratimo v Z[ε], to det −x − y + z y x x − y −x + z x + y y x z = ±1. Kak i vyxe, podstavlØØ dopustimye znaqeniØ x i y, nahodim celye znaqeniØ z. Vse rexeniØ pereqisleny v tablice 6. Tablica 6 z x y λ g_λ(t) 1 1 0 ε t^3 − t^2 − t − 1 −1 1 0 −ε^{−3} t^3 + 5t^2 + 7t + 1 0 0 −1 −ε^{−1} t^3 − t^2 + t + 1 4 2 1 ε^3 t^3 − 7t^2 + 5t − 1

Neobhodimost~ ustanovlena.

Dostatoqnost~. Neposredstvenno proverØetsØ, qto v kaßdom

sluqae dlØ vseh pereqislennyh v uslovii lemmy znaqeniæ n, diskriminant porØdka Z[±λ] sovpadaet s diskriminantom soderßawego ego maksimal~nogo porØdka (t.e. s −23, −31, −44, sootvetstvenno). Sledovatel~no, Z[±λ] sovpadaet s maksimal~nym porØdkom sootvetstvu¸wego polØ i ε ∈ Z[±λ]. Dostatoqnost~ ustanovlena.

Teorema 5. Pust~ λ udovletvorØet uravneni¸ λ^3 − b2λ^2 − b1λ −

b_0 = 0, gde b_0 = ±1, D = b^2_1b^2 + 4b^3_1 − 4b_0b^3_2 − 27b^2_0 − 18b_0b_1b_2 < 0, D ≠ −3, −16, −27. 1. Esli ⟨b_0, b_1, b_2⟩ sovpadaet s odnoæ iz troek ⟨1, −2, 1⟩, ⟨1, −1, 2⟩, ⟨−1, −2, −1⟩, ⟨−1, −1, −2⟩, ⟨1, 2, 1⟩, ⟨1, −1, −2⟩, ⟨−1, 2, −1⟩, ⟨−1, −1, 2⟩, ⟨1, 2t, t^2⟩, ⟨1, −t^2, −2t⟩, ⟨−1, 2t, −t^2⟩, ⟨−1, −t^2, 2t⟩, gde t ¿ 2, to [(Z[λ])^∗ : ⟨±λ^n | n ∈ Z⟩] = 2.

26 M. A. VSEMIRNOV

2. Esli ⟨b_0, b_1, b_2⟩ sovpadaet s odnoæ iz troek ⟨1, −2, 3⟩, ⟨1, −3, 2⟩, ⟨−1, −2, −3⟩, ⟨−1, −3, −2⟩, ⟨1, −3, 4⟩, ⟨1, −4, 3⟩, ⟨−1, −3, −4⟩, ⟨−1, −4, −3⟩, ⟨1, −5, 7⟩, ⟨1, −7, 5⟩, ⟨−1, −5, −7⟩, ⟨−1, −7, −5⟩, to [(Z[λ])^∗ : ⟨±λ^n | n ∈ Z⟩] = 3.

3. Esli ⟨b_0, b_1, b_2⟩ sovpadaet s odnoæ iz troek ⟨1, 3, 2⟩, ⟨1, −2, −3⟩, ⟨−1, 3, −2⟩, ⟨−1, −2, 3⟩, to [(Z[λ])^∗ : ⟨±λ^n | n ∈ Z⟩] = 4.

4. Esli ⟨b_0, b_1, b_2⟩ sovpadaet s odnoæ iz troek ⟨1, 5, 6⟩, ⟨1, −6, −5⟩, ⟨−1, 5, −6⟩, ⟨−1, −6, 5⟩, ⟨1, −4, 5⟩, ⟨1, −5, 4⟩, ⟨−1, −4, −5⟩, ⟨−1, −5 − 4⟩, to [(Z[λ])^∗ : ⟨±λ^n | n ∈ Z⟩] = 5.

5. Esli ⟨b_0, b_1, b_2⟩ sovpadaet s odnoæ iz troek ⟨1, 7, 12⟩, ⟨1, −12, −7⟩, ⟨−1, 7, −12⟩, ⟨−1, −12, 7⟩, to [(Z[λ])^∗ : ⟨±λ^n | n ∈ Z⟩] = 9.

6. Vo vseh ostal~nyh sluqaØh (Z[λ])^∗ = ⟨±λ^n | n ∈ Z⟩.

Dokazatel~stvo. Pereqislennye v punktah 1–5 troæki ⟨b0, b1, b2⟩

ØvlØ¸tsØ kofffficientami minimal~nyh mnogoqlenov teh λ (libo −λ) iz lemm 4 i 5, dlØ kotoryh λ = ±μ^n, |n| ¿ 2 i μ ∈ Z[λ].

Teorema 6. Pust~ k = 3 i posledovatel~nost~ an opredelena so-

glasno (2)–(3). Pust~ D = b^2_1b^2 + 4b^3_1 − 4b_0b^3_2 − 27b^2_0 − 18b_0b_1b_2 < 0, D ≠ −3, −16, −27. DlØ togo, qtoby sootnoxenie (13) bylo harakteristiqeskim dlØ dannoæ posledovatel~nosti neobhodimo i dostatoqno, qtoby troæka ⟨b_0, b_1, b_2⟩ ne sovpadala ni s odnoæ iz troek, v pereqislennyh punktah 1–5 teoremy 5.

Dokazatel~stvo. Neposredstvenno sleduet iz teorem 1 i 5.

Pereædem teper~ k postroeni¸ Z-diofantovyh predstavleniæ mnoßestv znaqeniæ posledovatel~nosteæ tret~ego porØdka.

DlØ fiksirovannyh kofffficientov b_0, b_1, b_2 rekurrentnogo sootnoxeniØ (2) pri k = 3 opredelim mnoßestva

M(b_0, b_1, b_2) = {⟨y_0, y_1, y_2⟩ : ∃n ∈ Z [y_i = a_{n−i}, i = 0, 1, 2]} (37) M^+(b_0, b_1, b_2) = {⟨y_0, y_1, y_2⟩ : ∃n ∈ N [y_i = a_{n−i}, i = 0, 1, 2]}. (38)

DIOFANTOVY PREDSTAVLENI˚ 27

Teorema 7. Pust~ b0, b1, b2 takovy, kak i v teoreme 5. Pust~ po-

sledovatel~nost~ a_n opredelena soglasno (2)–(3), a mnoßestva M i M^+ opredeleny soglasno (37), (38).

1. DlØ togo qtoby ⟨y_0, y_1, y_2⟩ ∈ M(b_0, b_1, b_2) neobhodimo i dostatoqno, qtoby suwestvovali celye x_0, x_1, x_2 takie, qto vypolneno (13) i 360⋁ i=1 {A(y_0, y_1, y_2) = B^i(A(x_0, x_1, x_2))^{360}}, (39)

gde matricy B i A(x_0, x_1, x_2) opredeleny soglasno (8) i (9), sootvetstvenno.

2. DlØ togo qtoby ⟨y_0, y_1, y_2⟩ ∈ M^+(b_0, b_1, b_2) neobhodimo i dostatoqno, qtoby suwestvovali celye x_0, x_1, x_2 takie, qto vypolneny (13) i (39) i

det((A^2(y_0, y_1, y_2) − E)(B^2 − E)) > 0. (40)

Dokazatel~stvo. Voz~mem λ takoe, kak v uslovii teoremy 5.

Pust~ ξ ∈ (Z[λ])^∗. Pokaßem, qto dlØ togo qtoby ξ = λ^n pri nekotorom n ∈ Z neobhodimo i dostatoqno, qtoby naxlis~ μ ∈ (Z[λ])^∗ i i ∈ {1, 2, . . . , 360} takie, qto

ξ = λ^iμ^{360}. (41)

Pust~ naxlis~ takie i i μ. Soglasno teoreme 5 indeks podgruppy ⟨λ^n | n ∈ Z⟩ v gruppe (Z[λ])^∗ delit 360. Sledovatel~no, μ^{360} ∈ ⟨λ^n | n ∈ Z⟩ i ξ ∈ ⟨λ^n | n ∈ Z⟩. Obratno, esli ξ = λ^n, to dostatoqno vzØt~ i ≡ n (mod 360), 1 6 i 6 360 i μ = λ^n�^i360 .

Zapixem ξ = y_0 + y_1(λ − b_2) + y_2(λ^2 − b_2λ − b_1), μ = x_0 + x_1(λ − b_2)+ x_2(λ^2 − b_2λ − b_1). PrimenØØ k ravenstvu (41) monomorfizm T , opredelennyæ v §3, my zaverxaem dokazatel~stvo pervogo utverßdeniØ.

DlØ dokazatel~stva vtorogo utverßdeniØ zametim, qto λ ØvlØetsØ sobstvennym qislom matricy B, a ξ = y_0 + y_1(λ − b_2) + y_2(λ^2 − b_2λ − b_1) – sobstvennym qislom matricy A(y_0, y_1, y_2), priqem kaßdaØ iz fftih matric imeet v toqnosti odno vewestvennoe sobstvennoe qislo. Soglasno pervomu punktu teoremy uslovie (39) ravnosil~no tomu, qto ξ = λ^n dlØ nekotorogo celogo n. Uslovie (40) oznaqaet, qto vewestvennye sobstvennye qisla

28 M. A. VSEMIRNOV matric A(y_0, y_1, y_2) = B^n i B libo odnovremenno leßat v intervale (−1, 1), libo odnovremenno leßat vne nego. �to ravnosil~no tomu, qto n > 0. Teorema dokazana.

Zameqanie. Esli ograniqit~sØ tol~ko temi posledovatel~no-

stØmi, dlØ kotoryh (13) ØvlØetsØ harakteristiqeskim, to moßno postroit~ bolee prostye Z-diofantovy predstavleniØ mnoßestv M(b_0, b_1, b_2) i M^+(b_0, b_1, b_2). Deæstvitel~no, tak kak v fftom sluqae

[(Z[λ])^∗ : ⟨λ^n | n ∈ Z⟩] = [⟨±λ^n | n ∈ Z⟩ : ⟨λ^n | n ∈ Z⟩] = 2,

to v teoreme 7 moßno zamenit~ 360 na 2. S drugoæ storony, privedennaØ vyxe formulirovka pozvolØet ohvatit~ vse vozmoßnye sluqai.

Literatura 1. Z. I. Boreviq, I. R. Xafareviq, TeoriØ qisel. M., Nauka, 1972, 496 s. 2. M. A. Vsemirnov, O diofantovyh predstavleniØh lineænyh rekurrent-

nyh posledovatel~nosteæ. II MeßdunarodnaØ konferenciØ: Algebraiqe-

skie, veroØtnostnye, geometriqeskie, kombinatornye i funkcional~- nye metody v teorii qisel. Tezisy dokladov. Voroneß, 1995, 36.

3. M. A. Vsemirnov, Diofantovy predstavleniØ lineænyh rekurrentnyh

posledovatel~nosteæ. I. — Zap. nauqn. seminarov POMI 227 (1995),

52–60.

4. M. A. Vsemirnov, PrØmye metody postroeniØ diofantovyh predstavle-

niæ lineænyh rekurrentnyh posledovatel~nosteæ. Materialy meßduna-

rodnoæ konferencii i Qebyxevskih qteniæ, posvØwennyh 175-leti¸ so dnØ roßdeniØ P. L. Qebyxeva. M., izd-vo MGU, 1996, T. 1, 101–103.

5. M. A. Vsemirnov, Diophantine representations of linear recurrent sequences of small orders. Number Theory conference: Abstracts. Eger (Hungary), 1996, 40–41.

6. M. Davis, An explicit diophantine definition of the exponential function. — Comm. Pure Appl. Math. 24, No. 2 (1971), 137–145.

7. M. Davis, H. Putnam, J. Robinson, The decision problem for exponential diophantine equations. — Ann. Math. 74, No. 3 (1961), 425–436.

8. B. N. Delone, D. K. Faddeev, TeoriØ irracional~nosteæ tret~eæ stepeni. — Tr. MIAN SSSR 11 (1940).

9. P. Kiss, On some properties of linear recurrences. — Publ. Math. 30 (1983), 273–281.

10. N. K. Kosovskiæ, O diofantovyh predstavleniØh posledovatel~nosti re-

xeniæ uravneniØ PellØ. — Zap. nauqn. semin. LOMI 20 (1971), 49–59.

11. ı. V. MatiØseviq, Diofantovost~ pereqislimyh mnoßestv. — Doklady AN SSSR 191, No. 2 (1970), 278–282.

12. ı. V. MatiØseviq, DesØtaØ problema Gil~berta. M., Fizmatlit, 1993, 224 s.

DIOFANTOVY PREDSTAVLENI˚ 29

13. Yu. V. Matijasevič, J. Robinson, Reduction of an arbitrary diophantine equation to one in 13 unknowns. — Acts Arithmetica 27 (1975), 521–553.

14. G. V. Qudnovskiæ, Diofantovy predikaty. — Uspehi mat. nauk 25,

No. 4 (1970), 185–186.

Vsemirnov M. A. Diophantine representations of linear recurrent sequences. II.

Direct constructions of diophantine representations of linear recurrent sequences are considered. Diophantine representations of the sets of values of third-order sequences with negative discriminant are found. As an auxiliary problem we study the structure of the multiplicative group of the ring Z[λ], where λ is an invertible algebraic number (unit) in a real quadratic field or in a cubic field of a negative discriminant. Tge index of the subgroup ⟨±λ^n | n ∈ Z⟩ in the group (Z[λ])^∗ and the generator of (Z[λ])^∗ are evaluated explicitly.

Postupilo 10 oktØbrØ 1997 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqekogo instituta im. V. A. Steklova RAN