Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 240, 1997 g.

A. Okun~kov

O PREDSTAVLENI˚H BESKONEQNO` SIMMETRIQESKO` GRUPPY

Ruqnye predstavleniØ i faktornye predstavleniØ.

Oboznaqim qerez S(n) gruppu perestanovok mnoßestva

{1, ..., n}, i oboznaqim qerez S(∞) ob¨edinie grupp S(n) po vsem n. Gruppa S(∞) ØvlØetsØ odnim iz samyh prostyh primerov dikoæ gruppy (opredeleniØ dikoæ i ruqnoæ gruppy, a takße drugih fundamental~nyh ponØtiæ beskoneqnomernoæ teorii predstavleniæ moßno naæti, naprimer, v knige [23]). �to oznaqaet, qto izuqenie vseh neprivodimyh unitarnyh predstavleniæ gruppy S(∞) ne ØvlØetsØ, po vidimomu, osmyslennoæ zadaqeæ.

Ha gruppe S(∞) imeetsØ, po-vidimomu, edinstvennaØ prostaØ estestvennaØ topologiØ, kotoraØ induciruetsØ slaboæ (a takße sil~noæ) operatornoæ topologieæ pri predstavlenii perestanovkami bazisnyh vektorov

S(∞) → U (l_2) , (0.1)

gde U (l_2) oznaqaet mnoßestvo unitarnyh operatorov v koordinatnom gil~bertovom prostranstve l_2. Fundamental~nu¸ sistemu okrestnosteæ edinicy v fftoæ topologii obrazu¸t podgruppy S_n(∞) , n = 1, 2, 3, . . ., fiksiru¸wie qisla 1, 2, ..., n. Vse unitarnye predstavleniØ gruppy S(∞)

π : S(∞) → U (H) , (0.2)

gde U (H) est~ gruppa unitarnyh operatorov nekotorogo gil~bertova prostranstva H, nepreryvnye otnositel~no fftoæ topologii na S(∞) i slaboæ topologii na U (H) byli opisany Libermanom 166

O PREDSTAVLENI˚H 167 [27]. (Smotri takße [39].) �ti predstavleniØ nazyva¸tsØ ruqnymi. OkazyvaetsØ, qto

(1) vse ruqnye predstavleniØ razlaga¸tsØ v prØmu¸ summu neprivodimyh, (2) neprivodimye ruqnye predstavleniØ numeru¸tsØ vsemi diagramami ınga μ, (3) k-aØ tenzornaØ stepen~ predstavleniØ (0.1) razlagaetsØ po neprivodimym predstavleniØm numeruem diagrammi ınga iz k-kletok.

�ti obstoØtel~stva rodnØt topologiqesku¸ gruppu S(∞) s kompaktnoæ gruppoæ. Vo vsØkom sluqae, Øsno, qto ruqnyh predstavleniæ gorazdo men~xe, qem dolßno byt~ u nastoØweæ beskoneqnomernoæ gruppy.

Oboznaqim qerez S(∞) gruppu vseh biekciæ mnoßestva natural~nyh qisel. V fftoæ gruppe moßno vvesti analogiqnu¸ topologi¸; v fftoæ topologii S(∞) budet plotnoæ podgruppoæ. Ruqnye predstavleniØ gruppy S(∞) i tol~ko oni prodolßa¸tsØ po nepreryvnosti na vs¸ gruppu S(∞).

My zaverxim obsußdenie ruqnyh predstavleniæ ewe odnim tehniqeski poleznym opredeleniem ruqnogo predstavleniØ. Oboznaqim qerez H_n = H^{Sn (∞)} , n = 1, 2, . . . , podprostranstvo invariantov dlØ deæstviØ podgruppy S_n(∞) v predstavlenii (0.2). Kak pokazano v [39] predstavlenie (0.2) ruqnoe togda i tol~ko togda, kogda H = ⋃ n H_n . Drugoæ podhod k teorii predstavleniæ gruppy S(∞) sostoit v izuqenii ee koneqnyh (ili, bolee obwih, polukoneqnyh) faktornyh predstavleniæ. Zameqatel~naØ teoriØ fftih predstavleniæ byla postroena Toma [49] i Verxikom i Kerovym [6, 7].

Kaßdoe koneqnoe faktornoe predstavlenie π proizvol~noæ gruppy G odnoznaqno, s toqnost~¸ do kvaziffkvivalentnosti, opredelØetsØ svoim sledom, to est~ ograniqeniem sleda faktora na obraz gruppy. V kaqestve sledov koneqnyh faktornyh predstavleniæ gruppy G mogut vystupat~ v toqnosti vse haraktery gruppy G, to est~ funkcii ϕ na gruppe G, kotorye

168 A. OKUN^KOV

a) central~ny, t.e. ϕ(g_1g_2) = ϕ(g_2g_1) dlØ vseh g_1, g_2 ∈ G; b) poloßitel~no opredeleny, t.e. dlØ l¸byh g_1, . . . , g_n ∈ G matrica (ϕ(g_ig^{−1}_j )) ffrmitova i neotricatel~no opredelena;

v) nerazloßimy, t.e. ne predstavlØ¸tsØ v vide summy dvuh lineæno nezavisimyh funkciæ, udovletvorØ¸wih a) i b);

g) normirovany, t.e. ϕ(e) = 1.

Esli gruppa G kompaktna, to ee haraktery sut~ v toqnosti vse funkcii vida

tr π(g) dim π , gde π probegaet mnoßestvo klassov ffkvivalentnosti neprivodimyh predstavleniæ gruppy G. TeoriØ harakterov kompaktnyh grupp otnositsØ k klassike teorii predstavleniæ. Haraktery dikih grupp intensivno izuqalis~ v nedavnee vremØ, smotri, naprimer, [3, 6–11, 13–15, 25, 44, 49–52].

V rabote Toma [49] poluqeno sledu¸wee opisanie vseh harakterov gruppy S(∞). Haraktery gruppy S(∞) numeru¸tsØ dvumØ posledovatel~nostØmi vewestvennyh qisel α_i, i = 1, 2, . . . i

β_i, i = 1, 2, . . ., takih, qto

α_1 ⩾ α_2 ⩾ α_3 ⩾ · · · > 0 β_1 ⩾ β_2 ⩾ β_3 ⩾ · · · > 0 ∑ α_i + ∑ β_i ⩽ 1 . Znaqenie sootvetstvu¸wego haraktera na perestanovke, sostoØweæ iz edinstvennogo cikla dliny k, est~ ∑ i α^k_i + (−1)^{k−1} ∑ i β^k_i , a ego znaqenie na perestanovke, sostoØweæ iz neskol~kih nezavisimyh ciklov, ravno proizvedeni¸ ego znaqeniæ na otdel~nyh ciklah. Pri fftom, kak obyqno, sqitaetsØ, qto proizvedenie pustogo mnoßestva somnoßiteleæ ravno edinice. Naprimer, posledovatel~nostØm α_i ≡ 0, β_i ≡ 0 sootvetstvuet harakter regulØrnogo predstavleniØ gruppy S(∞).

Central~nu¸ qast~ raboty Toma sostavlØet klassifikaciØ tak nazyvaemyh vpolne poloßitel~nyh posledovatel~nosteæ. Napomnim, qto posledovatel~nost~ vewestvennyh qisel {a_i}, i =

0, 1, 2, . . . nazyvaetsØ vpolne poloßitel~noæ, esli vse minory

O PREDSTAVLENI˚H 169 beskoneqnoæ teplicevoæ matricy

a_0 a_1 a_2 a_3 . . .

0 a_0 a_1 a_2 ... 0 a_0 a_1 ... 0 a_0 ... ... ...

neotricatel~ny. Toma poluqil opisanie vseh vpolne poloßitel~nyh posledovatel~nosteæ, opiraØs~ na glubokie fakty iz teorii celyh funkciæ. On ustanovil, qto esli posledovatel~- nost~

a_0, a_1, a_2, . . .

vpolne poloßitel~na, to ee proizvodØwaØ funkciØ ∑ i a_it^i imeet vid e^{γt} ∏ (1 + β_it) ∏ (1 − α_it)

dlØ nekotoryh neotricatel~nyh α_i, β_j , γ, takih, qto ∑ α_i + ∑ β_i < ∞ . Hiße my obsudim svØz~ teorii vpolne poloßitel~nyh posledovatel~nosteæ s teorieæ predstavleniæ i pokaßem, kakim obrazom prostye soobraßeniØ, osnovannye na teorii predstavleniæ, pozvolØ¸t rexitel~no uprostit~ rassußdeniØ Toma.

V deæstvitel~nosti dannoe Toma opisanie vpolne poloßitel~nyh posledovatel~nosteæ bylo ranee ustanovleno v rabotah [1, 17]. Vpolne poloßitel~nye posledovatel~nosti voznika¸t vo mnogih voprosah analiza (takih, kak teoriØ priblißeniæ ili teoriØ malyh kolebaniæ), geometrii (vypuklye krivye) i teorii veroØtnosteæ. Vaßnu¸ rol~, naprimer, igraet sledu- ¸wee harakteristiqeskoe svoæstvo vpolne poloßitel~nyh posledovatel~nosteæ: svertka l¸boæ posledovatel~nosti so vpolne poloßitel~noæ posledovatel~nost~¸ soderßit ne bol~xe peremen znaka, qem ishodnaØ posledovatel~nost~. �to est~ klas-

170 A. OKUN^KOV siqeskaØ teorema I. Xenberga [43], kotoru¸ on poluqil, issleduØ razliqnye obobweniØ pravila Dekarta. Vpolne poloßitel~nye posledovatel~nosti (i ih nepreryvnye analogi) izuqalis~ F. R. Gantmaherom, M. G. Kreænom, D. Poæa, I. Xenbergom s soavtorami, A. �drei, S. Karlinom i drugimi. Sm., naprimer, [1, 16–18, 21], i osobenno [42], gde soderßatsØ ssylki na samye poslednie priloßeniØ teorii vpolne poloßitel~nyh posledovatel~nosteæ. Iz rabot, gde obsußdaetsØ svØz~ polnoæ poloßitel~nosti s teorieæ predstavleniæ, otmetim [6–11, 12].

˚vnoe postroenie vseh sootvetstvu¸wih faktornyh predstavleniiæ gruppy S(∞) bylo ukazano vposledstvii A. M. Verxikom i S. V. Kerovym [6]. A. M. Verxik i S. V. Kerov naxli takße drugoe dokazatel~stvo teoremy Toma s pomow~¸ ‘ffrgodiqeskogo metoda’ [7].

My sformuliruem ffrgodiqeskiæ metod uße v primenenii k zadaqe opisaniØ harakterov beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy. Pust~ est~ posledovatel~nost~ λ_n diagramm ınga, takih qto

|λ_n| = n. Pust~

χ_n(g) = tr π_{λn} (g) dim π_{λn} est~ harakter simmetriqeskoæ gruppy S(n), otveqa¸wiæ neprivodimomu predstavleni¸ π_{λn} .

My skaßem, qto posledovatel~nost~ harakterov χ_n shoditsØ pri n → ∞ k funkcii χ na gruppe S(∞), esli dlØ l¸bogo fflementa g ∈ S(∞) χ_n(g) → χ(g), n → ∞ . (Zametim, qto vyraßenie χ_n(g) imeet smysl dlØ vseh dostatoqno bol~xih n.)

Iz obwih teorem aproksimacii [5, 12, 33] sleduet, qto l¸- boæ harakter χ beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy S(∞) est~ predel nekotoroæ posledovatel~nosti harakterov χ_n koneqnyh simmetriqeskih grupp. A. M. Verxik i S. V. Kerov dokazali, qto dlØ togo, qtoby posledovatel~nost~ harakterov χ_n imela predel, neobhodimo i dostatoqno, qtoby suwestvovali sledu¸-

O PREDSTAVLENI˚H 171 wie predely: lim_{n→∞} i-aØ stroka λ_n n = α_i, lim_{n→∞} i-yæ stolbec λ_n n = β_i .

Esli ffti predely suwestvu¸t, to haraktery χ_n shodØtsØ k harakteru Toma s parametrami α_i, β_i. Takim obrazom, parametry

α_i, β_i ime¸t smysl asimptotiqeskih dlin strok i stolbcov dia-

grammy ınga.

Pary Ol~xanskogo i dopustimye predstavleniØ.

Izuqenie ewe bolee obwego klassa predstavleniæ beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy S(∞) bylo naqato Ol~xanskim. Snaqala rassmotrim motivirovoqnyæ primer. Pust~ π : S(∞) → U (M ) est~ koneqnoe faktor-predstavlenie gruppy S(∞). Zdes~ U (M ) est~ gruppa unitarnyh operatorov nekotorogo koneqnogo faktora M . Rassmotrim gil~bertovo prostranstvo H, kotoroe predstavlØet iz sebØ prostranstvo M popolnennoe po skalØrnomu proizvedeni¸ (A, B) = tr AB^∗ . V fftom prostranstve umnoßeniØmi sleva i sprava deæstvuet gruppa

S(∞) × S(∞) , (0.3)

priqem deæstvuet neprivodimo. Edinica 1 ∈ M est~ edinstvennyæ vektor v prostranstve H, invariantnyæ otnositel~no diagonal~noæ podgruppy

diag S(∞) ⊂ S(∞) × S(∞) . (0.4)

Hesloßno proverit~ (smotri [32] i niße), qto iz neprivodimosti deæstviØ gruppy (0.3) i naliqiØ invariantnogo vektora dlØ podgruppy (0.4) sleduet, qto predstavlenie podgruppy (0.4) v prostranstve H ØvlØetsØ ruqnym. �tot primer navodit na mysl~, qto imeet smysl izuqat~ unitarnye predstavleniØ

172 A. OKUN^KOV gruppy (0.3), ograniqenie kotoryh na podgruppu (0.4) ØvlØetsØ ruqnym predstavleniem. Takie predstavleniØ byli nazvany Ol~xanskim dopustimymi predstavleniØmi pary, ili prosto predstavleniØmi pary (0.4).

ObwaØ koncepciØ, predloßennaØ Ol~xanskim, sostoit v tom, qto v beskoneqnomernoæ situacii sleduet issledovat~ ne neprivodimye unitarnye predstavleniØ grupp G, a unitarnye predstavleniØ par

K ⊂ G , (0.5)

gde K est~ nekotoraØ podgruppa G, prizvannaØ igrat~ rol~ maksimal~naØ kompaktnaØ podgruppy gruppy G, a unitarnoe predstavlenie gruppy G G → U (H) nazyvaetsØ po opredeleni¸ predstavleniem pary (0.5), esli ego ograniqenie na podgruppu K ØvlØetsØ predstavleniem iz nekotorogo zadannogo prostogo klassa predstavleniæ gruppy K. (naprimer, ruqnym predstavleniem). Hapomnim, qto ruqnye predstavleniØ deæstvitel~no oqen~ napomina¸t predstavleniØ kompaktnoæ gruppy.

Kak pokazal Ol~xanskiæ, l¸boe predstavlenie pary (0.4) otnositsØ k tipu I. �tot fakt v izvestnoæ stepeni svodit izuqenie proizvol~nyh predstavleniæ pary (0.4) k izuqeni¸ ee neprivodimyh predstavleniæ.

Krome pary (0.4) v rabote [32] byli vvedeny i issledovany ewe dve rodstvennye pary Ol~xanskogo, takße tesno svØzannye s beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppoæ.

G. I. Ol~xanskim byl predloßen krasivyæ metod issledovaniØ dopustimyh predstavleniæ – tak nazyvaemyæ polugruppovoæ metod [34]. V rabote [32] soderßitsØ izloßenie fftogo metoda primenitel~no k param, svØzannym s simmetriqeskoæ gruppoæ. Polugruppovoæ metod moßno rassmatrivat~ kak daleko iduwee obobwenie svoæstva mul~tiplikativnosti harakterov gruppy S(∞), obnarußennogo Toma (smotri takße [15, 19–20, 31]). S pomow~¸ polugruppovogo metoda v rabote [32] dokazyvaetsØ, qto l¸boe dopustimoe predstavlenie poroßdaet algebru fon Neæmana tipa I. Iz polugruppovogo metoda vytekaet takße sposob parametrizacii neprivodimyh dopustimyh predstavleniiæ. Pri fftom neprivodimoe dopustimoe predstavlenie numeruetsØ

O PREDSTAVLENI˚H 173 nepreryvnymi parametrami (a imenno parametrami, uqastvu¸- wimi v teoreme Toma) i nekotorymi diskretnymi parametrami. A imenno, kaßdomu qislu α_i, β_i i nul¸ stavØtsØ v sootvetstvie diagrammy ınga (odna ili dve, v zavisimosti ot pary), pri fftom vsem parametram Toma, krome koneqnogo qisla, sootvetstvu¸t pustye diagrammy ınga. My kratko opixem polugruppovoæ metod i sposob parametrizacii predstavleniæ v pervoæ glave. �ta parametrizaciØ pozvolØet pereformulirovat~ zadaqu opisaniØ vseh neprivodimyh dopustimyh predstavleniiæ kak zadaqu opisaniØ vseh naborov parametrov, dlØ kotoryh sootvetstvu¸wee neprivodimoe dopustimoe predstavlenie suwestvuet.

V toæ ße rabote G. I. Ol~xanskiæ postroil bol~xoæ zapas neprivodimyh dopustimyh predstavleniæ. KonstruciØ neprivodimyh dopustimyh predstavleniiæ iz [32] razvivaet, s odnoæ storony, konstrukci¸ faktornyh predstavleniæ beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy A. M. Verxika i S. V. Kerova, a s drugoæ storony, ona ØvlØetsØ beskoneqnomernym oboweniem klassiqeskoæ dvoæstvennosti Germana VeælØ dlØ predstavleniæ v bessledovyh tenzorah. OpiraØs~, s odnoæ storony, na fftu konstrukci¸, a s drugoæ storony, na asimptotiqeskiæ metod A. M. Verxika i S. V. Kerova, G. I. Ol~xanskiæ poluqil dvustoronnie ocenki na mnoßestvo parametrov, pri kotoryh sootvetstvu¸wie neprivodimye dopustimye predstavleniiØ suwestvu¸t.

Formulirovka zadaqi i poluqennyh rezul~tatov.

My izuqaem neprivodimye predstavleniØ treh rodstvennyh par Ol~xanskogo, svØzannyh s beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppoæ.

Nazovem biekci¸ g : Z→ Zfinitnoæ , esli mnoßestvo {i ∈ Z| g(i) ≠ i} koneqno.Opredelim gruppu G^O kak gruppu vseh finitnyh biek-

ciæ Z→ Z. Poloßim

G^E = {g ∈ G^O | g(0) = 0} G^D = {g ∈ G^O | g(0) = 0, g(i) > 0, i > 0} Bukvy O, E, D proishodØt ot slov neqetnyæ (’odd’), qetnyæ (’even’) i dvoænoæ (’double’). My budem pisat~ prosto G v slu-

174 A. OKUN^KOV qae sovpadeniØ formul dlØ vseh treh grupp. Poloßim G(n) = {g ∈ G | g(i) = i, |i| > n} G_n = {g ∈ G | g(i) = i, |i| ≤ n} VsØ gruppa G est~ ob¨edinenie vozrasta¸weæ cepoqki svoih podgrupp G(n): {e} = G(0) ⊂ G(1) ⊂ G(2) ⊂ . . . ⋃ n G(n) = G. Podgruppy G_n obrazu¸t ubyva¸wu¸ cepoqku podgrupp

G_0 ⊃ G_1 ⊃ G_2 ⊃ . . . , ⋂ n G_n = {e}. Podgruppa G(n) i podgruppa G_n kommutiru¸t.

V mnoßestve Zest~ estestvennaØ invol¸ciØ i → −i. S pomow~¸ fftoæ invol¸cii v gruppe G vydelØetsØ podgruppa, prizvannaØ igrat~ rol~ maksimal~noæ kompaktnoæ podgruppy. Poloßim K = {g ∈ G | g(−i) = −g(i)}. Pary (G, K) sut~ pary Gel~fanda v smysle [32]. Opredelim v podgruppe K vozrasta¸wu¸ i ubyva¸wu¸ cepoqki podgrupp: K(n) = K ∩ G(n), K_n = K ∩ G_n. Gruppa G^D izomorfna prØmomu proizvedeni¸ dvuh ffkzemplØrov gruppy S(∞) (odin perestavlØet poloßitel~nye qisla, a drugoæ – otricatel~nye). Gruppa K^D izomorfna gruppe S(∞).

Gruppy G^O i G^E izomorfny gruppe S(∞), a gruppy K^O i K^E izomorfny poluprØmomu proizvedeni¸ gruppy S(∞) i gruppy

Z^∞_2 . V fftom sluqae pary Ol~xanskogo razliqa¸tsØ sposobom

vloßeniØ podgruppy v gruppu (i zapas predstavleniæ poluqaetsØ razliqnyæ).

Pust~ π – unitarnoe predstavlenie gruppy G v gil~bertovom prostranstve H(π). Oboznaqim qerez H(π)_n podprostranstvo,

O PREDSTAVLENI˚H 175 sostoØwee iz K_n–invariantnyh vektorov. �to podprostranstvo invariantno otnositel~no deæstviØ gruppy G(n). Dalee, podprostranstva H(π)_n obrazu¸t vozrasta¸wu¸ cepoqku podprostranstv

H(π)_0 ⊂ H(π)_1 ⊂ H(π)_2 . . .

Pofftomu ih ob¨edinenie ∪_nH(π)_n est~ algebraiqeski invariantnoe podprostranstvo v H(π). Predstavlenie π nazyvaetsØ dopustimym predstavleniem pary (G, K) [32], esli H(π) = ⋃ n H(π)_n. V dannoæ rabote my poluqim opisanie vseh neprivodimyh dopustimyh predstavleniæ treh par (G, K).

Vaßnyæ podklass dopustimyh predstavleniæ sostavlØ¸t sferiqeskie predstavleniØ. Unitarnoe predstavlenie gruppy G v gil~bertovom prostranstve H(π) nazyvaetsØ sferiqeskim predstavleniem pary (G, K), esli ono neprivodimo i H(π)_0 ≠ 0. Sferiqeskoe predstavlenie dopustimo, t.k. zamykanie podprostranstva ∪_nH(π)_n nepusto, zamknuto i invariantno i, znaqit, sovpadaet s H(π) v silu neprivodimosti. Izvestno (smotri [32] i niße), qto dlØ sferiqeskogo predstavleniØ dim H(π)_0 = 1. Vyberem vektor ξ ∈ H(π)_0, ‖ξ‖ = 1. Matriqnyæ fflement ϕ_π(g) = (π(g)ξ, ξ) nazyvaetsØ sferiqeskoæ funkcieæ. SferiqeskaØ funkciØ ϕ_π odnoznaqno opredelØet predstavlenie π. Sferiqeskie predstavleniØ pary (Gd, Kd) nahodØtsØ v biekcii s koneqnymi faktorpredstavleniØmi gruppy S(∞); ffta biekciØ byla kratko rassmotrena v naqale predyduwego paragrafa.

V otliqie ot klassa sferiqeskih predstavleniæ, klass dopustimyh predstavleniæ zamknut otnositel~no takih estestvennyh operaciæ nad predstavleniØmi, kak ograniqenie na podgruppu

G_n (my imeem G^D_n ∼= G^D, G^O_n ∼= G^E_n ∼= G^E), inducirovanie s nee,

vzØtiØ prØmyh summ i tenzornyh proizvedeniæ.

PonØtie dopustimogo predstavleniØ moßet byt~ takße sformulirovano v topologiqeskih terminah. A imenno, kak ukazano v [32], dlØ kaßdoæ iz treh (G, K) par suwestvuet nekotoraØ svoØ topologiqeskaØ ne lokal~no kompaktnaØ gruppa G, soderßawaØ

176 A. OKUN^KOV gruppu G v kaqestve plotnoæ podgruppy. Pri fftom dopustimye predstavleniiØ pary (G, K) sut~ v toqnosti te unitarnye predstavleniiØ gruppy G, kotorye dopuska¸t nepreryvnoe prodolßenie na gruppu G. Takim obrazom, teoriØ dopustimyh predstavleniiæ naxih treh par Ol~xanskogo okazyvaetsØ ffkvivalentna teorii unitarnyh predstavleniæ nekotoryh ne lokal~no kompaktnyh grupp G.

Gruppa G stroitsØ sledu¸wim obrazom. Vloßim gruppu G v gruppu vseh (ne obØzatel~no finitnyh) biekciæ

g : Z→ Z

Rassmotrim podgruppy K_n = {g|g(i) = −g(−i), g(i) = i, i > n} ∩ G, n = 0, 1, . . . . Poloßim G = G · K . Nakonec, vvedem v gruppe G topologi¸, v kotoroæ fundamental~nu¸ sistemu okrestnosteæ edinicy obrazu¸t podgruppy K_n, n = 0, 1, . . .. Poskol~ku l¸boe dopustimoe predstavlenie poroßdaet algebru fon Neæmana tipa I, topologiqeskie ne lokal~no kompaktnye gruppy G ØvlØ¸tsØ ruqnymi gruppami.

Toqka zreniØ unitarnyh predstavleniiæ grupp G udobna pri postroenii predstavleniæ. Ona prigoditsØ nam v tret~eæ glave. Odnako dlØ dokazatel~stva teorem klassifikacii neprivodimyh dopustimyh predstavleniiæ udobnee toqka zreniØ dopustimyh predstavleniiæ (G, K) par.

Osnovnoæ rezul~tat dannoæ raboty – polnaØ klassifikaciØ i ØvnaØ realizaciØ vseh neprivodimyh dopustimyh predstavleniæ dlØ treh rassmatrivaemyh par Ol~xanskogo. Osnovnye rezul~- taty po klassifikacii predstavleniæ pary

G^D = S(∞) × S(∞) ⊃ diag S(∞) = K^D

byli izloßeny v [55].

Glava 1. Polugruppovoæ metod

§1. Polugruppy osnawennyh qipov

V fftom paragrafe my opixem polugruppu, kotoraØ budet igrat~ v dal~neæxem osnovnu¸ rol~. �ta polugruppa byla vve-

O PREDSTAVLENI˚H 177 dena G. I. Ol~xanskim v [32]. Bolee podrobnoe izloßenie polugruppovogo metoda moßno naæti v [32, 34].

Rassmotrim gruppu G^O. Sopostavim kaßdoæ perestanovke g ∈

G^O sledu¸wiæ graf (‘qip’). Mnoßestvo verxin fftogo grafa raz-

bito na dva nepereseka¸wihsØ podmnoßestva – ‘vhody’ i ‘vyhody’. Kak vhody, tak i vyhody zanumerovany vsemi celymi qislami. Rebra (‘provodki’) qipa sootvetstvu¸wego perestanovke g soedinØ¸t i–yæ vhod s g(i)–ym vyhodom. Udobno risovat~ vhody qipa na odnoæ stroke, a vyhody – na drugoæ, pod vhodami. Qip, sootvetstvu¸wiæ perestanovke g = (12)(34)(−1, −2, −3) izobraßen na risunke 1.

Proizvedenie dvuh perestanovok g_1g_2 v terminah qipov nußno ponimat~ kak soedinenie vyhodov qipa g_2 s vhodami qipa g_1. DlØ fftogo udobno narisovat~ qip g_1 prØmo pod qipom g_2.

Budem rassmatrivat~ teper~ bolee obwie qipy, u kotoryh kaßdyæ provodok snabßen ‘soprotivleniem’ – neotricatel~nym qislom. Pri soedinenii provodkov soprotivleniØ budem skladyvat~. �lementy gruppy G^O budem rassmatrivat~ kak qipy, u kotoryh vse soprotivleniØ nulevye. DlØ vseh celyh qisel k oboznaqim qerez A_k qip, u kotorogo dlØ vseh i ∈ Zi–yæ vhod soedinen s i–ym vyhodom provodkom s soprotivleniem δ_{ik}. Qip A_2 izobraßen na risunke 2. (Nenulevye soprotivleniØ my pixem na provodkah.)

Ris. 1 Ris. 2.

Nakonec, rassmotrim ewe bolee obwie qipy, u kotoryh provodki ne obØzatel~no idut ot vhoda k vyhodu, a zada¸t nekotoroe razbienie mnoßestva kontaktov na pary. Pri estestvennom umnoßenii takih qipov budut voznikat~ petli iz provodkov. Vvedem formal~nye central~nye fflementy C_m, m = 2, 3, . . . (budem sqitat~, qto C_1 = 1 )i budem zamenØt~ petli s summarnym soprotivleniem m formal~nym umnoßeniem na C_m (naprimer,

178 A. OKUN^KOV

P_0A^2_1A_2P_0 = P_0C_3C_2, sm. niße). V opredelØemoæ niße polugrup-

pe ffto proizvedenie budet korrektno opredeleno, v qastnosti, qislo petel~ s summarnym soprotivleniem bol~xe 1 budet koneqnym.

Rassmotrim qip P_n, u kotorogo dlØ |i| ⩽ n i-æ vhod soedinen s i-m vyhodom provodkom bez soprotivleniØ, a dlØ |i| > n i-æ vhod soedinen s −i-m vhodom provodkom s soprotivleniem 1/2 i analogiqno soedineny vyhody. Qip P_2 izobraßen na risunke 3.

Ris. 3.

Oboznaqim qerez Γ^O polugruppu, poroßdennu¸ gruppoæ G^O, qipami A_i, i ∈ Z, P_n, n = 0, 1, . . ., i fflementami C_m, m =

2, 3, . . .. �ta polugruppa neskol~ko men~xe, qem opredelennaØ v

[32, pp. 2.8 i 3.10]; naxa soderßitsØ v toæ kak plotnaØ podpolugruppa.

Oboznaqim qerez Γ^E podpolugruppu v Γ^O, poroßdennu¸ gruppoæ G^E, qipami A_i, i ∈ Z, P_n, n = 0, 1, . . ., i fflementami C_m,

m = 2, 3, . . .. Analogiqno opredelim polugruppu Γ^D. Polugrup-

py Γ^O, Γ^E , Γ^D budem nazyvat~ polugruppami osnawennyh qipov.

V fftih polugruppah est~ estestvennaØ invol¸ciØ: u qipov vhody menØ¸tsØ s vyhodami, C_m perehodØt v sebØ.

Vaßnost~ polugrupp osnawennyh qipov dlØ teorii dopustimyh predstavleniæ pokazyvaet sledu¸waØ fundamental~naØ

Teorema (Ol~xanskiæ [32]. L¸boe dopustimoe predstavlenie π

pary (G, K) kanoniqeski prodolßaetsØ do ∗-predstavleniØ sootvetstvu¸weæ polugruppy Γ sßatiØmi (t.e. operatorami, po norme ne bol~ximi 1) v H(π). Pri fftom idempotenty P_n perehodØt v proektory na H(π)_n.

�to kanoniqeskoe prodolßenie my budem oboznaqat~ toæ ße bukvoæ π.

O PREDSTAVLENI˚H 179 Umestno budet skazat~ neskol~ko slov o tom, kak stroitsØ ffto kanoniqeskoe prodolßenie. Po opredeleni¸ polugruppa Γ poroßdena gruppoæ G, qipami A_i, P_j i fflementami C_i. Idempotenty

P_n perehodØt v proektory na podprostranstva H(π)_n. Nam nuß-

no ewe ukazat~ vo qto perehodØt qipy A_i i fflementy C_i. DlØ prostoty predpoloßim, qto my imeem delo s paroæ ( G^O, K^O ) ; ostal~nye pary soverxenno analogiqny. Rassmotrim transpozici¸ (i, n) ∈ G^O i rassmotrim predel operatorov lim_{n→∞} π((i, n)) . �tot predel suwestvuet v slaboæ operatornoæ topologii. Qtoby ubedit~sØ v fftom dostatoqno proverit~, qto suwestvu¸t prede- ly lim_{n→∞}(π((i, n))ζ, η) , gde vektory ζ i η prinadleßat plotnomu podprostranstvu ∞⋃ m=1 H(π)_m . Pust~ ζ i η leßat v podprostranstve H(π)_m i dva qisla n_1 i n_2 takovy, qto n_1, n_2 > m. Togda perestanovka

(n_1, n_2)(−n_1, −n_2)

leßit v podgruppe K_m, i po opredeleni¸ podprostranstva

H(π)_m imeem ( π((i, n_1))ζ, η ) = = ( π((n_1, n_2)(−n_1, −n_2)(i, n_2)(n_1, n_2)(−n_1, −n_2))ζ, η ) = ( π((i, n_2))π((n_1, n_2)(−n_1, −n_2))ζ, π((n_1, n_2)(−n_1, −n_2))η ) = = ( π((i, n_2))ζ, η ) . Takim obrazom, qislo ( π((i, n))ζ, η ) ne zavisit ot n, pri uslovii qto n > m i tem samym sovpadaet s predelom lim_{n→∞} ( π((i, n))ζ, η ) .

180 A. OKUN^KOV Poloßim

π(A_i) = lim_{n→∞} π((i, n)) .

i analogiqno

π(S_k) = lim n1,...,n_k→∞ π((n 1, n_2, . . . , n_k)) , gde predpolagaetsØ, qto qisla n_1, . . . , n_k poparno razliqny. Inogda byvaet udobnee zamenit~ predel v opredelenii operatorov

π(A_i) i π(C_i) predelom po Qezaro

π(A_i) = lim_{n→∞} 1 n n∑ j=1 π((i, j)) . V pohoßem vide moßet byt~ zapisan operator π(P_m)

π(P_m) = lim_{n→∞} 1 n! ∑ g∈K_m (n) π(g) . Zdes~ K_m(n) oboznaqaet stabilizator qisel 1, . . ., m v gruppe

K_{m+n}. V samom dele, operator 1 n! ∑ g∈K_m (n) π(g) est~ proektor na podprostranstvo vektorov, invariantnyh pri deæstvii gruppy K_m(n). Oboznaqim ffto podprostranstvo qerez

H(π)_{m;n}. Oqevidno

H(π)_{m;0} ⊃ H(π)_{m;1} ⊃ H(π)_{m;2} ⊃ . . . i H(π)_m = ⋂ n H(π)_{m;n} . Pofftomu proektor na podprostranstvo H(π)_m est~ predel proektorov na podprostranstva H(π)_{m;n} (daße v sil~noæ operatornoæ topologii).

§2. Nekotorye toßdestva DlØ udobstva dal~neæxih ssylok, sformuliruem nekotorye poleznye toßdestva, spravedlivye v polugruppah osnawennyh qipov. Pust~ σ ∈ S(∞) – nekotoraØ perestanovka. Oboznaqim qerez [σ] nabor qisel, sostoØwiæ iz dlin neediniqnyh ciklov σ.

O PREDSTAVLENI˚H 181

Predloßenie 1.

A_iA_j = A_jA_i, (1.1)

gA_ig^{−1} = A_{g(i)}, g ∈ S(2∞), (1.2) A_iP_n = P_nA_i, |i| ⩽ n, (1.3) A_iP_n = A_{−i}P_n, |i| > n, (1.4) P_nA_iP_n = P_n(i, k)P_n, |i| ⩽ n, |k| > n, (1.5) P_nA^{k1}_{i1} A^{k2}_{i2} . . . A^{kr}_{ir} P_n = P_n r∏ j=1 C_{kj +1}, n < i_j , i_m ≠ i_l, (1.6)

P_0σP_0 = P_0 ∏ k∈[σ] C_k, σ ∈ S(∞) . (1.7) Dokazatel~stvo. Dokaßem dva poslednih, naibolee interes-

nyh, ravenstva.

Narisuem qipy P_n, A^{k1}_{i1} A^{k2}_{i2} . . . A^{kr}_{ir} i P_n (sm. risunok 4a, gde narisovany P_0, A_1A_2A^2_3, i P_0).

Ris.4a.

Zametim, qto u qipa P_0 vhody soedinØ¸tsØ tol~ko s vhodami, a vyhody – s vyhodami. Pofftomu proizvedenie P_0A^{k1}_{i1} A^{k2}_{i2} . . . A^{kr}_{ir} P_0 budet imet~ vid proizvedeniØ P_0 i nekotoryh fflementov C_i. Uslovie i_m ≠ i_l oznaqaet, qto v soprotivlenie kaßdoæ voznika- ¸weæ petli vklad budet davat~ tol~ko pokazatel~ pri kakom-to odnom qipe A_{is} . Oqevidno, summarnoe soprotivlenie voznika¸- weæ takim obrazom petli budet ravno k_s + 1. Tem samym ravenstvo (1.6) dokazano.

182 A. OKUN^KOV

Narisuem teper~ qipy P_0, σ i P_0 (sm. risunok 4b, gde σ = (123); nulevye soprotivleniØ na risunke 4b opuweny).

Ris.4b.

OpØt~ proizvedenie P_0σP_0 budet imet~ vid proizvedeniØ P_0 i nekotoryh fflementov C_i. Petli, voznika¸wie pri umnoßenii P_0, σ i P_0, v toqnosti sootvetstvu¸t ciklam perestanovki σ. Pri fftom cikl dliny k sootvetstvuet petle s summarnym soprotivleniem k. Takim obrazom ravenstvo (1.7) dokazano. •

§3. ParametrizaciØ predstavleniæ

Pust~ π – dopustimoe predstavlenie pary (G, K) v gil~bertovom prostranstve H(π). Pust~ d = d(π) est~ naimen~xee celoe qislo k, dlØ kotorogo H(π)_k ≠ 0. Oboznaqim qerez R(π) podprostranstvo H(π)_d. Budem nazyvat~ qislo d(π) glubinoæ predstavleniØ π, a podprostranstvo R(π) – kornem predstavleniØ π.

Pust~ ζ – proizvol~nyæ vektor iz podprostranstva R(π). My moßem vosstanovit~ predstavlenie π po ego matriqnomu fflemen- tu ψ(g) = (π(g)ζ, ζ). Operator π(P_d) – ffto ortogonal~nyæ proektor na podprostranstvo R(π), pofftomu (π(g)ζ, ζ) = (π(P_dgP_d)ζ, ζ). (1.8) Osnawenye qipy vida P_dxP_d, x ∈ Γ obrazu¸t podpolugruppu v polugruppe Γ. Oboznaqim fftu podpolugruppu qerez Γ(d). �ta polugruppa deæstvuet v podprostranstve R(π). Sledu¸wee predloßenie prinadleßit G. I. Ol~xanskomu.

O PREDSTAVLENI˚H 183

Predloßenie 2. Pust~ π – dopustimoe predstavlenie gruppy G.

Pust~ qislo n takovo, qto H(π)_n ≠ 0. Oboznaqim qerez π_n predstavlenie polugruppy Γ(n) v podprostranstve H(π)_n. Togda (1) Esli predstavlenie π neprivodimo, to predstavlenie π_n neprivodimo.

(2) Esli predstavlenie π_n neprivodimo i podprostranstvo

H(π)_n cikliqno, to π neprivodimo

Dokazatel~stvo. Pust~ π neprivodimo. Pust~ B proizvol~nyæ

ograniqennyæ operator v prostranstve H(π)_n. Oboznaqim qerez B̃ operator v prostranstve H(π), ravnyæ B na podprostranstve

H(π)_n i nul¸ ortogonal~nom dopolnenii H(π)^⊥_n . Oqevidno, fftot

operator ograniqen. V silu neprivodimosti π suwestvuet posledovatel~nost~ fflementov b^{(i)} iz gruppovoæ algebry C[G] takaØ, qto π(b^{(i)}) → B̃, i → ∞ v slaboæ operatornoæ topologii. No togda π(P_nb^{(i)}P_n) → π(P_n)B̃π(P_n), i → ∞ . I znaqit π_n(P_nb^{(i)}P_n) → B, i → ∞ . Takim obrazom predstavlenie π_n neprivodimo.

Naoborot, predpoloßim qto predstavlenie π_n neprivodimo, podprostranstvo H(π)_n cikliqno, no predstavlenie π ne ØvlØetsØ neprivodimym. Pust~ W – netrivial~noe zamknutoe invariantnoe podprostranstvo. Pust~ ζ – proizvol~nyæ vektor iz podprostranstva K_n – invariantov H(π)_n. Ortogonal~nye proekcii vektora ζ na podprostranstva W i W^⊥ sut~ takße K_n–invariantnye vektora. Pofftomu hotØ by odno iz Γ(n)– invariantnyh podprostranstv H(π)_n ∩ W i H(π)_n ∩ W^⊥ nepusto. V silu neprivodimosti predstavleniØ π_n imeem, qto

libo H(π)_n ⊂ W, libo H(π)_n ⊂ W^⊥ .

V silu cikliqnosti H(π)_n

libo H(π) = W, libo H(π) = W^⊥ ,

184 A. OKUN^KOV qto protivoreqit netrivial~nosti W . •

V silu (1.8) nam dostatoqno znat~ predstavlenie π_d polugruppy Γ(d) v prostranstve R(π), qtoby vosstanovit~ predstavlenie π. Po opredeleni¸ qisla d imeem H(π)_{d−1} = 0. Pofftomu

π(P_{d−1}) = 0.

Moßno proverit~ [32], qto v fftom sluqae nenulevymi operatorami v R(π) moßet deæstvovat~ lix~ podpolugruppa v Γ(d), poroßdennaØ fflementami P_0C_k, k = 2, 3, . . . i takimi qipami, u kotoryh dlØ vseh i, |i| ≤ d i–yæ vhod soedinen s vyhodom i i–yæ vyhod soedinen s vhodom. (Zametim, qto u l¸bogo qipa iz Γ(d) dlØ l¸bogo qisla j > d j–yæ vhod soedinen s −j–ym vhodom, i analogiqno dlØ vyhodov.) Oboznaqim fftu podpolugruppu qerez

Γ(d)_{vert}. Polugruppa Γ(d)_{vert} ustroena prosto, i ee predstavle-

niØ legko opisat~.

V sluqae Γ^O ona izomorfna

Γ^O(d)_{vert} ∼= (S(2d + 1) n Z^{2d+1}_+ ) × Z^∞_+ .

Zdes~ pervyæ somnoßitel~ otveqaet polugruppe P_dG^O(d), vtoroæ – polugruppe, poroßdennoæ qipami R_dA_i, |i| ≤ d, tretiæ – polugruppe, poroßdennoæ fflementami P_dC_i, i = 2, 3, . . ..

Vse neprivodimye ∗-predstavleniØ polugrupp vida S(m) nZ^m_+ opisyva¸tsØ sledu¸wim obrazom. Pust~

ρ = (ρ_1, . . . , ρ_s)

est~ razbienie qisla m. Pust~ x_1, . . . , x_s est~ nabor razliqnyh toqek iz [−1, 1]. Pust~ T – predstavlenie polugruppy Z^m_+, kotoroe pervye ρ_1 obrazu¸wih perevodit v umnoßenie na x_1, vtorye ρ_2 obrazu¸wih – v umnoßenie na x_2 i t.d. Togda centralizatorom predstavleniØ T v gruppe S(m) ØvlØetsØ podgruppa S(ρ) = ∏ i S(ρ_i ).

O PREDSTAVLENI˚H 185 Pust~ λ_1, . . . , λ_s – nabor diagramm ınga, takih, qto |λ_i| = ρ_i. Togda predstavlenie polugruppy S(m) nZ^m_+ , inducirovannoe predstavleniem ( s⨂ i=1 π_{λi} ) ⊗ T podpolugruppy S(ρ) n Z^m_+, neprivodimo, i takimi predstavleniØmi isqerpyva¸tsØ vse neprivodimye ∗-predstavleniØ polugruppy S(m) n Z^m_+ sßatiØmi. Nabor dannyh x_1, . . . , x_s; λ_1, . . . , λ_s udobno zadavat~ v vide raspredeleniØ ınga, t.e. funkcii Λ iz

[−1, 1] v mnoßestvo diagramm ınga

Λ(y) = { λ_i, y = x_i ?, y /∈ {x1 . . . xs} Geometriqeski raspredelenie ınga moßno predstavlØt~ kak nabor diagramm ınga, kotorye ‘rastut’ iz razliqnyh toqek otrezka [−1, 1] (sm. risunok 5). Poloßim |Λ| = ∑ x |Λ(x)|, supp Λ = {x_1, . . . , x_s}.

Neprivodimye ∗-predstavleniØ sßatiØmi polugruppy

S(2d + 1) n Z^{2d+1}_+

numeru¸tsØ togda raspredeleniØmi ınga Λ, takimi qto |Λ| =

2d + 1.

Ris. 5.

186 A. OKUN^KOV

�lementy C_i ∈ Γ^O, i = 2, 3, . . . central~ny i ffrmitovy, pofftomu

π(C_i) = c_i · 1_H ,

dlØ nekotoryh qisel c_i ∈ [−1, 1], i = 2, 3, . . ..

Analogiqno

Γ^E (d)_{vert} ∼= (S(2d) n Z^{2d}_+ ) × Z^∞_+ ,

Γ^D(d)_{vert} ∼= (S(d) n Z^d_+) × (S(d) n Z^d_+) × Z^∞_+ .

PredstavleniØ Γ^E (d)_{vert} zada¸tsØ raspredeleniem ınga Λ, takim qto |Λ| = 2d i naborom qisel c_i, i = 2, 3, . . .. PredstavleniØ

Γ^D(d)_{vert} zada¸tsØ paroæ raspredeleniæ ınga Λ, M , takih qto |Λ| = |M | = d i naborom qisel c_i, i = 2, 3, . . ..

Zadaqa klassifikacii neprivodimyh dopustimyh predstavleniæ gruppy G teper~ moßet byt~ pereformulirovana kak zadaqa opisaniØ vseh naborov parametrov Λ, {c_i} (ili sootvetstvenno Λ, M , {c_i}), dlØ kotoryh neprivodimoe dopustimoe predstavlenie s opisannymi vyxe matriqnymi fflementami suwestvuet.

§4. Sluqaæ sferiqeskogo predstavleniØ pary ( G^D, K^D ) Pust~ π – sferiqeskoe predstavlenie pary ( G^D, K^D ) . V podprostranstve H(π)_0 realizuetsØ neprivodimoe ∗-predstavlenie polugruppy Γ^D(0). �ta polugruppa sostoit tol~ko iz fflementov vida ∏ i C^{ki}_i P_0. Ona kommutativna. Pofftomu ee neprivodimoe predstavlenie dolßno byt~ odnomerno

dim H(π)_0 = 1

Inymi slovami v prostranstve predstavleniØ π suwestvuet edinstvennyæ s toqnost~¸ do mnoßitelØ vektor ξ, invariantnyæ otnositel~no podgruppy K^D. V dal~neæxem my budem vsegda predpolagat~, qto vektor ξ normirovan usloviem ‖ξ‖ = 1. Vektor ξ nazyvaetsØ sferiqeskim vektorom. Sferiqeskiæ vektor opredelØetsØ s toqnost~¸ do umnoßeniØ na kompleksnoe qislo, po modul¸ ravnoe edinice. SferiqeskaØ funkciØ ϕ_π(g) = (π(g)ξ, ξ)

O PREDSTAVLENI˚H 187 ne zavisit ot vybora sferiqeskogo vektora.

Pust~ k_1, k_2 ∈ K^D – dve proizvol~nyh perestanovki. V silu

K^D–invariantnosti sferiqeskogo vektora ξ imeem

ϕ_π(k_1gk_2) = (π(k_1gk_2)ξ, ξ)= ( π(g)π(k_2)ξ, π(k^{−1}_1 )ξ ) = (π(g)ξ, ξ) = ϕ_π(g) Takim obrazom, sferiqeskaØ funkciØ postoØnna na dvoænyh smeßnyh klassah K^D\G^D/K^D. Gruppa G^D izomorfna prØmomu proizvedeni¸ dvuh ffkzemplØrov beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy S(∞), odin iz kotoryh deæstvuet na poloßitel~nye qisla, a vtoroæ – na otricatel~nye. Podgruppa K^D est~ diagonal~naØ podgruppa v fftom prØmom proizvedenii. L¸boæ dvoænoæ smeßnyæ klass iz K^D\G^D/K^D peresekaetsØ s podgruppoæ S(∞). Pofftomu sferiqeskaØ funkciØ odnoznaqno opredelØetsØ svoim ograniqeniem na podgruppu S(∞). Pust~ σ ∈ S(∞) – proizvol~- naØ perestanovka. Mnoßestvo K^DσK^D ∩ S(∞) sostoit iz vseh perestanovok, soprØßennyh perestanovke σ, t.e. ime¸wih takie ße dliny ciklov. Predpoloßim snaqala qto perestanovka σ imeet odin neediniqnyæ cikl dliny k. Togda

ϕ_π (σ) = (π(σ)ξ, ξ) = (π(P_0σP_0)ξ, ξ)^{(1.7)}= (π(C_k)ξ, ξ) = (c_kξ, ξ) = c_k .

V silu teoremy Ol~xanskogo qisla s_i, i = 2, 3, . . . dolßny odnoznaqno opredelØt~ sferiqesku¸ funkci¸. V samom dele, pust~ σ proizvol~na, togda

(σξ, ξ) = (P_0σP_0ξ, ξ)^{(1.7)}= ∏ k∈[σ] C_kξ, ξ = ∏ k∈[σ] c_k . (1.9)

�to svoistvo mul~tiplikativnosti bylo vpervye ustanovleno Toma.

Glava 2. KlassifikaciØ neprivodimyh

dopustimyh predstavleniæ

§5. Spektral~nye svoæstva operatorov Ai v sferiqeskom predstavleni i pary Gel~fanda ( G^D, K^D ) Pust~ π – nekotoroe sferiqeskoe predstavlenie pary ( G^D, K^D ) , kotoroe my na protØßenie fftogo paragrafa budem sqitat~ fiksirovannym. My budem pisat~ prosto g vmesto π(g).

188 A. OKUN^KOV

Pust~ μ – mera na [−1, 1], spektral~naØ dlØ operatora A_1 i sferiqeskogo vektora ξ. Togda qisla c_k sut~ prosto ee momenty: ∫ t^kμ(dt) = (A^k_1 ξ, ξ) = (P_0A^k_1 P_0ξ, ξ)^{(1.6)}= c_{k+1} . (5.1)

Pofftomu sferiqeskaØ funkciØ pary ( G^D, K^D ) odnoznaqno opredelØetsØ meroæ μ. Oboznaqim, qerez ϕ^μ sferiqesku¸ funkci¸, otveqa¸wu¸ mere μ:

ϕ^μ(σ) = ∏ k∈[σ] ∫ [−1,1] t^{k−1} μ(dt) Pust~ λ – mera na [−1, 1]^∞, spektral~naØ dlØ operatorov

A_1, A_2, . . . i vektora ξ. Utverßdenie sledu¸weæ lemmy analo-

giqno svoæstvu mul~tiplikativnosti sferiqeskih funkciæ.

Lemma 1. λ = μ^{⊗∞}.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno proverit~ ravenstvo integralov

ot vseh monomov: ∫ t^{k1}_1 . . . t^{kl}_l dλ = (A^{k1}_1 . . . A^{kl}_l ξ, ξ) = (P_0A^{k1}_1 . . . A^{kl}_l P_0ξ, ξ)^{(1.6)}= ∏ i c_{ki+1} = ∏ i ∫ t^{ki} dμ . • Teper~ my moßem ustanovit~ sledu¸wu¸ teoremu.

Teorema 1. Mera μ diskretna, priqem ee atomy mogut skapli-

vat~sØ tol~ko k nul¸.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim qerez s traspozici¸ (12) ∈ S(∞).

Pust~ E – borelevskoe podmnoßestvo v [ε, 1], gde ε > 0. Oboznaqim qerez χ_E ego harakteristiqesku¸ funkci¸. My pokaßem, qto εμ(E) ⩽ μ(E)^2 . DlØ fftogo my dokaßem dvoænoe neravenstvo

εμ(E) ⩽ (sχ_E (A_1)ξ, χ_E (A_1)ξ) ⩽ μ(E)^2

Srednee vyraßenie vewestvenno, poskol~ku

s^{−1} = s .

O PREDSTAVLENI˚H 189 S odnoæ storony, v silu (1.3) i (1.5),

(sχ_E (A_1)ξ, χ_E (A_1)ξ) = (sχ_E (A_1)P_1ξ, χ_E (A_1)P_1ξ)

(1.3)

= (χ_E (A_1)P_1sP_1χ_E (A_1)ξ, ξ)

(1.5)

= (χ_E (A_1)P_1A_1P_1χ_E (A_1)ξ, ξ)

(1.3)

= (A_1χ_E (A_1)ξ, ξ) = ∫ E t dμ ⩾ εμ(E) . S drugoæ storony, tak kak A_1 i A_2 sut~ kommutiru¸wie proektory,

χ_E (A_1)sχ_E (A_1) = χ_E (A_1)^2sχ_E (A_1)^{2 (1.2)}= χ_E (A_1)^2χ_E (A_2)sχ_E (A_1)

(1.1,2)

= χ_E (A_1)χ_E (A_2)sχ_E (A_1)χ_E (A_2) .

Pofftomu

(sχ_E (A_1)ξ, χ_E (A_1)ξ) = (sχ_E (A_1)χ_E (A_2)ξ, χ_E(A_1)χ_E (A_2)ξ)

⩽ (χ_E (A_1)χ_E (A_2)ξ, χ_E (A_1)χ_E (A_2)ξ) = μ(E)^2,

gde posledniæ xag opiraetsØ na Lemmu 1.

Iz neravenstva εμ(E) ⩽ μ(E)^2 sleduet, qto libo μ(E) = 0, libo μ(E) ⩾ ε. AnalogiqnaØ ocenka moßet byt~ sdelana dlØ E ⊂

[−1, −ε]. Ots¸da vytekaet diskretnost~ mery μ. Poskol~ku μ –

veroØtnostnaØ mera, v [ε, 1] moßet byt~ ne bol~xe, qem 1/ε, ee atomov. Ots¸da sleduet vtoraØ qast~ utverßdeniØ teoremy. •

Mnoßestvo atomov mery μ my budem oboznaqat~ qerez supp μ.

§6. Spektral~nye svoæstva operatorov Ai v neprivodimom dopustimom predstavlenii pary ( G^D, K^D ) Pust~ teper~ π – neprivodimoe dopustimoe predstavlenie glubiny d > 0. Pust~ ono zadaetsØ raspredeleniØmi ınga Λ, M i naborom {c_i}.

My moßem sqitat~, qto vmesto qisel {c_i} predstavlenie zadaetsØ meroæ μ, spektral~noæ dlØ operatora A_{d+1} i l¸bogo ediniqnogo vektora ζ iz podprostranstva R(π). Qisla {c_i} – ffto momenty mery μ. Mera otveqaet sferiqeskomu predstavleni¸ pary ( G^D, K^D ) , i pofftomu ona diskretna. Pust~ supp μ – mnoßestvo ee atomov.

190 A. OKUN^KOV

Po opredeleni¸ raspredeleniØ Λ spektr l¸bogo iz operatorov A_i, i = 1, . . . , d, v podprostranstve R(π) est~ supp Λ.

Predloßenie 3. supp Λ ⊂ supp μ ∪ {0}, supp M ⊂ supp μ ∪ {0}. Dokazatel~stvo. Pust~ x ∈ supp Λ \ {0}. Pust~ ζ – vektor iz

podprostranstva R(π), takoæ, qto ‖ζ‖ = 1, A_1ζ = xζ. Pust~ δ_x – funkciØ, ravnaØ 1 v toqke x i 0 v ostal~nyh toqkah. Togda

ζ = δ_x(A_1)ζ .

Oboznaqim qerez s perestanovku (1, d + 1) ∈ S(∞). Togda 0 < |x| = |(A_1ζ, ζ)|^{(1.5)}= |(P_dsP_dζ, ζ)| = |(sζ, ζ)| = |(sδ_x(A_1)ζ, δ_x(A_1)ζ)| (1.2)

= |(sδ_x(A_{d+1})ζ, δ_x(A_{d+1})ζ)| ⩽ (δ_x(A_{d+1})ζ, δ_x(A_{d+1})ζ) = μ(x),

t.e. x ∈ supp μ. DlØ M rassußdenie analogiqno. •

�to utverßdenie ranee bylo dokazano v [32, Teorema 4.6] bolee sloßnym sposobom.

§7. Teorema Toma Pust~ π – sferiqeskoe predstavlenie i μ – vvedennaØ vyxe spektral~naØ mera. Pust~ supp μ – mnoßestvo atomov mery μ i

α_i, −β_i, α_i > 0, β_i > 0, – vse nenulevye fflementy iz supp μ. DlØ x ≠ 0 poloßim ν(x) = μ(x)/|x|. Togda pri k > 1, v silu (5.1),

c_k = ∑ i α^{k−1}_i μ(α_i) + ∑ i (−β_i)^{k−1}μ(−β_i) = ∑ i α^k_i ν(α_i) + (−1)^{k−1} ∑ i β^k_i ν(−β_i) . (7.1)

Teorema 2. Vse qisla ν(αi), ν(−βi) sut~ celye qisla.

DlØ dokazatel~stva nam potrebuetsØ odna lemma. Pust~ σ ∈

S(∞) – proizvol~naØ perestanovka. Oboznaqim qerez N/σ mnoße-

stvo orbit perestanovki σ na mnoßestve N. Pust~ p ∈ N/σ est~ nekotoraØ orbita. Oboznaqim qerez |p| ee mownost~.

O PREDSTAVLENI˚H 191

Lemma 2. Pust~ fi(t), gi(t), i = 1, 2, . . ., – nepreryvnye funkcii na

[−1, 1], vse, za iskl¸qeniem koneqnogo qisla, toßdestvenno ravnye 1. Togda dlØ σ ∈ S(∞) a) ( σ ∞∏ i=1 f_i(A_i)ξ, ξ ) = ∏ p∈N/σ ∫ t^{|p|−1} ∏ j∈p f_j (t) dμ,

b) ( σ ∞∏ i=1 f_i(A_i)ξ, ∞∏ i=1 g_i(A_i)ξ ) = ∏ p∈N/σ ∫ t^{|p|−1} ∏ j∈p f_j (t)g_j (t) dμ . Dokazatel~stvo. a) Moßno sqitat~, qto fi(t) = t^{ki} , i = 1, 2, . . .,

priqem k_i = 0, i ≫ 1. DlØ p ∈ N/σ poloßim Σ(p) = ∑ j∈p k_j. Togda ∏ j∈p f_j (t) = t^{Σ(p)}. V polugruppe Γ spravedlivo toßdestvo

P_0σ ∏ A^{ki}_i P_0 = P_0 ∏ p∈N/σ^{C|p|+Σ(p) ,} kotoroe obobwaet toßdestva (1.6) i (1.7) i dokazyvaetsØ analogiqno. Iz fftogo toßdestva vytekaet, qto ( σ ∞∏ i=1 f_i(A_i)ξ, ξ ) = ( σ ∏ A^{ki}_i ξ, ξ ) = ∏ p∈N/σ^{c|p|+Σ(p)} = ∏ p∈N/σ ∫ t^{|p|+Σ(p)−1}dμ = ∏ p∈N/σ ∫ t^{|p|−1} ∏ j∈p t^{kj} dμ . b) sleduet iz a), (1.2) i togo, qto ∏ j∈p f_j (t) = ∏ j∈p f_{σ(j)}(t). • Zameqanie. Utverßdenie Lemmy 3 sohranØet silu dlØ bolee

xirokogo klassa funkciæ, naprimer, dlØ funkciæ, ØvlØ¸wihsØ potoqeqnymi predelami ravnomerno ograniqennyh posledovatel~nosteæ nepreryvnyh funkciæ. �to sleduet iz funkcional~- nogo isqisleniØ operatorov, sm. [41, t. 1, Teorema VII.2(d)]. K fftomu klassu otnositsØ funkciØ δ_x(t), x ∈ supp μ, ravnaØ 1 v toqke x i nul¸ v ostal~nyh toqkah iz [−1, 1]. Vproqem, v silu Teoremy 1, my moßem vmesto funkcii δ_x rassmatrivat~ nepreryvnu¸ funkci¸, ravnu¸ 1 v toqke x i nul¸ v ostal~nyh toqkah iz supp μ.

192 A. OKUN^KOV

Dokazatel~stvo Teoremy 2. Zafiksiruem nekotoroe α = αi i

poloßim ν = ν(α_i). Rassmotrim vektor

ζ^{(m)} = m∏ i=1 δ_α(A_i)ξ . V silu Lemmy 2, dlØ σ ∈ S(m)

(σζ^{(m)} , ζ^{(m)}) = ∏ p∈N/σ^{α|p|−1μ(α) = αm−l(σ)μ(α)l(σ) = αmνl(σ),} gde l(σ) oznaqaet qislo ciklov perestanovki σ ∈ S(m).

Pust~ Alt(m) – operator antisimmetrizacii po gruppe S(m); togda

(Alt(m)ζ^{(m)} , ζ^{(m)}) = 1 m! ∑ σ∈S(m) sgn (σ)(σζ^{(m)}, ζ^{(m)}) =

= α^m m! ∑ σ∈S(m) sgn(σ)ν^{l(σ)} = α^m m! ∑ σ∈S(m) (−1)^{m+l(σ)} ν^{l(σ)} =

= α^m m! ν(ν − 1) . . . (ν − m + 1), (7.2)

gde my primenili ravenstvo sgn σ = (−1)^{m+l(σ)} i izvestnoe toßdestvo ∑ σ∈S(m) x^{l(σ)} = x(x + 1) . . . (x + m − 1) (7.3)

(sm. [45, Predloßenie 1.3.4]). Poskol~ku Alt(m) – proektor, poslednee proizvedenie v (7.2) dolßno byt~ neotricatel~nym dlØ vseh m, qto vozmoßno, tol~ko esli ono obryvaetsØ, t.e. esli

ν = ν(α) ∈ N.

Esli umnoßit~ predstavlenie T na predstavlenie sgn ⊗ sgn, to mera μ(x) pereædet v meru μ(−x). Ots¸da sleduet, qto ν(−β_i) ∈

N. •

Diskretnu¸ veroØtnostnu¸ meru μ na mnoßestve [−1, 1], taku¸, qto dlØ vseh x ∈ [−1, 1] \ 0 μ(x) |x| ∈ Z+

budem nazyvat~ meroæ Toma.

DokazannaØ teorema daet neobhodimoe uslovie suwestvovaniØ predstavleniæ. Iz Øvnoæ konstrukcii predstavleniæ [32]

O PREDSTAVLENI˚H 193 (smotri takße Glavu 3) ili iz prØmoæ proverki poloßitel~- noæ opredelennosti sferiqeskoæ funkcii [49] sleduet, qto ffto uslovie ØvlØetsØ takße i dostatoqnym. Tem samym ustanovleno opisanie sferiqeskih funkciæ pary ( G^D, K^D ) . DlØ togo, qtoby sformulirovat~ ego v klassiqeskoæ forme, udobno sqitat~ mnoßestvo supp μ mnoßestvom s kratnostØmi, kaßdyæ nenulevoæ fflement x kotorogo povtorØetsØ μ(x)/|x| raz

Teorema Toma [49]. Haraktery gruppy S(∞) sut~ v toqnosti

funkcii vida ϕ(σ) = ∏ k∈[σ] ( ∑ i α^k_i + (−1)^{k−1} ∑ i β^k_i ) , gde α_1 ⩾ α_2 ⩾ α_3 ⩾ · · · > 0 β_1 ⩾ β_2 ⩾ β_3 ⩾ · · · > 0 ∑ α_i + ∑ β_i ⩽ 1 .

§8. Drugoe dokazatel~stvo teoremy Toma.

SvØz~ s polnoæ poloßitel~nost~¸

V fftom paragrafe my pokaßem, kak predstavlenie

c_k = ∫ t^{k−1}dμ pozvolØet uprostit~ original~noe dokazatel~stvo Toma.

Pust~ ϕ est~ nekotoryæ harakter gruppy S(∞). Rassmotrim ograniqenie haraktera ϕ na koneqnu¸ simmetriqesku¸ gruppu

S(n). Haraktery koneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy S(n) numeru-

¸tsØ diagrammami ınga iz n kletok. Pust~ χ^λ est~ (nenormirovannyæ !) harakter, otveqa¸wiæ neprivodimomu predstavleni¸ λ. V silu poloßitel~noæ opredelennosti funkcii ϕ ee ograniqenie ϕ|_{S(n)} na gruppu S(n) razloßitsØ v neotricatel~nu¸ lineænu¸ kombinaci¸ funkciæ χ_λ: ϕ|_{S(n)} = ∑ λ,|λ|=n m(λ)χ^λ, m(λ) ⩾ 0 .

194 A. OKUN^KOV Qisla m(λ) budem nazyvat~ kofffficientami Fur~e funkcii ϕ. Oni mogut byt~ naædeny ishodØ iz ortonormirovannosti harakterov otnositel~no skalØrnogo proizvedeniØ

λf_1, f_2⟩_{S(n)} = 1 n! ∑ g∈S(n) f_1(g)f_2(g)

Oqevidno, qisla m(λ) dolßny udovletvorØt~ usloviØm soglasovannosti. A imenno, pust~ diagramma ınga Λ, |Λ| = n + 1 zadaet predstavlenie gruppy S(n + 1). Pravilo ınga vetvleniØ predstavleniæ simmetriqeskih grupp utverßdaet, qto

χ^Λ|_{S(n)} = ∑ λ,Λ↘λ χ^λ . (8.1)

Gde Λ ↘ λ oznaqaet, qto diagramma λ poluqaetsØ iz diagrammy Λ udaleniem odnoæ kletki. V silu (8.1) qisla m(λ) dolßny udovletvorØt~ usloviØm m(λ) = ∑ Λ,Λ↘λ m(Λ)

Naoborot, l¸boæ nabor neotricatel~nyh qisel m_λ, udovletvorØ¸wiæ uslovi¸ soglasovannosti zadaet nekotoru¸ poloßitel~no opredelennu¸ funkci¸ na gruppe S(∞). �ta funkciØ normirovana togda i tol~ko togda, kogda

m(∅) = 1

V silu PredloßeniØ 2 ffta funkciØ budet nerazloßima togda i tol~ko togda, kogda ona mul~tiplikativna po ciklam perestanovok. �ta mul~tiplikativnost~ nakladyvaet sil~nye ograniqeniØ na vozmoßnye nabory qisel m_λ. Naxa blißaæxaØ cel~ sostoit v tom, qtoby vyrazit~ mul~tiplikativnost~ funkcii ϕ v terminah ee kofffficientov Fur~e.

Napomnim operaci¸ umnoßeniØ krußoqkom dlØ predstavleniæ simmetriqeskih grupp. Pust~ τ, |τ | = n i υ, |υ| = m sut~ dve diagrammy ınga. Togda ih proizvedenie krußoqkom est~ predstavlenie gruppy S(n + m)

τ ∘ υ = Ind^{S(n+m)} S(n)×S(m) τ ⊗ υ

O PREDSTAVLENI˚H 195

Formula Frobeniusa [23] utverßdaet, qto v kol~ce predsta-

vleniæ gruppy simmetriqeskoæ gruppy neprivodimoe predsta-

vlenie sootvetstvu¸wee diagramme ınga λ vyraßaetsØ v vide

opredelitelØ, proizvedeniØ v kotorom nußno ponimat~ kak pro-

izvedenie krußoqkom:

λ =

| | | | | | | | | | | | | | λ_1 λ_1 + 1 λ_1 + 2 . . . . . . . . .

λ_2 − 1 λ_2 λ_2 + 1 λ_2 + 2 . . . . . . . . λ_3 − 1 λ_3 λ_3 + 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . λ_i − i + j . . . . . . . . . . .

| | | | | | | | | | | | | |

◯

Zdes~ i niße qislo λ_i −i+j oboznaqaet trivial~noe predstavle-

nie simmetriqeskoæ gruppy porØdka λ_i − i + j, esli λ_i − i + j ⩾ 0,

i formal~nyæ nulevoæ fflement inaqe.

Oboznaqim qerez η^k trivial~nyæ harakter gruppy S(k). Pust~

λ est~ nekotoroe razbienie λ = (λ_1, . . . , λ_s) . Oboznaqim qerez η^λ harakter gruppy S(|λ|) η^λ = η^{λ1} ∘ · · · ∘ η^{λs} . Formula Frobeniusa vyraßaet harakter χ^λ neprivodimogo

predstavleniØ simmetriqeskoæ gruppy v vide lineænoæ kombi-

nacii harakterov vida η^ν .

Pust~ L – nekotoraØ gruppa. Oboznaqim qerez Z(L) lineænoe

prostranstvo central~nyh funkciæ na gruppe L.

Pust~ f_1 ∈ Z(S(n_1)), f_2 ∈ Z(S(n_2)) sut~ nekotorye central~nye

funkcii. Oboznaqim qerez f_1 ⊗ f_2 funkci¸ iz Z(S(n_1) × S(n_2))

taku¸, qto

(f_1 ⊗ f_2)(g_1, g_2) = f_1(g_1)f_2(g_2) .

Lemma 3. FunkciØ ϕ ∈ Z(S(n)) mul~tiplikativna togda i tol~ko

togda, kogda dlØ l¸byh natural~nyh n_1, n_2, takih qto n_1 + n_2 = n

i l¸byh funkciæ f_1 ∈ S(n_1), f_2 ∈ S(n_2) vypolnØetsØ ravenstvo λϕ|_{S(n1)×S(n2)}, f_1 ⊗ f_2⟩_{S(n1)×S(n2)} = λϕ|_{S(n1)}, f_1⟩_{S(n1)}λϕ|_{S(n2)}, f_2⟩_{S(n2)} . (8.2)

196 A. OKUN^KOV

Dokazatel~stvo. Utverßdenie ‘togda’ oqevidno. Utverßdenie

‘tol~ko togda’ stanovitsØ oqevidnym, esli v kaqestve funkciæ

f_1, f_2 rassmotret~ harakteristiqeskie funkcii klassov soprØ-

ßennyh fflementov.

Zameqanie. Ravenstvo (8.2) antilineæno po f1 i f2. Pofftomu dlØ

dokazatel~stva mul~tiplikativnosti dostatoqno ustanovit~ ego v predpoloßenii, qto f_1 i f_2 probega¸t nezavisimo nekotorye bazisy prostranstv Z(S(n_1)) i Z(S(n_1)).

Predloßenie 4. m(λ) otveqaet mul~tiplikativnoæ central~-

noæ funkcii na gruppe S(∞) togda i tol~ko togda, kogda dlØ vseh diagramm ınga λ vypolnØetsØ ravenstvo

m(λ) = det [ m(λ_i − i + j) ] i,j . (8.3) Dokazatel~stvo. Pust~ ϕ ∈ Z(S(∞)) – mul~tiplikativnaØ funk-

ciØ. Po dvoæstvennosti Frobeniusa λϕ|_{S(|λ|)}, η^λ⟩_{S(|λ|)} = λϕ|_{S(λ1)×···×S(λs)}, 1⟩_{S(λ1)×···×S(λs)} Qto v silu mul~tiplikativnosti ϕ est~ = ∏ i λϕ|_{S(λi)}, 1⟩_{S(λi)} = ∏ i m(λ_i) . Pofftomu v silu formuly Frobeniusa m(λ) = λϕ|_{S(|λ|)}, χ^λ⟩_{S(|λ|)} = det [ m(λ_i − i + j) ] . Haoborot, pust~ spravedlivo (8.3). Izvestno (i vidno iz formuly Frobeniusa), qto haraktery vida η^λ obrazu¸t bazis v prostranstve central~nyh funkciæ na simmetriqeskoæ gruppe. Bolee togo, esli vvesti na mnoßestve razbieniæ qastiqnyæ porØ- dok μ ⩽ λ ⇔ μ_1 + · · · + μ_i ⩽ λ_1 + · · · + λ_i dlØ vseh i ⩾ 1 ,

to, (kak ffto snova vidno iz formuly Frobeniusa) matrica perehoda ot bazisa {χ^λ} k bazisu {η^λ} budet treugol~noæ.

Ravenstvo λϕ, η^λ⟩ = ∏ i m(λ_i) (8.4)

O PREDSTAVLENI˚H 197 oqevidno, esli λ est~ razbienie na odnu qast~. Pust~ ffto ravenstvo dokazano dlØ vseh razbieniæ μ, takih qto μ > λ. Togda iz (8.3) i formuly Frobeniusa (v kotoroæ uqastvu¸t η^λ i takie η^μ, qto μ > λ) sleduet, qto ono spravedlivo takße i dlØ λ. Takim obrazom, ravenstvo (8.4) dokazano dlØ vseh razbieniæ λ.

Pust~ teper~ λ, μ – dva proizvol~nyh razbieniØ. Pust~ |λ| =

n_1, |μ| = n_2. Oboznaqim qerez λ∪μ ob¨edinenie qasteæ razbieniæ

λ i μ. Togda λϕ|_{S(n1)×S(n2)}, η^λ ⊗ η^μ⟩_{S(n1)×S(n2)} = λϕ|_{S(n1+n2)}, η^{λ∪μ}⟩_{S(n1+n2)} = ∏ i m(λ_i) ∏ j m(μ_j ) . Otkuda λϕ|_{S(n1)×S(n2)}, η^λ⊗η^μ⟩_{S(n1)×S(n2)} = λϕ|_{S(n1)}, η^λ⟩_{S(n1)}λϕ|_{S(n2)}, η^μ⟩_{S(n2)} . Tak kak haraktery vida η^λ obrazu¸t bazis v prostranstve central~nyh funkciæ, to ffto ravenstvo dokazyvaet mul~tiplikativnost~ funkcii ϕ. •

Napomnim, qto posledovatel~nost~ vewestvennyh qisel {a_i},

i = 0, 1, 2, . . . nazyvaetsØ vpolne poloßitel~noæ, esli vse minory

beskoneqnoæ teplicevoæ matricy

a_0 a_1 a_2 a_3 . . .

0 a_0 a_1 a_2 ... 0 a_0 a_1 ... 0 a_0 ... ... ...

neotricatel~ny. V qastnosti, vse qisla a_i neotricatel~ny.

PolnaØ poloßitel~nost~ sohranØetsØ pri sdvige i umnoßenii na poloßitel~noe qislo, pofftomu, esli naxa posledovatel~- nost~ nenulevaØ, to moßem sqitat~, qto a_0 = 1. Pust~ dlØ nekotrogo i > 0 imeem a_i = 0. Togda iz neravenstva det [ a_i a_{i+1} a_0 a_1 ] ⩾ 0 sleduet, qto a_j = 0 dlØ vseh j ⩾ i. Pofftomu u vpolne poloßitel~- noæ posledovatel~nosti libo vovse net nulevyh qlenov, libo nulevye v toqnosti vse qleny, naqinaØ s nekotorogo nomera. Legko

198 A. OKUN^KOV videt~, qto umnoßenie na geometriqesku¸ progressi¸ sohranØet polnu¸ poloßitel~nost~, pofftomu esli posledovatel~nost~

{a_i} soderßit po kraæneæ mere dva poloßitel~nyh qlena, to my

moßem sqitat~, qto

a_0 = a_1 = 1 .

Normirovannu¸ takim obrazom posledovatel~nost~ budem nazyvat~ normirovannoæ vpolne poloßitel~noæ.

Predloßenie 5. Otobraßenie ϕ → {m(i)}, i = 0, 1, . . . est~ biekciØ mnoßestva harakterov gruppy S(∞) na mnoßestvo normirovannyh vpolne poloßitel~nyh posledovatel~nosteæ.

Dokazatel~stvo. Pust~ ϕ est~ harakter gruppy S(∞). Togda,

oqevidno, m(0) = m(1) = 1. SkalØrnoe proizvedenie ograniqeniØ ϕ na l¸bu¸ koneqnu¸ simmetriqesku¸ gruppu S(n) so sledom l¸bogo predstavleniØ S(n) neotricatel~no. V qastnosti, ffto verno dlØ sleda χ^{λ/μ} predstavleniØ, otveqa¸wego kosoæ diagramme ınga λ/μ. V silu formuly Frobeniusa dlØ χ^{λ/μ} [28, §1.5,(5.4)] imeem λϕ|_{S(|λ/μ|)}, χ^{λ/μ}⟩_{S(|λ/μ|)} = det [ m(λ_i − μ_j − i + j) ] ij ⩾ 0 . Legko videt~, qto pri fftom poluqa¸tsØ vse minory, vhodØwie v opredelenie polnoæ poloßitel~nosti.

Naoborot, pust~ nam zadana normirovannaØ vpolne poloßitel~naØ posledovatel~nost~

{m(i)}, i = 0, 1, . . .. Opredelim svo¸ central~nu¸ funkci¸ ϕ_n na

kaßdoæ simmetriqeskoæ gruppe S(n) po formule (8.3). My hotim seæqas pokazat~, qto fftot nabor funkciæ soglasovan, t.e. opredelØet edinu¸ funkci¸ na gruppe S(∞). Zametim, qto v dokazatel~stve ravenstva (8.4) my ne pol~zovalis~ soglasovannost~¸ qisel m(λ). Pofftomu moßem sqitat~, qto λϕ_{|λ|}, η^λ⟩ = ∏ i m(λ_i) . Otkuda λϕ_{|λ|+1}|_{S(|λ|)}, η^λ⟩ = λϕ_{|λ|+1}, η^{λ∪1}⟩ = m(1) ∏ i m(λ_i) .

O PREDSTAVLENI˚H 199 V silu ravenstva m(1) = 1 ffto est~ ∏ i m(λ_i) = λϕ_{|λ|}, η^λ⟩ . Poskol~ku funckcii vida η^λ est~ bazis prostranstva Z(S(n)), ravenstvo

ϕ_{n+1}|_{S(n)} = ϕ_n

dokazano. Neotricatel~naØ opredelennost~ funkcii ϕ oqevidna, ee mul~tiplikativnost~ sleduet iz predloßeniØ, a normirovannost~ – iz ravenstva m(0) = 1. •

Udobno sostavit~ iz qisel m(i), i = 0, 1, . . . proizvodØwiæ rØd

H(t) = 1 + m(1)t + m(2)t^2 + . . . .

Kak my znaem, libo H(t) est~ polinom, libo vse qleny rØda

H(t) nenulevye. Seæqas my hotim vyrazit~ rØd H(t) qerez qisla c_i, i = 1, 2, . . ., kotorye, napomnim, est~ znaqeniØ funkcii ϕ na

ciklah dliny i. Pust~ λ est~ razbienie na ρ_i qasteæ, ravnyh 1,

ρ_2 qasteæ ravnyh 2 i tak dalee. Togda m(k) = λϕ|_{S(k)}, 1⟩_{S(k)} = 1 k! ∑ λ,|λ|=k k! ∏ i ρ_i!i^{ρi} ∏ i c^{ρi}_i

= ∑ λ,|λ|=k ∏ i 1 ρ_i! ( c_i i )_{ρi} . Pofftomu H(t) = ∞∑ k=0 t^k ∑ ρ1+2ρ2+3ρ3···=k ∏ i 1 ρ_i! ( c_i i )_{ρi}

= ∞∏ i=1 ∞∑ j=0 1 j! ( c_it^i i )_j

= ∞∏ i=1 exp ( c_it^i i ) = exp (_∞ ∑ i=1 c_i i t^i ) . I naoborot, qisla c_i legko poluqit~ iz rØda H(t).

c_1 + c_2t + c_3t^2 + · · · = H^′(t) H(t) . My sformuliruem teoremu Toma v sledu¸weæ forme

200 A. OKUN^KOV

Teorema. ProizvodØwie funkcii kofffficientov Fur~e {m(i)}, i =

0, 1, . . . harakterov gruppy S(∞) ime¸t vid H(t) = e^{γt} ∏ (1 + β_it) ∏ (1 − α_it) gde α_i ⩾ 0, β_i ⩾ 0, γ ⩾ 0, ∑ α_i + ∑ β_i + γ = 1

Sledstvie (Teorema �drei [17]). ProizvodØwie funkcii normi-

rovannyh vpolne poloßitel~nyh posledovatel~nosteæ ime¸t vid H(t) = e^{γt} ∏ (1 + β_it) ∏ (1 − α_it) gde α_i ⩾ 0, β_i ⩾ 0, γ ⩾ 0, ∑ α_i + ∑ β_i + γ = 1

Dokazatel~stvo. My dolßny dokazat~, qto dlØ vseh harakterov

H–rØd dolßen imet~ vid, ukazannyæ v teoreme.

Predpoloßim, qto H(t) ne est~ polinom. Togda iz neravenstv det [ m(i) m(i + 1) m(i − 1) m(i) ] ⩾ 0 sleduet, qto 1 = m(1) m(0) ⩾ m(2) m(1) ⩾ m(3) m(2)

⩾ · · · ⩾ 0 . (8.5)

Znaqit, suwestvuet predel,

α = lim m(n + 1) m(n) , n → ∞ . Oqevidno, 0 ⩽ α ⩽ 1, i qislo 1/α est~ radius shodimosti rØda H(t). Predpoloßim, qto fftot radius koneqen. Esli α = 1, to v silu (8.5) imeem m(i) ≡ 1 i H(t) = 1 1 − t . �tot H–rØd sootvetstvuet trivial~nomu predstavleni¸. My oboznaqim ego qerez H_{id}(t).

O PREDSTAVLENI˚H 201

Predpoloßim pofftomu, qto 0 < α < 1. Postroim po naxemu harakteru ϕ novyæ harakter ϕ̃ c kofffficientami Fur~e

m̃(λ) = (1 − α)^{−|λ|} lim m(n ∪ λ) m(n) , n → ∞ . Nesloßno vyqislit~ Øvnyæ vid fftim predelov. Imeem lim m(n ∪ λ) m(n) = lim 1 m(n) det 2 6 64 m(n) m(n + 1) m(n + 2) . . .

m(λ1 − 1) m(λ1) m(λ1 + 1) . . . m(λ2 − 2) m(λ2 − 1) m(λ2) . . . . . . . . . ... 3 7 75

= lim det 2 6 6 4 1 m(n + 1)m(n)�1 m(n + 2)m(n)�1 . . .

m(λ1 − 1) m(λ1) m(λ1 + 1) . . . m(λ2 − 2) m(λ2 − 1) m(λ2) . . . . . . . . . ...

3 7 7 5

= det 2 6 6 4 1 α α2 . . . m(λ1 − 1) m(λ1) m(λ1 + 1) . . . m(λ2 − 2) m(λ2 − 1) m(λ2) . . . . . . . . . ...

3 7 7 5

= det 2 6 64 1 0 0 . . . m(λ1 − 1) m(λ1) − αm(λ1 − 1) m(λ1 + 1) − αm(λ1) . . . m(λ2 − 2) m(λ2 − 1) − αm(λ2 − 2) m(λ2) − αm(λ2 − 1) . . . . . . . . . ... 3 7 75

= det 2 6 4 m(λ1) − αm(λ1 − 1) m(λ1 + 1) − αm(λ1) . . . m(λ2 − 1) − αm(λ2 − 2) m(λ2) − αm(λ2 − 1) . . . . . . . ... 3 7 5 V qastnosti,

m̃(k) = (1 − α)^{−k}(m(k) − αm(k − 1)) . (8.6)

Takim obrazom,

m̃(λ) = det [ m̃(λ_i − i + j) ] i,j . My vidim, qto kofffficienty Fur~e {m̃(λ)} zada¸t mul~tiplikativnu¸ poloßitel~no opredelennu¸ funkci¸ na gruppe S(∞). Poloßim

H̃(t) = ∑ m̃(k)t^k .

202 A. OKUN^KOV Togda ravenstvo (8.6) oznaqaet, qto H(t) = H_{id}(αt)H̃((1 − α)t) . Predstavlenqeskiæ smysl fftoæ faktorizacii stanet Øsen v tret~eæ glave. Zametim, qto radius shodimosti rØda H̃((1 − α)t) ne men~xe radiusa shodimosti rØda H(t). IteriruØ fftu faktorizaci¸ poluqaem predstavlenie H(t) = ∏ H_{id}(α_it)H_{ent}((1 − ∑ α_i)t) , gde α_i ⩾ 0, ∑ α_i ⩽ 1 , a H_{ent} est~ celaØ funkciØ, ØvlØ¸waØsØ H–rØdom dlØ nekotorogo haraktera gruppy S(∞).

Rassmotrim teper~ vmesto haraktera ϕ harakter ϕ^− ϕ^−(g) = sgn(g)ϕ(g), g ∈ S(∞) . V qastnosti,

c^−_k = (−1)^{k−1}c_k .

Pofftomu harakteru ϕ^− otveqaet H–rØd

H^−(t) = exp (_∞ ∑ i=1 (−1)^{i−1} c_i i t^i ) = exp ( − ∞∑ i=1 c_i i (−t)^i ) = H(−t)^{−1} FaktorizuØ teper~ funkci¸ H_{ent}(−t)^{−1}, poluqaem predstavlenie H(t) = ∏ H_{id}(α_it) ∏ H_{sgn}(β_it)H^∗(γt), ∑ α_i + ∑ β_i + γ = 1 , gde H_{sgn}(t) = 1 + t , a H^∗(t) est~ H–rØd nekotorogo haraktera gruppy S(∞), predstavlØ¸wiæ celu¸ funkci¸ bez nuleæ i pol¸sov. Pofftomu rØd

c_1 + c_2t + c_3t^2 + · · · = H^′(t) H(t) . predstavlØet celu¸ funkci¸. Pokaßem, qto ffto vozmoßno tol~- ko esli

c_1 = 1, c_2 = c_3 = · · · = 0

O PREDSTAVLENI˚H 203 Deæstvitel~no, my imeem

c_k = ∫ t^{k−1}dμ Dopustim, qto mera μ ne sosredotoqena v nule. Togda dlØ nekotorogo ε > 0 imeem μ([−1, 1] \ [−ε, ε]) = const > 0, otkuda

c_{2k+1} = ∫ t^{2k}dμ ⩾ const ε^{2k} dlØ vseh k, i, znaqit, radius shodi-

mosti rØda ∑ c_kz^{k−1} ne prevoshodit 1/ε. Takim obrazom mera

μ obØzana byt~ sosredotoqennoæ v nule, t.e. c_2 = c_3 = · · · = 0. Inymi slovami

H^∗(t) = e^t . •

Zameqanie Imenno isledovanie sluqaØ celoæ funkcii bez nu-

leæ i pol¸sov bylo samoæ sloßnoæ qast~¸ original~nogo dokazatel~stva Toma.

§9. KlassifikaciØ neprivodimyh dopustimyh predstavleniæ pary ( G^D, K^D ) Pust~ π – neprivodimoe dopustimoe predstavlenie glubiny d, kotoroe zadaetsØ meroæ Toma μ i raspredeleniØmi ınga Λ, M . Pust~ vektor ζ ∈ R(π) takov, qto A_1ζ = A_{−1}ζ = xζ. Oboznaqim qerez s i t perestanovki (1, d + 1), (−1, −d − 1) ∈ G^D. Rassmotrim vektor ζ^{(x)} = δ_x(A_{d+1})ζ.

Lemma 4.

a) (ζ^{(x)}, ζ^{(x)}) = μ(x),

b) (sζ^{(x)}, ζ^{(x)}) = x,

v) (tζ^{(x)}, ζ^{(x)}) = x,

g) (stζ^{(x)}, ζ^{(x)}) = 0 .

Dokazatel~stvo. Punkt a) sleduet iz opredeleniØ spektral~-

noæ mery. V silu PredloßeniØ 3, μ(x) ≠ 0. Punkt b) byl nami faktiqeski ustanovlen v dokazatel~stve PredloßeniØ 3, p. v) togda sleduet iz togo, qto v silu (1.4) A_{−d−1}ζ = A_{d+1}ζ .

204 A. OKUN^KOV Proverim g). Operator P_dstP_d soprØßen P_{d−1} i pofftomu raven nul¸, tak kak po uslovi¸ H(π)_{d−1} = 0. Pofftomu

0 = (stζ, ζ) = (stδ_x(A_1)ζ, δ_x(A_1)ζ)^{(1.1),(1.2)}= (stδ_x(A_{d+1})ζ, δ_x(A_{d+1})ζ)

= (stζ^{(x)}, ζ^{(x)}) . •

Teorema 3. DlØ suwestvovaniØ neprivodimogo dopustimogo pred-

stavleniØ glubiny d s meroæ Toma μ i raspredeleniØmi ınga Λ, M , |Λ| = |M | = d, neobhodimo i dostatoqno, qtoby dlØ vseh x ∈ [−1, 1] l(Λ(x)) + l(M (x)) ⩽ μ(x)/|x|, x > 0, (14) l(Λ^′(x)) + l(M^′(x)) ⩽ μ(x)/|x|, x < 0, (15) gde xtrih oznaqaet transponirovanie diagrammy ınga.

Dokazatel~stvo. Dostatoqnost~ dokazana v [32] s pomow~¸ Øv-

noæ konstrukcii predstavleniæ. My ukaßem Øvnu¸ konstrukci¸ vseh sootvetstvu¸wih predstavleniæ v tret~eæ glave.

Dokaßem neobhodimost~. Pust~

x ∈ supp Λ ∪ supp M i x > 0 .

Poloßim

l_1 = l(Λ(x)), l_2 = l(M (x)) .

Budem sqitat~, qto l_1, l_2 > 0. (Sluqaæ, kogda l_1 = 0 ili l_2 = 0, prowe i razbiraetsØ analogiqno.) Oboznaqim qerez S(l_1) × S(l_2) podgruppu v gruppe G^D(d), perestavlØ¸wu¸ qisla {1, . . ., l_1} i {−1, . . . , −l_2}. V silu pravila vetvleniØ dlØ predstavleniæ koneqnyh simmetriqeskih grupp i opredeleniØ Λ i M naædetsØ vektor ζ ∈ R(π), antiinvariantnyæ otnositel~no gruppy S(l_1)×S(l_2 ) i takoæ, qto A_iζ = xζ, i = 1, . . . , l_1, −1, . . ., −l_2 . Togda ζ^{(x)} toße S(l_1) × S(l_2)-antiinvarianten.

Pust~ Alt – operator antisimmetrizacii po gruppe S(l_1 + 1) × S(l_2 + 1), perestavlØ¸weæ {1, 2, . . ., l, d + 1} i {−1, −2, .., −l, −d − 1}. Matriqnyæ fflement

(sgn (g)gζ^{(x)}, ζ^{(x)})

O PREDSTAVLENI˚H 205 invarianten pri pravyh i levyh sdvigah na fflementy gruppy

S(l_1)×S(l_2). Gruppa S(l_1 +1)×S(l_2 +1) sostoit iz qetyreh dvoænyh

klassov po podgruppe S(l_1) × S(l_2); ih predstaviteli sut~ 1, s, t, st, a mownosti – l_1!l_2!, l_1l_1!l_2!, l_2l_1!l_2!, l_1l_2l_1!l_2!. Pofftomu, v silu Lemmy 3,

(Alt ζ^{(x)}, ζ^{(x)}) = l_1!l_2!μ(x) − l_1l_1!l_2!x − l_2l_1!l_2!x + l_1l_2l_1!l_2!0 (l_1 + 1)!(l_2 + 1)! = |x|(μ(x)/|x| − l_1 − l_2) (l_1 + 1)(l_2 + 1)

Poskol~ku operator Alt ØvlØetsØ proektorom, rezul~tat neotricatelen i, sledovatel~no, l_1 + l_2 ⩽ μ(x)/|x| . Sluqaæ x < 0 svoditsØ k sluqa¸ x > 0 zamenoæ T na T ⊗

(sgn ⊗ sgn). •

Zameqanie Esli imet~ v vidu risunok 5, to ispol~zovanie

spektral~nyh proektorov δ_x(A_i) pozvolØet steret~ vse diagrammy ınga, krome rastuwih iz toqki x. V glave 3 my budem rexat~ protivopoloßnu¸ zadaqu: kak posadit~ diagrammu ınga v kaku¸-nibud~ toqku otrezka [−1, 1].

§10. Opisanie mnoßestva K^E (n)\G^E (n)/K^E (n)

V fftom paragrafe bukva G budet oboznaqat~ gruppu G^E (n), a bukva K budet oboznaqat~ podgruppu K^E (n). My opixem dvoænye smeßnye klassy K\G/K i ukaßem ih mownosti. �ti rezul~taty potrebu¸tsØ nam v §11. Oboznaqim qerez S(n) ⊂ G^E (n) podgruppu, fiksiru¸wu¸ toqki {−1, . . ., −n}.

Mnoßestvo K\G/K sovpadaet, oqevidno, s mnoßestvom orbit gruppy K na mnoßestve G/K. Mnoßestvo G/K estestvenno otoßdestvlØetsØ s mnoßestvom Π razbieniæ mnoßestva {±1, ±2,

. . . , ±n} na pary. Gruppa K vystupaet pri fftom kak stabilizator

razbieniØ σ σ = {{±1} , . . . , {±n}} DlØ l¸byh dvuh razbieniæ τ i υ, pust~ τ ∨ υ oboznaqaet ih ob¨- edinenie. Esli τ i υ byli razbieniØmi na pary (ili voobwe na

206 A. OKUN^KOV bloki qetnoæ mownosti), to razbienie τ ∨ υ takße budet razbieniem na qetnye bloki. Pofftomu mownosti blokov τ ∨ υ podelennye popolam obrazu¸t nekotoroe razbienie qisla n, kotoroe my oboznaqim qerez τ ▽υ. FunkciØ f(τ ) = τ ▽σ, prinima¸waØ znaqeniØ v razbieniØh qisla n, est~ invariant deæstviØ gruppy K na prostranstve Π. Izvestno [46, 32] sleduwee

Predloßenie 6. FunkciØ f(τ ) = τ ▽σ razdelØet orbity gruppy

K na Π.

Sledstvie.

(1) Mnoßestvo K\G/K parametrizuetsØ razbieniØmi λ qisla n.

(2) Pereseqenie dvoænogo smeßnogo klassa sootvetstvu¸wego razbieni¸ λ s podgruppoæ S(n) sostoit iz perestanovok s ciklovoæ strukturoæ λ. V qastnosti, ffto pereseqenie nepusto.

Pust~ λ = 1^{m1} 2^{m2} . . . – razbienie, ime¸wee m_i qasteæ, ravnyh i. Oboznaqim qerez l(λ) qislo qasteæ razbieniØ λ. Poloßim

z_λ = ∏ i^{mi} m_i! . Oboznaqim qerez KλK dvoænoæ smeßnyæ klass,

sootvetstvu¸wiæ razbieni¸ λ. �lementarnymi kombinatornymi sredstvami ustanavlivaetsØ [46] sledu¸wee

Predloßenie 7. |KλK| = 2^{2n−l(λ)} (n!)^2 z_λ Sledstvie. Pust~ g ∈ G^E (n). Oboznaqim qerez l(g) qislo qasteæ

razbieniØ, sootvetstvu¸wego dvoænomu klassu KgK. Pust~ t – formal~naØ peremennaØ, togda ∑ g∈G^E (n) t^{l(g)} = n! 2^nt(t + 2)(t + 4) · · · (t + 2n − 2)

O PREDSTAVLENI˚H 207

Dokazatel~stvo. Imeem ∑ g∈G^E (n) t^{l(g)} = ∑ λ⊢n 2^{2n−l(λ)}(n!)^2z^{−1}_λ t^{l(λ)}

= n! 2^{2n} ∑ λ⊢n n! z^{−1}_λ ( t 2 )_{l(λ)}

V silu uße primenØvxegosØ nami v dokazatel~stve Teoremy 2 toßdestva (7.3) dlØ qisel Stirlinga [45] ffto est~

= n! 2^{2n} t 2 ( t 2 + 1 ) ( t 2 + 2 ) · · · ( t 2 + n − 1 )

= n! 2^nt(t + 2)(t + 4) · · · (t + 2n − 2) • §11. Sferiqeskie predstavleniØ pary ( G^E , K^E ) Pust~ π – sferiqeskoe predstavlenie pary ( G^E , K^E ) , a ϕ – sootvetstvu¸waØ sferiqeskaØ funkciØ. Iz sledstviØ PredloßeniØ 4 predyduwego paragrafa vytekaet, qto gruppa G^E est~ proizvedenie svoih podgrupp K^E S(∞)K^E . Pofftomu ϕ, kak K^E – biinvariantnaØ funkciØ, opredelØetsØ svoim ograniqeniem na podgruppu S(∞). �to ograniqenie est~ normirovannaØ poloßitel~no opredelennaØ funkciØ. Toqno tak ße, kak v sluqae sferiqeskih predstavleniæ pary ( G^D, K^D ) imeem dlØ σ ∈ S(∞) ϕ(σ) = ∏ k∈[σ] c_k . Takim obrazom funkciØ ϕ mul~tiplikativna po ciklam perestanovok i, sledovatel~no, v silu PredloßeniØ 2 nerazloßima. Pofftomu, v silu teoremy Toma, ona dolßna imet~ vid ϕ^μ dlØ nekotoroæ mery Toma μ. OpØt~ v silu sledstviØ PredloßeniØ 4 dlØ l¸bogo fflementa g ∈ S(∞) mnoßestvo S(∞) ∩ K^E gK^E est~ klass soprØßennyh fflementov gruppy S(∞), soderßawiæ fflement g. L¸baØ funkciØ ϕ^μ, oqevidno, postoØnna vdol~ klassov soprØßennyh fflementov. Pofftomu dlØ l¸boæ funkcii ϕ^μ

208 A. OKUN^KOV na gruppe S(∞) suwestvuet (i, koneqno, edinstvenno) K^E – biinvariantnoe prodolßenie na gruppu G^E . Oboznaqim ffto prodolßenie qerez ϕ̃^μ.

Mnoßestvo sferiqeskih funkciæ pary ( G^E , K^E ) sovpadaet s podmnoßestvom funkciæ vida ϕ̃^μ, sostoØwim iz poloßitel~no opredelennyh funkciæ.

Teorema 4. FunkciØ^~ϕ^μ ØvlØetsØ sferiqeskoæ funkcieæ pary ( G^E , K^E ) togda i tol~ko togda, kogda dlØ vseh h ∈ [−1, 0) μ(x) |x| ∈ 2Z+

Dokazatel~stvo. Dostatoqnost~ fftogo usloviØ sleduet iz Øv-

nyh konstrukciæ predstavleniæ (sm. glavu 3). Pokaßem neobhodimost~.

Pust~ π – sferiqeskoe predstavlenie pary ( G^E , K^E ) , sootvetstvu¸wee sferiqeskoæ funkcii ϕ̃^μ. Pust~ ξ – sferiqeskiæ vektor predstavleniØ π. Pust~ x ∈ [−1, 0). RassmatrivaØ, analogiqno tomu, kak my ffto delali v dokazatel~stve Teoremy 2 dlØ pary ( G^D, K^D ) , vmesto vektora ξ vektory ξ^{(m)}, m = 1, 2, . . .

ξ^{(m)} = m∏ i=1 δ_x(A_i)ξ my svodim sluqaæ obweæ mery Toma k sluqa¸ mery Toma, sosredotoqennoæ v toqke x. Itak, my moßem sqitat~, qto

supp μ = {x}, μ(x) = 1

V fftom sluqae znaqenie funkcii ϕ̃^μ na fflemente g ∈ G^E (n) est~ ϕ̃^μ(g) = x^{n−l(g)} Rassmotrim neotricatel~noe vyraßenie ∑ g∈G^E (n) ϕ̃^μ(g) = ∑ g∈G^E (n) x^{n−l(g)} v silu sledstviØ PredloßeniØ 7 ffto est~

= n! 2^nx^n 1 x ( 1 x + 2 ) ( 1 x + 4 ) · · · ( 1 x + 2n − 2 )

= n! 2^n1(1 + 2x)(1 + 4x) · · · (1 + (2n − 2)x)

O PREDSTAVLENI˚H 209 Tak kak x < 0 ffto proizvedenie moßet byt~ neotricatel~nym dlØ vseh n tol~ko v tom sluqae, esli ono obryvaetsØ, t.e. dlØ nekotorogo k ∈ N x = − 1 2k i tem samym ν(x) = 2k • Interesno sravnit~ fftot rezul~tat s izvestnym rezul~tatom iz teorii predstavleniæ koneqnyh simmetriqeskih grupp. A imenno, neprivodimoe dopustimoe predstavlenie gruppy G^E (n), sootvetstvu¸wee diagramme ınga λ, |λ| = 2n soderßit K^E (n)– invariantnyæ vektor togda i tol~ko togda, kogda vse qisla λ est~ razbienie na qetnye qasti [28, §1.8, primer 6].

§12. KlassifikaciØ neprivodimyh dopustimyh predstavleniæ par ( G^O, K^O ) , ( G^E, K^E ) Pust~ π est~ neprivodimoe dopustimoe predstavlenie pary ( G^E , K^E ) glubiny d. Sluqaæ pary ( G^O, K^O ) polnost~¸ analogiqen. Predstavlenie π zadaetsØ raspredeleniem ınga Λ, takim qto |Λ| = 2d, i meroæ Toma μ. V silu rezul~tatov predyduwego paragrafa μ(x)/|x| ∈ 2Z_+ dlØ vseh x < 0.

Dokazatel~stvo sledu¸wego predloßeniØ est~ doslovnoe povtorenie dokazatel~stva PredloßeniØ 3.

Predloßenie 8. supp Λ ⊂ supp μ ∪ {0}, supp M ⊂ supp μ ∪ {0}.

Opisanie neprivodimyh dopustimyh predstavleniæ pary ( G^E , K^E ) daetsØ sledu¸weæ teoremoæ

Teorema 5. DlØ suwestvovaniØ neprivodimogo dopustimogo pred-

stavleniØ pary ( G^E , K^E ) (ili pary ( G^O, K^O ) ) c glubinoæ d, meroæ Toma μ i raspredeleniem ınga Λ, |Λ| = 2d, neobhodimo i dostatoqno, qtoby dlØ vseh x ∈ [−1, 1]

Λ^′(x)_1 + Λ^′(x)_2 ⩽ μ(x)/|x|, x > 0, (16) Λ(x)_1 ⩽ 1/2 μ(x)/|x|, x < 0 (17) Dokazatel~stvo. Dostatoqnost~ sleduet iz Øvnoæ konstrukcii

predstavleniæ, kotoru¸ my ukaßem v tret~eæ glave.

210 A. OKUN^KOV

Dokaßem neobhodimost~. Pust~ x > 0. Poloßim

l_1 = Λ^′(x)_1, l_2 = Λ^′(x)_2 .

Razberem osnovnoæ sluqaæ, kogda l_1, l_2 > 0. Oboznaqim qerez

S(l_1) × S(l_2) podgruppu v gruppe G^E (d), perestavlØ¸wu¸ qisla {d − l_1 + 1, . . ., d} i {−d, . . ., −d + l_2 − 1}. V silu pravila vetvleniØ dlØ predstavleniæ koneqnyh simmetriqeskih grupp i opredeleniØ Λ naædetsØ vektor ζ ∈ R(π), antiinvariantnyæ otnositel~no gruppy S(l_1)×S(l_2 ) i takoæ, qto A_iζ = xζ, i = d − l_1 + 1, . . . , d, −d, . . ., −d + l_2 − 1 . Togda vektor

ζ^{(x)} = δ_x(A_{d+1})ζ

toße S(l_1) × S(l_2)-antiinvarianten.

Pust~ Alt – operator antisimmetrizacii po gruppe S(l_1 + 1) ×

S(l_2 + 1), perestavlØ¸weæ qisla {d − l_1 + 1, . . ., d, d + 1} i {−d − 1, −d, . . ., −d + l_2 − 1}. Matriqnyæ fflement

(sgn (g)gζ^{(x)}, ζ^{(x)})

invarianten pri pravyh i levyh sdvigah na fflementy gruppy

S(l_1)×S(l_2). Oboznaqim qerez s i t perestanovki (d, d+1), (−d, −d− 1) ∈ G^E. PovtorØØ rassußdeniØ Lemmy 4, imeem

(ζ^{(x)}, ζ^{(x)}) = μ(x) (sζ^{(x)}, ζ^{(x)}) = x (tζ^{(x)}, ζ^{(x)}) = x (stζ^{(x)}, ζ^{(x)}) = 0 .

(12.1)

Gruppa S(l_1 + 1) × S(l_2 + 1) sostoit iz qetyreh dvoænyh klassov po podgruppe S(l_1) × S(l_2); ih predstaviteli sut~ 1, s, t, st, a mownosti – l_1!l_2!, l_1l_1!l_2!, l_2l_1!l_2!, l_1l_2l_1!l_2!. Pofftomu v silu (12.1)

(Alt ζ^{(x)}, ζ^{(x)}) = l_1!l_2!μ(x) − l_1l_1!l_2!x − l_2l_1!l_2!x + l_1l_2l_1!l_2!0 (l_1 + 1)!(l_2 + 1)! = |x|(μ(x)/|x| − l_1 − l_2) (l_1 + 1)(l_2 + 1)

O PREDSTAVLENI˚H 211 Poskol~ku operator Alt ØvlØetsØ proektorom, rezul~tat neotricatelen i, sledovatel~no, l_1 + l_2 ⩽ μ(x)/|x| . Pust~ x < 0. Poloßim

l = Λ(x)_1 .

Oboznaqim qerez S(l) podgruppu v gruppe G^E(d), perestavlØ¸- wu¸ qisla {d − l + 1, . . . , d}. OpØt~ naædetsØ vektor ζ ∈ R(π), invariantnyæ otnositel~no gruppy S(l) i takoæ, qto A_iζ = xζ, i = d − l + 1, . . . , d . Togda vektor

ζ^{(x)} = δ_x(A_{d+1})ζ

toße S(l)-invarianten. Perestanovka r = (d + 1, −d − 1) prinadleßit gruppe K^E_d . Po opredeni¸ podprostranstva R(π) vektor

ζ ∈ R(π) budet invarianten otnositel~no perestanovki r, i, ta-

kim obrazom, otnositel~no gruppy S(l) × S(2) perestavlØ¸weæ qisla {d − l + 1, . . . , d} i {d + 1, −d − 1}. Pust~ Sym – operator simmetrizacii po gruppe S(l + 2), perestavlØ¸weæ qisla

{d − l + 1, . . ., d, d + 1, −d − 1}. Oboznaqim qerez s i t perestanovki (d, d + 1), (d − l + 1, −d − 1) ∈ G^E. OpØt~

(ζ^{(x)}, ζ^{(x)}) = μ(x)

(sζ^{(x)}, ζ^{(x)}) = x

(stζ^{(x)}, ζ^{(x)}) = 0 .

Gruppa S(l + 2) sostoit iz treh dvoænyh klassov po podgruppe

S(l) × S(l_2); ih predstaviteli sut~ 1, s, st, a mownosti – 2l!, 4l l!, l(l − 1)l!. Pofftomu

(Sym ζ^{(x)}, ζ^{(x)}) = 2l!μ(x) + 4l l!x + l(l − 1)l!0 (l + 2)! = 2|x|(μ(x)/|x| − 2l) (l + 1)(l + 2) . Operator Sym – ffto proektor, znaqit, rezul~tat neotricatelen i, sledovatel~no, l ⩽ 1/2 μ(x)/|x| . •

212 A. OKUN^KOV

Zameqanie Sluqai x > 0 i x < 0 dlØ par^(G^E , K^{E )} i^(G^O, K^{O)}

ne simmetriqny. �to svØzano s tem, qto funkciØ sgn na gruppe

S(∞) ne prodolßaetsØ do K^E –invariantnoæ poloßitel~no opre-

delennoæ funkcii na gruppe G^E .

Glava 3. Smexivanie predstavleniæ

§13. Smexivanie predstavleniæ dlØ sluqaØ G^O i G^E

Pust~ π_1 i π_2 dva dopustimyh predstavleniØ pary ( G^E , K^E ) . Pust~ p_1 i p_2 – dva qisla, takih qto p_1 > 0, p_2 > 0, p_1 + p_2 = 1. My opredelim smes~ predstavleniæ π_1 i π_2 v proporciØh p_1 i p_2. Analogiqno moßet byt~ opredelena smes~ dopustimogo predstavleniØ pary ( G^E , K^E ) i dopustimogo predstavleniØ pa- ry ( G^O, K^O ) ili smes~ dvuh dopustimyh predstavleniæ pary ( G^O, K^O ) . Poloßim d_i = d(π_i), i = 1, 2.

Rassmotrim v mnoßestve vseh funkciæ f : Z\ {0} → {1, 2} podmnoßestvo X

X = {f|f (i) = f (−i) dlØ poqti vseh i} ,

gde dlØ poqti vseh oznaqaet dlØ vseh, krome koneqnogo qisla. Mnoßestvo X est~ ob¨edinenie vozrasta¸weæ cepoqki podmnoßestv

X_0 ⊂ X_1 ⊂ X_2 ⊂ . . . gde X_n = {f ∈ X|f (i) = f (−i) , |i| > n} . Snabdim kaßdoe mnoßestvo X_n topologieæ, v kotoroæ bazu otkrytyh mnoßestv sostavlØ¸t mnoßestva {f|f(i) = f_i} , i ∈ Z, f_i ∈ {1, 2} . Vse mnoßestvo X snabdim topologieæ induktivnogo predela. Rassmotrim na X meru ω_{p1,p2} ω_{p1,p2} ({f|f (i) = f_i, |i| ≤ n, f (i) = f (−i) , i > n}) = ∏ |i|<n p^{1/2}_{fi} . Na kaßdom mnoßestve X_n mera ω_{p1,p2} koneqna. Gruppa G^E deæstvuet na X. �to deæstvie sohranØet meru ω_{p1,p2} .

O PREDSTAVLENI˚H 213 Iz opredeleniØ prostranstva X vytekaet, qto dlØ l¸boæ funkcii f ∈ X qislo |f^{−1}(1) ∩ {−N, . . . , N }| libo qetno dlØ vseh N , krome koneqnogo qisla, libo neqetno dlØ vseh N , krome koneqnogo qisla. Rassmotrim podmnoßestvo Y ⊂ X Y = { f, |f^{−1}(1) ∩ {−N, . . . , N }| qetno dlØ poqti vseh N , |f^{−1}(i)| = ∞, i = 1, 2 } . �to podmnoßestvo izmerimo i ω_{p1,p2} (Y ) > 0, t.k. uslovie

|f^{−1}(i)| = ∞, i = 1, 2 oznaqaet udalenie sqetnogo mnoßestva mery

nul~. Oqevidno takße, qto ffto podmnoßestvo G^E–invariantno. Poloßim Y_n = Y ∩ X_n.

DlØ l¸boæ f ∈ Y suwestvu¸t edinstvennye biekcii η_i :

f^{−1}(i) → Z\ {0} takie qto η_i(−a) = −η_i(a) dlØ poqti vseh a i a < b togda i tol~ko togda, kogda η_i(a) < η_i(b). Opredelim kocikl c : G^E × Y → G^E × G^E na obrazu¸wih (i, i + 1) gruppy G^E po sledu¸weæ formule

s ((i, i + 1), f) = (e, e), f(i) ≠ f(i + 1) ((η_1(i), η_1(i + 1)) , e) , f(i) = f(i + 1) = 1

(e, (η_2(i), η_2(i + 1))) , f(i) = f(i + 1) = 2 .

Oboznaqim qerez H gil~bertovo prostranstvo otobraßeniæ

F : Y → H (π_1) ⊗ H (π_2)

s skalØrnym proizvedeniem

(F_1, F_2)_H = ∫ Y (F_1(f), F_2(f))_{H(π1)⊗H(π2)} ω_{p1,p2} (df) .

Zadadim predstavlenie gruppy G^E v prostranstve H po formule

[g · F ] (f) = π_1 ⊗ π_2 ( c(g, g^{−1} · f) ) F (g^{−1} · f) . �to predstavlenie unitarno.

Naxa blißaæxaØ cel~ seæqas – vyqislit~ podprostranstva invariantov H_n. Pust~ dany dva qisla a, b ∈ Z_+. Poloßim K =

2a + 2b. Opredelim Y_{a,b} = {f ∈ Y ,|f^{−1}(1) ∩ {−K, . . . , K}| = 2a |f^{−1}(2) ∩ {−K, . . . , K}| = 2b f(i) = f(−i), |i| > K} .

214 A. OKUN^KOV Pust~ D probegaet vse podmnoßestva mownosti 2a mnoßestva {−K, . . . , K} \ 0. Poloßim Y_{a,b,D} = { f ∈ Y_{a,b}|f^{−1}(1) ∩ {−K, . . . , K} = D . } Oboznaqim qerez supp F dopolnenie k naibol~xemu otkrytomu mnoßestvu, na kotorom F ravno nul¸ poqti vs¸du. Oboznaqim qerez H(Y_{a,b}) prostranstvo otobraßeniæ F takih, qto

supp F ⊂ Y_{a,b}. Oboznaqim qerez H_{a,b} ⊂ H(Y_{a,b}) podprostranstvo

otobraßeniæ s nositelem v Y_{a,b}, postoØnnyh na vseh Y_{a,b,D} i prinima¸wih znaqeniØ v H (π_1)_a ⊗ H (π_2)_b.

Predloßenie 9.

H_n = ⨁ a+b=n H_{a,b} . Dokazatel~stvo. Vkl¸qenie^⨁_{a+b=n} Ha,b ⊂ Hn oqevidno. Pro-

verim obratnoe vkl¸qenie. Pust~ F ∈ H_n. Pust~ qisla r i s takovy, qto s ≥ r > n. Poloßim W_{r,s} = {f ∈ Y |f(r) ≠ f(−r), f(i) = f(−i), |i| > s} . Mnoßestva W_{r,s} otkryty. Pust~ l_1, l_2 – dva celyh qisla, takih qto l_1, l_2 > s. Rassmotrim deæstvie perestanovok (r, l_i)(−r, −l_i) ∈

K^E_n na mnoßestva W_{r,s}. Imeem (r, l_1)(−r, −l_1) · W_{r,s} ∩ (r, l_2)(−r, −l_2) · W_{r,s} = ∅ ω_{p1,p2} ((r, l_1)(−r, −l_1) · W_{r,s}) = ω_{p1,p2} ((r, l_2)(−r, −l_2) · W_{r,s}) . Pofftomu F , kak kvadratiqno summiruemoe otobraßenie, dolßno obrawat~sØ v nul~ poqti vs¸du na l¸bom mnoßestve W_{r,s}. �to oznaqaet, qto supp F ⊂ Y \ ⋃ n<r≤s W_{r,s} = ⋃ a+b=n Y_{a,b} . Inymi slovami F ∈ ⨁ a+b=n H(Ya,b) Vse prostranstva H(Y_{a,b}) invariantny otnositel~no K^E_n . Podprostranstva invariantov vsegda soglasovany s razloßeniem v prØmu¸ summu, pofftomu F ∈ ⨁ a+b=n (H(Y_{a,b}))_n .

O PREDSTAVLENI˚H 215 Pust~ F ∈ (H(Y_{a,b}))_n dlØ nekotoryh a, b . DlØ l¸bogo g ∈ K^E_n ravenstvo [g · F ] (f) = F (f) vypolnØetsØ dlØ poqti vseh f po mere

ω_{p1,p2} . Tak kak gruppa K^E_n sqetna to dlØ poqti vseh f ravenstvo [g · F ] (f) = F (f) vypolnØetsØ dlØ vseh g ∈ K^E_n .

Rassmotrim stabilizator Stab(f) ⊂ K^E_n toqki f ∈ Y_{a,b}. Obraz gruppy Stab(f) pri otobraßenii g → c(g, f) est~ podgruppa K^E_a ×

K^E_b ⊂ K^E × K^E . Pofftomu dlØ poqti vseh f ∈ Y_{a,b} imeem F (f) ∈ H(π_1)_a ⊗ H(π_2)_b.

DlØ l¸bogo ζ ∈ H(π_1)_a ⊗ H(π_2)_b mnoßestvo F^{−1}(ζ) est~ izmerimoe, K^E_n –invariantnoe mod 0 podmnoßestvo. Rassmotrim l¸- boe mnoßestvo Y_{a,b,D}. Deæstvie gruppy K^E_n na mnoßestve Y_{a,b,D}, oqevidno, izomorfno deæstvi¸ simmetriqeskoæ gruppy perestanovkami somnoßiteleæ na {1, 2}^∞ c bernullievskoæ meroæ. �rgodiqnost~ fftogo poslednego deæstviØ horoxo izvestna. Pofftomu mnoßestvo F^{−1}(ζ) s toqnost~¸ do mnoßestva mery nul~ est~ ob¨edinenie mnoßestv Y_{a,b,D}.

Takim obrazom (H(Y_{a,b}))_n = H_{a,b} •

Sledstvie. Predstavlenie gruppy G^E v prostranstve H dopu-

stimo. Ego glubina est~ d_1 + d_2, priqem

H_{d1+d2} = H_{d1,d2} ,

dim H_{d1+d2} = ( d_1 + d_2 d_1 ) dim H(π_1)_{d1} dim H(π_2)_{d2} .

Pust~ π – predstavlenie gruppy G^E v cikliqeskoæ oboloqke

H_{d1,d2} . My budem nazyvat~ predstavlenie π smes~¸ predstavle-

niæ π_1 i π_2 v proporciØh p_1 i p_2. V silu dokazannogo predloßeniØ koren~ fftogo predstavleniØ est~ R(π) = H_{d1,d2} . Poloßim

d = d_1 + d_2.

Predpoloßim, qto predstavleniØ π_1 i π_2 neprivodimy i μ_i, i =

1, 2 sut~ ih mery Toma.

Predloßenie 10. Predstavlenie pary^(G^E_d , K^E_d^) v cikliqeskoæ

oboloqke R(π) kratno sferiqeskomu predstavleni¸ s meroæ Toma

μ (x) = p_1μ_1 (x/p_1) + p_2μ_2 (x/p_2) .

Dokazatel~stvo. My doßny pokazat~, qto π( ∏ i C_i) = ∏ i π(C_i)

216 A. OKUN^KOV i π(C_k) = p^k_1 π_1(C_k) + p^k_2π_2(C_k) .

Dokaßem vtoroe ravenstvo. Dokazatel~stvo pervogo provoditsØ analogiqno. Oboznaqim qerez z_k ∈ G^E_d perestanovku z_k = (d + 1, . . ., d + k) . Vyberem vektor ξ ∈ H(π_1)_{d1} ⊗ H(π_2)_{d2} , ‖ξ‖ = 1. Rassmotrim otobraßenie F ∈ R(π)

F (f) = { (ω_{p1,p2} (Y_{d1,d2} ))^{−1} ξ, f ∈ Y_{d1,d2} 0, inaqe .

Oqevidno, qto ‖F ‖ = 1. Rassmotrim v Y_{d1,d2} dva podmnoßestva (1)Y_{d1,d2} = {f ∈ Y_{d1,d2} |f(i) = 1, |i| = d + 1, . . . , d + k, } , (2)Y_{d1,d2} = {f ∈ Y_{d1,d2} |f(i) = 2, |i| = d + 1, . . . , d + k, } . Oqevidno, qto vkl¸qeniØ f ∈ Y_{d1,d2} , z_k·f ∈ Y_{d1,d2} vozmoßny tol~ko esli f ∈^{(1)}Y_{d1,d2} ili f ∈^{(2)}Y_{d1,d2} . Pofftomu

π(C_k) = (π(z_k)F, F )_H = 1 ω_{p1,p2} (Y_{d1,d2} ) [ π_1(C_k) ω_{p1,p2}

(_{(1)} Y_{d1,d2} ) + π_2(C_k) ω_{p1,p2}

(_{(2)} Y_{d1,d2} )]

= π_1(C_k)p^k_1 + π_2(C_k)p^k_2 . • Rassmotrim teper~ deæstvie operatorov A_i, |i| = 1, . . . , d v prostranstve R(π). Pust~ m_i = dim R(π_i), i = 1, 2. Pust~

{ζ^{(i)}_1 , . . . , ζ^{(i)}_{mi} } ∈ R(π_i) sut~ sobstvennye bazisy operatorov A_k, |k| = 1, . . . , d. Pust~ D probegaet podmnoßestva mownosti 2d_1

mnoßestva {−d, . . ., d} \ 0. Togda otobraßeniØ F_{i,j,D}, i = 1, . . ., m_1, j = 1, . . ., m_2 F_{i,j,D}(f) = { ζ^{(1)}_i ⊗ ζ^{(2)}_j , f ∈ Y_{d1,d2,D} 0, inaqe

obrazu¸t bazis prostranstva R(π). �tot bazis sobstvennyæ dlØ operatorov A_k. V samom dele, pust~ P – ortogonal~nyæ proektor v prostranstve H na podprostranstvo R(π). Togda dlØ l¸bogo

O PREDSTAVLENI˚H 217 F ∈ R(π) i dlØ l¸bogo k, |k| = 1, . . ., n v silu (1.5) vypolnØetsØ

ravenstvo π(A_k) · F = P π ((k, d + 1)) · F . Pofftomu π(A_k) · F_{i,j,D}(f) = p_1π_1(A_{η1(k)})ζ^{(1)}_i ⊗ ζ^{(2)}, f ∈ Y_{d1,d2,D}, k ∈ D

p_2ζ^{(1)}_i ⊗ π_2(A_{η2(k)})ζ^{(2)}, f ∈ Y_{d1,d2,D}, k /∈ D

0, inaqe .

Pust~ Λ_1 i Λ_2 oboznaqa¸t raspredeleniØ ınga predstavleniæ π_1 i π_2. Pust~ T_{Λi} , i = 1, 2 oboznaqa¸t sootvetstvu¸wie predstavleniØ polugrupp

S(d_i) n Z^{di}_+

v prostranstvah R(π_i). Oboznaqim qerez Λ(·/p_1) raspredelenie ınga, kotoroe v toqke x ravno Λ(x/p_1). Togda poluqennye formuly dlØ deæstviØ operatorov A_i oznaqa¸t, qto predstavlenie polugruppy S(d) n Z^d_+ v prostranstve R(π) est~

Ind^{S(d)}nZ^{d+} ı_{S(d1)}nZ_{d1} + ȷ_×ı_{S(d2)}nZ_{d2} + ȷ T_{Λ1(·/p1)} ⊗ T_{Λ2(·/p2)} .

�to predstavlenie (a vmeste s nim i predstavlenie π) neprivodimo togda i tol~ko togda, kogda supp Λ_1 (·/p_1) ∩ supp Λ_2 (·/p_2) = ∅. V fftom sluqae predstavlenie π imeet raspredelenie ınga Λ ravnoe Λ (x) = Λ_1 (x/p_1) ∪ Λ_2 (x/p_2).

Oformim rezul~tat naxego issledovaniØ predstavleniØ π v vide teoremy

Teorema 6. Pust~ π1 i π2 – dva neprivodimyh dopustimyh pred-

stavleniØ s merami Toma μ_i, i = 1, 2 i raspredeleniØmi ınga Λ_i, i = 1, 2. Pust~ predstavlenie π est~ smes~ predstavleniæ π_1 i π_2 v proporciØh p_1 i p_2, gde p_1 > 0, p_2 > 0, p_1 + p_2 = 1.

Predstavlenie π dopustimo. Ono est~ summa neprivodimyh dopustimyh predstavleniæ s meroæ Toma

μ (x) = p_1μ_1 (x/p_1) + p_2μ_2 (x/p_2) .

Ono neprivodimo togda i tol~ko togda, kogda

supp Λ_1 (·/p_1) ∩ supp Λ_2 (·/p_2) = ∅ .

218 A. OKUN^KOV V fftom sluqae ono zadaetsØ raspredeleniem ınga Λ

Λ (x) = Λ_1 (x/p_1) ∪ Λ_2 (x/p_2) .

Analogiqno smesi dvuh predstavleniæ moßet byt~ opredelena smes~ l¸bogo koneqnogo qisla predstavleniæ. Bolee togo, moßno opredelit~ smes~ koneqnogo qisla proizvol~nyh dopustimyh predstavleniæ i sqetnogo qisla sferiqeskih predstavleniæ

π_i, i = 1, . . . pary ( G^E, K^E ) . V fftom sluqae pod ⨂_∞ 1 H (π_i) sleduet

ponimat~ prØmoæ predel gil~bertovyh prostranstv

lim ind N⨂ 1 H (π_i)

po otnoxeni¸ k vloßeniØm N⨂ 1 H (π_i) → N⨂ 1 H (π_i) ⊗ ξ_{N+1} ,

gde ξ_i ∈ H (π_i) sut~ sferiqeskie vektora predstavleniæ π_i. Teorema 6 v fftom sluqae obobwaetsØ sledu¸wim obrazom

Teorema 7. Pust~ πi, i = 1, 2, . . . – neprivodimye dopustimye

predstavleniØ s merami Toma μ_i, i = 1, 2, . . . i raspredeleniØmi ınga Λ_i, i = 1, 2, . . . takimi, qto summa ∑ i |Λ_i| < ∞ koneqna. Pust~ predstavlenie π est~ smes~ predstavleniæ π_i, i = 1, 2, . . . v proporciØh p_i, i = 1, 2, . . ., gde p_i > 0, ∑ i p_i = 1.

Predstavlenie π dopustimo. Ono est~ summa neprivodimyh dopustimyh predstavleniæ s meroæ Toma

μ (x) = ∑ i p_iμ_1 (x/p_i) .

Ono neprivodimo togda i tol~ko togda, kogda dlØ l¸byh i i j

supp Λ_i (·/p_i) ∩ supp Λ_j (·/p_j) = ∅ .

V fftom sluqae ono zadaetsØ raspredeleniem ınga Λ

Λ (x) = ⋃ i Λ_i (x/p_i) .

O PREDSTAVLENI˚H 219

§14. Smexivanie i inducirovanie

V fftom paragrafe my pokaßem, qto operaciØ smexivaniØ predstavleniæ tesno svØzana s operacieæ inducirovaniØ predstavleniæ.

V gruppe vseh (neobØzatel~no finitnyh) biekciæ g : Z\ {0} →

Z\ {0} rassmotrim podgruppy K^E_n = {g|g(i) = −g(−i), g(i) = i, i > n} , n = 0, 1, . . . . Kak obyqno budem sqitat~ K^E = K^E_0 . Poloßim

G^E = G^E · K^E .

Vvedem v gruppe G^E topologi¸, v kotoroæ fundamental~nu¸ sistemu okrestnosteæ edinicy obrazu¸t podgruppy K^E_n , n =

0, 1, . . .. V fftoæ topologii gruppa G^E ØvlØetsØ plotnoæ podgrup-

poæ gruppy G^E . PredstavleniØ gruppy G^E , dopuska¸wie nepreryvnoe prodolßenie na gruppu G^E , sut~ v toqnosti dopustimye predstavleniØ pary ( G^E , K^E ) [32].

Smes~ predstavleniæ est~ inducirovannoe predstavlenie v sledu¸wem smysle. Prostranstvo Y ØvlØetsØ odnorodnym prostranstvom gruppy G^E . Stabilizator toqki pri fftom izomorfen gruppe G^E × G^E . Kocikl c(·, ·) est~ v toqnosti standartnyæ kocikl na odnorodnom prostranstve. Pri fftom spravedlivo sledu¸wee

Predloßenie 11. Mery ωp_1,p_2 sut~ s toqnost~¸ do mnoßitelØ

vse mery na Y kotorye

(1) invariantny pri deæstvii gruppy G^E (2) koneqny na vseh mnoßestvah Y_n, n = 0, 1, . . . (3) nerazloßimy v klasse mer udovletvorØ¸wih usloviØm (1)– (2) Dokazatel~stvo. Rassmotrim mnoßestvo Yk. DlØ l¸boæ funk-

cii f ∈ Y_k suwestvuet fflement g ∈ G^E (k) takoæ, qto g · f ∈ Y_0. Inymi slovami Y_k ⊂ ⋃ g∈G^E (k) g · Y0. �to oznaqaet, qto G E – invariantnaØ mera na Y opredelØetsØ svoimi znaqeniØmi na Y_0.

Pust~ ν – nekotoraØ mera, udovletvorØ¸waØ usloviØm (1)– (3). Esli ν(Y_0) = 0, to i ν(Y ) = 0. Pofftomu moßem sqitat~,

220 A. OKUN^KOV qto ν(Y_0) = 1. Mnoßestvo Y_0 vloßeno v X_0 ∼= {1, 2}^∞. Gruppa

K^E deæstvuet na X_0 kak gruppa perestanovok somnoßiteleæ. Iz

teoremy de Finetti [53, str. 256] sleduet, qto mera ν na X_0 imeet vid ω_{p1,p2} dlØ nekotoryh p_1, p_2 ≥ 0, p_1 + p_2 = 1. Pri fftom

ν(Y_0) ≠ 0 v sluqae p_1 > 0, p_2 > 0. •

Oboznaqim qerez Y zamykanie podmnoßestva Y v prostranstve X Y = { f, |f^{−1}(1) ∩ {−N, . . . , N }| qetno dlØ poqti vseh N } . Mnoßestvo Y sovpadaet s orbitoæ mnoßestva X_0 pod deæstviem gruppy G^E . Mnoßestvo Y \ Y sostoit iz sqetnogo qisla G^E – orbit Z^{(i)}_{2k} , i = 1, 2, k = 0, 1, . . .

Z^{(i)}_r = { f ∈ X, |f^{−1}(i)| = r } . My moßem ograniqit~sØ rassmotreniem tol~ko mnoßestv Z^{(1)}_{2k} . Mnoßestvo Z^{(1)}_{2k} est~ odna orbita sqetnoæ gruppy G^E . Na nem est~ edinstvennaØ s toqnost~¸ do mnoßitelØ G^E-invariantnaØ mera ν_{2k}. �ta mera est~ prosto mownost~ mnoßestva. Stabilizator toqki mnoßestva izomorfen gruppe G^E(k) × G^E_k . Oqevidno,

G^E_k ∼= G^E .

Pust~ ρ – neprivodimoe predstavlenie gruppy G^E (d_1) i π_2 – neprivodimoe dopustimoe predstavlenie gruppy G^E_{d2} ∼= G^E . Pust~ μ_2, Λ_2 sut~ mera Toma i raspredelenie ınga otveqa¸wie predstavleni¸ π_2. Predstavlenie π

π = Ind^{GE}_GE_{(d1)×G}E_{d2} ρ ⊗ π_2

realizuetsØ v prostranstve otobraßeniæ F : X → H(ρ) ⊗ H(π_2), kvadratiqno summiruemyh po mere ν_{2d1} .

Predpoloßim, qto Λ_2(0) = ∅. Togda analogiqno tomu, kak ffto proverØlos~ dlØ smesi predstavleniæ, ustanavlivaetsØ, qto predstavlenie π dopustimo i neprivodimo. Ego mera Toma est~

μ = μ_2 ,

a raspredelenie ınga

Λ(x) = { Λ_2(x), x ≠ 0 ρ, x = 0 .

O PREDSTAVLENI˚H 221 �to obyqnoe inducirovanie predstavleniæ moßet rassmatrivat~sØ kak predel~nyæ sluqaæ smexivaniØ. Napomnim, kak vvoditsØ topologiØ v prostranstve unitarnyh predstavleniæ diskretnoæ gruppy G [23]. Pust~ T_0 – nekotoroe unitarnoe predstavlenie. Pust~ zadano koneqnoe podmnoßestvo M ∈ G i nabor vektorov ξ_1, . . . , ξ_k ∈ H(T_0). Oboznaqim qerez U (T_0, M, ξ_1, . . . , ξ_k) mnoßestvo teh unitarnyh predstavleniæ T gruppy G, v prostranstve kotoryh suwestvu¸t takie vektory ζ_1, . . . , ζ_n, qto |(T (g)ζ_i, ζ_j) − (T_0(g)ξ_i, ξ_j)| < 1, g ∈ M, i, j = 1, . . . , n . Mnoßestva U (T_0, M, ξ_1, . . . , ξ_k) obrazu¸t bazu okrestnosteæ predstavleniØ T_0. Esli predstavlenie T_0 neprivodimo, to dlØ proverki shodimosti T_n → T_0 dostatoqno proverit~ aproksimaci¸ l¸bogo matriqnogo fflementa (T_0(·)ξ, ξ), ξ ∈ H(T_0) matriqnymi fflementami predstavleniæ T_n.

Pust~ π_1 est~ proizvol~noe neprivodimoe dopustimoe predstavlenie gruppy G^E s raspredeleniem ınga Λ_1 takim, qto

supp L_1 est~ odnotoqeqnoe mnoßestvo {y}, y ∈ [−1, 1] i Λ_1(y) = ρ.

Oboznaqim qerez π(p_1, p_2) smes~ predstavleniæ π_1 i π_2 v proporciØh p_1 i p_2.

Predloßenie 12.

π(p_1, p_2) → π pri p_1 → 0 .

Dokazatel~stvo. Iz Teoremy 6 vytekaet, qto pri p1 → 0 pred-

stavleniØ polugruppy Γ(d) v prostranstvah R(π(p_1, p_2)) shodØtsØ k predstavleni¸ fftoæ polugruppy v R(π). Tem samym matriqnye kofffficienty predstavleniæ π(p_1, p_2) otveqa¸wie vektoram iz podprostranstv R(π(p_1, p_2)) shodØtsØ k matriqnym kofffficientam predstavleniØ π. Tak kak predstavlenie π neprivodimo, ots¸da sleduet naxe predloßenie. •

Invariantnye nerazloßimye mery na X, sosredotoqennye na mnoßestve X \ Y , ime¸t sledu¸wiæ smysl. Ograniqenie mery

ω_{p1,p2} na X \Y otveqaet predstavleniØm gruppy G^E , kotorye est~

smes~ dvuh predstavleniæ gruppy G^O v proporciØh p_1, p_2. Mery

ν_{2k+1} otveqa¸t predstavleniØm gruppy G^E , kotorye induciro-

vany s podgruppy, izomorfnoæ G^O(k) × G^O.

222 A. OKUN^KOV

§15. �lementarnye predstavleniØ.

RealizaciØ predstavleniæ

Pust~ π – neprivodimoe dopustimoe predstavlenie gruppy G s meroæ Toma μ i raspredeleniem ınga Λ. Nazovem predstavlenie fflementarnym, esli supp μ = supp Λ = {y} dlØ nekotoroæ toqki y ∈ [−1, 1]. My kratko opixem realizaci¸ fflementarnyh predstavleniæ grupp G^E i G^O, poluqennu¸ v [32]. Sleduet razliqat~ tri sluqaØ: y = 0, y > 0 i y < 0.

Pust~ y = 0. Pust~ |Λ(0)| = 2d v sluqae G^E ili |Λ(0)| = 2d + 1 v sluqae G^O. Togda sootvetstvu¸wee fflementarnoe predstavlenie est~

Ind^G_{(d)×Gd} Λ(0) ⊗ 1 .

Pust~ y > 0. V silu Teoremy 4 v fftom sluqae obØzatel~no

y = 1/n, n ∈ N. Rassmotrim v prostranstve C^n bazis {e_1, . . . , e_n}

ortonormirovannyæ otnositel~no nekotorogo skalØrnogo proizvedeniØ. Rassmotrim v prostranstve C^n ⊗ C^n vektor ξ = n^{−1/2} n∑ i=1 e_i ⊗ e_i i rassmotrim prØmoæ predel gil~bertovyh prostranstv

H = lim ind 2N⨂ 1 C^n

otnositel~no vloßeniæ 2N⨂ 1 C^n →^{2N⨂}_1 C^n ⊗ ξ .

S pomow~¸ biekcii Z\ {0} → N i → { 2i − 1, i > 0 −2i, i < 0 my moßem opredelit~ deætvie gruppy G^E v prostranstve H. (V sluqae G^O sleduet rassmatrivat~ lim ind ⨂_{2N} 0 C^n.)

Gruppa ortogonal~nyh matric O(n) sohpanØet vektor ξ, pofftomu ee deæstvie na prostranstve H korrektno opredeleno. Kak

O PREDSTAVLENI˚H 223 ob¨ØsnØetsØ v [54] predstavleniØ gruppy O(n) numeru¸tsØ diagrammami ınga λ takimi, qto

(λ)^′_1 + (λ)^′_2 ≤ n .

Imeet mesto sledu¸waØ

Teorema (Ol~xanskiæ,[32]).

(1) Predstvalenie gruppy G v prostranstve H dopustimo. (2) PredstavleniØ grupp G i O(n) poroßda¸t kommutant drug druga (3) Prostranstvo H kak G × O(n)–modul~ razlagaetsØ v prØmu¸ summu H = ⨁ λ,(λ)^01+(λ)^02≤n π_{1/n,λ} ⊗ T_λ , gde T_λ – predstavlenie gruppy O(n), sootvetstvu¸wee diagramme λ, a π_{1/n,λ} – neprivodimoe dopustimoe predstavlenie gruppy G takoe, qto supp μ = supp Λ = {1/n}, Λ(1/n) = λ.

V sluqae y < 0 v rabote [32] imeetsØ nebol~xaØ netoqnost~, ukazannaØ G. I. Ol~xanskim. Pravil~nyæ sposob postroeniØ predstavleniæ sledu¸wiæ. V silu Teoremy 4 v sluqae y < 0 obØzatel~no y = −1/2n, n ∈ N. Rassmotrim v prostranstve C^{2n} ortonormirovannyæ bazis {e_1, . . . , e_{2n}} Rassmotrim v prostranstve C^{2n} ⊗ C^{2n} vektor

ξ = (2n)^{−1/2} n∑ i=1 (e_i ⊗ e_{i+n} − e_{n+i} ⊗ e_i) i rassmotrim prØmoæ predel gil~bertovyh prostranstv

H = lim ind 2N⨂ 1 C^{2n}

otnositel~no vloßeniæ 2N⨂ 1 C^{2n} →^{2N⨂}_1 C^{2n} ⊗ ξ .

224 A. OKUN^KOV Opredelim predstavlenie gruppy G v prostranstve H kak tenzornoe proizvedenie predstavleniØ perestanovkami tenzornyh somnoßiteleæ i odnomernogo predstavleniØ sgn.

Gruppa simplektiqeskih matric Sp(n) sohpanØet vektor ξ, pofftomu ee deæstvie na prostranstve H korrektno opredeleno. Kak opØt~ ob¨ØsnØetsØ v [54] predstavleniØ gruppy Sp(n) numeru¸tsØ diagrammami ınga λ takimi, qto λ_1 ≤ n . Imeet mesto sledu¸waØ

Teorema (Ol~xanskiæ).

(1) Predstavlenie gruppy G v prostranstve H dopustimo. (2) PredstavleniØ grupp G i Sp(n) poroßda¸t kommutant drug druga (3) Prostranstvo H kak G × Sp(n)–modul~ razlagaetsØ v prØmu¸ summu H = ⨁ λ,λ1≤n π_{−1/2n,λ} ⊗ T_λ , gde T_λ – predstavlenie gruppy Sp(n), sootvetstvu¸wee diagramme λ, a π_{−1/2n,λ} – neprivodimoe dopustimoe predstavlenie gruppy G takoe, qto supp μ = supp Λ = {−1/2n}, Λ(1/2n) = λ.

Kak sleduet iz Teoremy 7 l¸boe neprivodimoe dopustimoe predstavlenie est~ smes~ fflementarnyh predstavleniæ. Pofftomu vmeste s konstrukcieæ fflementarnyh predstavleniæ my poluqaem vozmoßnost~ postroit~ l¸boe neprivodimoe dopustimoe predstavlenie. Qtoby uznat~, iz kakih fflementarnyh smexano nekotoroe neprivodimoe dopustimoe predstavlenie, my dolßny deæstvovat~ spektral~nymi proektorami ot operatorov A_i, kak my ffto delali v glave 2 (smotri zameqanie posle dokazatel~stva Teoremy 3).

§16. Smexivanie v sluqae G^D

Opredelenie smexivaniØ predstavleniæ legko perenositsØ na sluqaæ pary ( G^D, K^D ) . Pri fftom estestvenno vkl¸qit~ v rassmotrenie takße predstavleniØ ‘nesbalansirovannyh’ grupp vi- da G^D_{m1,m2} = { g ∈ G^D|g(i) = i, −m_2 ≤ i ≤ m_1 } ,

O PREDSTAVLENI˚H 225 gde m_1, m_2 – nekotorye celye qisla. Tak kak vkl¸qenie K^D_n ⊂

G^D_{m1,m2} vypolneno pri fiksirovannyh m_1, m_2 dlØ vseh n, kro-

me koneqnogo qisla, to opredelenie dopustimogo predstavleniØ goditsØ takße dlØ grupp G^D_{m1,m2} . VsØ teoriØ dopustimyh predstavleniæ doslovno perenositsØ na fftot ‘nesbalansirovannyæ’ sluqaæ. V qastnosti, takie predstavleniØ parametrizu¸tsØ meroæ Toma i paroæ raspredeleniæ ınga Λ, M , dlØ kotoryh uße vozmoßno |Λ| ≠ |M |.

KonstrukciØ fflementarnyh predstavleniæ moßet byt~ vzØta iz [32].

Zametim, qto na Øzyke H–rØdov iz §8 smexivanie sferiqeskih predstavleniæ oznaqaet proizvedenie H–rØdov. Takim obrazoms my poluqaem predstavlenqesku¸ interpretaci¸ faktorizacii, poluqennoæ v §8.

Literatura

1. M. Aissen, I. J. Schoenberg, A. M. Whitney, On the generating function of totally positive sequences I.. — J. Analyse Math. 2 (1952), 93–103.

2. M. Aissen, A. Edrei, I. J. Schoenberg, A. M. Whitney, On the generating function of totally positive sequences. — Proc. Nat. Acad. Sci. USA 37 (1951), 303.

3. R. Boyer, Infinite traces of AF-algebras and characters of U (∞). — J. Operator Theory 9 (1983), 205–236.

4. R. Brauer, On algebras which are connected with semisimple continuous groups.

— Annals of Math. 38 (1937), 857–872.

5. A. M. Verxik, Opisanie invariantnyh mer dlØ deæstviæ nekotoryh beskoneqnomernyh grupp. — DAN SSSR 218, No. 5 (1974), 749–752.

6. A. M. Verxik, S. V. Kerov, Haraktery i faktor-predstavleniØ beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy. — DAN SSSR 257, No. 5 (1981), 1037–1040.

7. A. M. Verxik, S. V. Kerov, AsimptotiqeskaØ teoriØ harakterov simmetriqeskoæ gruppy. — Funkc. analiz i ego pril. 15, vyp. 4 (1981), 15–27.

8. A. M. Verxik, S. V. Kerov, Haraktery i faktor-predstavleniØ beskoneqnoæ unitarnoæ gruppy. — DAN SSSR 267, No. 2 (1982), 272–276.

9. A. M. Vershik, S. V. Kerov, Characters, factor representations and K-functor of the infinite symmetric group. Operator Algebras and Group Representations. vol. 2, Pitman, 1984, pp. 272–276.

10. A. M. Vershik, S. V. Kerov, The Grothendieck group of infinite symmetric group and symmetric functions (with elements of the theory of K0-functor of AF-algebras), in: Representation of Lie groups and related topics. — Adv. Stud. Contemp. Math. 7 (1990), 39–118, London, Gordon and Breach.

11. A. M. Vershik, S. V. Kerov, The characters of the infinite symmetric group and probability properties of the Robinson-Schensted-Knuth algorithm. — SIAM J. Alg. Discr. Math. 7, No. 1 (1986), 116–127.

226 A. OKUN^KOV

12. A. M. Vershik, G. I. Olshanski, Ergodic unitarily invariant measures on the space of infinite Hermitian matrices. — Preprint UTMS 94–61.

13. D. Voiculescu, Représentations factorielles de type II1 de U (∞). — J. Math.

pures et appl. 55 (1976), 1–20.

14. D. Voiculescu, On extremal invariant functions of positive type on certain groups.

— INCREST Preprint Series Math. (1978).

15. D. Voiculescu, Sur les représentations factorielles finies de U (∞) et autres groupes semblables. — Comptes Rendus Acad. Sci. Paris 279 (1974), A945–A946.

16. F. R. Gantmaher, M. G. Kreæn, OscillØcionnye matricy i Ødra i malye kolebaniØ mehaniqeskih sistem. M.–L., 1950.

17. A. Edrei, On the generating function of totally positive sequences II. — J. Analyse Math. 2 (1952), 104–109.

18. A. Edrei, On the generating function of a double infinite, totally positive sequence.

— Trans. Amer. Math. Soc. 47 (1953), 367–383.

19. R. S. Ismagilov, O lineænyh predstavleniØ gruppy matric s fflementami iz normirovannogo polØ. — IzvestiØ AN SSSR Ser. Mat. 33, No. 6 (1969), 1296–1323.

20. R. S. Ismagilov, Sferiqeskie funkcii nad normirovannym polem, pole vyqetov kotorogo beskoneqno. — Funkcion. analiz i ego priloßeniØ 4, No. 1 (1970), 42–51.

21. S. Karlin, Total positivity and applications. Stanford University Press, 1968.

22. S. V. Kerov, RealizaciØ predstavleniæ polugruppy Brauffra. — Zap. nauqn. semin. LOMI 164 (1987), 189–193.

23. A. A. Kirillov, Vvedenie v teori¸ predstavleniæ i nekommutativnyæ garmoniqeskiæ analiz. — Sovremennye problemy matematiki. Fundamental~nye napravleniØ 22 (Itogi nauki i tehniki. VINITI) (1987), 5–162.

24. A. A. Kirillov, �lementy teorii predstavleniæ. M, Nauka. 25. A. A. Kirillov, Poloßitel~no opredelennye funkcii na gruppe matric s fflementami izdiskretnogo polØ. — Dokl. Akad. Nauk SSSR 162, No. 3 (1965).

26. A. A. Kirillov, PredstavleniØ beskoneqnomernoæ unitarnoæ gruppy. — Dokl. Akad. Nauk SSSR 212, No. 2 (1973), 288–290.

27. A. Liberman, The structure of certain unitary representations of infinite symmetric group. — Trans. Amer. Math. Soc. 164 (1972), 189–198.

28. I. Makdonal~d, Simmetriqeskie funkcii i mnogoqleny Holla. M, Mir, 1985.

29. M. L. Nazarov, Yu. A. Neretin, G. I. Olshanski, Semigroupes engendrés par la représentation de Weil du groupe symplectique infinie. — Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, Sér. I 309, No. 7 (1989), 443–446.

30. M. A. Naæmark, Normirovannye kol~ca. M, Nauka, 1968. 31. N. I. Nessonov, PolnaØ klassifikaciØ predstavleniæ GL(∞), soderßawih ediniqnoe predstavlenie unitarnoæ podgruppy. — Mat. sbornik 130, No. 1 (1986), 131–150.

32. G. I. Ol~xanskiæ, Unitarnye predstavleniØ (G, K)-par, svØzannyh s beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppoæ S(∞). — Algebra i analiz 1, vyp. 4 (1989), 178–209.

O PREDSTAVLENI˚H 227

33. G. I. Olshanskii, Unitary representations of infinite-dimensional pairs (G, K) and the formalism of R. Howe. — Adv. Stud. Contemp. Math. 7 (1990), 269–463, In: Representation of Lie groups and related topics. London, Gordon and Breach.

34. G. I. Olshanskii, On semigroups related to infinite-dimensional groups. — Advances in Soviet Math. 2 (1991), 67–101.

35. G.I.Ol~xanskiæ, Unitarnye predstavleniØ beskoneqnomernyh (G,K)-par i formalizm R. Hau. — Dokl. Akad. Nauk SSSR 269, No. 1 (1983), 33–36.

36. G. I. Ol~xanskiæ, Beskoneqnomernye klassiqeskie gruppy koneqnogo R-ranga: opisanie predstavleniæ i asimptotiqeskaØ teoriØ. — Funkcion. analiz i ego priloßeniØ 18, No. 1 (1984), 28–42.

37. G. I. Ol~xanskiæ, Unitarnye predstavleniØ gruppy SO0(∞, ∞) kak predely unitarnyh predstavleniæ grupp SO_0(n, ∞) pri n → ∞. — Funkcion. analiz i ego priloßeniØ 20, No. 4 (1986), 46–57.

38. G. I. Ol~xanskiæ, Metod golomorfnyh rasxireniæ v teorii unitarnyh predstavleniæ beskoneqnomernyh klassiqeskih grupp. — Funkcion. analiz i ego priloßeniØ 22, No. 4 (1988), 23–37.

39. G. I. Olshanskii, Unitary representations of the infinite symmetric group: a semigroup approach. in: Representations of Lie groups and Lie algebras, Budapest. Academiai Kiado, 1985, pp. 181–197.

40. G. I. Ol~xanskiæ, Novye bol~xie gruppy tipa I.. — Sovremennye problemy matematiki 16 (1988), 31–52, M, VINITI.

41. M. Rid, B. Saæmon, Metody sovremennoæ matematiqeskoæ fiziki. M, Mir, 1978.

42. I. Schoenberg, Selected Papers. vol. 1–2, Boston, Basel, Birkhäuser, 1988. 43. I. Schoenberg, Über die variationvermindernde lineare Transformationen. — Math. Zeitschr. 32 (1930), 321–328.

44. S. V. Smirnov, Poloßitel~no opredelennye funkcii na algebraiqeskih nil~potentnyh gruppah nad diskretnym polem. — Dokl. Akad. Nauk SSSR 170, No. 3 (1966), 524–525.

45. R. Stenli, Pereqislitel~naØ kombinatorika. M, Mir, 1990.

46. J. R. Stembridge, On Schur’s Q-functions and the primitive idempotents of a commutative Hecke algebra. — J. Alg. Comb. 1 (1992), 71–96.

47. S. Stratila, D. Voiculescu, Representations of AF-algebras and of the group U (∞).

— Lect. Notes in Math. 186 (1975), Springer.

48. S. Stratila, D. Voiculescu, A survey on representations of the unitary group U (∞).

— Spectral Theory Banach Center Publications 8 (1982), 415–434. 49. E. Thoma, Die unzerlegbaren, positiv-definiten Klassenfunktionen der abzählbar unendlichen symmetrischen Gruppe. — Math. Zeitschr. 85, No. 1 (1964), 40–61.

50. E. Thoma, Über unitäre Darstellungen abzählbarer diskreter Gruppen. — Math.

Annalen 153 (1964), 111–138.

51. E. Thoma, Eine Characterisierung diskreter Gruppen von Typ I.. — Invent. Math. 6 (1968), 190–196.

52. E. Thoma, Characters of infinite groups. Operator Algebras and Group Representations. vol. 2 Pitman, 1984, pp. 23–32.

53. V. Feller, Vvedenie v teori¸ veroØtnosteæ i ee priloßeniØ. t. 2, M, Mir, 1947.

54. G. Veæl~, Klassiqeskie gruppy, ih invarianty i predstavleniØ. M.

228 A. OKUN^KOV 55. A. ı. Okun~kov, Teorema Toma i predstavleniØ beskoneqnoæ bisimmetriqeskoæ gruppy. — Funkc. analiz i ego pril. 28, vyp. 2 (1994), 31–40. Okounkov A. On representations of the infinite symmetric group. We prove a classification theorem for admissible representation of the Gelfand pair S(∞) × S(∞) ⊃ diag S(∞) and two other Gelfand pairs of hyperoctohedral type. We prove that the list of admisssible representations given by G. Olshanski is complete. This generalizes Thoma’s description of the characters of S(∞). An explicit construction for representations from a dense subset of the admissible dual was given by G. Olshanski. We construct the remaining representations using an operation we call the mixture of representations.

Postupilo 10 noØbrØ 1996 g.