Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 240, 1997 g.

S. A. Evdokimov, I. N. Ponomarenko

DVA NERAVENSTVA DL˚ PARAMETROV KLETOQNO` ALGEBRY

§1. Vvedenie

V teorii lineænyh predstavleniæ koneqnyh grupp perestanovoqnye predstavleniØ zanima¸t osoboe poloßenie. Otqasti ffto ob¨ØsnØetsØ tem, qto gruppy perestanovok byli istoriqeski pervoæ formoæ obweæ teorii grupp. Bolee vaßnyæ moment, odnako, zakl¸qaetsØ v tom, qto lineænoe prostranstvo, v kotorom deæstvuet perestanovoqnoe predstavlenie, imeet vydelennyæ bazis. Priroda fftogo bazisa daet vozmoßnost~ ispol~zovat~ kombinatorno-algebraiqeskiæ Øzyk dlØ opisaniØ neprivodimyh predstavleniæ, vhodØwih v perestanovoqnoe. Takoæ podhod ne ograniqivaet obwnosti rassmotreniØ, poskol~ku regulØrnoe predstavlenie gruppy ØvlØetsØ perestanovoqnym, a kaßdoe neprivodimoe predstavlenie soderßitsØ v regulØrnom.

Rassmotrim gruppu perestanovok G na n-fflementnom mnoßestve V . Perestanovoqnoe predstavlenie ρ : G → End(C^V ) sopostavlØet kaßdoæ perestanovke g ∈ G perestanovoqnu¸ matricu

ρ(g) ∈ Mat_V . CentralizatornaØ algebra Z(G, V ) gruppy G, so-

stoØwaØ iz vseh matric iz Mat_V , kommutiru¸wih so vsemi ρ(g),

g ∈ G, imeet estestvennoe predstavlenie π : Z(G, V ) → End(C^V ).

Pri fftom neprivodimye predstavleniØ gruppy G, vhodØwie v ρ, nahodØtsØ v biektivnom sootvetstvii s neprivodimymi predstavleniØmi algebry Z(G, V ) tak, qto stepeni predstavleniæ gruppy G sovpada¸t s kratnostØmi predstavleniæ algebry Z(G, V ) i naoborot. Takim obrazom, s algebraiqeskoæ toqki zreniØ izuqenie neprivodimyh predstavleniæ, vhodØwih v perestanovoqnoe, svoditsØ k izuqeni¸ neprivodimyh predstavleniæ sootvetstvu- ¸weæ centralizatornoæ algebry.

Odno iz pervyh primeneniæ centralizatornyh algebr v teorii grupp perestanovok svØzano s zadaqeæ harakterizacii Bgrupp, t.e. takih grupp H, dlØ kotoryh vsØkaØ primitivnaØ gruppa, soderßawaØ regulØrnu¸ podgruppu, izomorfnu¸ H, ØvlØetsØ 2-tranzitivnoæ (sm. [11]). V [9] I.Xur dokazal, qto l¸baØ ci- 82

DVA NERAVENSTVA 83

kliqeskaØ gruppa sostavnogo porØdka ØvlØetsØ B-gruppoæ. Metod Xura sostoØl v rassmotrenii podalgebr W centralizatornoæ algebry Z(H, V ) regulØrnogo predstavleniØ H na V , oblada¸wih sledu¸wimi tremØ svoæstvami:

(C1) I_V , J_V ∈ W ;

(C2) ∀A ∈ W : A^∗ ∈ W ; (C3) ∀A, B ∈ W : A ∘ B ∈ W , gde I_V – ediniqnaØ matrica, J_V – matrica sostoØwaØ iz vseh 1,

A^∗ – matrica, ffrmitovo soprØßennaØ s A, i A ∘ B – adamarovo

(pokomponentnoe) proizvedenie A i B.

V 1968 godu B.Veæsfeæler i A.Leman prixli k algebram W , udovletvorØ¸wim svoæstvam (C1),(C2) i (C3), izuqaØ problemu izomorfizma koneqnyh grafov [10]. Oni nazvali takie algebry kletoqnymi, poskol~ku iz (C3) vytekaet suwestvovanie v neæ special~nogo lineænogo bazisa R, sostoØwego iz {0,1}- matric, i razbieniØ V = V_1 ∪ . . . ∪ V_s (na kletki V_1, . . . , V_s) takih, qto vse nenulevye fflementy matricy iz R sosredotoqeny na pereseqenii strok s nomerami iz nekotorogo V_i i stolbcov s nomerami iz nekotorogo V_j . Pri fftom kaßdoæ kletke V_i otveqaet kletoqnaØ podalgebra algebry W , sostoØwaØ iz matric s nositelem v V_i, nazyvaemaØ eœ odnorodnoæ komponentoæ. Naprimer, v sluqae W = Z(G, V ) kletki sovpada¸t s orbitami gruppy G, a odnorodnye komponenty – s centralizatornymi algebrami eœ tranzitivnyh sostavlØ¸wih.

Zametim, qto s algebraiqeskoæ toqki zreniØ kletoqnaØ algebra est~ ne qto inoe, kak specifiqeskoe predstavlenie koneqnomernoæ poluprostoæ algebry; s kombinatornoæ ße toqki zreniØ naliqie special~nogo bazisa pozvolØet rassmatrivat~ eœ kak raskraxennyæ graf, v kotorom matrica smeßnosti grafa s rebrami odnogo i togo ße cveta prinadleßit R. Raskraxennye grafy takogo tipa byli nezavisimo otkryty D.Higmanom v [7] v svØzi s voprosami suwestvovaniØ kombinatornyh ob¨ektov s fiksirovannymi parametrami i nazvany kogerentnymi konfiguraciØmi. Qastnymi sluqaØmi kogerentnyh konfiguraciæ okazyva¸tsØ associativnye shemy i blok-shemy [1].

V nastoØweæ rabote my dokazyvaem dva neravenstva, svØzyva¸wie osnovnye algebraiqeskie i kombinatornye invarianty kletoqnyh algebr. PervaØ teorema obobwaet horoxo izvestnyæ fakt o tom, qto kratnost~ l¸bogo neprivodimogo predstavle-

84 S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO

niØ koneqnoæ gruppy v ee regulØrnom predstavlenii sovpadaet so stepen~¸ fftogo predstavleniØ (sluqaæ regulØrnoæ kletoqnoæ algebry, t.e. centralizatornoæ algebry regulØrnoæ gruppy perestanovok). V sluqae proizvol~noæ kletoqnoæ algebry

W ⊂ Mat_V rol~ regulØrnogo predstavleniØ igraet standartnoe

predstavlenie Δ_{stand} algebry W , opredelØemoe eœ vloßeniem v

Mat_V . V silu (C2) algebra W poluprosta i ee standartnoe pred-

stavlenie vpolne privodimo, t.e. Δ_{stand} ∼= ∑ π m_π · π, gde π neprivodimoe predstavlenie algebry W i m_π – ego kratnost~ v Δ_{stand}.

Teorema 1. DlØ l¸bogo neprivodimogo predstavleniØ π kletoq-

noæ algebry W vypolnØetsØ neravenstvo

n_π ≤ s(π)m_π , (1)

gde n_π = deg(π) – stepen~ predstavleniØ π, a s(π) – koliqestvo odnorodnyh komponent algebry W , na kotoryh π ne ravno toßdestvenno nul¸. Bolee togo, ravenstvo odnovremenno dlØ vseh neprivodimyh predstavleniæ dostigaetsØ v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda kletoqnaØ algebra W kvaziregulØrna (t.e. regulØrna kaßdaØ eœ odnorodnaØ komponenta).

Sledstvie^1. Pust~ W – odnorodnaØ kletoqnaØ algebra. Togda dlØ

l¸bogo eœ neprivodimogo predstavleniØ π vypolnØetsØ neravenstvo n_π ≤ m_π . Ravenstvo odnovremenno dlØ vseh neprivodimyh predstavleniæ dostigaetsØ v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda W regulØrna.

Horoxo izvestno, qto kaßdaØ koneqnaØ gruppa moßet byt~ postroena rasxireniØmi s pomow~¸ prostyh grupp. V fftom smysle rol~ primitivnyh grupp dlØ grupp perestanovok analogiqna roli prostyh grupp v teorii koneqnyh grupp. Odnako, esli vse prostye gruppy izvestny, to klassifikaciØ primitivnyh grupp

1Kogda stat~Ø byla uße napisana, avtory zametili, qto privodimoe niße neravenstvo vytekaet takße iz sledstviØ 8 raboty [4] i raboty [2] nastoØwego sbornika.

DVA NERAVENSTVA 85

daleka ot zaverxeniØ. Ewœ huße delo obstoit s primitivnymi kletoqnymi algebrami, struktura kotoryh praktiqeski ne izuqena (toqnoe opredelenie primitivnoæ kletoqnoæ algebry privoditsØ v §2; zdes~ ße otmetim, qto takovymi ØvlØ¸tsØ centralizatornye algebry primitivnyh grupp perestanovok).

VtoraØ i tret~Ø teoremy, dokazyvaemye v rabote, obobwa¸t na kletoqnye algebry verhn¸¸ ocenku dlØ minimal~noæ podstepeni d primitivnoæ gruppy perestanovok G. ImeetsØ v vidu ocenka d ≤ J(m), gde m – minimal~naØ stepen~ neglavnogo neprivodimogo predstavleniØ G, vhodØwego v perestanovoqnoe, i J – funkciØ ȷordana. (Kratkoe dokazatel~stvo: iz primitivnosti i teoremy ȷordana sleduet, qto v G imeetsØ normal~naØ abeleva podgruppa A indeksa, ne prevoshodØwego J(m); pofftomu d ≤ |G|/n ≤ [G : A] ≤ J(m).) DlØ formulirovki utverßdeniæ opredelim bazisnoe otnoxenie kletoqnoæ algebry W ⊂ Mat_V kak binarnoe otnoxenie na V , matrica smeßnosti kotorogo prinadleßit R(W ). V odnorodnom sluqae kaßdoe bazisnoe otnoxenie R induciruet orientirovannyæ graf, u kotorogo stepeni ishoda i zahoda kaßdoæ verxiny ravny odnomu i tomu ße qislu d(R), nazyvaemomu stepen~¸ R.

Teorema 2. Pust~ W – odnorodnaØ kletoqnaØ algebra i A – ma-

trica iz W , stolbcy kotoroæ poparno razliqny. Togda naædœtsØ antirefleksivnoe bazisnoe otnoxenie R algebry W , dlØ kotorogo

d(R) ≤ τ (2 rk(A)),

gde τ (r) – kontaktnoe qislo prostranstva R^r, t.e. maksimal~noe qislo nepereseka¸wihsØ otkrytyh xarov odnogo i togo ße radiusa v R^r, kasa¸wihsØ fiksirovannogo xara togo ße radiusa, i rk(A) – rang matricy A.

Zameqanie. Izvestno, qto τ (r) ≤ 2^{O(r)} (sm. [3]). Teorema 3. DlØ l¸boæ primitivnoæ kletoqnoæ algebry W imeet

mesto neravenstvo d ≤ 2^{O(m)}, gde d – minimal~naØ stepen~ antirefleksivnogo bazisnogo otnoxeniØ algebry W i m – minimal~naØ kratnost~ eœ neglavnogo neprivodimogo predstavleniØ v standartnom.

86 S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO

Zameqanie. DlØ primitivnoæ gruppy perestanovok iz teoremy

3 sleduet, qto d ≤ 2^{O(m)}, gde d – eœ minimal~naØ podstepen~ i m – minimal~naØ stepen~ eœ neprivodimogo neediniqnogo predstavleniØ, vhodØwego v perestanovoqnoe. �to luqxe, qem ocenka, poluqennaØ s pomow~¸ teoremy ȷordana (sm. vyxe), poskol~ku, oqevidno, J(m) ≥ (m − 1)!.

Stat~Ø organizovana sledu¸wim obrazom. V §2 privodØtsØ osnovnye opredeleniØ i fakty, svØzannye s kletoqnymi algebrami, i opisyva¸tsØ nekotorye svoæstva standartnogo predstavleniØ. V §§3 i 4 soderßatsØ dokazatel~stva teorem 1 i 2, 3 sootvetstvenno. Kratkoe obsußdenie sostavlØet soderßanie §5.

§2. Kletoqnye algebry

Na protØßenii vseæ raboty my fiksiruem n-fflementnoe mnoßestvo V i oboznaqaem qerez Mat_V algebru vseh kompleksnyh matric, stroki i stolbcy kotoryh indeksirovany fflementami mnoßestva V . Kletoqnoæ algebroæ W na V nazyvaetsØ podalgebra algebry Mat_V , udovletvorØ¸waØ svoæstvam (C1)-(C3) (sm. §1).

Zamknutost~ algebry W otnositel~no adamarova umnoßeniØ vleqœt suwestvovanie u neœ edinstvennym obrazom opredelœnnogo lineænogo bazisa R = R(W ), sostoØwego iz {0,1}-matric, dlØ kotorogo ∑ R∈R R = J_V i R ∈ R ⇔ R^T ∈ R, gde R^T – matrica, transponirovannaØ k R. �tot bazis nazyvaetsØ standartnym bazisom algebry W . Matricy iz R i ih summy mogut rassmatrivat~sØ kak matricy smeßnosti binarnyh otnoxeniæ na V . My budem otoßdestvlØt~ takie matricy s sootvetstvu¸wimi otnoxeniØmi i nazyvat~ fflementy standartnogo bazisa bazisnymi otnoxeniØmi.

Razloßenie I_V po standartnomu bazisu induciruet odnoznaqno opredelœnnoe diz¨¸nktnoe razbienie mnoßestva V : V = s⋃ i=1 V_i. Kaßdoe mnoßestvo V_i nazyvaetsØ kletkoæ algebry W . Mnoßestvo vseh kletok oboznaqaetsØ qerez Cel(W ). DlØ kaßdogo otnoxeniØ R ∈ R odnoznaqno opredeleny celye qisla i, j ∈ [1, s], dlØ

DVA NERAVENSTVA 87

kotoryh R ⊂ V_i × V_j. Pri fftom qislo edinic v u-oæ stroke (sootvetstvenno v-om stolbce) matricy R ne zavisit ot vybora u ∈ V_i (sootvetstvenno v ∈ V_j ); ffto qislo oboznaqaetsØ qerez d_{out}(R) (sootvetstvenno d_{in}(R)).

Odnorodnoæ komponentoæ kletoqnoæ algebry W , otveqa¸weæ kletke U ∈ Cel(W ), nazovœm eœ podalgebru W_U , poroßdœnnu¸ bazisnymi otnoxeniØmi s nositelem v U . Zametim, qto sama W_U moßet rassmatrivat~sØ kak kletoqnaØ algebra na U . Budem govorit~, qto W odnorodna, esli | Cel(W )| = 1. OdnorodnaØ kletoqnaØ algebra W nazyvaetsØ primitivnoæ, esli edinstvennymi otnoxeniØmi ffkvivalentnosti, prinadleßawimi W , ØvlØ¸tsØ I_V i J_V .

KletoqnaØ algebra W nazyvaetsØ regulØrnoæ, esli ona odnorodna i |R| = n. KaßdaØ regulØrnaØ algebra ØvlØetsØ centralizatornoæ algebroæ regulØrnoæ gruppy perestanovok. Budem govorit~, qto W kvaziregulØrna, esli kaßdaØ eœ odnorodnaØ komponenta regulØrna.

Esli R, S ∈ R, to RS = ∑ T ∈R α^T_{RS} T, gde α^T_{RS} – neotricatel~nye celye qisla. Niße my vospol~zuemsØ sledu¸wim toßdestvom, dokazannym v [10]:

d_{out}(T )α^{T �}_{RS} = d_{out}(R)α^{R�}_{ST} , R, S, T ∈ R. (2)

V silu zamknutosti algebry W otnositel~no ffrmitova soprØßeniØ ona ØvlØetsØ poluprostoæ algebroæ nad C i pofftomu po teoreme Vedderberna izomorfna prØmomu proizvedeni¸ polnyh matriqnyh algebr: W ∼= ∏ π∈Irr(W ) Mat_{nπ} ,

gde Irr(W ) – mnoßestvo vseh klassov ffkvivalentnyh meßdu soboæ neprivodimyh predstavleniæ algebry W i n_π = deg(π) – stepen~ predstavleniØ π. Ots¸da sleduet, qto

|R(W )| = dimC(W ) = ∑ π∈Irr(W ) n^2_π. (3)

88 S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO

Algebra Mat_V deæstvuet estestvennym obrazom na lineænom prostranstve C^V s mnoßestvom V v kaqestve C -bazy. Ograniqenie fftogo deæstviØ na W opredelØet toqnoe lineænoe predstavlenie

Δ_{stand} : W → End(C^V ),

nazyvaemoe standartnym predstavleniem algebry W . V silu polnoæ privodimosti lineænyh predstavleniæ algebry W nad

C imeem_{Δstand ∼= ∑} π∈Irr(W ) m_π π, gde m_π – kratnost~ predstavleniØ π v standartnom predstavlenii algebry W , otkuda n = ∑ π∈Irr(W ) m_π n_π , (4)

poskol~ku deg(Δ_{stand}) = n.

U kaßdoæ kletoqnoæ algebry imeetsØ vydelennoe neprivodimoe predstavlenie. A imenno, dlØ kletki U poloßim x_U = ∑ v∈U v. Togda lineænoe podprostranstvo prostranstva C^V , na-

tØnutoe na vektory x_U , U ∈ Cel(W ), ØvlØetsØ W -invariantnym. Sootvetstvu¸wee predstavlenie neprivodimo, imeet stepen~

| Cel(W )| i kratnost~ 1 i nazyvaetsØ glavnym predstavleniem

kletoqnoæ algebry W (sm. [10]).

DlØ neprivodimogo predstavleniØ π : W → End(L) algebry W i kletki U podprostranstvo L_U = π(I_U )L invariantno otnositel~no odnorodnoæ komponenty W_U . Voznika¸wee takim obrazom predstavlenie algebry W_U v prostranstve L_U oboznaqim qerez π_U . Poloßim

Irr_U (W ) = {π ∈ Irr(W ) : π_U ≠ 0},

Supp(π) = {U ∈ Cel(W ) : π_U ≠ 0}.

Sledu¸wee predloßenie v drugih oboznaqeniØh dlØ sluqaØ dvuhkletoqnoæ algebry bylo dokazano v [10].

Predoßenie 2.1. Ime¸t mesto sledu¸wie utverßdeniØ:

1) esli U ∈ Supp(π), to π_U – neprivodimoe predstavlenie algebry W_U ;

DVA NERAVENSTVA 89

2) otobraßenie π → π_U induciruet biekci¸

Irr_U (W ) → Irr(W_U ); (5)

3) spravedlivy ravenstva:

n_π = ∑ U∈Supp(π) n_{πU} , (6)

m_π = m_{πU} , U ∈ Supp(π). (7)

Dokazatel~stvo. DlØ dokazatel~stva pervogo utverßdeniØ za-

metim, qto esli U ∈ Supp(π), to T_U = π(I_U ) ØvlØetsØ nenulevym idempotentom v End(L). S drugoæ storony, π(W ) = End(L) v silu neprivodimosti π. Takim obrazom,

π_U (W_U ) = π(I_U W I_U )|_{LU} = (T_U End(L)T_U )|_{LU} = End(L_U ),

qto dokazyvaet neprivodimost~ π_U .

V silu utverßdeniØ 1 otobraßenie (5) korrektno opredeleno. Esli I_V = ∑ π∈Irr(W ) Pπ – razloßenie edinicy v W , gde Pπ – pri-

mitivnyæ central~nyæ idempotent algebry W , otveqa¸wiæ π, to I_U = ∑ π∈Irr_U (W ) IU Pπ = ∑ π∈Irr_U (W ) PπU – razloßenie edinicy

v W_U . �to dokazyvaet biektivnost~ otobraßeniØ (5).

Dokaßem utverßdenie 3. Poskol~ku I_V = ∑ U∈Cel(W ) IU , to L = ∑ U∈Supp(π) π(I_U )L = ∑ U∈Supp(π) L_U i summa ØvlØetsØ prØmoæ, qto dokazyvaet formulu (6). DlØ dokazatel~stva (7) razloßim prostranstvo P_πC^V v prØmu¸ summu neprivodimyh otnositel~no W podprostranstv: P_πC^V = ∑_{mπ} i=1 L_i.

Togda P_{πU} C^U = I_U P_πC^U = ∑_{mπ} i=1 I_U L_i. Esli U ∈ Supp(π), to v silu

utverßdeniØ 1 podprostranstvo I_U L_i neprivodimo otnositel~- no W_U . Takim obrazom, m_π = m_{πU} .

§3. Dokazatel~stvo teoremy 1

Pust~ W - kletoqnaØ algebra na V . Opredelim na mnoßestve lineænyh funkcionalov na W skalØrnoe proizvedenie, polagaØ (f, g) = ∑ R∈R 1 |R| f(R)g(R), gde R = R(W ) – standartnyæ bazis algebry W .

90 S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO

Predloßenie 3.1. DlØ odnorodnoæ kletoqnoæ algebry W ime¸t

mesto sledu¸wie formuly:

1) (χ_π , χ_ρ) = 0, esli π ≠ ρ; 2) (χ_π , χ_π) ≤ 1, gde χ_π , χ_ρ – haraktery neprivodimyh predstavleniæ π, ρ algebry W .

Preßde qem dokazyvat~ predloßenie 3.1, pokaßem, kak iz nego vyvoditsØ teorema 1. Predpoloßim snaqala, qto W odnorodna.

Oboznaqim qerez χ_{stand} harakter standartnogo predstavleniØ algebry W . Togda legko videt~, qto dlØ R ∈ R

χ_{stand}(R) = { n, esli R = I_V ; 0, esli R ≠ I_V ,

i, sledovatel~no, (χ_π , χ_{stand}) = n_π dlØ vseh π ∈ Irr(W ). S drugoæ storony, zapisyvaØ χ_{stand} v vide summy neprivodimyh harakterov χ_{stand} = ∑ ρ∈Irr(W ) mρχρ, po predloßeni¸ 3.1 imeem

(χ_π , χ_{stand}) = ∑ ρ∈Irr(W ) m_ρ(χ_π, χ_ρ) = m_ρ(χ_π , χ_π) ≤ m_π.

SravnivaØ, poluqaem, qto n_π ≤ m_π .

DlØ proizvol~noæ kletoqnoæ algebry iz utverßdeniØ 1 predloßeniØ 2.1 i skazannogo vyxe sleduet, qto n_{πU} ≤ m_{πU} dlØ vseh

U ∈ Supp(π). Takim obrazom, v silu formul (6) i (7) imeem n_π ≤ | Supp(π)|m_π , qto dokazyvaet pervu¸ qast~ teoremy.

DlØ dokazatel~stva vtoroæ qasti rassmotrim snaqala odnorodnyæ sluqaæ. V silu (3), (4) ∑ π∈Irr(W ) n^2_π = |R| ≤ n = ∑ π∈Irr(W ) m_π n_π . Pofftomu po pervoæ qasti teoremy m_π = n_π dlØ vseh π togda i tol~ko togda, kogda |R| = n, t.e. algebra W regulØrna. V obwem sluqae v silu (6), (7) i pervoæ qasti teoremy ∑ U∈Supp(π) n_{πU} = n_π ≤ | Supp(π)|m_π = ∑ U∈Supp(π) m_{πU} . Pofftomu ravenstvo v formule (1) odnovremenno dlØ vseh π vypolnØetsØ togda i tol~ko togda, kogda

n_{πU} = m_{πU} dlØ vseh π i U ∈ Supp(π).

DVA NERAVENSTVA 91

Soglasno s¸r¨ektivnosti otobraßeniØ (5) ffto ranosil~no tomu, qto dlØ kaßdoæ kletki U ∈ Cel(W ) ravenstvo n_ρ = m_ρ imeet mesto dlØ vseh ρ ∈ Irr(W_U ). Po dokazannomu vyxe poslednee oznaqaet, qto algebra W kvaziregulØrna.

ObratimsØ teper~ k dokazatel~stvu predloßeniØ 3.1. Dokaßem snaqala, odno vspomogatel~noe utverßdenie.

Lemma 3.2. Pust~ πi : W → End(Li) – neprivodimoe predstavle-

nie kletoqnoæ algebry W v prostranstve L_i (i = 1, 2) i

h^0 = ∑ R∈R 1 |R| π_2(R^∗)hπ_1(R),

gde h ∈ Hom(L_1, L_2). Togda

1) esli π_1 i π_2 neffkvivalentny, to h^0 = 0;

2) esli π_1 = π_2, to h^0 – skalØrnyæ operator umnoßeniØ na 1 d Tr(h^0), gde d = dim(L_1) = dim(L_2).

Dokazatel~stvo. Po lemme Xura dostatoqno pokazat~, qto ra-

venstvo h^0π_1(S) = π_2(S)h^0 vypolneno dlØ vseh S ∈ R. Soglasno (2) imeem |T |α^T_{R,S} = |R|α^{R�}_{S,T} �, gde R, S, T ∈ R, otkuda nahodim

h^0π_1(S) = ∑ R 1 |R| π_2(R^∗)hπ_1(R)π_1(S) = ∑ R 1 |R| π_2(R^∗)h ∑ T α^T_{R,S} π_1(T ) = = ∑ T ( ∑ R 1 |R| α^T_{R,S}π_2(R^∗))hπ_1(T ) = ∑ T ( ∑ R 1 |T | α^{R�}_{S,T} � π_2(R^∗))hπ_1(T ) = = ∑ T 1 |T | π_2(ST^∗)hπ_1(T ) = π_2(S) ∑ T 1 |T | π_2(T^∗)hπ_1(T ) = π_2(S)h^0.

Lemma dokazana.

Poskol~ku pervoe utverßdenie predloßeniØ 3.1 horoxo izvestno (sm., naprimer, [8]), my dokaßem lix~ vtoroe. Oboznaqim qerez a_{ij} matriqnye kofffficienty predstavleniØ π v nekotorom ortonormirovannom bazise. Poskol~ku moßno sqitat~, qto π ØvlØetsØ ∗-predstavleniem algebry W , to a_{ij}(A^∗) = a_{ji}(A) dlØ vseh A ∈ W . V oboznaqeniØh lemmy 3.2 s π_1 = π_2 = π pust~ h i h^0 zada¸tsØ matricami (h_{ij}) i (h^0_{ij}) sootvetstvenno. Togda po opredeleni¸ h^0

h^0_{i1j1} = ∑ R∈R 1 |R| n_π∑

i,j=1 a_{i1i}(R)h_{ij}a_{jj1}(R) = ∑ R∈R 1 |R| n_π∑

i,j=1 a_{ii1} (R)h_{ij}a_{jj1} (R).

92 S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO

S drugoæ storony, v silu utverßdeniØ 2 lemmy 3.2

h^0_{i1j1} = δ_{i1j1} n_π n_π∑

l=1 ∑ R∈R 1 |R| n_π∑

i,j=1 a_{li}(R^∗)h_{ij}a_{jl}(R) =

= δ_{i1j1} n_π ∑ R∈R 1 |R| n_π∑

l=1 n_π∑

i,j=1 a_{il}(R)h_{ij}a_{jl}(R). Poskol~ku dva poluqennyh vyraßeniØ dlØ h^0_{i1j1} sovpada¸t kak lineænye formy otnositel~no h_{ij} , ravny i sootvetstvu¸wie kofffficienty: ∑ R∈R 1 |R| a_{ii1} (R)a_{jj1}(R) = δ_{i1j1} n_π ∑ R∈R 1 |R| n_π∑

l=1 a_{il}(R)a_{jl}(R) (8) dlØ vseh i, j, i_1, j_1 ∈ [1, n_π]. Pokaßem, qto | n_π∑

l=1 a_{il}(R)a_{jl}(R)| ≤ d(R)^2 (9)

dlØ vseh i, j ∈ [1, n_π] i R ∈ R, gde d(R) = d_{in}(R) = d_{out}(R) – stepen~ otnoxeniØ R. DlØ fftogo dostatoqno pokazat~, qto ‖Rx‖ ≤ d(R)‖x‖, x ∈ C^V , (10) t.e. operatornaØ norma ‖R‖ matricy R ne prevoshodit d(R).

Poloßim R_0 =^1_{d(R)} R. Togda matrica R_0 ØvlØetsØ dvaßdy stohastiqeskoæ. Po teoreme Birhgofa R_0 moßet byt~ predstavlena v vide vypukloæ kombinacii perestanovoqnyh matric P_k:

R_0 = d∑ k=1 c_kP_k, d∑ k=1 c_k = 1, c_k ≥ 0.

Takim obrazom, poskol~ku, oqevidno, ‖P_k‖ = 1 dlØ vseh k, imeem ‖R_0‖ ≤ d∑ k=1 c_k‖P_k‖ = d∑ k=1 c_k = 1,

qto dokazyvaet (10) i, sledovatel~no, (9).

Ispol~zuØ (8), nahodim

(χ_π, χ_π) = ∑ R∈R 1 |R| χ_π (R)χ_π (R) =

DVA NERAVENSTVA 93 ∑ R∈R 1 |R| n_π∑

i,j=1 a_{ii}(R)a_{jj}(R) = 1 n_π ∑ R∈R 1 |R| n_π∑

i=1 n_π∑

l=1 a_{il}(R)a_{il}(R). Sledovatel~no, v silu (9) i togo fakta, qto |R| = nd(R), poluqaem |(χ_π, χ_π)| ≤ 1 n_π ∑ R∈R 1 |R| · n_π · d(R)^2 = 1 n ∑ R∈R d(R) = 1 n · n = 1. Predloßenie 3.1 i teorema 1 dokazany.

§4. Dokazatel~stvo teorem 2 i 3

Dokaßem snaqala teoremu 2. Pust~ L – lineænoe podprostranstvo prostranstva C^V , natØnutoe na stolbcy matricy A. Polo- ßim ρ = min_{u,v∈V,} u≠v ‖Au − Av‖, gde ‖ ‖ – evklidova norma v C^V . Po uslovi¸ ρ > 0. Opredelim neorientirovannyæ graf Γ = Γ(A) s mnoßestvom verxin V i mnoßestvom reber E = {(u, v) : ‖Au − Av‖ = ρ}.

DlØ v ∈ V oboznaqim qerez B(v, ρ/2) xar v L radiusa ρ/2 s centrom v Av. Pust~ u – fiksirovannaØ verxina grafa Γ i S – mnoßestvo verxin fftogo grafa, smeßnyh s u. Togda v L ∼= R^{2r} imeetsØ konfiguraciØ, sostoØxaØ iz |S| nepereseka¸wihsØ po vnutrennosti xarov radiusa ρ/2, kasa¸wihsØ xara B(u, ρ/2). Po opredeleni¸ kontaktnogo qisla imeem |S| ≤ τ (2r).

V silu odnorodnosti algebry W qislo ‖Av‖ ne zavisit ot vybora v ∈ V . Pofftomu ‖Au − Av‖ opredelØetsØ skalØrnym proizvedeniem < Au, Av > vektorov Au i Av. Poskol~ku matrica

AA^∗ = (< Au, Av >)_{u,v∈V} prinadleßit algebre W , zamknutoæ ot-

nositel~no adamarova umnoßeniØ, my zakl¸qaem, qto E ∈ W . DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva teoremy 2 dostatoqno vybrat~ v kaqestve R l¸boe bazisnoe otnoxenie, soderßaweesØ v E.

DlØ dokazatel~stva teoremy 3 oboznaqim qerez π neprivodimoe neglavnoe predstavlenie algebry W , vhodØwee v standartnoe s kratnost~¸ m. Pust~ W_π – prostaØ podalgebra algebry W , otveqa¸waØ π, i A – eœ primitivnyæ idempotent. Togda

rk(A) = m, priqœm ne vse stolbcy matricy A sovpada¸t. Po-

fftomu teorema 3 vytekaet iz teoremy 2 i zameqaniØ k neæ, primitivnosti W i sledu¸weæ lemmy.

94 S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO

Lemma. Pust~ W kletoqnaØ algebra na V . DlØ A ∈ MatV polo- ßim Eq(A) = {(u, v) ∈ V × V : Au = Av ≠ 0}. Togda A ∈ W vleqœt Eq(A) ∈ W .

Dokazatel~stvo. Poskol~ku Eq ( ∑ R∈R α_RR ) = ⋃ U∈Cel(W ) Eq ( ∑ R⊂V ×U α_RR ) = ⋃ U∈Cel(W ) ⋂ α≠0 Eq ( ∑ R⊂V ×U,α_R=α R ) , dostatoqno dokazat~ lemmu dlØ nenulevoæ matricy A = ∑ R R, gde R probegaet nekotoroe podmnoßestvo bazisnyh otnoxeniæ, soderßawihsØ v V × U dlØ fiksirovannoæ kletki U . DlØ takoæ matricy A imeem

A^T A = d_{in}(A) Eq(A) + B,

gde d_{in}(A) = ∑ R d_{in}(R) i B = (B_{u,v}) – matrica s 0 6 B_{u,v} < d_{in}(A)

dlØ vseh u, v ∈ V i B ∘Eq(A) = 0. Ots¸da sleduet, qto Eq(A) ∈ W .

§5. Zakl¸qitel~nye zameqaniØ

Teorema 3 ukazyvaet funkci¸ f(x) = 2^{O(x)}, oblada¸wu¸ tem svoæstvom, qto v l¸boæ primitivnoæ kletoqnoæ algebre vypolnØetsØ neravenstvo d ≤ f(m). Interes predstavlØet i obratnoe utverßdenie: verno li, qto dlØ l¸boæ primitivnoæ kletoqnoæ algebry m ≤ g(d) dlØ nekotoroæ funkcii g. Iz nego i rezul~- tatov raboty [6] sledovalo by obobwenie na gruppy avtomorfizmov primitivnyh kletoqnyh algebr teoremy iz [5] o porØdke primitivnyh grupp perestanovok. Otmetim, qto sformulirovannoe utverßdenie vypolnØetsØ dlØ primitivnyh S-kolec nad abelevymi gruppami (sm. [1]). �to sleduet iz teoremy 3 poskol~ku dlØ kaßdoæ takoæ kletoqnoæ algebry imeetsØ dvoæstvennaØ kletoqnaØ algebra (ØvlØ¸waØsØ primitivnym S-kol~com nad toæ ße gruppoæ), stepeni bazisnyh otnoxeniæ kotoroæ sovpada¸t s kratnostØmi neprivodimyh predstavleniæ ishodnoæ i naoborot.

DVA NERAVENSTVA 95

Literatura

1. �. Bannai, T. Ito, AlgebraiqeskaØ kombinatorika 1. Shemy otnoxeniæ.

Moskva, “Mir”, 1987.

2. A. M. Verxik, S. A. Evdokimov, I. N. Ponomarenko, C-algebry i algebry v planxerelevoæ dvoæstvennosti. �tot sbornik.

3. G. A. KabatØnskiæ, V. I. Levenxteæn, O granicah dlØ upakovok na sfere i v prostranstve. — Probl. peredaqi inform., vyp.1, 14 (1978), 3–25.

4. S. V. Kerov, Dvoæstvennost~ koneqnomernyh �-algebr. — Vestnik LGU, ser. matem. 7 (1974), 23–29.

5. P. J. Cameron, C. E. Praeger, J. Saxl, G. M. Seitz, On the Sims conjecture and distance transitive graphs. — Bull. London Math. Soc. 15 (1983), 499–506.

6. S. A. Evdokimov, I. N. Ponomarenko, Isomorphism of Coloured Graphs with Slowly Increasing Multiplicity of Jordan Blocks. Research Report No. 85136-CS, University of Bonn, April 1995..

7. D. G. Higman, Coherent configurations 1. — Rend. del Sem. Math. Univ. Padova.

44 (1970), 1–25.

8. D. G. Higman, Coherent Algebras. — Linear Algebra Appl. 93 (1987), 209–240. 9. I. Shur, Zur Theorie der einfach transitiven Permutationengruppen. — Preuss.

Acad. Wiss., Phis.-math. Kl. 18/20 (1933), 598–623.

10. B. Weisfeiler (editor), On the construction and identification of graphs. — Lect.

Notes. Math. 558 (1976).

11. H. Wielandt, Finite permutation groups. Academic press, New York - London, 1964.

Evdokimov S. A., Ponomarenko I. N. Two inequalities for parameters of a cellular algebra.

Two inequalities are proved. The first one generalizes for cellular algebras a well-known theorem about coincidence of the degree and the multiplicity of an irreducible representation of a finite group in the regular representation of it. The second inequality which is proved for primitive cellular algebras, gives an upper bound for the minimum subdegree of a primitive permutation group in terms of the degrees of its irreducible representations in the permuation representation.

Postupilo 2 sentØbrØ 1996g. S.-Peterburgskiæ institut Informatiki i Avtomatizacii RAN S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN