M. I. Belixev, A. B. Puxnickiæ

K TREUGOL^NO` FAKTORIZACII POLOȷITEL^NYH OPERATOROV

Vvedenie

V rabote [1] v ramkah podhoda k obratnym zadaqam, ispol~- zu¸wego teori¸ graniqnogo upravleniØ^{∗)} byla predloßena konstrukciØ, da¸waØ predstavlenie operatora upravleniØ dinamiqeskoæ sistemy qerez operatornyæ integral. Ona imeet dinamiqesku¸ prirodu, svØzannu¸ s rasprostraneniem razryvov volnovyh poleæ. �lementy konstrukcii Øvno i dostatoqno prosto opredelØ¸tsØ dannymi obratnyh zadaq, qto delaet ee ffffektivnym instrumentom ih rexeniØ. Za konstrukcieæ zakrepilos~ nazvanie “amplitudnyæ integral” (AI).

So vremenem AI vydvinulsØ na pervyæ plan: on sostavlØet osnovu posledneæ versii VS-metoda [2, 3]. VyØsnilos~, qto AI rexaet nekotoru¸ zadaqu treugol~noæ faktorizacii, qto ne ØvlØetsØ neoßidannym v svete tradicionnyh i glubokih svØzeæ obratnyh i faktorizacionnyh zadaq [2–6, 10]. Vse skazannoe stimulirovalo interes k samoæ konstrukcii AI. V nastoØweæ rabote predprinØta popytka naqat~ ee sistematiqeskoe issledovanie.

DlØ nepreryvnogo operatora i pary cepoqek podprostranstv my vvodim kontinual~nyæ analog matriqnoæ diagonali. ObsußdaetsØ vopros o ee suwestvovanii; privoditsØ primer operatora, ne ime¸wego diagonali vdol~ nepreryvnoæ cepoqki.

VyØsnØetsØ rol~ diagonali v zadaqe treugol~noæ faktorizacii. ObobwaetsØ izvestnyæ v teorii matric rezul~tat: faktorizaciØ, ime¸waØ zadannu¸ diagonal~, edinstvenna. Sootvetstvu¸wiæ faktor predstavlØetsØ v vide AI.

UstanavlivaetsØ sootvetstvie AI i klassiqeskoæ konstrukcii M. S. Brodskogo–M. G. Kreæna–M. S. Livxica, faktorizu- ¸weæ operatory vida “ediniqnyæ pl¸s kompaktnyæ”.

�)t.n. VS-metod (ot Boundary Control). 45

46 M. I. BELIXEV, A. B. PUXNICKI`

Rabota vypolnena v ramkah proekta INTAS 93 1815 i podderßana grantom RFFI No. 96–01–00666. Avtory priznatel~ny prof. S. N. Naboko za poleznye obsußdeniØ i konsul~tacii.

§1. Diagonal~ operatora 1.1. Opredelenie i obwie svoæstva. V gil~bertovom pro-

stranstve F rassmatrivaetsØ semeæstvo podprostranstv {F^ξ},

0 6 ξ6T ; pust~ X^ξ sut~ (orto) proektory v F na F^ξ. �to semeæ-

stvo my nazyvaem cepoqkoæ, esli

F^{ξ1} ⊆ F^{ξ2} , ξ_1 < ξ_2.

Skaßem, qto cepoqka okaæmlena, esli

F^0 = {0}; F^T = F

i nepreryvna, esli semeæstvo X^ξ (sil~no) nepreryvno po ξ ∈ [0, T ].

Opredelenie, privodimoe niße otnositsØ k pare prostranstv F, H i pare proizvol~nyh cepoqek {F^ξ}, {H^ξ } v nih; qerez P^ξ oboznaqa¸tsØ proektory v H na H^ξ. Pust~ Ξ = {ξ_k}^N_{k=0}, 0 = ξ_0 < ξ_1 < . . . < ξ_N = T est~ (koneqnoe) razbienie otrezka [0, T ]; r(Ξ) := max(ξ_k − ξ_{k−1}) – ego rang; oboznaqim Δ_kX^ξ := X^ξk − X^ξk�^1 ; Δ_kP^ξ := P^ξk − P^ξk�^1 , k = 1, . . . , N . DlØ proizvol~nogo operatora A ∈ B(F, H) opredelena summa

S_Ξ := N∑ k=1 Δ_kP^ξAΔ_kX^ξ, (1.1)

takße ØvlØ¸waØsØ ograniqennym operatorom iz F v H.

Opredelenie. Predel lim r(Ξ)→0 S_Ξ =: T∫ 0 dP^ξAdX^ξ (1.2)

(slabyæ, sil~nyæ ili ravnomernyæ) my nazyvaem diagonal~¸ operatora A otnositel~no cepoqek {F^ξ} i {H^ξ }.

Predel~nyæ perehod proizvoditsØ po posledovatel~nosti razbieniæ i my, razumeetsØ, predpolagaem, qto predel ne zavisit ot ee vybora. Niße my budem ukazyvat~ tip shodimosti

K TREUGOL^NO` FAKTORIZACII 47 operatornogo integrala (1.2) tol~ko v sluqaØh, kogda harakter shodimosti suwestvenen.

Integral (1.2) ØvlØetsØ kontinual~nym analogom matriqnoæ diagonali. V sluqae F = H = R^n dlØ cepoqki podprostranstv F^ξ = H^ξ = {x = col{x^k}^n_{k=1} ∈ R^n: x^{ξ+1} = x^{ξ+2} = . . . = x^n = 0}, ξ = 1, . . . , n − 1; F^0 = {0}, F^n = R^n imeem n∑ k=1 Δ_kX^ξ AΔ_kX^ξ = a_{11}

a_{22} O O ... a_{nn}. Na oblasti ego shodimosti integral (1.2) opredelØet ograniqennyæ transformator A → T∫ 0 dP^ξAdX^ξ. (1.3) Ograniqennost~ vidna iz ocenok ‖ ‖ ‖ ‖ N∑ k=1 Δ_kP^ξAΔ_kX^ξ f ‖ ‖ ‖ ‖ 2 H = N∑ k=1 ‖ ‖ ‖ ‖ΔP^ξk AΔ^kX^ξf ‖ ‖ ‖ ‖ 2 H 6 6 ‖A‖^{2 N∑}_{k=1}^‖ΔkX^ξ f^{‖2}_F = ‖A‖^2‖f‖^2_F ; ‖ ‖ ‖ ‖ N∑ k=1 Δ_kP^ξAΔ_kX^ξ ‖ ‖ ‖ ‖ 6 ‖A‖;^‖ T∫ 0 dP^ξAdX^ξ ‖ ‖ ‖ ‖ 6 ‖A‖. Sledu¸wie svoæstva integrala (1.2) legko proverØ¸tsØ: (i) dlØ l¸bogo τ ∈ [0, T ] vypolneno ravenstvo [^T∫ 0 dP^ξAdX^ξ ] X^τ = P^τ T∫ 0 dP^ξAdX^ξ;

(ii) integraly ∫_T 0 dP^ξAdX^ξ i ∫_T 0 dX^ξ A^∗dP^ξ shodØtsØ ili rashodØtsØ odnovremenno i v sluqae shodimosti (^T∫ 0 dP^ξAdX^ξ )_∗ = T∫ 0 dX^ξA^∗dP^ξ;

48 M. I. BELIXEV, A. B. PUXNICKI`

(iii) esli operatory V ∈ B(F) i W ∈ B(H) takovy, qto V X^ξ = X^ξ V i W P^ξ = P^ξW dlØ vseh ξ, to spravedlivo sootnoxenie T∫ 0 dP^ξ(W AV )dX^ξ = W (^T∫ 0 dP^ξAdX^ξ ) V ; (iv) transformator (1.3) idempotenten.

Voprosa ob oblasti opredeleniØ transformatora (1.3) (oblasti shodimosti integrala (1.2)) my kosnemsØ v p. 1.2; kak budet pokazano, ona ne sovpadaet so vsem B(F, H).

Predpoloßim, qto operator A treugolen otnositel~no pary cepoqek {F^ξ}, {H^ξ }, t.e. AF^ξ ⊂ H^ξ , ξ ∈ [0, T ]. V fftom sluqae imeem sootnoxeniØ ( P^ξk − P^ξk�^1 ) AX^ξk�^1 = O; ( 1I_H − P^ξk ) AΔ_kX^ξ = O, s uqetom kotoryh rimanovy summy (1.1) preobrazu¸tsØ k vidu N∑ k=1 Δ_kP^ξAΔ_kX^ξ = N∑ k=1 Δ_kP^ξAX^ξk = N∑ k=1 ( 1I_H − P^ξk�^1 ) AΔ_kX^ξ . (1.4) Forma (1.4) motiviruet sledu¸wie zapisi integrala (1.2): T∫ 0 dP^ξAdX^ξ = T∫ 0 dP^ξAX^{ξ+} = T∫ 0 ( 1I_H − P^ξ� ) AdX^ξ , (1.5)

gde indeksy “±” ukazyva¸t na to, qto v integral~noæ summe znaqeniØ operator-funkciæ X^ξ i 1I_H − P^ξ berutsØ sootvetstvenno na pravom i levom koncah otrezka [ξ_{k−1}, ξ_k]. Analogiqno, dlØ proizvol~noæ operator-funkcii G(ξ) integraly T∫ 0 G(ξ_−)dX^ξ , T∫ 0 G(ξ_+)dX^ξ budut ponimat~sØ, kak predely summ N∑ k=1 G (ξ_{k−1}) Δ_kX^ξ , N∑ k=1 G (ξ_k) Δ_kX^ξ .

K TREUGOL^NO` FAKTORIZACII 49

1.2. Suwestvovanie diagonali. Zdes~ my rassmotrim sluqai

shodimosti i rashodimosti integrala (1.2).

Predloßenie 1.1. (i) Pust~ operator W diagonalen otnositel~-

no pary cepoqek {F^ξ}, {H^ξ }, t.e.

P^ξW = W X^ξ , ξ ∈ [0, T ];

togda verno ravenstvo T∫ 0 dP^ξW dX^ξ = W. (ii) Pust~ operator K kompakten (iz F v H) i cepoqki {F^ξ}, {H^ξ} nepreryvny; togda spravedlivo ravenstvo T∫ 0 dP^ξKdX^ξ = O, priqem integral shoditsØ ravnomerno.

Dokazatel~stvo svoæstva (i) trivial~no; po povodu dokazatel~stva (ii) zametim sledu¸wee. DlØ sluqaØ F = H, F^ξ = H^ξ ono privedeno v [4; gl. I, Lemma 5.1]; naxa situaciØ rassmatrivaetsØ po vpolne analogiqnoæ sheme.

V priloßeniØh ime¸tsØ soderßatel~nye primery (sm. [1–3]), kotorye pokazyva¸t, qto oblast~ opredeleniØ transformatora (1.3) ne isqerpyvaetsØ operatorami vida “diagonal~nyæ pl¸s kompaktnyæ”. V to ße vremØ suwestvu¸t nepreryvnye operatory, ne ime¸wie diagonali daße v slabom smysle. Korotko opixem primer.

Poloßim F = H = L_2(0, 1); F^ξ = H^ξ = L_2(0, ξ), ξ ∈ [0, 1]. Vvedem funkci¸ f_ω : R → C ,

f_ω (p) = e^{iω ln(p+i)} = e^{iω ln |p+i|}e^{−ω arg(p+i)},

gde 0 < arg(p+i) < π; ω ≠ 0 – vewestvennyæ parametr. FunkciØ f_ω analitiqna v verhneæ poluploskosti i ograniqena v neæ; f_ω ∈ H^∞(C_+ ), ‖f‖_∞ 6 exp |ω|π. Pust~ F – preobrazovanie Fur~e v L_2(R);

(F g)(p) = 1 √ 2π ∞∫ −∞ e^{−ipx}g(x)dx;

50 M. I. BELIXEV, A. B. PUXNICKI`

X : L_2(R) → L_2(0, 1) – operator sußeniØ. Opredelim operator A_ω : F → F ravenstvom A_ω = XF^{−1} ^f_ωF X^∗, gde ^f_ω – operator umnoßeniØ na f_ω(·) v L_2(R). Poskol~ku f_ω ∈ H^∞(C_+ ), to, kak legko proverit~, A_ωF^ξ ⊂ F^ξ, ξ ∈ [0, 1], t.e. operator A_ω treugolen otnositel~no {F^ξ}. Pust~ Ξ^{(N )} – posledovatel~nost~ ravnomernyh razbieniæ otrezka [0, 1] na intervaly dliny 1/N . Pokaßem, qto pri nekotoryh znaqeniØh parametra ω sootvetstvu¸wie integral~nye summy (1.1) ne ime¸t predela pri N → ∞ daße v slabom smysle.

Poloßim u = u(x) ≡ 1, x ∈ [0, 1]; togda

(S_Ξ(N) u, u) = N∑ k=1 ( A_ωΔ_kX^ξ u, Δ_kX^ξ u ) =

= N ∞∫ −∞ dpf_ω(p) | | | | 1 √ 2π 1/N∫ 0 e^{−ipx}dx | | | | 2 =

= 2 π N ∞∫ −∞ f_ω (p) sin^2(p/2N ) p^2 dp = 1 π ∞∫ −∞ f_ω(2N p) sin^2 p p^2 dp =: I_ω(N ). Kak netrudno videt~ lim N→∞ f_ω (2N p)e^{−iω ln 2N} = { e^{iω ln p}, p > 0 e^{iω ln |p|}e^{−ωπ} , p < 0. Ots¸da izvlekaetsØ asimptotika dlØ I_ω (N ) pri N → ∞:

I_ω (N ) = e^{iω ln 2N} ( 1 + e^{−ωπ} )^∞∫ 0 e^{iω ln p} sin^2 p p^2 dp + o(1) =

= e^{iω ln 2N} ( 1 + e^{−ωπ} )^∞∫ −∞ e^{iωs} sin^2 e^s e^s ds + o(1).

K TREUGOL^NO` FAKTORIZACII 51 pri nadleßawem vybore parametra ω integral v pravoæ qasti poslednego ravenstva otliqen ot nulØ. V fftom sluqae I_ω(N ) ne imeet predela, a operator A_ω ne imeet diagonali vdol~ {F^ξ}.

Kak sledstvie zakl¸qaem, qto dlØ proizvol~noæ pary cepoqek transformator (1.3), voobwe govorØ, opredelen ne na vsem B(F, H). §2. Amplitudnyæ integral 2.1. Treugol~naØ faktorizaciØ. Pust~ {F^ξ}, ξ ∈ [0, T ] est~

okaæmlennaØ cepoqka v F; C ∈B(F) – poloßitel~nyæ operator: (Cf, f)_F ¿ 0, f ∈ F. GovorØt, qto operator C dopuskaet (treugol~nu¸) faktorizaci¸ vdol~ cepoqki {F^ξ}, esli suwestvuet operator V ∈ B(F), takoæ, qto

V F^ξ ⊆ F^ξ, ξ ∈ [0, T ] (2.1)

i vypolneno ravenstvo C = V^∗V. (2.2)

ImeØ vvidu svoæstvo (2.1), govorØt, qto operator V treugolen otnositel~no {F^ξ}.

Privedem prostoe dostatoqnoe uslovie faktorizuemosti. Skaßem, qto cepoqka {H^ξ} v H izometriqna cepoqke {F^ξ}, esli suwestvuet izometriqeskiæ operator Φ : F → H, takoæ, qto

ΦF^ξ = H^ξ

dlØ vseh ξ. Pri fftom izometriØ Φ spletaet sootvetstvu¸wie proektory ΦX^ξ = P^ξΦ, ξ ∈ [0, T ]. (2.3)

Predloßenie 2.1. Pust~ C – poloßitel~nyæ operator, C^{1/2} –

(poloßitel~nyæ) koren~ iz C. Esli cepoqki {F^ξ} i {clos C^{1/2}F^ξ} izometriqny, to operator C dopuskaet faktorizaci¸ vdol~ {F^ξ}.

Dokazatel~stvo. Poloßim H = F, H^ξ = clos C^{1/2}F^ξ; pust~ Φ

est~, opredelennaØ na F, izometriØ so svoæstvom (2.3). Otmetim ravenstva

F^ξ = Φ^∗H^ξ ; ΦΦ^∗ = P^T ; P^T C^{1/2} = C^{1/2}.

52 M. I. BELIXEV, A. B. PUXNICKI` Operator V = Φ^∗C^{1/2} udovletvorØet sootnoxeniØm

V^∗V = C^{1/2}ΦΦ^∗C^{1/2} = C;

clos V F^ξ = Φ^∗clos C^{1/2}F^ξ = Φ^∗H^ξ = F^ξ.

(2.4)

Sledovatel~no, on faktorizuet C v smysle (2.1), (2.2). Predloßenie dokazano.

Neizometriqnost~ cepoqek {F^ξ} i {clos C^{1/2}F^ξ} moßet sdelat~ faktorizaci¸ nevypolnimoæ. V izvestnom nam primere [7], svØzannom s dinamiqeskoæ sistemoæ, otveqa¸weæ uravneni¸ teploprovodnosti cepoqka {F^ξ} nepreryvna, no operator C takov, qto clos C^{1/2}F^ξ = F dlØ l¸bogo ξ ∈ (0, T ]. Legko pokazat~, qto v fftom sluqae on ne dopuskaet faktorizacii (2.1), (2.2). V samom dele, predpoloßim, qto faktorizaciØ C = V^∗V suwestvuet; pust~ V = E|V | est~ polØrnoe razloßenie faktora V ; E – izometriØ; |V | := (V^∗V )^{1/2} = C^{1/2}. Togda imeem ravenstva

EF = Eclos C^{1/2}F^ξ = clos EC^{1/2}F^ξ = clos V F^ξ ⊆ F^ξ

dlØ vseh ξ ∈ (0, T ], v silu kotoryh EF ⊆ ⋂ ξ>0 F^ξ = {0}, qto protivoreqit izometriqnosti E. Dobavim, qto v upomØnutom primere operator C obladaet ves~ma obxirnym nulevym podprostranstvom.

Zameqanie Pri analize vstretivxeæsØ v [7] situacii voznik

vopros, predstavlØ¸wiæ, na nax vzglØd, samostoØtel~nyæ interes. Pust~ S est~ izomorfizm F na sebØ; obØzatel~no li cepoqki {F^ξ} i {SF^ξ } izometriqny? Vopros otkryt.

Skaßem, qto faktorizaciØ (2.1), (2.2) ØvlØetsØ sil~noæ, esli vypolneno uslovie

clos V F^ξ = F^ξ, ξ ∈ [0, T ]. (2.5)

Predoßenie 2.2. Operator C ∈ B(F), C ¿ O dopuskaet sil~-

nu¸ faktorizaci¸ vdol~ cepoqki {F^ξ}, esli i tol~ko esli cepoqka {clos C^{1/2}F^ξ} izometriqna {F^ξ}.

Dokazatel~stvo. Pust~ cepoqki izometriqny i Φ – izometriØ

so svoæstvom (2.3), gde P^ξ est~ proektor v F na clos C^{1/2}F^ξ. Togda

K TREUGOL^NO` FAKTORIZACII 53 operator V = Φ^∗C^{1/2} daet faktorizaci¸ (2.1), (2.2), kotoraØ ØvlØetsØ sil~noæ soglasno (2.4).

Pust~ operator V faktorizuet C v sil~nom smysle i pust~ V = E|V | = EC^{1/2} est~ ego polØrnoe razloßenie. Soglasno (2.5) pri ξ = T imeem clos Ran V = F,

otkuda sleduet, qto E est~ izometriØ clos Ran |V | = H^T na vse F. Poloßim Φ = E^∗; legko ubedit~sØ, qto izometriØ Φ svØzyvaet cepoqki sootnoxeniem (2.3). Predloßenie dokazano.

Mnoßestvo sil~nyh faktorizaciæ dopuskaet prostoe opisanie.

Predloßenie 2.3. Pust~ V1 i V2 faktorizu¸t operator C vdol~

cepoqki {F^ξ} v sil~nom smysle (2.2), (2.5). Togda suwestvuet unitarnyæ operator U , takoæ, qto V_2 = U V_1 i U X^ξ = X^ξ U , ξ ∈ [0, T ].

Dokazatel~stvo. Ispol~zuem polØrnye razloßeniØ Vi = EiC^{1/2}.

V silu plotnosti Ran V_i v F operator U = E_2E^∗_1 okazyvaetsØ unitarnym, priqem U V_1 = V_2.

Pokaßem, qto U F^ξ = F^ξ. V silu (2.5) dlØ l¸bogo f ∈ F^ξ naædetsØ posledovatel~nost~ {g_j} ⊂ F^ξ; f = limV_1g_j. Ots¸da U f = limU V_1g_j = lim V_2g_j ∈ F^ξ, t.e. U F^ξ ⊂ F. Iz analogiqnyh rassmotreniæ dlØ U^{−1} sleduet U^{−1}F^ξ ⊂ F^ξ, qto vedet k sovpadeni¸ U F^ξ s F^ξ i kommutacii U s X^ξ . Predloßenie dokazano.

V matriqnom sluqae faktorizaciØ

C = V^∗V ; V = v_{11} . . .

v_{22} . . . ... O v_{nn} s zadannoæ diagonal~¸ edinstvenna, esli v_{ii} ≠ 0. Privedem kontinual~nyæ analog fftogo fakta. Integral T∫ 0 dX^ξAdX^ξ =: D_A nazovem diagonal~¸ operatora A v cepoqke {F^ξ}.

54 M. I. BELIXEV, A. B. PUXNICKI`

Predloßenie 2.4. Pust~ operatory V1 i V2 faktorizu¸t ope-

rator C vdol~ {F^ξ} v sil~nom smysle i ime¸t v fftoæ cepoqke diagonali D_{V1} i D_{V2} . Togda, esli diagonali ravny i ograniqenno obratimy v F, to ravny i operatory: V_1 = V_2.

Dokazatel~stvo. Pust~ U – unitarnyæ operator, takoæ, qto

V_2 = U V_1 (sm. Predloßenie 2.3). Togda imeem

D_{V2} = T∫ 0 dX^ξU V_1dX^ξ = U T∫ 0 dX^ξV_1dX^ξ = U D_{V1} ,

otkuda U = 1I. Predloßenie dokazano.

Oqevidno, vse sil~nye faktorizacii oblada¸t ili ne oblada¸t diagonal~¸ odnovremenno.

2.2. Special~naØ faktorizaciØ. Sil~nu¸ faktorizaci¸ C =

V^∗V nazovem special~noæ, esli faktor V imeet ediniqnu¸ diagonal~:_T ∫ 0 dX^ξV dX^ξ = 1I. �to opredelenie iniciirovano priloßeniØmi [2, 3]; ono obobwaet odnoimennyæ tip faktorizacii, opisannyæ v [4; gl. IV, §1] dlØ operatorov C = 1I + K, K ∈ S_∞(F).

Po Predloßeni¸ 2.4 special~naØ faktorizaciØ (vdol~ dannoæ cepoqki) edinstvenna. Ee osuwestvimost~ ustanavlivaetsØ sledu¸wim rezul~tatam, central~nym dlØ naxeæ raboty. V ego formulirovke, kak i vyxe, {F^ξ} – polnaØ cepoqka v F; H^ξ = clos C^{1/2}F^ξ; P^ξ – proektor na H^ξ .

Teorema 1. Poloßitel~nyæ operator C dopuskaet special~nu¸

faktorizaci¸, vdol~ cepoqki {F^ξ} v tom i tol~ko v tom sluqae,

kogda integral^T ∫ 0 dP^ξC^{1/2}dX^ξ shoditsØ k izometriqeskomu opera-

toru s oblast~¸ znaqeniæ clos Ran C^{1/2}. Pri fftom operator V , da- ¸wiæ faktorizaci¸ predstavim v vide

V = T∫ 0 dX^ξC^{1/2}dP^ξC^{1/2}. (2.6)

K TREUGOL^NO` FAKTORIZACII 55

Dokazatel~stvo. Pust~ V osuwestvlØet special~nu¸ faktori-

zaci¸ i imeet polØrnoe razloßenie V = EC^{1/2} s izometrieæ E iz clos Ran C^{1/2} na F. Pri fftom

F^ξ = clos V F^ξ = Eclos C^{1/2}F^ξ = EH^ξ; EP^ξ = X^ξ E, vsledstvie qego dlØ diagonali V imeem:

1I = T∫ 0 dX^ξ V dX^ξ = T∫ 0 dX^ξ EC^{1/2}dX^ξ = E T∫ 0 dP^ξC^{1/2}dX^ξ. Ots¸da_T ∫ 0 dP^ξC^{1/2}dX^ξ = E^∗,

qem ustanavlivaetsØ dostatoqnost~ usloviæ teoremy.

Proverim neobhodimost~. Pust~ T∫ 0 dP^ξC^{1/2}dX^ξ = Φ

est~ izometriØ F na clos Ran C^{1/2}. Pri fftom ΦX^ξ = P^ξΦ po svoæstvu (i), p.1.1. Poloßim V = Φ^∗C^{1/2}; togda

V^∗V = C; clos V F^ξ = Φ^∗clos C^{1/2}F^ξ = Φ^∗H^ξ = F^ξ i, nakonec,

1I = Φ^∗Φ = Φ^∗ T∫ 0 dP^ξC^{1/2}dX^ξ = T∫ 0 dX^ξ Φ^∗C^{1/2}dX^ξ = D_V .

Teorema dokazana.

Itak, integral (2.6) rexaet zadaqu special~noæ faktorizacii. My nazyvaem ego amplitudnym integralom, vydelØØ fftu konstrukci¸ i podqerkivaØ ee ffvristiqeskoe proishoßdenie (sm. [1–3]).

Ispol~zuØ predstavleniØ (1.5), integral (2.6) moßno zapisat~ v ffkvivalentnyh formah V = T∫ 0 X^{ξ+} C^{1/2}dP^ξC^{1/2} (2.7)

56 M. I. BELIXEV, A. B. PUXNICKI` i V = T∫ 0 dX^ξ C^{1/2}(1I − P^ξ�)C^{1/2} = C − T∫ 0 dX^ξC^{1/2}P^ξ�C^{1/2}. (2.8)

2.3. RegulØrizaciØ v amplitudnom integrale. Amplitudnyæ

integral opredelØetsØ dvumØ ob¨ektami: cepoqkoæ {F^ξ} i operatorom C. �tot fakt stanovitsØ vpolne prozraqnym, esli vyrazit~ figuriru¸wie v (2.6)–(2.8) proektory P^ξ qerez proektory cepoqki i operator.

UslovimsØ ob oboznaqeniØh. Pust~ Y^ξ := 1I − X^ξ; X^ξ i Y^ξ sut~ proektory X^ξ i Y^ξ, rassmatrivaemye kak operatory iz F v F^ξ i v F ⊖ F^ξ . Deæstvu¸wiæ v F^ξ operator X^ξC(X^ξ)^∗ nazovem blokom operatora C v F^ξ . Esli C poloßitel~no opredelen: C ¿ γ1I, γ > 0, to v F ⊖ F^ξ opredelen blok Y^ξC^{−1}(Y^ξ )^∗ obratnogo operatora. Oba bloka sut~ poloßitel~no opredelennye operatory.

Predloßenie 2.5. Pust~ operator C poloßitel~no opredelen v

F; togda spravedlivy predstavleniØ:

P^ξ = C^{1/2}(X^ξ)^∗ [ X^ξC(X^ξ)^∗ ]_{−1} X^ξC^{1/2}; (2.9)

1I − P^ξ = C^{−1/2}(Y^ξ )^∗ [ Y^ξ C^{−1}(Y^ξ)^∗ ]_{−1} Y^ξ C^{−1/2}; (2.10)

Dokazatel~stvo. PravaØ qast~ pervogo predstavleniØ oblada-

et vsemi harakteristiqeskimi svoæstvami proektora na H^ξ = clos Ran C^{1/2}F^ξ, t.e. P^ξ = (P^ξ)^∗ = (P^ξ)^2; Ran P^ξ = H^ξ ; pravaØ qast~ vtorogo – svoæstvami proektora na F ⊖ H^ξ . Predloßenie dokazano.

PredstavleniØ (2.9), (2.10) terØ¸t silu, esli C lix~ poloßitelen, no ne poloßitel~no opredelen. Imenno takaØ situaciØ vstreqaetsØ v mnogomernyh obratnyh zadaqah i zadaqah teorii graniqnogo upravleniØ, qto osloßnØet ih issledovanie [2, 8, 9]. DlØ potrebnosteæ priloßeniæ polezno imet~ obobwenie predstavleniæ na fftot sluqaæ.

Privedem regulØrizaci¸ predstavleniØ (2.9). V ee osnove leßit sledu¸waØ lemma obwego haraktera.

Predloßenie 2.6. Pust~ M – podprostranstvo v F; L ∈ B(F) –

operator; P – proektor v F na N = clos LM. Pust~ L_α ∈ B(F) est~

K TREUGOL^NO` FAKTORIZACII 57 posledovatel~nost~ operatorov, s–lim L_α = L; P_α – proektory v F na N_α = clos L_αM. Togda s–lim P_α = P .

Dokazatel~stvo. Pust~ {ek} – ortonormirovannyæ bazis (ONB)

v M; poloßim ~e^α_k = L_αe_k. Pri kaßdom α provedem ortogonaliza-

ci¸ po Xmidtu sistemy {~e^α_k }; pust~ {g^α_k }, g^α_k =^k ∑ j=1 c^α_{kj}~e^α_j est~ po-

luqennyæ ONB v N_α. Analogiqnym obrazom po sisteme ~e_k = Le_k postroim ONB e^α_j v N . Shodimost~ operatorov vleqet shodimost~ ~e^α_k → ~e_k; vsled za neæ g^α_k → g_k.

DlØ proektorov imeem predstavleniØ:

P_α = ∑ k (·, g^α_k )g^α_k ; P = ∑ k (·, g_k)g_k. Iz nih legko videt~, qto P_αg_j → P g_j = g_j na l¸bom g_j . Iz shodimosti na bazise sleduet shodimost~ P_α^s→ P . Predloßenie dokazano.

Pust~ C – poloßitel~nyæ operator; oboznaqim C_α = C + α1I, α > 0. KombiniruØ predstavlenie (2.9) i rezul~tat posledneæ lemmy (dlØ M = F^ξ, L = C^{1/2}, L_α = C^{1/2}α ), poluqaem iskomu¸ regulØrizaci¸

P^ξ = s–lim_{α→+0}C^{1/2}_α (X^ξ)^∗ [ X^ξC_α(X^ξ)^∗ ]_{−1} X^ξC^{1/2}_α , 0 < ξ 6 T. (2.11)

StoØwiæ pod znakom predela operator sovpadaet s prektorom P^ξ_α na clos C^{1/2}α F^ξ. Predstavlenie (2.11) ispol~zuetsØ pri razrabotke qislennyh algoritmov rexeniØ mnogomernyh obratnyh zadaq [9].

Zameqanie. OstaetsØ otkrytym vaßnyæ vopros ob ustoæqivosti

procedury faktorizacii. Pust~ C_j ∈ B(F) est~ posledovatel~- nost~ poloßitel~nyh operatorov, shodØwaØsØ k C ∈ B(F) v tom ili inom smysle i pust~ izvestno, qto operatory C_j i C dopuska¸t special~nu¸ faktorizaci¸ vdol~ zadannoæ cepoqki {F^ξ}. V fftom sluqae oni faktorizu¸tsØ integralami (2.6):

V_j = T∫ 0 dX^ξC^{1/2}_j dP^ξ_j C^{1/2}_j ; V_= T∫ 0 dX^ξC^{1/2}dP^ξC^{1/2}.

Verno li, qto V_j → V ? Vopros svoditsØ k predel~nomu perehodu v amplitudnom integrale.

58 M. I. BELIXEV, A. B. PUXNICKI`

2.4. SvØz~ amplitudnogo integrala s klassiqeskoæ konstrukcieæ. Preobrazuem integral (2.6) k forme, sovpada¸weæ s iz-

vestnym predstavleniem [4; gl. IV, §2] rexeniØ zadaqi special~noæ faktorizacii v vide operatornogo integrala dlØ summy C = 1I + K, K ∈ S_∞(F).

Predloßenie 2.7. Pust~ poloßitel~no opredelennyæ operator

C dopuskaet special~nu¸ faktorizaci¸ C = V^∗V vdol~ cepoqki {F^ξ}; pust~ A = 1I − C^{−1}. Togda faktor V moßno predstavit~ v vide

V = 1I − T∫ 0 dY^ξAY^ξ� ( 1I − Y^ξ� AY^ξ� )_{−1} . (2.12)

Dokazatel~stvo. Podstavim (2.10) v (2.8): V = T∫ 0 dX^ξ (Y^ξ� )^∗ [ Y^ξ� C^{−1}(Y^ξ� )^∗ ]_{−1} Y^ξ� . (2.13)

Vospol~zuemsØ operatornym toßdestvom, proverka kotorogo ne sostavlØet truda:

(Y^ξ )^∗ [ Y^ξ C^{−1}(Y^ξ)^∗ ]_{−1} Y^ξ = Y^ξ + Y^ξA(Y^ξ)^∗ [ Y^ξC^{−1}(Y^ξ )^∗ ]_{−1} Y^ξ. Ispol~zuØ ego v (2.13) i uqityvaØ oqevidnoe ravenstvo T∫ 0 dX^ξY^ξ� = 1I,

imeem:

V = 1I + T∫ 0 dX^ξY^ξ�A(Y^ξ� )^∗ [ Y^ξ� C^{−1}(Y^ξ� )^∗ ]_{−1} Y^ξ� . PerehodØ k prinØtoæ v [4] forme zapisi

(Y^ξ)^∗ [ Y^ξC^{−1}(Y^ξ )^∗ ]_{−1} Y^ξ = Y^ξ ( 1I − Y^ξAY^ξ )_{−1} i uqityvaØ ravenstva

dX^ξY^ξ� = −dY^ξY^ξ� = −dY^ξ ,

K TREUGOL^NO` FAKTORIZACII 59

poluqaem formulu (2.12). Predloßenie dokazano.

Itak, na klasse poloßitel~nyh operatorov integral (2.6) obobwaet konstrukci¸ [4]: soderßatel~nye priloßeniØ [1, 2] pokazyva¸t, qto oblast~ ego primenimosti xire.

Literatura

1. M. I. Belixev, Graniqnoe upravlenie i prodolßenie volnovyh poleæ.

Preprint LOMI I-P-90, 1990, Leningrad 41 s.

2. M. I. Belixev, A. P. Kaqalov, Operatornyæ integral v mnogomernoæ spektral~noæ obratnoæ zadaqe. — Zap. nauqn. semin. POMI 215 (1994), 9–37.

3. M. I. Belixev, S. A.Ivanov, Graniqnoe upravlenie i kanoniqeskie realizacii dvuskorostnoæ dinamiqeskoæ sistemy. — Zap. nauqn. semin. POMI 222 (1995), 18–44.

4. I. C. Gohberg, M. G. Kreæn, TeoriØ vol~terrovyh operatorov v gil~bertovom prostranstve i ee priloßeniØ. Nauka, Moskva, 1967 508 s.

5. M. S. Brodskiæ, Treugol~nye i ßordanovy predstavleniØ lineænyh operatorov. Nauka, Moskva, 1969 287 s.

6. L. A. Sahnoviq, Zadaqi faktorizacii i operatornye toßdestva. — Uspehi matem. nauk 41, No. 1 (1986), 3–55.

7. M. I. Belixev, KanoniqeskaØ model~ dinamiqeskoæ sistemy s graniqnym upravleniem v obratnoæ zadaqe teploprovodimosti. — Algebra i Analiz 7, No. 6 (1995), 2–32.

8. S. A. Avdonin, M. I. Belixev, S. A. Ivanov, UpravlØemost~ v zapolnennoæ oblasti dlØ mnogomernogo volnovogo uravneniØ s singulØrnym graniqnym upravleniem. — Zap. nauqn. semin. POMI 210 (1994), 7–21.

9. M. I. Belixev, V. A. Ryßov, V. B. Filippov, Spektral~nyæ variant VS-metoda; teoriØ i qislennyæ ffksperiment. — Doklady RAN 332,

No. 4 (1994), 414–417.

10. L. P. Nißnik, Obratnye zadaqi rasseØniØ dlØ giperboliqeskih uravneniæ. Naukova Dumka, Kiev, 1991 232 s.

Belishev M. I., Pushnitskii A. B. On a triangular factorization of positive operators.

The paper deals with an operator construction (so-called Amplitude Integral) working in the BC-method for the inverse problems. A continual analog of a matrix diagonal is introduced for a continuous operator and a pair of extending families of subspaces. The analog is represented via the AI. Its convergence is descussed; we demonstrate an example of the operator which doesn’t possess a diagonal. A role of a diagonal in the problem of triangular factorization is clarified. A well-known result of the theory of matrices is that a factorization with fixed diagonal is unique.

60 M. I. BELIXEV, A. B. PUXNICKI` In the paper this result is generalized on a class of positive operators, the corresponding factor being given in the form of the AI. Relations between the AI and the classical operator integral (M. Krein and oth.) used to factorize operators 1I+K (with compact K) are established.

Postupilo 21 maØ 1995 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

NIIF SpbGU