O. M. Fomenko KO�FFICIENTY FUR^E PARABOLIQESKIH FORM I AVTOMORFNYE L-FUNKCII

PosvØwaetsØ 90-leti¸ so dnØ roßdeniØ G. M. Goluzina

§0. Vvedenie

V teoreme 7 klassiqeskoæ raboty [1] Gekke sformuliroval izvestnye k tomu vremeni fakty o povedenii v srednem kofffficientov Fur~e paraboliqeskih form: dlØ kaßdoæ paraboliqeskoæ formy vesa 2k otnositel~no Γ(Q), 2k > 0 – celoe, f(z) = ∞∑ n=1 a(n) e^{2πi nzQ} pri x → ∞ ime¸t mesto sootnoxeniØ (v summatornyh formulah zdes~ i niße, krome §6, ves i stupen~ form postoØnny) ∑ n6x^{a(n) = O} ( x^k log x ) , (1) ∑ n6x^{|a(n)|} 2 = O ( x^{2k} ) , (2) ∑ n6x^{|a(n)| = O} ( x^{k+ 12} ) . (3)

Neskol~ko ran~xe Val~fix [2] poluqil bolee sil~nu¸ ocenku, qem (1); esli soqetat~ metod Val~fixa s gipotezoæ Ramanudßana–Petersona (dokazannoæ Delinem [3]), to imeem ocenku ∑ n6x^{a(n) = O} ( x^{k− 16 +ε} ) .

Rabota vypolnena qastiqno pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (grant No. 96-01-00663). 194

KO�FFICIENTY FUR^E PARABOLIQESKIH FORM 195 Rankin [4] i Sel~berg [5] doveli ocenku (2) do asimptotiki ∑ n6x^{|a(n)|} 2 = C x^{2k} + O ( x^{2k− 25} ) . Pust~ dlØ prostoty f(z) = ∑_∞ k=1 a(n) e^{2πinz} – paraboliqeskaØ

forma vesa 2k i trivial~nogo haraktera otnositel~no Γ_0(Q), φ(z) = ∑_∞ k=1 b(n) e^{2πinz} – paraboliqeskaØ forma vesa 2l i trivi-

al~nogo haraktera otnositel~no Γ_0(Q^′). Togda dokazano [6], qto v predpoloßenii ⟨ f, φ ⟩ = 0 (⟨ , ⟩ oznaqaet skalØrnoe proizvedenie Petersona) ∑ n6x^{a(n) b(n) = O} ( x^{k+l− 25} ) . Qto kasaetsØ ocenki (3), to ee v rØde sluqaev moßno uluqxit~; ffto bylo dokazano neskol~kimi avtorami. Privedem rezul~tat Rankina [7]: pust~ f(z) – sobstvennaØ forma Gekke qetnogo vesa 2k otnositel~no Γ = SL(2, Z), togda ∑ n6x^{|a(n)| = O} ( x^{k+1/2} (log x)^δ ) , (4) gde δ = (8 − 3 √ 6)/10 = 0.065153 . . . .

Rezul~tat (4) tesno svØzan s sovremennymi issledovaniØmi po simmetriqeskim stepenØm L_m(s) L-funkciæ L_f (s) sobstvennyh form Gekke f(z), a toqnee, s poluqeniem asimptotiki dlØ summy (n → ∞) ∑ n6x^{|a(n)|} 4. Raboty po simmetriqeskim stepenØm stali poØvlØt~sØ s naqala 70-h [8–13]. �ti raboty pozvolili Moreno i Xahidi v 1983 godu dokazat~ (sm. [14]) asimptotiku (x → ∞) ∑ n6x^{τ0(n)} 4 ∼ cx log x (c > 0) (5)

dlØ modulØrnoæ formy Ramanudßana

Δ(z) = ∞∑ n=1 τ (n) e^{2πinz}; τ_0(n) = τ (n)/n^{11/2}.

196 O. M. FOMENKO Posle raboty Murti [15] asimptotika (5) avtomatiqeski perenosilas~ na vse sobstvennye formy Gekke otnositel~no Γ.

Opixem soderßanie nastoØweæ raboty. V §1 dokazany novye summatornye formuly dlØ kofffficientov Fur~e paraboliqeskih form. Oni poluqeny na osnove sovremennyh issledovaniæ po L-funkciØm, svØzannym s tremØ i qetyr~mØ paraboliqeskimi formami; v qastnosti, my ispol~zovali rabotu Garretta [16] o funkcii L_{f,φ,ψ}(s). V svØzi s neobhodimymi priloßeniØmi (v §§1,5) my v §4 bolee gluboko izuqili qastnyæ sluqaæ – funkci¸

L_{f,f,φ}(s) i poluqili ee novye svoæstva.

V §2 dokazany netrivial~nye ocenki sverhu dlØ summy ∑ n6x^{a (F (n))} 2 , gde a(n) – n-yæ kofffficient Fur~e sobstvennoæ formy Gekke otnositel~no Γ, F (X) – celoqislennyæ polinom special~nogo vida. Rezul~tat moßno rassmatrivat~ kak polnyæ analog ocenki Gekke (2).

V §3 poluqena ocenka snizu

L_4(1) + |L^′_4(1)| ≫ 1 (log k)^c , ravnomernaØ po vesu 2k formy f(z), a v §5 dokazan analog teoremy ZigelØ dlØ L-funkcii L_f (s):

L_f (1) > C(ε) k^ε . Nakonec, v §6 poluqen ravnomernyæ (po vesu) analog izvestnoæ zadaqi Hardi, svØzannoæ s ocenkoæ summy ∑ p6x^{a(p) log p}.

§1. L-funkcii, svØzannye s tremØ i qetyr~mØ paraboliqeskimi formami, i summatornye formuly dlØ kofffficientov Fur~e 1.1. OboznaqeniØ. Svertki

Pust~ S_{2k} (Γ) – prostranstvo golomorfnyh paraboliqeskih form qetnogo vesa 2k otnositel~no polnoæ modulØrnoæ gruppy Γ = SL(2, Z).

KO�FFICIENTY FUR^E PARABOLIQESKIH FORM 197

Pust~ f(z) = ∑_∞ n=1 a(n) e^{2πinz}, φ(z) = ∑_∞ n=1 b(n) e^{2πinz}, ψ(z) = ∑_∞ n=1 c(n) e^{2πinz} – normalizovannye (a(1) = b(1) = c(1)) sob-

stvennye funkcii vseh operatorov Gekke, prinadleßawie sootvetstvenno prostranstvam S_{2k}(Γ), S_{2l}(Γ), S_{2m}(Γ) (≡ sobstvennye formy Gekke). Pust~ a(n)/n^{k−1/2} = a_0(n), b(n)/n^{l−1/2} = b_0(n),

c(n)/n^{m−1/2} = c_0(n). Vvedem L-funkcii paraboliqeskih form

f(z), φ(z), ψ(z) (pri fftom my pol~zuemsØ rezul~tatami teorii

Gekke i gipotezoæ Petersona, dokazannoæ Delinem):

L_f (s) = ∞∑ n=1 a_0(n) n^{−s} = ∏ p [ (1 − α_p p^{−s})(1 − α_p p^{−s}) ]_{−1} , |α_p| = 1;

L_φ(s) = ∞∑ n=1 b_0(n) n^{−s} = ∏ p [ (1 − β_p p^{−s})(1 − β_p p^{−s}) ]_{−1} , |β_p| = 1;

L_ψ (s) = ∞∑ n=1 c_0(n) n^{−s} = ∏ p [ (1 − γ_p p^{−s})(1 − γ_p p^{−s}) ]_{−1} , |γ_p| = 1. L-funkcii paraboliqeskih form, zadavaemye v poluploskosti Re s > 1, ØvlØ¸tsØ celymi funkciØmi s funkcional~nym uravneniem rimanova tipa << s → 1 − s >> (Gekke [1]).

L-funkciØ pary f(z), φ(z) paraboliqeskih form opredelØetsØ sootnoxeniem (Re s > 1) L_{f,φ}(s) = ∏ p L_{f,φ}(s)_p, gde L_{f,φ}(s)_p = [ (1−α_p β_p p^{−s})(1−α_p β_p p^{−s})(1−α_p β_p p^{−s})(1−α_p β_p p^{−s}) ]_{−1} . Horoxo izvestno, qto L_{f,φ}(s) = ζ(2s) ∞∑ n=1 a_0(n) b_0(n) n^{−s}.

L_{f,φ}(s) – celaØ funkciØ (krome sluqaØ f = φ, kogda ona ime-

et prostoæ pol¸s v toqke s = 1) s funkcional~nym uravneniem rimanova tipa << s → 1 − s >>. L-funkcii pary form izuqalis~ v rabotah Rankina [4], Sel~berga [5], Ogga [6], Li [17],

198 O. M. FOMENKO Ximury [9]. DlØ udobstva my budem qasto v oboznaqeniØh Lfunkciæ ispol~zovat~ indeksy: L_f (s) = L^{[1]}_1 (s), L_φ(s) = L^{[2]}_1 (s),

L_ψ(s) = L^{[3]}_1 (s), L_{f,f} (s) = L_{1,1}(s), L_{f,φ}(s) = L_{1,2}(s), . . . .

Imeem

L_{1,1}(s) = ζ(s) L^{[1,1]}_2 (s),

gde ζ(s) – dzeta-funkciØ Rimana,

L^{[1,1]}_2 (s) = ∏ p [ (1 − α^2_p p^{−s})(1 − p^{−s})(1 − α^2_p p^{−s}) ]_{−1} – L-funkciØ, nazyvaemaØ simmetriqeskim kvadratom L-funkcii

L^{[1]}_1 (s). Simmetriqeskiæ kvadrat L-funkcii L^{[2]}_1 (s) oboznaqaetsØ

qerez L^{[2,2]}_2 (s) i t.d..

Otmetim, qto esli req~ idet ob L-funkciØh, associirovannyh tol~ko s f(z), to sootvetstvu¸wiæ verhniæ indeks v oboznaqenii qasto opuskaetsØ: L^{[1]}_1 (s) = L_1(s), L^{[1,1]}_2 (s) = L_2(s) i t.d.. LfunkciØ, nazyvaemaØ m-oæ simmetriqeskoæ stepen~¸ L-funkcii

L_1(s), est~ ffælerovskoe proizvedenie stepeni m + 1 vida

L_m(s) = ∏ p m∏ j=0 ( 1 − α^{m−j}_p α^j_p p^{−s} )_{−1} , Re s > 1. L_2(s) golomorfno prodolßaetsØ na vs¸ ploskost~ i imeet funk-

cional~noe uravnenie rimanova tipa << s → 1 − s >> [9]. Prodolßimost~ (meromorfnu¸) na vs¸ ploskost~ i funkcional~noe uravnenie dlØ L_3(s), L_4(s), L_5(s) dokazali Lenglends [8] i Xahidi [13]. Garrett [16] izuqil svoæstva L-funkcii troæki f(z),

φ(z), ψ(z) paraboliqeskih form L_{f,φ,ψ}(s) = L_{1,2,3}(s) = ∏ p L_{f,φ,ψ} (s)_p, gde L_{f,φ,ψ} (s)_p = [ (1 − α_p β_p γ_p · p^{−s})(1 − α_p β_p γ_p · p^{−s})· ·(1−α_p β_p γ_p ·p^{−s})(1−α_p β_p γ_p ·p^{−s})(1−α_p β_p γ_p ·p^{−s})(1−α_p β_p γ_p ·p^{−s})· ·(1 − α_p β_p γ_p · p^{−s})(1 − α_p β_p γ_p · p^{−s}) ]_{−1} (Re s > 1).

Garrett poluqil meromorfnoe analitiqeskoe prodolßenie

L_{f,φ,ψ} (s) na vs¸ s-ploskost~ i funkcional~noe uravnenie rima-

nova tipa << s → 1 − s > dlØ sluqaØ ravnyh vesov 2k = 2l = 2m.

KO�FFICIENTY FUR^E PARABOLIQESKIH FORM 199 Obobwenie rezul~tatov Garretta na sluqaæ raznyh vesov 2k, 2l, 2m, no opØt~ lix~ v golomorfnom sluqae dlØ gruppy Γ = SL(2, Z) sm. v [18, 19]. Ves~ma xirokoe obobwenie rassmotreno v rabote [20].

1.2. L-funkcii, svØzannye s tremØ paraboliqeskimi forma- mi Rassmotrim L-funkci¸ L_{f,f,φ}(s) = L_{1,1,2}(s). Legko videt~, qto

L_{1,1,2}(s) = ∏ p [ (1 − α^2_p β_p p^{−s})(1 − α^2_p β_p p^{−s})·

·(1 − α^2_p β_p p^{−s})(1 − α^2_p β_p p^{−s}) ]_{−1} · · ∏ p [ (1 − β_p p^{−s})(1 − β_p p^{−s}) ]_{−2} = L^{[1,1,2]}_3 (s) · L^{[2]}_1 (s)^2.

Nam potrebuetsØ sledu¸waØ lemma, dokazannaØ v rabote Ximury [21].

Lemma 1. Poloßim formal~no ∞∑ n=1 a(n) n^{−s} = ∏ p [ (1 − α_p p^{−s})(1 − α^′_p p^{−s}) ]_{−1} ,

∞∑ n=1 b(n) n^{−s} = ∏ p [ (1 − β_p p^{−s})(1 − β^′_p p^{−s}) ]_{−1} , gde p probegaet vse prostye qisla. DlØ kaßdogo p poloßim

X_p(s) = 1 − α_p α^′_p β_p β^′_p p^{−2s},

Y_p(s) = (1 − α_p β_p p^{−s})(1 − α_p β^′_p p^{−s})(1 − α^′_p β_p p^{−s})(1 − α^′_p β^′_p p^{−s}).

Togda_∞ ∑ n=1 a(n) b(n) n^{−s} = ∏ p X_p(s) Y_p(s)^{−1}.

200 O. M. FOMENKO

Po lemme 1 pri Re s > 1 imeem posle nekotoryh vyqisleniæ ∞∑ n=1 a_0(n)^2 b_0(n) n^s = L^{[2]}_1 (s) · L^{[1,1,2]}_3 (s) · ∏ p K_p(p^{−s}) =

= L^{[2]}_1 (s)^2 · L^{[1,1,2]}_3 (s) · ∏ p M_p(p^{−s}), gde K_p(p^{−s}) = 1 + b_0(p) p^s + 2 − a_0(p)^2 p^{2s} + b_0(p) p^{3s} + 1 p^{4s} , M_p(p^{−s}) = 1 +

3 − 2a_0(p)^2 − b_0(p)^2 p^{2s} + · · · + 1 p^{6s} . FunkciØ L_{1,1,2}(s) = L^{[2]}_1 (s)^2 · L^{[1,1,2]}_3 (s) meromorfno prodolßima na vs¸ ploskost~ i imeet funkcional~noe uravneniØ rimanova tipa (sm. niße §4).

Esli rassmotret~ qastnyæ sluqaæ f(z) = φ(z), to iz raboty Xahidi [22] sleduet, qto L_1(s)·L_3(s) golomorfna na vseæ ploskosti. Proizvedenie ∏ p M_p(p^{−s}) shoditsØ ravnomerno dlØ l¸bogo

ε > 0 v poluploskosti Re s ¿^1_2 +ε. Vse neobhodimye nam svoæstva

funkcii ∑_∞ n=1 a0(n)3 n^s v poluploskosti Re s > 1 2 legko sledu¸t iz svoæstv funkcii L_{1,1,1}(s). Nam potrebuetsØ ocenka (0 6 σ 6 1,

s = σ + it), poluqaemaØ iz svoæstva vypuklosti,

L_{1,1,1}(s) ≪ (|t| + 1)^{4(1−σ)+ε}.

Teper~ iz formuly obraweniØ dlØ rØdov Dirihle legko sleduet

Teorema 1. Pri x → ∞_∑ n6x^{a0(n)} 3 ≪ x^{56 +ε}. (6)

Zameqanie 1. Pol~zuØs~ rezul~tatami Xahidi [22], moßno pe-

renesti ocenku (6) na paraboliqeskie formy stupeni N ¿ 1.

Raboty [16, 18–20] ne pozvolØ¸t perenesti ocenku (6) na sluqaæ summy ∑ n6x^a0^{(n)2 b}0^{(n)}, esli^{f(z) ≠ φ(z)}. Priqina – nepolnota informacii o funkcii L_{1,1,2}(s); v qastnosti, ne bylo izvestno, imeetsØ li u nee v toqke s = 1 pol¸s.

V §4 nami budet pokazano, qto L_{1,1,2}(s) vs¸du golomorfna, krome toqki s =^1_2 , gde, vozmoßno, imeetsØ pol¸s porØdka 1. Opira- Øs~ na fftot rezul~tat, my moßem obobwit~ teoremu 1.

KO�FFICIENTY FUR^E PARABOLIQESKIH FORM 201

Teorema 2. Pri x → ∞_∑ n6x^{a0(n)} 2 b_0(n) ≪ x^{56 +ε}.

Otmetim, qto ffta teorema poka ne moßet byt~ obobwena na formy stupeneæ > 1.

1.3. L-funkcii, svØzannye s qetyr~mØ paraboliqeskimi formami

Predvaritel~no vvedem ewe odno oboznaqenie. Pust~ niße

f(z) ≠ φ(z); togda pust~ L^{[1,1,2,2]} 4 (s) = ∏ p [( 1 − α^2_p β^2_p p^{−s} )( 1 − α^2_p β^2_p p^{−s} ) ·

· ( 1 − α^2_p β^2_p p^{−s} )( 1 − α^2_p β^2_p p^{−s} )]_{−1} . Po lemme 1 pri Re s > 1 imeem posle nekotoryh vyqisleniæ ∞∑ n=1 a_0(n)^2 b_0(n)^2 n^s = L^{[1,1]}_2 (s)· L^{[2,2]}_2 (s)· ζ(s)^{−1} · L^{[1,1,2,2]}_4 (s)· ∏ p R_p(p^{−s}) =

= ζ(s) · L^{[1,1]}_2 (s) · L^{[2,2]}_2 (s) · ( L^{[1,1]}_2 (s) · L^{[2,2]}_2 (s) · ζ(s)^{−1} · L^{[1,1,2,2]}_4 (s) ) · · ∏ p Q_p(p^{−s}) = Φ(s) · ∏ p Q_p(p^{−s}), gde R_p(p^{−s}) = 1 + a_0(p)^2 + b_0(p)^2 − 1 p^s + · · · + 1 p^{7s} , Q_p(p^{−s}) = 1 − γ_2(p) p^{−2s} + · · · + p^{−14s}.

Moßno pokazat~ (sr. [23]), qto

Φ(s) = ζ(s) · L(s, F_1) · L(s, F_2) · L(s, F_1×F_2),

gde F_1 – associirovannaØ s f forma na GL(3) (lift Gelbarta– ȷake; adjoint square lift [11]), F_2 – associirovannaØ s φ forma na GL(3), F_1 ×F_2 – svertka Rankina–Sel~berga formy F_1 s F_2;

L(s, F_1), L(s, F_2) i L(s, F_1 × F_2) – sootvetstvu¸wie L-rØdy. Iz-

vestno, qto L(s, F_i) – celye funkcii, priqem L(1, F_i) ≠ 0 (i = 1, 2). Predpoloßim dalee, qto formy F_1 i F_2 razliqny. V silu naxih

202 O. M. FOMENKO usloviæ, L(s, F_1×F_2) – celaØ funkciØ, priqem L(1, F_1×F_2) ≠ 0. Vse ukazannye L-funkcii oblada¸t funkcional~nymi uravneniØmi rimanova tipa. Po povodu sformulirovannyh svoæstv sm. [11, 24–26]. Sledovatel~no, Φ(s) imeet v toqke s = 1 prostoæ pol¸s, analitiqna v drugih toqkah i obladaet funkcional~nym uravneniem rimanova tipa. Iz svoæstv vypuklosti sleduet, qto v polose 0 6 σ 6 1 vne malen~kogo krußoqka |s − 1| < δ imeet mesto ocenka Φ(s) ≪ (|t| + 1)^{8(1−σ)+ε}.

Proizvedenie ∏ p Q_p(p^{−s}) shoditsØ ravnomerno dlØ l¸bogo ε > 0

v poluploskosti Re s ¿^1_2 + ε. Iz formuly obraweniØ dlØ rØdov Dirihle sleduet asimptotiqeskaØ formula ∑ n6x^{a0(n)} 2 b_0(n)^2 = Cx + O ( x^{910 +ε} ) . Pokaßem, qto C > 0. Pust~ p_0 – takoe qislo, qto proizvedenie ∏ p>p0 Q_p(p^{−s}) zavedomo ≠ 0 v toqke s = 1. Rassmotrim funkci¸

Φ_0(s) · ∏ p>p0 Q_p(p^{−s}), poluqennu¸ iz Φ(s) · ∏ p Q_p(p^{−s}) iskl¸qeniem

ffælerovskih mnoßiteleæ s p 6 p_0. PrimenØØ k rØdu Dirihle ∞∑ n=1 (n,P0)=1 a_0(n)^2 b_0(n)^2 n^s = Φ_0(s) · ∏ p>p0 Q_p(p^{−s}),

gde P_0 = ∏ p6p0^p , teoremu Vinera–Ikehary, poluqaem ∑ n6x (n,P0)=1 a_0(n)^2 b_0(n)^2 ∼ C^′x, C^′ > 0,

otkuda sleduet, qto i C > 0.

Tem samym dokazana

Teorema 3. Pust~ F1, F2 razliqny, togda pri x → ∞ ∑ n6x^{a0(n)} 2 b_0(n)^2 = Cx + O ( x^{910 +ε} ) , (7)

KO�FFICIENTY FUR^E PARABOLIQESKIH FORM 203 gde C > 0.

Zameqanie 2. Po teoreme “o kratnosti odin” sledu¸wie uslo-

viØ ffkvivalentny:

F_1, F_2 razliqny ←→ a_0(p)^2 ≠ b_0(p)^2

dlØ beskoneqnogo mnoßestva p. (8)

Sledstvie 1. Pust~ vypolnØetsØ uslovie (8). Togda 1) ∑ n6x^{|a0(n)} 2 b_0(n)| ≪ x; 2) ∑ n6x^{|a0(n) b0(n)| ≪} x (log x)^{δ/}2 ,

gde δ = (8 − 3 √ 6)/10 = 0.065153 . . . – konstanta iz ocenki Rankina (4).

Zameqanie 3. Rezul~tat (7) perenositsØ na formy f i φ stupe-

neæ N_1 ¿ 1, N_2 ¿ 1 pri uslovii, qto hotØ by odna iz fftih form ne est~ lift iz GL(1) (sm. [11, 24–26]). Pri fftom, estestvenno, v obwem sluqae nado rassmatrivat~ summu ∑ n6x^{|a0(n)} 2 b_0(n)^2|.

Rassmotrim teper~ sluqaæ f(z) = φ(z). Po lemme 1 pri Re s > 1 imeem posle nekotoryh vyqisleniæ (sr. [14]) ∞∑ n=1 a_0(n)^4 n^s = L_4(s) · ∏ p N_p(p^{−s}) =

= ζ(s)^2 · L_2(s)^3 · L_4(s) · ∏ p T_p(p^{−s}) = Ψ(s) · ∏ p T_p(p^{−s}), gde N_p (p^{−s}) = 1 +

3a_0(p)^2 − 1 p^s + 3a_0(p)^2 − 1 p^{2s} + 1 p^{3s} =

= ( 1 + 1 p^s )( 1 + 3a_0(p)^2 − 2 p^s + 1 p^{2s} ) , T_p (p^{−s}) = 1 − δ_2(p)p^{−2s} + · · · + p^{−14s}.

204 O. M. FOMENKO Pust~ F – associirovannaØ s f forma na GL(3) (lift Gelbarta– ȷake), togda moßno pokazat~, qto Ψ(s) = ζ(s) · L(s, F )^2 · L(s, F ×F ) = ζ(s) · L(s, F )^3 · L(s, F, ∨^2), gde L(s, F, ∨^2) – simmetriqeskiæ kvadrat L-funkcii formy F . No, kak dokazano v rabote [27], funkciØ L(s, F, ∨^2) = ζ(s)L_4(s) imeet prostoæ pol¸s v toqke s = 1 i analitiqna v ostal~nyh toqkah. Pofftomu funkciØ Ψ(s) imeet v toqke s = 1 dvoænoæ pol¸s i analitiqna v ostal~nyh toqkah.

Otmetim, qto teper~ legko neposredstvenno videt~, qto ffælerovskoe proizvedenie ∏ p T_p (p^{−s}) ne imeet nuleæ v poluploskosti

Re s >^1_2 . PovtorØØ rassußdeniØ iz dokazatel~stva teoremy 3, my poluqaem sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 4. Pri x → ∞ ∑ lex a_0(n)^4 = C_1x log x + C_2x + O ( x^{910 +ε} ) , (9)

gde C_1 > 0.

Zameqanie 4. Rezul~tat (9) perenositsØ na formy f stupeni N ¿ 1 pri uslovii, qto f ne ØvlØetsØ liftom iz GL(1); pri fftom

pol~zuemsØ rabotoæ [27].

V zakl¸qenie otmetim, qto funkcii tipa (k ¿ 3) ∞∑ n=1 a_0(n)^k n^s , po-vidimomu, ØvlØ¸tsØ meromorfnymi funkciØmi v poluploskosti Re s > 0 s estestvennoæ graniceæ Re s = 0. Kak dokazal Kurokava [28], ffto deæstvitel~no tak v predpoloßenii gipotezy Sato–Teæta.

§2. Povedenie kofffficientov Fur~e paraboliqeskih form na polinomial~nyh posledovatel~nostØh

Pust~ F (x) – neprivodimyæ polinom stepeni m s celymi kofffficientami i starxim kofffficientom 1. Pust~ f(z) = ∑_∞ n=1 a(n) e^{2πinz} imeet tot ße smysl, qto i v §1, t.e. ØvlØetsØ nor-

malizovannoæ sobstvennoæ formoæ Gekke iz prostranstva S_{2k}(Γ),

KO�FFICIENTY FUR^E PARABOLIQESKIH FORM 205

a(n)/n^{k−1/2} = a_0(n). V nastoØwem paragrafe my dokaßem netri-

vial~nu¸ ocenku sverhu dlØ summy ∑ n6x^{a0 (F (n))}

2 (10)

v sluqae neprivodimyh polinomov F (x) special~nogo vida stepeni m ¿ 2 (dlØ lineænogo polinoma F (x) izvestna asimptotika (sm. [29, 30]); ona legko dokazyvaetsØ primeneniem svertki Rankina–Sel~berga). Vse rassmatrivaemye niße polinomy oblada¸t svoæstvom: F (n) > 0 dlØ vseh n ∈ N, krome, moßet byt~, koneqnogo qisla; v summah tipa (10) berutsØ tol~ko te n, dlØ kotoryh F (n) > 0. “Netrivial~nost~” ocenki oznaqaet, qto ona luqxe ocenki (d(n) – qislo deliteleæ n) ∑ n6x^{a0 (F (n))}

2 ≪ x(log x)^3,

kotoraØ sleduet iz ocenki DelinØ |a_0(n)| 6 d(n) i sootnoxeniØ [31] ∑ n6x^{d (F (n))} 2 ≍ x(log x)^3(x → ∞).

Nam potrebuetsØ sledu¸waØ lemma (sm. [32]).

Lemma 2. Pust~ t(n) – mul~tiplikativnaØ funkciØ, t(n) ¿ 0,

t(p^k) ≪ k^c, k = 1, ∞ (p prostoe), F (x) = ∑_∞ i=0 a_i x^i – neprivodimyæ (nad kol~com celyh) polinom, (a_1, a_2, . . . , a_m) = 1, togda ∑ n6x^{t (F (n)) ≪ x exp} (∑ p6x L(p)(t(p) − 1) p ) . Zdes~ L(a) – qislo rexeniæ sravneniØ F (n) ≡ 0 (mod a), 0 6 n < a, ≪-konstanta zavisit ot t(n) i F (x).

Pust~ Spl{F (x)} – mnoßestvo vseh prostyh p takih, qto F (x) mod p razlagaetsØ v proizvedenie razliqnyh lineænyh polinomov nad polem iz p fflementov F_p . DlØ ocenki summy (10) nam potrebuetsØ polnaØ informaciØ o veliqine

L(p) = # { α ∈ Fp^|F (α) = 0^} .

206 O. M. FOMENKO Snaqala rassmotrim abelevy polinomy (t.e. polinomy s abelevoæ gruppoæ Galua). V fftom sluqae iz teorii poleæ klassov izvestno, qto Spl(F (x)) s toqnost~¸ do koneqnogo qisla iskl¸- qeniæ sostoit iz prostyh v progressiØh {p = ak + l_1, p = ak + l_2, . . . , p = ak + l_f } , priqem odna iz progressiæ imeet vid {p = ak + l_i, l_i = 1}; budem sqitat~, qto l_1 = 1. ˚sno, qto esli p ∈ Spl(F (x)), to L(p) = m; esli p /∈ Spl(F (x)), to L(p) = 0.

Nam potrebuetsØ sledu¸waØ asimptotiqeskaØ formula �rdexa (sm. [33]): pri x → ∞ ∑ p6x L(p) p = log log x + O(1).

Krome togo, nam neobhodim takoæ fakt, sledu¸wiæ iz svoæstv L-funkcii pary paraboliqeskih form: ∑ p6x a_0(p)^2χ(p) p =

= { O(1), esli χ − neglavnyæ harakter (mod a); log log x + O(1), esli χ − glavnyæ harakter (mod a).

Imeem ∑ p6x p≡l (mod a) a_0(p)^2 p = 1 φ(a) ∑ χ (mod a) χ(l) ∑ p6x a_0(p)^2χ(p) p =

= 1 φ(a) log log x + O(1),

otkuda poluqaem sootnoxenie f∑ i=1 ∑ p6x p≡l_i (mod a) L(p) a_0(p)^2 p = log log x + O(1). (11)

Ispol~zuØ lemmu 2, asimptotiqesku¸ formulu �rdexa i sootnoxenie (11), dokazyvaem sledu¸wu¸ teoremu.

KO�FFICIENTY FUR^E PARABOLIQESKIH FORM 207

Teorema 5. Pust~ F (x) – neprivodimyæ polinom stepeni m ¿ 2

s celymi kofffficientami i starxim kofffficientom 1. Predpoloßim, qto fftot polinom abelev. Togda ∑ n6x^{a0 (F (n))}

2 ≪ x. (12)

Perehodim k polinomam s neabelevoæ gruppoæ Galua. DlØ nih poluqenie analoga teoremy 5 ØvlØetsØ iskl¸qitel~no trudnoæ zadaqeæ, poskol~ku uße pervyæ xag – vyqislenie L(p) – sdelan tol~ko v neskol~kih sluqaØh. My v sostoØnii poluqit~ polnyæ analog ocenki (12) tol~ko dlØ kubiqeskogo polinoma ves~ma obwego vida.

Pust~ F (x) = x^3 + ax^2 + bx + c (a, b, c ∈ Z) – neprivodimyæ polinom, pole razloßeniØ K kotorogo est~ rasxirenie Galua

nad Q s G = Gal (K/Q)^∼= S3 (simmetriqeskaØ gruppa porØdka 3)

i soderßit mnimoe kvadratiqnoe pole k = Q( √ −D), gde –D – diskriminant k. Pust~ L(s, ρ) = ∞∑ n=1 A(n) n^{−s} – L-funkciØ Artina, associirovannaØ s dvumernym kompleksnym neprivodimym predstavleniem

ρ : Gal (K/Q) → GL(2, C)

s konduktorom N , gde D | N . Opredelim funkci¸ S(z) posredstvom S(z) = ∞∑ n=1 A(n) e^{2πinz}. Iz teorii Gekke–VeælØ sleduet, qto S(z) ØvlØetsØ normalizovannoæ novoæ formoæ vesa 1 i haraktera (−D/∗) na gruppe Γ_0(N ).

Koæke [34] dokazal sledu¸wiæ rezul~tat: pust~ M – proizvedenie vseh prostyh qisel, poØvlØ¸wihsØ v a, b, c, i pust~ p – l¸boe prostoe takoe, qto p - M N ; togda imeem

L(p) = A(p)^2 − ( −D p ) .

208 O. M. FOMENKO DlØ issledovaniØ summy (10) primenim lemmu 2. Nam neobhodimo dolßnym obrazom ocenit~ summu

I_1 = ∑ p6x a_0(p)^2 A(p)^2 p ; po povodu ocenki ostal~nyh voznika¸wih summ sm. dokazatel~- stvo teoremy 5. Vospol~zuemsØ rezul~tatami §1. Rassmotrim analog funkcii Φ(s). Vse ee svoæstva, sformulirovannye v §1, sohranØ¸tsØ v naxem sluqae, poskol~ku paraboliqeskaØ forma

f(z) ne est~ lift iz GL(1) (sr. zameqanie 3). Metody analiti-

qeskoæ teorii qisel, primenennye k funkcii Φ(s), da¸t asimptotiku

I_1 = log log x + O(1), x → ∞.

Tem samym dokazana

Teorema 6. Pust~ F (x) = x^3 + ax^2 + bx + c (a, b, c ∈ Z) – nepri-

vodimyæ polinom, pole razloßeniØ kotorogo K est~ rasxirenie Galua nad Q s Gal (K/Q) ∼= S_3 i soderßit mnimoe kvadratiqnoe pole. Togda ∑ n6x^{a0(F (n))} 2 ≪ x. Rassmotrim teper~ summu (10), v kotoroæ F (x) = x^4 − m. V fftom sluqae my ne v sostoØnii poluqit~ polnyæ analog teoremy 6, odnako moßem dokazat~ netrivial~nyæ rezul~tat. Predpolagaem, qto m > 0 – nekvadratnoe celoe qislo, m = ∏ p p^{e(p)},

0 6 e(p) 6 3. Pust~ K = Q(^√−1,^{4√}m) – pole, poroßdennoe^√−1 i 4√ m nad Q. Togda K ØvlØetsØ rasxireniem Galua nad Q stepeni 8 i ego gruppa Galua G = Gal(K/Q) izomorfna diffdral~noæ gruppe D_4 porØdka 8. Pust~ L(s, γ) = ∞∑ n=1 B(n) n^{−s} – L-funkciØ Artina, associirovannaØ s dvumernym kompleksnym neprivodimym predstavleniem

γ : Gal (K/Q) → GL(2, C)

KO�FFICIENTY FUR^E PARABOLIQESKIH FORM 209 s konduktorom N . Opredelim funkci¸ S(z) posredstvom S(z) = ∞∑ n=1 B(n) e^{2πinz}. Iz teorii Gekke–VeælØ sleduet, qto S(z) ØvlØetsØ normalizovannoæ novoæ formoæ vesa 1 i haraktera χ_4(n) na gruppe Γ_0(N ).

Ixii [35] dokazal sledu¸wiæ rezul~tat: pust~ m_0 – beskvadratnaØ qast~ m, togda dlØ prostogo p s usloviem p - N imeem

L(p) = 1 + B(p) + (m_0/p).

Primenim lemmu 2. My ne moßem teper~ dolßnym obrazom ocenit~ voznika¸wu¸ summu

I_2 = ∑ p6x a_0(p)^2 B(p) p , poskol~ku rezul~taty §4 o L_{1,1,2}(s) primenimy lix~ k formam stupeni 1. Pofftomu vmesto predpolagaemoæ, no ne dokazannoæ ocenki

I_2 = O(1)

privedem bolee grubu¸ ocenku.

Ixii [35] dokazal, qto { p ≡ 1 (mod 4) ⇒ B(p) = 2 ili − 2 ili 0,

p ≡ −1 (mod 4) ⇒ B(p) = 0.

Pofftomu, kak legko videt~,

I_2 6 log log x + O(1), x → ∞;

po povodu ocenki ostal~nyh voznika¸wih summ sm. dokazatel~- stvo teoremy 5. Tem samym poluqena

Teorema 7. Pust~ m > 0 – nekvadratnoe qislo, m =^∏_p p^{e(p)}, gde 0 6 e(p) 6 3. Togda_∑ n6x^{a0(n} 4 − m)^2 ≪ x log x.

Zameqanie 5. My predpolagaem, qto veliqinu x log x moßno za-

menit~ na x.

210 O. M. FOMENKO

§3. Povedenie L_4(s) v toqke s = 1

V [13] Xahidi poluqil meromorfnu¸ prodolßimost~ i funkcional~noe uravnenie dlØ L_4(s). Vskore Murti [15] dokazal golomorfnost~ L_4(s) v toqke s = 1 i otsutstvie v neæ nulØ:

L_4(1) > 0. V nastoØwem paragrafe my izuqim povedenie L_4(1)

v zavisimosti ot parametra – vesa 2k. Moßno predpoloßit~, qto imeet mesto analog teoremy ZigelØ v teorii L-funkciæ Dirihle, t.e. ocenka snizu

L_4(1) ≫ 1 k^ε , no my poluqim lix~ bolee slabyæ rezul~tat. Pust~ zdes~ i niße c oznaqaet poloßitel~nu¸ konstantu ne vsegda odnu i tu ße; c_0,

c_1, c_2, . . . – konstanty (ne vsegda odni i te ße).

Teorema 8. Imeet mesto sootnoxenie

L_4(1) + | | |L^′_4(1) | | | ≫ 1 (log k)^c . DlØ dokazatel~stva ispol~zuem dve lemmy.

Lemma 3. Spravedlivy sootnoxeniØ

L_4(1) ≪ (log k)^c, (13)

L^′_4(1) ≪ (log k)^c. (14)

DlØ dokazatel~stva (13) rassmotrim funkci¸ Z_1(s) =

ζ(s)L_4(s). Kak bylo skazano v §1, ffta funkciØ vs¸du analitiq-

na, krome toqki s = 1, v kotoroæ ona imeet pol¸s pervogo porØdka, i obladaet funkcional~nym uravneniem rimanova tipa

<< s → 1 − s >>. S ispol~zovaniem funkcional~nogo uravneniØ

i teoremy Fragmena–Lindelefa legko dokazat~, qto v polose

0 6 Re s 6 2 vne malen~kogo krußoqka |s − 1| < δ imeet mesto

ocenka

Z_1(s) ≪ k^c (|t| + 1)^c . (15)

Pust~ (Re s > 1)

Z_1(s) = ∞∑ n=1 A_n n^s .

KO�FFICIENTY FUR^E PARABOLIQESKIH FORM 211 VzvexennaØ formula summirovaniØ Perrona daet (r ¿ 0 – celoe) 1 r! ∑ n6x^{An} ( 1 − n x )_r = 1 2πi 2+i∞∫

2−i∞ x^s Z_1(s) s(s + 1) . . . (s + r) ds. PerenesØ prØmu¸ integrirovaniØ vlevo na Re s =^1_2 i berØ r > 0 dostatoqno bol~xim, poluqim s primeneniem ocenki (15) ∑ n6x^{An} ( 1 − n x )_r = 1 r + 1

L_4(1) · x + O ( k^c x^{12} ) . Pust~ d_k(n) – izvestnaØ arifmetiqeskaØ funkciØ: qislo rexeniæ uravneniØ x_1x_2 . . . x_k = n v natural~nyh qislah. Legko videt~, qto |A_n| 6 d_6(n). Izvestno, qto ∑

n6x^{d6(n) ≍ x(log x)} 5. BerØ x = k^γ , gde γ > 0 dostatoqno veliko, dokazyvaem (13).

DlØ dokazatel~stva (14) rassmotrim funkci¸ Z_2(s) = = ζ(s)^2L_4(s). Pust~ (Re s > 1)

Z_2(s) = ∞∑ n= B_n n^s . Pust~ celoe r > 0 dostatoqno veliko. Analogiqno vyxeprivedennomu imeem ∑ n6x^{Bn} ( 1 − n x )_r = c_1 L_4(1)x log x + [c_2 L_4(1) + c_3 L^′_4(1)] x + O ( k^c x^{12} ) . Otmetim, qto c_3 ≠ 0. Legko videt~, qto |B_n| 6 d_7(n). Izvestno, qto ∑

n6x^{d7(n) ≍ x(log x)} 6. BerØ x = k^γ , gde γ > 0 dostatoqno veliko, s uqetom (13) dokazyvaem (14).

Zameqanie 6. Vpolne analogiqno poluqaem ocenki

L_2(1) ≪ (log k)^c,

L^′_2(1) ≪ (log k)^c.

212 O. M. FOMENKO

Lemma 4. Imeet mesto sootnoxenie

L_2(1) ≫ 1 log k . �tot rezul~tat est~ qastnyæ sluqaæ bolee obwego utverßdeniØ, dokazannogo v [23], i vytekaet iz otsutstviØ zigelevskogo nulØ u funkcii L_2(s).

Perehodim k dokazatel~stvu teoremy. Napomnim (sm. §1), qto (Re s > 1)

ζ(s) L_2(s) = ζ(2s) ∞∑ n=1 a_0(n)^2 n^{−s};

ζ(s)^2 L_2(s)^3 L_4(s) T (s) = ∞∑ n=1 a_0(n)^4 n^{−s}, gde T (s) = ∏ p T_p (p^{−s}). Rassmotrim neravenstvo ∑ n6x^a 2 0(n) ( 1 − n x )_r 6 6^{√∑}_{n6x} a^4_0(n)^(1 −^n_x^{)r} ·^{√∑}_{n6x}^(1 −^n_x^{)r}. (16)

Pust~ celoe r > 0 dostatoqno veliko. My zamenØem pervye dve summy v (16) ih asimptotikami (sr. dokazatel~stvo lemmy 3), a tret~¸ – veliqinoæ x i vozvodim obe qasti v kvadrat. Imeem [ Rx + O ( k^c x^{12} )]_2 6 [ c_1 R_0(1)x log x + (c_2 R_0(1) + c_3 R^′_0(1))x + O ( k^c x^{12 +ε} )] · x, gde R ≍ L_2(1), R_0(s) = L_2(s)^3 L_4(s) · T (s),

R^′_0(1) = A(1) · L_4(1) + B(1) · L^′_4(1).

Otmetim, qto c_i (i = 1, 2, 3) – otliqnye ot nulØ konstanty. Pust~

x ≍ k^γ , gde konstanta γ > 0 dostatoqno velika. Togda imeem

R^2 ≪ max(R_0(1) log x, |R^′_0(1)|) .

KO�FFICIENTY FUR^E PARABOLIQESKIH FORM 213 V silu lemmy 3 i zameqaniØ 6 imeem

A(1) ≪ (log k)^c, B(1) ≪ (log k)^c.

Sledovatel~no,

R_0(1) ≪ L_4(1)(log k)^c,

R^′_0(1) ≪ (L_4(1) + |L^′_4(1)|) (log k)^c,

i my na osnovanii lemmy 4 dokazyvaem teoremu.

§4. Analitiqeskie svoæstva L_{f,f,φ}(s) V fftom paragrafe budut izuqeny svoæstva L-funkcii L_{1,1,2}(s) = L_{f,f,φ}(s); 2k ¿ 2l, gde 2k – ves f, 2l – ves φ. Privedem funkcional~noe uravnenie dlØ L_{1,1,2}(s) (sm. [18]): pust~

M (s) = (2π)^{−(2k+l−3/2+s)}Γ ( 2k + l − 3 2 + s ) · ·Γ ( 2k − l − 1 2 + s ) Γ ( l − 1 2 + s )_2 L_{1,1,2}(s), togda

M (s) = −M (1 − s). (17)

Dadim drugu¸ formu funkcional~nogo uravneniØ (v sluqae Lfunkcii L_{f,φ,ψ} , svØzannoæ s tremØ formami f, φ, ψ odinakovogo vesa, podobnyæ fakt poluqil Garrett [16]). Pust~ Z(s) = s(1 − s) π^{−s}Γ(s) ζ(2s), Z_1(s) = s(1 − s) π^{−s},

Z_2(s) = s(1 − s) π^{−s}Γ(s),

Z_3(s) = s(1 − s) π^{−s} ζ(2s).

FunkciØ

E(s) = 2^{−4(s−k+ 12 )}π^{−(s−k+ 12 )}· ·Γ ( s + l − 1 2 )_2 · Γ ( s + 2k − l − 1 2 ) · Γ ( s + 2k + l − 3 2 ) · ·Z ( 2s − 1 2 ) · Z ( s − 1 2 ) · Z(s) · Z_1 ( s + 1 2 ) · Z_2(2s) · Z_3(2s − 1) · L_{1,1,2}(s)

ØvlØetsØ celoæ funkcieæ, invariantnoæ otnositel~no preobrazovaniØ s → 1 − s:

E(s) = E(1 − s). (18)

214 O. M. FOMENKO Dokazatel~stvo analogiqno dokazatel~stvu Garretta s ispol~- zovaniem soobraßeniæ raboty [18].

DlØ Re s > 1 pust~

L^{[1,1]}_2 (s) = ∞∑ n=1 a_n n^{−s},

L^{[2]}_1 (s) = ∞∑ n=1 b_n n^{−s},

G(s) = L^{[1,1]}_2 (s) ∗ L^{[2]}_1 = ∞∑ n=1 a_n b_n n^{−s};

pust~ P_0 = ∏ p6p0^p , vvedem oboznaqenie

G_0(s) = ∞∑ n=1 (n,P0)=1 a_n b_n n^{−s}. Lemma 5. FunkciØ G0(s) golomorfna v poluploskosti Re s >^1_2 .

DlØ dokazatel~stva vospol~zuemsØ metodom D~¸ka–Ivanca [36]. Rassmotrim summu vida

D_0(X) = ∑ n (n,P0)=1 a_n b_n η^2 ( n X ) , gde η – l¸baØ gladkaØ funkciØ s nositelem [^1_2 , 1]. Budet pokazano, qto D_0(X) ≪ X^{12 +ε}, (19)

otkuda (qerez preobrazovanie Mellina) sleduet spravedlivost~ lemmy.

Imeem

D_0(X) = ∑ m ∑ n (mn,P0)=1 a_m b_n η ( m X ) η ( n X ) δ_{mn},

gde δ_{mn} – simvol Kronekera. Kak i v [36], ispol~zuetsØ formula Y δ_{mn} = ∑ q|(m−n) ( ω(q) − ω ( |m − n| q )) ,

KO�FFICIENTY FUR^E PARABOLIQESKIH FORM 215 gde ω(z) = η (z/ √ X), Y = Σ ω(q) ≍ √ X; imeem

Y D_0(X) = ∑ q ∑ ∑ m≡n (mod q) (P0,mn)=1 a_m b_n f ( m X , n X , q √ X ) , gde f(x, y, z) = η(x) η(y) ( η(z) − η ( |x − y| z )) . Zametim, qto f(x, y, z) – gladkaØ funkciØ s nositelem – Øwikom [1/2, 1]×[1/2, 1]×[0, 1].

Posredstvom mul~tiplikativnyh harakterov zapixem:

Y D_0(X) = ∑ qrt φ(qt)^{−1} ∑ χ (mod q) � ∑ ∑ (mn,P0t)=1 χ(m)χ(n)·

·a_{rm} b_{rn}f ( rm X , rn X , qrt X ) , gde ∗ oznaqaet, qto summirovanie idet po primitivnym harakteram. Dalee trebuetsØ faktorizovat~ a_{rm}, b_{rn} i oslabit~ uslovie (mn, P_0t) = 1. DlØ fftogo ispol~zuem ffælerovskie proizvedeniØ dlØ L^{[1,1]}_2 (s), L^{[2]}_1 (s). Suwestvu¸t qisla a_r(a) ≪ r^ε dlØ a|r^2 takie, qto dlØ vseh m a_{rm} = ∑ am0=m a_r (a) a_m0 ;

analogiqno suwestvu¸t qisla b_r(b) ≪ r^ε dlØ b|r takie, qto dlØ vseh n b_{rn} = ∑ bn0=n b_r(b) b_n0 .

UkazannaØ faktorizaciØ pozvolØet zapisat~

Y D_0(X) = ∑ qrt (P0,r)=1 φ(qt)^{−1} ∑ (ab,qt)=1 a_r(a) b_r(b) ∑ χ (mod q) � ·

· ∑ ∑ (mn,P0t)=1 χ(am)χ(bn)a_m b_nf ( arm X , brn X , qrt √ X ) . Qtoby oslabit~ uslovie vzaimnoæ prostoty, snova ispol~zuem ffælerovskie proizvedeniØ. Opredelim qisla c_t(c) ≪ t^ε dlØ c | |P^3_0 t^3 takie, qto

a_m = ∑ cm0=m c_t(c) a_m0 ,

216 O. M. FOMENKO esli (m, P_0t) = 1; v protivnom sluqae summa ravna nul¸.

Opredelim qisla d_t(d) ≪ t^ε dlØ d | |P 2_0 t2 takie, qto

b_n = ∑ dn0=n d_t(d) b_n0 ,

esli (n, P_0t) = 1; v protivnom sluqae summa ravna nul¸.

Ukazannye sootnoxeniØ pozvolØ¸t napisat~

Y D_0(X) = ∑ qrt (P0,r)=1 φ(qt)^{−1} ∑ (ab,qt)=1 a_r (a) b_r(b) ∑ (cd,q)=1 c_t(c) d_t(d)·

· ∑ χ (mod q) � ∑ m ∑ n χ(acm) χ(bdn)a_m b_n f ( acrm X , bdrn X , qrt √ X ) . Dal~neæxie preobrazovaniØ, analogiqnye soderßawimsØ v rabote [36], da¸t:

2Y D_0(X) = X^2 ∑ rt< √ X, (P0,r)=1 ∑ a|r2 ∑ b|r (ab,t)=1 ·

· ∑ s|(P0t)3, d|(P0t)2 a_r (a) b_r(b) c_t(c) d_t(d) (abcd)^{−1}E, (20)

gde E – summa dovol~no sloßnogo vida; toqnoe vyraßenie dlØ nee soderßitsØ v rabote ([36], s. 152). D~¸k i Ivanec dokazali, qto E ≪ abcdrt^{−1}X^{ε−1}. (21) (20) i (21) da¸t ocenku (19). Lemma dokazana.

Lemma 6. FunkciØ L^{[2]}_1 (s) · L^{[1,1,2]}_3 (s) golomorfna pri Re s >^1_2 .

DlØ dokazatel~stva zametim, qto (Re s > 1)

G(s) = L^{[2]}_1 (s) · L^{[1,1,2]}_3 (s) · B(s), (22) gde B(s) = ∏ p ( 1 + A_2 p^{2s} + A_3 p^{3s} + . . . ) .

KO�FFICIENTY FUR^E PARABOLIQESKIH FORM 217 Esli v (22) v kaßdom ffælerovskom proizvedenii ograniqit~sØ p-mnoßitelØmi s usloviem (p, P_0) = 1, to poluqim analog (22):

G_0(s) = L^{[2]}_{1,0}(s) · L^{[1,1,2]}_{3,0} (s) · B_0(s).

Legko pokazat~, qto dlØ l¸bogo ε > 0 moßno naæti p_0 = p_0(ε) takoe, qto pri Re s ¿^1_2 + ε B_0(s) > 0. �to dokazyvaetsØ na osnovanii neravenstva |A_n| 6 2^n · p(n) · e^{10n}, gde p(n) – qislo razbieniæ n. Po klassiqeskoæ teoreme Hardi– Ramanudßana p(n) ∼ 1 4 √ 3n e^π √_{23 n} . Spravedlivost~ lemmy sleduet teper~ iz lemmy 5.

Lemma 6 v soqetanii s funkcional~nymi uravneniØmi (17) i (18) pozvolØet dokazat~ sledu¸wu¸ teoremu.

Teorema 9. FunkciØ L1,1,2(s) vs¸du golomorfna, krome toqki s = 1 2 , gde, vozmoßno, imeetsØ pol¸s porØdka 1.

§5. Teorema ZigelØ dlØ Lf (s)

V rabote [37] byl dokazan uslovnyæ variant teoremy ZigelØ dlØ L-funkciæ paraboliqeskih form. “Uslovnost~” dokazatel~stva v [37] sostoØla v postulirovanii nekotoryh svoæstv funkcii L_{1,1,2}(s), v qastnosti, golomorfnosti fftoæ funkcii v okrestnosti toqki s = 1.

V nastoØwem paragrafe my, ispol~zuØ teoremu 9, fftu “uslovnost~” snimaem i predstavlØem variant dokazatel~stva iz [37], svobodnyæ ot kakih-libo nedokazannyh predpoloßeniæ.

Teorema 10. Pust~, kak i vyxe, f(z) – normalizovannaØ sob-

stvennaØ forma Gekke iz prostranstva S_{2k}(Γ). Togda dlØ l¸bogo ε > 0 suwestvuet C(ε) takoe, qto

L_f (1) > C(ε) k^ε . (23)

PostoØnnaØ C(ε) (kak i v sluqae klassiqeskoæ teoremy ZigelØ) ØvlØetsØ neffffektivnoæ.

Zameqanie 7. Kak dokazano v [37], sredi vseh ν2k ≍ k sobstven-

nyh form Gekke f(z) prostranstva S_{2k}(Γ) moßet suwestvovat~

218 O. M. FOMENKO samoe bol~xee odna takaØ, qto L_f (s) imeet “zigelevskiæ nul~,” t.e. prostoæ vewestvennyæ nul~ β v oblasti

σ ¿ 1 −^c_{log k(|t| + 2)}

(c > 0 – nekotoraØ ffffektivnaØ postoØnnaØ), v kotoroæ L_f (s) ≠ 0, iskl¸qaØ s = β. Esli L_f (s) ne imeet zigelevskogo nulØ, to moßno pokazat~, qto

L_f (1) > C log k , gde C > 0 – nekotoraØ ffffektivnaØ postoØnnaØ. Esli L_f (s) imeet zigelevskiæ nul~, to, kak dokazano v teoreme, spravedlivo neravenstvo (23).

DlØ dokazatel~stva teoremy nam neobhodima sledu¸waØ lem- ma. Lemma 7. Pust~ f(z), φ(z) – normalizovannye sobstvennye for-

my Gekke iz prostranstv S_{2k}(Γ), S_{2l}(Γ) sootvetstvenno; predpolagaem, qto f(z) ≠ φ(z).

1. V kruge

|1 − s| 6 δ (24)

pri nekotorom δ > 0

L_1(s) = O (k^γ ) ;

L_{1,2}(s) = O ((kl)^γ ) ;

L_{1,1}(s) = O (k^γ ) ,

esli s otdeleno ot 1; γ > 0 – nekotoraØ postoØnnaØ.

2. Ime¸t mesto ocenki proizvodnyh porØdka r (r = 0, 1, 2, 3):

L^{(r)}_1 (1) = O ((log k)^γ ) ;

L^{(r)}_{1,2}(1) = O ((log kl)^γ ) ;

(L_{1,1}(s)(s − 1))^{(r)} | | s=1 = O ((log k)^γ ) ;

γ > 0 – nekotoraØ postoØnnaØ.

3. V kruge (24) pri nekotorom δ > 0 funkciØ L_{1,1,2}(s) golomorfna i L_{1,1,2}(s) = O ((kl)^γ ) ;

KO�FFICIENTY FUR^E PARABOLIQESKIH FORM 219 γ > 0 – nekotoraØ postoØnnaØ.

4. Ime¸t mesto ocenki proizvodnyh porØdka r (r = 0, 1, 2, 3):

L^{(r)}_{1,1,2}(1) = O ((log kl)^γ ) ;

γ > 0 – nekotoraØ postoØnnaØ.

Dadim dokazatel~stvo punktov 3, 4 lemmy, punkty 1, 2 dokazyva¸tsØ analogiqno. Snaqala dokaßem punkt 3. Zapixem funkcional~noe uravnenie (17) v vide (s = σ + it) ( 1 − s − 1 2 ) G(1 − s) L_{1,1,2}(1 − s) = ( s − 1 2 ) G(s) L_{1,1,2}(s). Na prØmoæ Re s = 2 celaØ funkciØ (s −^1_2 ) L_{1,1,2}(s) imeet ocenku (s −^1_2 ) L_{1,1,2}(s) ≪ |t| + 1, ≪-konstanta absol¸tnaØ. Na prØmoæ Re s = −1 imeet mesto ocenka ( 1 − s − 1 2 ) G(1 − s) G(s) L_{1,1,2}(1 − s) ≪ (kl)^A(|t| + 1)^B ,

gde A > 0, B ¿ 1.

Po teoreme Fragmena–Lindelefa na vseæ polose −1 6 Re s 6 2 verna ocenka ( s − 1 2 ) L_{1,1,2}(s) ≪ (kl)^A (|t| + 1)^B .

Pofftomu v kruge |s−1| < Δ, gde Δ – postoØnnaØ, 0 < Δ <^1_2 , imeem L_{1,1,2}(s) ≪ (kl)^A. Dokaßem teper~ punkt 4. Shodnye rassußdeniØ uße ispol~zovalis~ pri dokazatel~stve lemmy 3. Pust~ (Re s > 1)

L_{1,1,2}(s) = ∞∑ n=1 c_n n^s . Poloßim I = 1 2πi 2+i∞∫

2−i∞ L_{1,1,2}(s + 1)x^s ds s(s + 1) . . . (s + r)

. (25)

Po vzvexennoæ formule summirovaniØ Perrona I = 1 r! ∑ n6x c_n n ( 1 − n x )_r .

220 O. M. FOMENKO Legko videt~, qto

I ≪ (log x)^{C0} , C_0 > 0.

Pust~ Δ >^1_2 – blizkoe k^1_2 qislo. Kak tol~ko qto bylo dokazano,

L_{1,1,2}(σ + it) ≪ (kl)^C (|t| + 1)^C , Δ 6 σ 6 3.

Moßno sqitat~, qto C_0 6 C, C – celoe poloßitel~noe. Dvigaem prØmu¸ integrirovaniØ v (25) do Re s = −^1_{10} . Polagaem r = C +1. Imeem I = 1 r! L_{1,1,2}(1) + O ( (kl)^C x^{−1/10} ) . Polagaem x = (kl)^{10C+1}. Teper~ legko videt~, qto

L_{1,1,2}(1) ≪ (log kl)^C .

Vpolne analogiqno (r = 1, 2, 3) imeem

L^{(r)}_{1,1,2}(1) ≪ (log kl)^C .

Lemma dokazana.

Perehodim k dokazatel~stvu teoremy. My ispol~zuem metod �stermana [38] dokazatel~stva teoremy ZigelØ dlØ L-rØdov Dirihle. Poloßim

F (s) = ζ(s)^2 · L^{[1]}_1 (s)^4 · L^{[2]}_1 (s) · L_{1,1}(s)^2 · L_{1,2}(s)^2 · L_{1,1,2}(s),

gde 2l < 2k i obe funkcii L^{[1]}_1 (s) i L^{[2]}_1 (s) ime¸t zigelevskie nuli

β_1 i β_2 sootvetstvenno. Pri σ > 1

F (s) = ∞∑ n=1 c_n n^{−s}, (26)

gde c_1 = 1 i c_n ¿ 0 pri vseh n, poskol~ku

log F (s) = ∑ p,m¿1 p prostoe 1 p^{ms} · m ( 1 + β^m_p ) ( 1 + β^m_p ) ( 1 + α^m_p + α^m_p

)_2 .

FunkciØ F (s) golomorfna v kruge (24) pri nekotorom δ > 0 vs¸- du, krome toqki s = 1, gde ona imeet pol¸s porØdka 6 4 (sluqaæ golomorfnosti F (s) v toqke s = 1 moßno otbrosit~, poskol~ku

KO�FFICIENTY FUR^E PARABOLIQESKIH FORM 221 togda F (s) ne imeet nuleæ v intervale^1_2 < s 6 1). GlavnaØ qast~

F (s) v okrestnosti toqki s = 1 imeet vid

F_1(s) = λ_1 (s − 1)^4 + λ_2 (s − 1)^3 + λ_3 (s − 1)^2 + λ_4 s − 1 , gde λ_i =

(F (s)(s − 1)^4)^{(i−1)}

(i − 1)! | | | s=1 (1 6 i 6 4).

Raznost~ F (s) − F_1(s) golomorfna v kruge (24) i pofftomu pri

|s − 2| 6 1 + δ_1

dlØ nekotorogo δ_1, zavisØwego ot δ,

F (s) − F_1(s) = ∞∑ m=0 (b_m − Λ_m) (2 − s)^m, (27)

gde b_m i Λ_m – kofffficienty razloßeniØ F (s) i F_1(s) sootvetstvenno v okrestnosti toqki s = 2. V silu (26), b_0 = 1, b_m ¿ 0; krome togo, |Λ_m| 6 m^3 (|λ_1| + |λ_2| + |λ_3| + |λ_4|). Po lemme 7 na okrußnosti |s − 2| = 1 + δ_1

F (s) = O ((kl)^γ ) ,

F_1(s) = O ((kl)^γ )

pri nekotorom γ > 0. PrimenØØ k F (s) − F_1(s) neravenstvo Koxi dlØ kofffficientov stepennyh rØdov, poluqim

|b_m − Λ_m| = O ((kl)^γ r^m) ,

gde r = r(δ) < 1. Sledovatel~no, ostatok rØda (27) ocenivaetsØ kak_∞ ∑ m=M |b_m − Λ_m|(2 − s)^m = O ( (kl)^γ r^M_1 ) pri 1 − δ_2 < s < 1, gde δ_2 – dostatoqno malaØ postoØnnaØ, zavisØwaØ ot δ, i r_1 = r_1(δ_2) < 1. Sledovatel~no, v fftom intervale

F (s) ¿ 1 − 4∑ i=1 |λ_i|(2 − s)^M (s − 1)^4

− c_1(kl)^γ r^M_1 ,

222 O. M. FOMENKO gde c_1 > 0 – absol¸tnaØ postoØnnaØ. Vyberem M tak, qto 1 2 r_1 6 c_1(kl)^γ r^M_1 < 1 2 , togda F (s) > 1 2 − (2 − s)^M (1 − s)^4 4∑ i=1 |λ_i|. Poskol~ku M = O(log kl), to F (s) > 1 2 − c_2 4∑ i=1 |λ_i|(kl)^{ξ(1−s)} (s − 1)^4

(1 − δ_2 < s < 1),

c_2 > 0, ξ > 0 – absol¸tnye postoØnnye (ffto analog neravenstva

�stermana ([38], §21)).

Poloßim teper~ s = β_2, gde β_2 – zigelevskiæ nul~ L^{[2]}_1 (s); moßno sqitat~, qto on udovletvorØet neravenstvam 1 − ε < β_2 < 1, gde ε > 0 proizvol~no malo, i 1 − δ_2 < β_2 < 1; togda 0 > 1 2 − c_3 4∑ i=1 |λ_i| k^{ηε}, gde η > 0 – nekotoraØ postoØnnaØ, c_3 > 0. Iz poslednego neravenstva sleduet, qto |λ_i| > c_4 k^{ηε} hotØ by dlØ odnogo i.

Poskol~ku L^{[1]}_1 (s) vhodit v F (s) v qetvertoæ stepeni, v silu ocenok lemmy 7 imeem utverßdenie teoremy.

Zameqanie 8. Pust~ S0(Γ) – prostranstvo paraboliqeskih form

vesa 0 otnositel~no Γ = SL(2, Z). Pust~ f(z) – sobstvennaØ forma Gekke iz fftogo prostranstva, ØvlØ¸waØsØ sobstvennoæ funkcieæ operatora Laplasa Δ = −y^2(^{∂2}_{∂x2} +^{∂2}_{∂y2} ) s sobstvennym znaqeniem λ. Pust~ L_f (s) – L-funkciØ paraboliqeskoæ formy f(z). Ukazannym vyxe metodom moßno dokazat~ analog teoremy 10, t.e. neravenstvo

L_f (1) > C(ε) λ^ε . (28) DlØ form vesa 0 poka ne dokazana gipoteza Ramanudßana– Petersona, odnako pri poluqenii (28) ee moßno oboæti; v fftom sluqae polezny priemy rabot [39, 40, 23].

KO�FFICIENTY FUR^E PARABOLIQESKIH FORM 223

§6. Ravnomernyæ analog zadaqi Hardi Sohranim oboznaqeniØ §1. Pust~ f(z) = ∞∑ n=1 a(n) e^{2πinz} ∈ S_{2k}(Γ) – normalizovannaØ sobstvennaØ forma Gekke, a_0(n) = a(n)/n^{k−1/2}. Hardi v Prinstonskoæ versii svoih lekciæ o Ramanudßane [41] pervym svØzal ocenku ∑ p6x^{τ0(p) log p ≪ x} s otsutstviem nuleæ L_Δ(s) na prØmoæ Re s = 1. Iz rezul~tatov Rankina [4] sleduet ocenka (ves 2k postoØnnyæ) ∑ p6x^{a0(p) log p = o(x).} Utoqnenie bylo dano Moreno [42], kotoryæ dokazal, qto pri postoØnnom vese 2k ∑ p6x^{a0(p) log p ≪ x exp} { −γ(log x)^{1/2} } , gde γ > 0. Nakonec, Moreno [43] issledoval ravnomernyæ analog zadaqi Hardi i poluqil sootvetstvu¸wu¸ asimptotiqesku¸ formulu, no ne prosledil zavisimosti v Øvnom vide ee qlenov ot parametrov formy.

Zdes~ my prodolßim issledovanie Moreno i dadim rexenie zadaqi, v kotorom poluqena takaØ ØvnaØ zavisimost~ ot vesa 2k.

Teorema 11. Pri x → ∞ spravedlivo sootnoxenie, ravnomernoe

po vesu 2k, ∑ p6x^{a0(p) log p = −E} x^β β + O ( (log k)^3xe^{−c(log x)1/2/(log k)3/2} ) , (29)

gde E = 1, esli L-funkciØ L_f (s) imeet zigelevskiæ nul~ β, E = 0 v protivnom sluqae; c > 0. Pri fftom 1 − c log k < β < 1 − C(ε) k^ε , (30)

224 O. M. FOMENKO gde C > 0, C(ε) > 0.

Dokazatel~stvo (29), kotoroe my ne privodim, sleduet klassiqeskoæ sheme v teorii L-rØdov Dirihle (sr. [38, 43]) s ispol~zovaniem sledu¸weæ lemmy.

Lemma 8. Imeet mesto ocenka, ravnomernaØ po vesu 2k, ∑ n6x^a 2 0(n) ≪ (log k)^3 x.

Zametim, qto pravoe neravenstvo v (30) sleduet iz teoremy 10.

Iz teoremy 11 poluqaem

Sledstvie 2. DlØ l¸bogo fiksirovannogo A > 1 i k 6 (log x)^A

spravedliva ocenka ∑ p6x^{a0(p) log p ≪ (log k)}

3 xe^{−c(log x)1/2/(log k)3/2} .

Literatura

1. E. Hecke, Über Modulfunktionen und Dirichletschen Reihen mit Eulerscher Produktentwicklung, I, II, Math. Ann. 114 (1937), 1–28; 316–351. E. Hecke, Mathematische Werke, Göttingen, 1983, 644–671; 672–707.

2. A. Walficz, Über die Koeffizientensummen einiger Modulformen, Math. Ann. 108 (1933), 75–90.

3. P. Deligne, La conjecture de Weil, I, Publs. Math. Inst. Hautes Études Sci.

43 (1974), 273–307; russkiæ perevod: Uspehi mat. nauk 30, No. 5 (1975),

159–190.

4. R. A. Rankin, Contributions to the theory of Ramanujan’s function τ (n) and similar arithmetical functions, I, II, Proc. Cambridge Phil. Soc. 35, No. 3 (1939), 351–356; 357–372.

5. A. Selberg, Bemerkungen über eine Dirichletsche Reihe, die mit der Theorie der Modulformen nahe verbunden ist, Arch. Math. Naturvid. 43, No. 4 (1940), 47–50. A. Selberg, Collected papers, Vol. I. Berlin etc., 1989, 38–41.

6. A. P. Ogg, On a convolution of L-series, Invent. Math. 7, No. 4 (1969), 297–312. 7. R. A. Rankin, Sums of powers of cusp form coefficients, II, Math. Ann 272, No. 4 (1985), 593–600.

8. R. P. Langlands, Euler products (preprint); russkiæ perevod: Matematika.

Period. sb. perev. in. stateæ 15, No. 1 (1971), 14–43.

9. G. Shimura, On the holomorphy of certain Dirichlet series, Proc. London Math.

Soc. 31, No. 1 (1975), 79–98.

10. S. Gelbart, Automorphic forms and Artin’s conjecture, Lect. Notes Math. 627 (1977), 241–276.

KO�FFICIENTY FUR^E PARABOLIQESKIH FORM 225

11. S. Gelbart and H. Jacquet, A relation between automorphic representations of GL(2) and GL(3), Ann. Sci. École Normale Sup. 4^e série 11, No. 4 (1978), 471–552.

12. F. Shahidi, Functional equation satisied by certain L-functions, Compos. Math.

37, No. 2 (1978), 171–207.

13. F. Shahidi, On certain L-functions, Amer. J. Math. 103, No. 2 (1981), 297–355. 14. C. J. Moreno and F. Shahidi, The fourth moment of Ramanujan τ -function, Math. Ann 266, No. 2 (1983), 233–239.

15. M. R. Murty, Oscillations of Fourier coefficients of modular forms, Math. Ann.

262, No. 4 (1983), 431–446.

16. P. B. Garrett, Decomposition of Eisenstein series: Rankin triple product, Ann.

Math. 125, No. 2 (1987), 209–235.

17. W. C. W. Li, Newforms and functional equations, Math. Ann. 212, No. 4 (1975), 285–315.

18. T. Orloff, Special values and mixed weight triple products (With an Appendix by Don Blasius), Invent. Math. 90, No. 1 (1987), 169–180.

19. T. Satoh, Some remarks on triple L-functions, Math. Ann. 276, No. 4 (1987), 687–698.

20. I. Piatetski-Shapiro and S. Rallis, Rankin triple L-functions, Compos. Math. 64, No. 1 (1987), 31–115.

21. G. Shimura, The special values of the zeta functions associated with cusp forms, Commun. Pure and Appl. Math. 29, No. 6 (1976), 783–804.

22. F. Shahidi, Third symmetric power L-functions for GL(2), Compos. Math. 70, No. 3 (1989), 245–273.

23. J. Hoffstein and P. Lockhart, Coefficients of Maass forms and the Siegel zero, Ann. Math. 140, No. 1 (1994), 161–181.

24. H. Jacquet, I. Piatetski-Shapiro, and J. Shalika, Rankin–Selberg convolutions, Amer. J. Math. 105 (1983), 367–464.

25. H. Jacquet and J. Shalika, Rankin–Selberg convolutions: archimedean theory, in the Festschrift in honor of I. Piatetski-Shapiro, Weizmann Inst. of Sci. 1 (1990), 125–208.

26. C. Moeglin and J. L. Waldspurger, Le spectre résiduel de GL(n), Ann. Sci. École Normale Sup. 4^e série 22, No. 4 (1989), 605–674.

27. D. Bump and D. Ginzburg, Symmetric square L-functions on GL(r), Ann. Math.

136, No. 1 (1992), 137–205.

28. N. Kurokawa, On the meromorphy of Euler products, I, II, Proc. London Math.

Soc. 53, No. 1–2 (1986), 1–47; 209–236.

29. Yu. V. Linnik, Additive problems and eigenvalues of the modular operators, Proc.

Internat. Congr. Math. Aug. 1962, Djursholm, Uppsala, 1963, 270–284.

30. A. N. Andrianov, O. M. Fomenko, O srednih kvadratiqnyh po progressi- Øm kofffficientov Fur~e paraboliqeskih form, Tr. Mat. in-ta AN SSSR 80 (1965), 5–15.

31. M. B. Barban, Metod “bol~xogo rexeta” i ego primeneniØ v teorii qisel, Uspehi mat. nauk 21, No. 2 (1966), 51–102.

32. M. B. Barban, P. P. Vehov, Summirovanie mul~tiplikativnyh funkciæ ot polinomov, Mat. zametki 5, No. 6 (1969), 669–680.

226 O. M. FOMENKO

33. P. Erdös, On the sum^xP k=1 d(f (k)), J. London Math. Soc. 27, No. 1 (1952), 7–15.

34. M. Koike, Higher reciprocity law, modular forms of weight 1 and elliptic curves, Nagoya Math. J. 98 (1985), 109–115.

35. N. Ishii, Cusp forms of weight one, quadratic reciprocity and elliptic curves, Nagoya Math. J. 98 (1985), 117–137.

36. W. Duke and H. Iwaniec, Convolution L-series, Compos. Math. 91, No. 2 (1994), 145–158.

37. E. P. Golubeva, O. M. Fomenko, Povedenie L-funkciæ paraboliqeskih form v toqke s = 1, Zap. nauqn. semin. POMI, 204 (1993), 37–54.

38. G. Dffvenport, Mul~tiplikativnaØ teoriØ qisel, M., 1971, 200 s.

39. H. Iwaniec, Small eigenvalues of Laplacian for Γ0(N ), Acta Arithm. 56, No. 1 (1990), 65–82.

40. H. Iwaniec, The spectral growth of authomorphic L-functions, J. Reine und Angew. Math 428 (1992), 139–159.

41. G. H. Hardy, Ramanujan, Cambridge, 1940, 236 p.

42. C. J. Moreno, Prime number theorems for the coefficients of modular forms, Bull.

Amer. Math. Soc. 78, No. 5 (1972), 796–798.

43. C. J. Moreno, Explicit formulas in the theory of authomorphic forms, Lect. Notes Math. 636 (1977), 73–216.

Postupilo 16 dekabrØ 1996 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail:fomenko@ pdmi.ras.ru