A. ı. Solynin UPOR˚DOQIVANIE MNOȷESTV, GIPERBOLIQESKA˚ METRIKA I GARMONIQESKA˚ MERA

PosvØwaetsØ 90-leti¸ so dnØ roßdeniØ G. M. Goluzina

1. Vvedenie

V nastoØwee vremØ izvestno dostatoqno bol~xoe qislo preobrazovaniæ, kotorye dannym sistemam mnoßestv, kondensatorov ili funkciæ sopostavlØ¸t novye analogiqnye ob¨ekty. Cennost~ takih preobrazovaniæ opredelØetsØ tem, naskol~ko bolee prostymi (s toqki zreniØ rassmatrivaemyh zadaq) ØvlØ¸tsØ vnov~ postroennye konfiguracii, a takße tem, udaetsØ ili net ustanovit~ sootnoxeniØ meßdu harakteristikami ishodnyh i preobrazovannyh ob¨ektov. PreobrazovaniØ rassmatrivaemogo v rabote tipa neodnokratno ispol~zovalis~ v issledovaniØh po teorii potenciala i teorii funkciæ. V ideænom plane oni voshodØt k stat~Øm G. Xoke [1] i H. Rengli [2], dal~neæxie rezul~taty poluqeny M. Kleænom [3] i I. P. Mit¸kom [4, 5].

V teoreme 1 dannoæ zametki ustanavliva¸tsØ neravenstva, svØzyva¸wie rexeniØ differencial~nyh uravneniæ v qastnyh proizvodnyh v ishodnoæ sisteme oblasteæ s analogiqnymi rexeniØmi v “uporØdoqennoæ” sisteme oblasteæ. Termin “uporØdoqivanie” budet ponimat~sØ v smysle raboty [6], toqnoe opredelenie privoditsØ niße. Zatem, v teoreme 2, poluqennye rezul~taty primenØ¸tsØ pri izuqenii giperboliqeskoæ metriki oblasteæ kompleksnoæ sfery. �ta teorema moßet byt~ polezna pri issledovanii ffkstremal~nyh zadaq v nekotoryh klassah regulØrnyh funkciæ. Otmetim, qto mnogie klassiqeskie zadaqi

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (grant No. 94-01-00911 i 97-01-00259) i ministerstva obrazovaniØ FinlØndii (CIMO program). 129

130 A. ı. SOLYNIN

teorii takih funkciæ, izloßennye v monografii G. M. Goluzina [7], rexa¸tsØ na osnove principa giperboliqeskoæ metriki. V teoreme 3 my dokazyvaem toqnoe neravenstvo, svØzyva¸wee giperboliqesku¸ metriku s metrikoæ ȷ. Ferran [8], qto daet otvet na odin iz voprosov, sformulirovannyh v [9].

V zakl¸qitel~nom razdele raboty privoditsØ teorema sravneniØ (teorema 4) dlØ garmoniqeskih mer, sootvetstvu¸wih zadannoæ sisteme kompaktov, leßawih v zamykanii fiksirovannoæ oblasti, i garmoniqeskih mer, sootvetstvu¸wih kompaktam uporØdoqennoæ sistemy. Ispol~zovanie teoremy 4 pozvolØet dat~ rexenie zadaqi S. Segavy [10] o garmoniqeskoæ mere kompaktnyh podmnoßestv, leßawih na diametre ediniqnogo kruga (teorema 5).

Predvaritel~noe izloßenie nekotoryh rezul~tatov dannoæ raboty bylo opublikovano v [10].

NastoØwaØ stat~Ø zaverxena vo vremØ moego prebyvaniØ v universitete g. Hel~sinki po programme CIMO. Avtor blagodaren sotrudnikam matematiqeskogo departamenta fftogo universiteta za ideal~nye usloviØ dlØ raboty i Matti Vuorinena za mnogie poleznye obsußdeniØ.

2. UporØdoqivanie mnoßestv i funkciæ

Pust~ D_1, . . . , D_m – mnoßestva v R^n, ime¸wie nepustoe pereseqenie:_m ⋂ i=1 D_i ≠ ∅. Oboznaqim qerez Ω_i, i = 1, . . . , m, pereseqenie vsevozmoßnyh ob¨edineniæ po i mnoßestv iz sistemy {D_i}^m_{i=1}. Oqevidno, qto

{Ω_i}^m_{i=1} – uporØdoqennaØ sistema mnoßestv:

∅ ≠ Ω_1 ⊂ Ω_2 ⊂ . . . ⊂ Ω_m.

Sistemu mnoßestv {Ω_i}^m_{i=1} budem nazyvat~ uporØdoqivaniem sistemy mnoßestv {D_i}^m_{i=1}.

Moßno dat~ ffkvivalentnoe opredelenie mnoßestv Ω_i:

Ω_i sostoit iz toqek x ∈ R^n, dlØ kotoryh naædutsØ nomera s_1, . . . , s_{m+1−i}, 1 6 s_k 6 m, takie, qto x ∈ D_{sk} pri k = 1, . . . , m + 1 − i. Takim obrazom, esli toqka x ∈ R^n prinadleßit rovno s

mnoßestvam iz sistemy {D_i}^m_{i=1}, to ona prinadleßit takße rovno s mnoßestvam iz sistemy {Ω_i}^m_{i=1}.

UPOR˚DOQIVANIE MNOȷESTV 131

Pust~ na kaßdom iz mnoßestv D_i zadana funkciØ f_i : D_i → R, i = 1, . . . , m. Opredelim funkci¸ g_i : Ω_i → R po sledu¸wemu pravilu.

Pust~ x ∈ Ω_i. Oboznaqim qerez D_{s1} , . . . , D_{sl} vse te mnoßestva sistemy {D_i}^m_{i=1}, kotorye soderßat toqku x. Togda opredeleny znaqeniØ f_{s1} (x), . . . , f_{sl} (x). Oqevidno, l > m + 1 − i. Pust~ pri dannom x indeksy nomerov s_1, . . . , s_l vybrany takim obrazom, qto

f_{s1} (x) 6 f_{s2} (x) 6 · · · 6 f_{sl} (x).

Togda polagaem

g_i(x) = f_{sl}�_{m+i} (x).

SleduØ [6], sistemu funkciæ {g_i(x)}^m_{i=1} budem nazyvat~ uporØdoqivaniem sistemy funkciæ {f_i(x)}^m_{i=1}.

Iz opredeleniØ vytekaet, qto funkcii g_i(x), . . . , g_m(x) opredeleny pri vseh x ∈ Ω_i i pri fftom

g_i(x) 6 g_{i+1}(x) 6 . . . 6 g_m(x). (1)

Neravenstva (1) oznaqa¸t, qto sistema funkciæ {g_i}^m_{i=1} maßoriziruet sistemu {f_i}^m_{i=1}, v fftom smysle naxi issledovaniØ primyka¸t k horoxo izvestnoæ teorii maßorizacii, sm., naprimer, [11].

V sluqae m = 2 uporØdoqivaniØ mnoßestv D_1, D_2 i funkciæ

f_1, f_2 opredelØ¸tsØ fflementarno:

Ω_1 = D_1 ∩ D_2, Ω_2 = D_1 ∪ D_2; (2)

g_1(x) = min{f_1(x), f_2(x)} pri x ∈ Ω_1,

g_2(x) = max{f_1(x), f_2(x)} pri x ∈ Ω_2. (3) Rezul~tat uporØdoqivaniØ podsistemy D_1, . . . , D_j, 1 6 j 6 m, ishodnoæ sistemy mnoßestv {D_i}^m_{i=1} budem oboznaqat~ qerez

Ω_{j,1}, . . . , Ω_{j,j}. Pust~ takße Ω^p_{j,k} = Ω_{j,k} ∩ D_p. Analogiqnye obo-

znaqeniØ ispol~zuem i dlØ uporØdoqivaniØ podsistem funkciæ:

{g_{j,1}, . . . , g_{j,j}} – uporØdoqivanie podsistemy {f_1, . . . , f_j }; g^p_{j,k}(x) = min{g_{j,k}(x), f_p(x)}. Osnovnye dokazatel~stva raboty provodØtsØ metodom indukcii. Pri fftom ispol~zuetsØ sledu¸wee prostoe nabl¸denie, voshodØwee k rabotam Xoke [1] i Kleæna [3].

132 A. ı. SOLYNIN

Lemma 1. Rezul~tatom uporØdoqivaniØ sistemy dvuh oblasteæ

{Ω_{j,k−1}, Ω^{j+1}_{j,k} } ØvlØetsØ para {Ω^{j+1}_{j,k−1}, Ω_{j+1,k}}.

Analogiqnoe nabl¸denie dlØ par funkciæ ispol~zovalos~ v [6].

Lemma 2. Rezul~tatom uporØdoqivaniØ sistemy funkciæ {gj,k−1,

g^{j+1}_{j,k} } ØvlØetsØ para {g^{j+1}_{j,k−1}, g_{j+1,k}}.

Zameqanie. Primenenie sootnoxeniæ (3) i lemmy 2 pozvolØet

dokazyvat~ utverßdeniØ o prinadleßnosti funkciæ g_1, . . . , g_m nekotorym izvestnym klassam funkciæ pri uslovii, qto ishodnye funkcii f_1, . . . , f_m prinadleßali takim klassam (sm., naprimer, [6, lemma 1]). Odnako v dannoæ rabote my ne budem ispol~- zovat~ ffto zameqanie.

3. Princip maksimuma.

Dalee vs¸du R_+ = {x ∈ R : x > 0} i μ : R → R_+ – neubyva¸waØ i vypuklaØ funkciØ. Nas budut interesovat~ rexeniØ differencial~nogo neravenstva

Δ v > μ(v) + f, (4)

gde f : R^n → R, opredelennye na otkrytom mnoßestve D ⊂ R^n i udovletvorØ¸wie pri vseh ζ ∈ ∂D graniqnomu uslovi¸

lim sup D∋x→ζ v(x) 6 C. (5)

Niße vo vseh rassmatrivaemyh sluqaØh predpolagaetsØ, qto zadaqa (4), (5) imeet maksimal~noe rexenie ω, kotoroe, v silu maksimal~nosti, udovletvorØet uravneni¸

Δ v = μ(v) + f. (6)

Maksimal~nost~ rexeniØ oznaqaet, qto dlØ vseh rexeniæ v zadaqi (4), (5) vs¸du v D vypolnØetsØ neravenstvo v 6 ω.

My ne rassmatrivaem vopros o suwestvovanii maksimal~nyh rexeniæ v obwem sluqae; v priloßeniØh my rabotaem s giperboliqeskoæ metrikoæ, kotoraØ, kak izvestno, ØvlØetsØ maksimal~- nym rexeniem sootvetstvu¸wego uravneniØ i suwestvuet dlØ l¸boæ oblasti kompleksnoæ sfery, ime¸weæ ne menee treh graniqnyh toqek.

UPOR˚DOQIVANIE MNOȷESTV 133

DlØ dokazatel~stva teorem sravneniØ rexeniæ neravenstva (4) v ishodnoæ i v uporØdoqennoæ sistemah mnoßestv budut primenØt~sØ izvestnye varianty principa maksimuma dlØ rexeniæ

PDE’s (sm. lemmy 3, 4 niße). Takoæ podhod byl ispol~zovan v

[12, 13] i v [14] dlØ dokazatel~stva neravenstv, svØzannyh s preobrazovaniØmi polØrizacii i simmetrizacii.

Lemma 3 (princip maksimuma, [14]). Pust~ c(x) – ograniqennaØ

funkciØ i pust~ u ∈ C^2(D) – rexenie neravenstva

Δ u + c(x) u > 0

v oblasti D. Esli u 6 0 v D i esli u(x_0) = 0 pri nekotorom x_0 ∈ D, to u ≡ 0 v D.

Lemma 4. Pust~ g > f v oblasti D, i pust~ u, v ∈ C^2(D) udovle-

tvorØ¸t v D usloviØm

Δ u = μ(u) + f, Δ v > μ(v) + g.

Esli

lim inf x→ζ u(x) > lim sup_{x→ζ} v(x) (7)

dlØ vseh ζ ∈ ∂D, to v 6 u v D.

Esli, dopolnitel~no, v(x_0) = u(x_0) pri nekotorom x_0 ∈ D, to f ≡ g i u ≡ v v D. Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto funkciØ ω(x) = v(x) − u(x) imeet poloßitel~nyæ maksimum v D: max x∈D ω(x) = ω(x_0) = a > 0.

Tak kak

Δ ω > [μ(v) − μ(u)] + [g − f], (8)

to Δ ω > 0 v nekotoroæ okrestnosti U toqki x_0. V silu principa maksimuma dlØ subgarmoniqeskih funkciæ ω ≡ a v U. Takim obrazom, mnoßestvo {x ∈ D : ω(x) = a} otkryto v D. Tak kak ffto mnoßestvo i zamknuto, to ω ≡ a v D. Poslednee protivoreqit uslovi¸ (7).

134 A. ı. SOLYNIN

Pust~ teper~ v(x_0) = u(x_0) pri x_0 ∈ D. Togda ω(x_0) = 0. Ispol~zuØ (8) i teoremu o srednem, prihodim k neravenstvu

Δ ω + c(x) ω > 0,

kotoroe vypolnØetsØ v okrestnosti U_1 toqki x_0. Zdes~ c(x) – nekotoraØ funkciØ, opredelennaØ v U_1. PrimenØØ princip maksimuma (lemmu 3) k funkcii ω > 0, poluqaem toßdestvo: ω ≡ 0 v

U_1, iz kotorogo i vytekaet trebuemoe utverßdenie. �

4. OsnovnaØ teorema

Sformuliruem osnovnoæ rezul~tat dannoæ raboty.

Teorema 1. Pust~ mnoßestva Ω1, . . . , Ωm poluqeny v rezul~ta-

te uporØdoqivaniØ sistemy otkrytyh mnoßestv D_1, . . . , D_m, a funkcii g_1, . . . , g_m – v rezul~tate uporØdoqivaniØ sistemy funkciæ f_1, . . . , f_m, f_i : D_i → R_+.

Pust~ B, C – vewestvennye konstanty (B 6 ∞, C < ∞, C 6 B) i pust~ u_i ∈ C^2(D_i) i v_i ∈ C^2(Ω_i) udovletvorØ¸t usloviØm

Δ u_i = μ(u_i) + f_i

lim_{x→ζ} u_i(x) = B, ∀ζ ∈ ∂D_i (9) Δ v_i > μ(v_i) + g_i

lim sup x→ζ v_i(x) 6 C ∀ζ ∈ ∂Ω_i. (10)

Togda pri vseh x ∈ Ω_i, i = 1, . . . , m, m∑ k=i v_k(x) 6 m+1−i ∑ k=1 u_{sk} (x), (11)

gde vo vtorom sluqae summirovanie vedetsØ po proizvol~nomu naboru poparno razliqnyh indeksov s_1, . . . , s_{m+1−i}.

Qerez D_l (x) i Ω_l(x) budem oboznaqat~ te svØznye komponenty sootvetstvu¸wih mnoßestv, kotorye soderßat toqku x. Ravenstvo v (11) imeet mesto tol~ko v tom sluqae, esli dlØ kaßdogo indeksa j, i 6 j 6 m, suwestvuet svoæ, neravnyæ drugim, indeks s_{k(j)} iz qisla indeksov, po kotorym vedetsØ summirovanie vo vtoroæ summe v (11), takoæ, qto Ω_j(x) = D_{sk(j)} (x) i g_j ≡ f_{sk(j)} , v_j ≡ u_{sk(j)} v D_{sk(j)} (x).

UPOR˚DOQIVANIE MNOȷESTV 135

Dokazatel~stvo. Preßde vsego otmetim, qto funkcii ul – sub-

garmoniqeskie v sootvetstvu¸wih oblastØh, pofftomu ravenstvo

u_l(x) = B pri x ∈ D_l dostigaetsØ tol~ko pri usloviØh μ(t) = 0

pri t 6 B i f_l ≡ 0, u_l ≡ B v D_l(x). Analogiqno, ravenstvo

v_m(x) = C pri x ∈ Ω_m dostigaetsØ tol~ko v sluqae μ(t) = 0

pri t 6 C; g_m ≡ 0, v_m ≡ C v Ω_m(x).

Vospol~zuemsØ indukcieæ po qislu oblasteæ.

(1) V sluqae m = i = 2 trebuemoe utverßdenie vytekaet neposredstvenno iz lemmy 4.

(2) Pust~ m = 2, i = 1. Predpoloßim, qto funkciØ

ω = (v_1 + v_2) − (u_1 + u_2)

dostigaet poloßitel~nogo maksimuma v toqke x_0:

max ω(x) = ω(x_0) = a > 0.

Togda iz sdelannogo vyxe zameqaniØ sleduet, qto x_0 ∈ Ω_1, znaqit, ω > 0 v nekotoroæ okrestnosti toqki x_0. Imeem

Δ ω > (μ(v1) + μ(v2)) − (μ(u1) + μ(u2)) + (g1 + g2) − (f1 + f2)

= (μ(v_1) + μ(v_2)) − (μ(u_1) + μ(u_2)). (12)

Ots¸da, ispol~zuØ dokazannye neravenstva v_2 6 u_k, svoæstva funkcii μ i sdelannoe predpoloßenie, nahodim, qto Δ ω > 0 v nekotoroæ okrestnosti U toqki x_0. Teper~ iz principa maksimuma dlØ subgarmoniqeskih funkciæ vytekaet, qto ω ≡ a v

U. Poslednee sootnoxenie, kak i pri dokazatel~stve lemmy 4, privodit k toßdestvu ω ≡ a v Ω_1(x_0), kotoroe protivoreqit predel~nomu sootnoxeni¸ lim x→ζ∈∂D_k(x_0) ω(x) 6 [C − B] + [v_1(ζ) − u_l(ζ)] 6 0, l ≠ k.

Neravenstvo (11) dokazano.

Predpoloßim teper~, qto ω(x_0) = 0 pri x_0 ∈ Ω_1. Esli pri fftom

v_2(x_0) = u_2(x_0), to i v_1(x_0) = u_2(x_0). Poskol~ku pri m = i = 2

utverßdenie teoremy dokazano, to pri uslovii v_2(x_0) = u_2(x_0) imeem Ω_2(x_0) = D_2(x_0) i g_2 ≡ f_2 v D_2(x_0). Pofftomu, takße vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ Ω_1(x_0) = D_1(x_0) i g_1 ≡ f_1 v D_1(x_0). K funkci- Øm u_1 i v_1 v oblasti D_1(x_0) primenima lemma 4. Sledovatel~no,

u_1 ≡ v_1 v D_1(x_0) i utverßdenie teoremy v rassmatrivaemom slu-

qae dokazano.

136 A. ı. SOLYNIN

Pust~ teper~ v_2(x_0) < u_k(x_0), k = 1, 2. Togda v_2 < u_k < v_1,

k = 1, 2, v dostatoqno maloæ okrestnosti U toqki x_0. Esli funk-

ciØ μ(t) ne svoditsØ k lineænoæ na otrezke [v_2(x_0), v_1(x_0)], to iz (12) vytekaet, qto Δ ω > 0 v U. Tak kak ω 6 0, to predyduwee neravenstvo privodit k protivoreqi¸ s principom maksimuma dlØ subgarmoniqeskih funkciæ.

Esli μ(t) = kt + a, k > 0, a ∈ R, pri t ∈ [v_2(x_0), v_1(x_0)], to, ispol~zuØ (12), poluqaem neravenstvo

Δ ω > 2μ(^{v1 + v2}_2 ) − 2μ(^{u1 + u2}_2 ).

Ots¸da, primenØØ teoremu o srednem, nahodim

Δ ω + c_1(x)ω > 0,

gde c_1(x) –nekotoraØ funkciØ, opredelennaØ v okrestnosti U. PrimenØØ princip maksimuma k funkcii ω 6 0, zakl¸qaem, qto

ω ≡ 0 v U.

Poskol~ku predyduwie rassußdeniØ primenimy k l¸boæ toqke x ∈ U, to libo trebuemoe utverßdenie dokazano, libo ω ≡ 0 v

Ω_1(x_0). Rassmotrim posledniæ sluqaæ. Pust~ suwestvuet toqka ζ ∈ (∂Ω_1(x_0)) ∩ Ω_2(x_0). Tak kak pri nekotorom 1 6 k 6 2

lim_{x→ζ} ω(x) 6 v_1(ζ) − u_k(ζ) + C − B 6 0,

to dolßny vypolnØt~sØ ravenstva: B = C i v_1(ζ) = u_k(ζ). Kak bylo pokazano vyxe, ots¸da vytekaet trebuemoe utverßdenie.

Esli ukazannyh toqek ζ net, to Ω_1(x_0) = Ω_2(x_0) = D_1(x_0) =

D_2(x_0). Ots¸da i iz uße dokazannyh neravenstv legko vyteka-

et, qto v_1 ≡ v_2 ≡ u_1 ≡ u_2 v D_1(x_0). Takim obrazom, dlØ m = 2 utverßdenie teoremy polnost~¸ dokazano.

(3) Predpoloßim, qto utverßdenie teoremy vypolnØetsØ dlØ l¸bogo nabora, sostoØwego ne bolee qem iz m mnoßestv, sootvetstvu¸wego nabora rexeniæ, i dlØ l¸bogo indeksa i, 1 6 i 6 m. Teper~ dokaßem, qto utverßdenie vypolnØetsØ i dlØ l¸bogo nabora, sostoØwego iz m + 1 mnoßestva i, sootvetstvenno, dlØ l¸- bogo nabora, sostoØwego iz m + 1 rexeniØ. IzmenØØ, esli neobhodimo, numeraci¸ oblasteæ D_k, moßem sqitat~, qto s_k = k. Pust~ j = m + 1 − i.

Dalee budem ispol~zovat~ vvedennye v p. 2 oboznaqeniØ Ω_{s,k},

Ω^{s+1}_{s,k} , g_{s,k}, g^{s+1}_{s,k} dlØ ob¨ektov, sootvetstvu¸wih uporØdoqivaniØm

UPOR˚DOQIVANIE MNOȷESTV 137

podsistem mnoßestv D_1, . . . , D_s i podsistem funkciæ f_1, . . . , f_s. Qerez v_{s,k} budem oboznaqat~ maksimal~noe na mnoßestve Ω_{s,k} rexenie zadaqi (4), (5) pri f = g_{s,k}, a qerez v^{s+1}_{s,k} – analogiqnoe rexenie, opredelennoe na mnoßestve Ω^{s+1}_{s,k} pri f = g^{s+1}_{s,k} .

Esli j 6 m, to po induktivnomu predpoloßeni¸ j∑ k=1 v_{j,k} 6 j∑ k=1 u_k. (13)

Oqevidno, Ω_{j,k} ⊂ Ω_{m+1+k−j} . Krome togo, g_{j,k}(x) 6 g_{m+1+k−j}(x) dlØ vseh x ∈ Ω_{j,k}. Sledovatel~no, funkciØ v_{m+1+k−j} ØvlØetsØ rexeniem v Ω_{j,k} zadaqi (4), (5) pri f = g_{j,k}. V silu maksimal~nosti rexeniØ v_{j,k}, v_{m+1+K−j} (x) 6 v_{j,k}(x), k = 1, . . . , (14) pri vseh x ∈ Ω_{j,k}. Priqem, esli pri nekotorom x_0 ∈ Ω_{j,k} v (14) imeet mesto znak ravenstva, to v_{m+1+k−j} ≡ v_{j,k} v Ω_{j,k}, k = 1, . . . , j. (15) Iz (13) i (14) vytekaet (11).

Esli pri nekotorom x_0 ∈ Ω_{m+1+k−j} v (11) imeet mesto znak ravenstva, to pri x = x_0 znak ravenstva imeet mesto takße v (13) i (14). Sledovatel~no, spravedlivy toßdestva (15). Ots¸da i iz induktivnogo predpoloßeniØ o sluqaØh dostißeniØ ravenstva v (13) vytekaet utverßdenie teoremy o ravenstve v (11) v rassmatrivaemom sluqae.

Pust~ teper~ j = m + 1. Po induktivnomu predpoloßeni¸, m∑ k=1 v_{m,k} + u_{m+1} 6 m+1∑ k=1 u_k. (16)

Iz lemm 1 i 2 vytekaet, qto pary rexeniæ v_{m,m}, u_{m+1} i v^{m+1}_{m,m} ,

v_{m+1} udovletvorØ¸t usloviØm teoremy na mnoßestvah Ω_{m,m}, D_{m+1} i Ω^{m+1}_{m,m} , Ω_{m+1} , sootvetstvenno. Tak kak pri m = 2 utver-

ßdenie teoremy uße dokazano, to

v_{m+1} 6 min{v_{m,m}, u_{m+1}}, (17)

138 A. ı. SOLYNIN v^{m+1}_{m,m} + v_{m+1,m+1} 6 v_{m,m} + u_{m+1}. (18)

Teper~ my primenim predyduwee rassußdenie k param rexeniæ v_{m,m−1} , v^{m+1}_{m,m} i v^{m+1}_{m,m−1}, v_{m+1,m}, rassmatrivaemyh na mnoßestvah Ω_{m,m−1}, Ω^{m+1}_{m,m} i Ω^{m+1}_{m,m−1}, Ω_{m+1,m}, zatem k param v_{m,m−2} ,

v^{m+1}_{m,m−1} i v^{m+1}_{m,m−2} , v_{m+1,m−1} i tak dalee. Nakonec, primenim ffto

rassußdenie k param rexeniæ v_{m,1}, v^{m+1}_{m,2} i v^{m+1}_{m,1} , v_{m+1,2}, opredelennyh na mnoßestvah Ω_{m,1}, Ω^{m+1}_{m,2} i Ω^{m+1}_{m,1} , Ω_{m+1,2}. V rezul~tate takogo posledovatel~nogo primeneniØ ukazannyh rassußdeniæ my poluqim cepoqki neravenstv v_{m+1,m} 6 min{v_{m,m−1}, v^{m+1}_{m,m} } . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . v_{m+1,2} 6 min{v_{m,1}, v^{m+1}_{m,2} }

(19) i v^{m+1}_{m,m} + v_{m+1,m} 6 v_{m,m−1} + v^{m+1}_{m,m} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . v^{m+1}_{m,1} + v_{m+1,2} 6 v_{m,1} + v^{m+1}_{m,2} .

(20)

Legko videt~, qto

Ω_1 = Ω^{m+1}_{m,1} , Ω_k = Ω_{m+1,k}, k = 2, . . . , m + 1, (21)

g_1 ≡ g_{m+1,1} v Ω_1, g_k ≡ g_{m+1,k} v Ω_k, k = 2, . . . , m + 1. (22)

Iz sootnoxeniæ (21), (22) i togo fakta, qto funkcii v_{m+1,1}^{def}=

v^{m+1}_{m,1} , v_{m+1,k}, k = 2, . . . , m + 1, ØvlØ¸tsØ maksimal~nymi rexe-

niØmi neravenstva (4) na sootvetstvu¸wih mnoßestvah i pri sootvetstvu¸wih funkciØh f, vyteka¸t neravenstva

v_k(x) 6 v_{m+1,k}(x), x ∈ Ω_k, k = 1, . . . , m + 1. (23)

Pri fftom, esli v_k(x_0) = v_{m+1,k}(x_0) pri nekotorom x_0 ∈ Ω_k, to

v_k ≡ v_{m+1,k} v Ω_k(x_0). (24)

Iz sootnoxeniæ (16)–(20) i (23) vytekaet neravenstvo (8).

Ravenstvo v (11) moßet imet~ mesto tol~ko pri uslovii dostißeniØ ravenstva v kaßdom iz neravenstv (16)–(20) i tol~ko v tom sluqae, esli ime¸t mesto toßdestva (24). Ots¸da, ispol~- zuØ induktivnoe predpoloßenie o sluqaØh dostißeniØ ravenstva v (16), netrudno poluqit~ utverßdenie teoremy o sluqaØh dostißeniØ ravenstva v (11). �

UPOR˚DOQIVANIE MNOȷESTV 139

5. GiperboliqeskaØ metrika

Rasxirennu¸ ploskost~ R^2 budem otoßdestvlØt~ s kompleksnoæ sferoæ C . Pust~ z = x + iy, U_R = {z : |z| < R}, U = U_1. Esli oblast~ D ⊂ C imeet bolee dvuh graniqnyh toqek, to D imeet ediniqnyæ krug U v kaqestve universal~noæ nakryva¸weæ poverhnosti. Pust~ Π : U → D – universal~noe nakryva¸wee otobraßenie, togda giperboliqeskaØ metrika (ili metrika Puankare) λ_D oblasti D opredelØetsØ uravneniem

λ_D(Π(z))|Π^′(z)| = 1/(1 − |z|^2) (z ∈ U, w = Π(z) ∈ D).

Horoxo izvestno, qto giperboliqeskaØ metrika moßet byt~ oharakterizovana kak maksimal~noe rexenie uravneniØ

Δ log λ = 4λ^2

v oblasti D [15, s. 13]. Na otkrytyh mnoßestvah D ⊂ C giperboliqeskaØ metrika opredelØetsØ pokomponentno.

Teorema 2. Pust~ mnoßestva Ω1, . . . , Ωm poluqeny v rezul~tate

uporØdoqivaniØ sistemy otkrytyh mnoßestv D_1, . . . , D_m D_k ⊂ C . Pust~ λ_k i λ^∗_k oznaqa¸t giperboliqesku¸ metriku mnoßestv D_k i Ω_k, sootvetstvenno. Esli Ω_m imeet bolee dvuh graniqnyh toqek, to pri vseh z ∈ Ω_j , j = 1, . . . , m, m∏ k=j λ^∗_k(z) 6 m+1−j∏

k=1 λ_{sk} (z), (25)

gde vo vtorom sluqae proizvedenie beretsØ po proizvol~nomu naboru poparno razliqnyh indeksov s_1, . . . , s_{m+1−j} takih, qto z ∈ D_{sk} pri vseh k = 1, . . . , s_{m+1−j} .

Ravenstvo v (25) pri nekotorom z_0 ∈ C imeet mesto tol~ko v tom sluqae, esli dlØ kaßdogo indeksa k, j 6 k 6 m, suwestvuet svoæ, neravnyæ drugim, indeks s_{l(k)} iz qisla indeksov po kotorym vedetsØ summirovanie v (25) takoæ, qto Ω_k(z_0) = D_{sl(k)} (z_0 ).

Dokazatel~stvo. Approksimiruem iznutri kaßdoe iz mnoßestv

D_k posledovatel~nost~¸ otkrytyh mnoßestv D_{k,i}, i = 1, 2, . . .,

togda D_{k,i} ⊂ D_{k,i+1}, i = 1, 2, . . . i ∪^∞_{i=1} D_{k,i} = D_k.

140 A. ı. SOLYNIN

Pust~ Ω_{k,i}, k = 1, . . . , m – rezul~tat uporØdoqivaniØ sistemy mnoßestv D_{k,i} pri k = 1, . . . , m i fiksirovannom i. Pust~ λ_{k,i} oboznaqaet giperboliqesku¸ metriku mnoßestva D_{k,i}. Kak izvestno (sm. [16]), λ_{k,i} → λ_k pri i → ∞, ravnomerno na kompaktah iz D_k. Iz izvestnyh rezul~tatov (sm. [17]) vytekaet, qto limλ_{k,i}(z) = ∞ pri z → ζ ∈ ∂D_{k,i}, z ∈ D_{k,i}, sup λ^∗_k(z) < ∞ pri z ∈ Ω_{k,i}.

Sledovatel~no, pri fiksirovannom i teorema 1 primenima k mnoßestvam D_{k,i}, k = 1, . . . , m, i k funkciØm u_k = log λ_{k,i}, v_k =

log λ^∗_k. Znaqit, dlØ takih u_k i v_k vypolnØetsØ neravenstvo (11).

Ots¸da, potenciruØ i perehodØ k predelu pri i → ∞, poluqaem (25).

DlØ dokazatel~stva utverßdeniØ o dostißenii ravenstva v (25) nußno ispol~zovat~ samo ffto neravenstvo i povtorit~ sootvetstvu¸wie rassußdeniØ dokazatel~stva teoremy 1. �

Teorema 2 pozvolØet prointerpretirovat~ giperboliqesku¸ metriku kak funkci¸ mnoßestva, kotoraØ ØvlØetsØ emkost~¸ v smysle Xoke [1]. DlØ fftogo rassmotrim prokolotu¸ sferu

C^′ = C \ {a, b, c}. Bez ograniqeniØ obwnosti moßem sqitat~, qto a = −1, b = 1, c = ∞, togda C^′ = C \ {−1, 1}. Zafiksiruem pro-

izvol~nu¸ toqku z ∈ C^′ ; qerez E oboznaqaem semeæstvo vseh zamknutyh otnositel~no C^′ podmnoßestv E ⊂ C^′ \{z}. Zapis~ λ_z (E) budet oboznaqat~ giperboliqesku¸ metriku mnoßestva C^′ \ E, vyqislennu¸ v toqke z i rassmatrivaemu¸ kak funkciØ mnoßestva E ∈ E.

Vvedem funkci¸

σ_z(E) = log λ_z (E) − log λ_z(C^′ ).

Iz svoæstv giperboliqeskoæ metriki vytekaet, qto σ_z(E) > 0 dlØ vseh E ∈ E, priqem ravenstvo σ_z(E) = 0 imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda E = ∅. FunkciØ mnoßestva σ_z(E) udovletvorØet sledu¸wim usloviØm:

(i) Esli E_1, E_2 ∈ E i E_1 ⊂ E_2, to σ_z(E_1) 6 σ_z(E_2), priqem ravenstvo zdes~ imeet mesto tol~ko v sluqae sovpadeniØ svØznyh komponent mnoßestv C^′ \ E_1 i C^′ \ E_2, kotorye soderßat toqku z.

(ii) DlØ l¸bogo nepustogo mnoßestva E ∈ E i qisla ε > 0

suwestvuet okrestnost~ G ⊂ C^′ mnoßestva E takaØ, qto dlØ vseh

UPOR˚DOQIVANIE MNOȷESTV 141

K ∈ E, E ⊂ K ⊂ G, verno neravenstvo

σ_z(K) 6 σ_z(E) + ε.

Uslovie (ii) legko vytekaet iz utverßdeniØ A. Veætsmana [17] o shodimosti posledovatel~nosti giperboliqeskih metrik

λ_{Dn} (z) pri uslovii shodimosti k nekotoromu Ødru sootvetstvu-

¸weæ posledovatel~nosti oblasteæ D_n.

(iii) DlØ l¸byh mnoßestv E_1, E_2 ∈ E verno neravenstvo Xoke:

σ_z(E_1 ∪ E_2) + σ_z(E_1 ∩ E_2) 6 σ_z(E_1) + σ_z(E_2),

priqem ravenstvo zdes~ imeet mesto tol~ko v tom sluqae, kogda sovpada¸t pary teh svØznyh komponent mnoßestv C^′ \ E_1, C^′ \ E_2 i C^′ \ (E_1 ∪ E_2), C^′ \ (E_1 ∩ E_2), kotorye soderßat toqku z.

Utverßdenie (iii) svoditsØ k qastnomu sluqa¸ teoremy 2. Funkcii mnoßestva, kotorye udovletvorØ¸t usloviØm (i), (ii) i (iii), prinØto nazyvat~ emkostØmi Xoke, sm., naprimer, [19, s. 93]. Takim obrazom, funkciØ σ_z(E) daet primer takoæ emkosti. Ispol~zuØ teoremu 1, moßno kaßdomu differencial~nomu operatoru vida Δ(·) − μ(·) − f, gde μ i f opredeleny v paragrafe 3, postavit~ v sootvetstvie emkost~ Xoke, kak ffto sdelano vyxe dlØ sluqaØ giperboliqeskoæ metriki. Nam neizvestno, ispol~zovalis~ li takie emkosti ranee.

Naxi issledovaniØ svoæstv giperboliqeskoæ metriki svØzany so sledu¸wim voprosom V. H. Dß. Fuksa, [20, zadaqa 7.73]. Pust~ D_1, D_2 – oblasti v U_R. Kakovo naimen~xee qislo

A = A(R), dlØ kotorogo giperboliqeskaØ metrika λ_{D1∩D2} (z) mno-

ßestva D_1 ∩ D_2 udovletvorØet neravenstvu

λ_{D1∩D2} (z) < A (λ_{D1} (z) + λ_{D2} (z)) ?

V naxem preprinte [10] oxiboqno utverßdalos~, qto primenenie uporØdoqiva¸wego preobrazovaniØ daet rexenie zadaqi Fuksa s konstantoæ A(R) ≡ 1, v to vremØ kak iz teoremy 2 vytekaet tol~ko neravenstvo

λ_{D1∩D2} (z) 6 R λ_{D1} (z) λ_{D2} (z),

kotoroe, tem ne menee, daet toqnu¸ ocenku giperboliqeskoæ metriki pereseqeniØ oblasteæ D_1 i D_2.

V zakl¸qenie fftogo razdela ustanovim neravenstvo, svØzyva- ¸wee giperboliqesku¸ metriku s kvazigiperboliqeskoæ metrikoæ ȷ. Ferran [8]. Zdes~ my uße ne ispol~zuem preobrazovanie

142 A. ı. SOLYNIN

uporØdoqivaniØ mnoßestv. Pust~ D ⊂ C imeet ne menee treh graniqnyh toqek. DlØ toqek z ∈ D\{∞} opredelena neotricatel~naØ funkciØ w_D(z) = sup_{z1,z2∈∂D} |z_2 − z_1| |z − z_1||z − z_2| . RassmatrivaØ w_D(z) kak plotnost~, opredelim, sleduØ [8], rasstoØnie meßdu toqkami z_1 ∈ D i z_2 ∈ D:

σ_D(z_1, z_2) = inf ∫ γ w_D(z) |dz|, gde infimum beretsØ po vsem krivym γ ⊂ D, soedinØ¸wim toqki

z_1 i z_2. Metrika σ_D(z_1, z_2) ispol~zuetsØ, naprimer, pri izuqenii

kvazikonformnyh otobraßeniæ; ee svoæstva issledovalis~ v rabotah [8, 9]. Sledu¸waØ teorema, pokazyva¸waØ, qto metrika Ferran maßoriruet udvoennu¸ giperboliqesku¸ metriku, daet otvet na odin iz voprosov raboty [9].

Teorema 3. Pust~ oblast~ D imeet giperboliqesku¸ metriku,

togda λ_D(z) 6 (1/2) w_D(z) ∀z ∈ D \ {∞}. Ravenstvo imeet mesto tol~ko v tom sluqae, kogda D ØvlØetsØ krugom na C .

Dokazatel~stvo. Zafiksiruem z ∈ D \ {∞}. NaædutsØ toqki ζ1,

ζ_2 ∈ ∂D, takie qto w_D(z) = |ζ_1 − ζ_2|/(|z − ζ_1||z − ζ_2|). Differenci-

al~nye fflementy λ_D(z) |dz| i w_D(z) |dz| invariantny otnositel~- no preobrazovaniØ Mëbiusa, pofftomu, bez ograniqeniØ obwnosti moßem sqitat~, qto z = 0, ζ_1 = −1, ζ_2 = 1. Togda w_D(0) = 2 Pust~ D^′ = {z : 1/z ∈ D} – obraz oblasti D pri inversii

z → 1/z, E = C \ D^′, i pust~ ^E – vypuklaØ oboloqka kompak-

ta E. Iz opredeleniØ veliqiny w_D(0) sleduet, qto dlØ l¸byh toqek z_1, z_2 ∈ E vypolnØetsØ neravenstvo |z_2 − z_1| 6 2. Togda ffto ße neravenstvo vypolnØetsØ i dlØ l¸byh toqek z_1, z_2 ∈ ^E. Takim obrazom, ^E – kontinuum i diam( ^E) = 2. V silu izvestnogo rezul~tata Polia i Segë, logarifmiqeskaØ emkost~ i diametr kontinuuma ^E svØzany sootnoxeniem

cap ^E 6 (1/2) diam( ^E) ( = 1 ), (26)

UPOR˚DOQIVANIE MNOȷESTV 143

pri fftom, kak pokazano Dß. Dßenkinsom [21] (sm. takße [22]), ravenstvo v (26) imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda ^E – krug.

Pust~ G – proobraz oblasti C \ ^E pri inversii z → 1/z. Togda

0 ∈ G ⊂ D, krome togo

λ_G(0) = cap ^E (27)

v silu izvestnyh sootnoxeniæ meßdu plotnost~¸ giperboliqeskoæ metriki, konformnym radiusom odnosvØznoæ oblasti, soderßaweæ toqku ∞, i logarifmiqeskoæ emkost~¸ ee dopolneniØ [7, gl. 7]. Iz sootnoxeniæ (26) i (27) vytekaet utverßdenie teoremy. �

6. GarmoniqeskaØ mera

Pust~ D – ograniqennaØ oblast~ v R^n, ime¸waØ regulØrnu¸ (v smysle zadaqi Dirihle) granicu. Qerez ω(x, E, D) budem oboznaqat~ garmoniqesku¸ meru v toqke x ∈ D \ E kompakta E ⊂ D otnositel~no svØznoæ komponenty D(x, E) ∋ x mnoßestva D \ E.

Teorema 4. Pust~ sistema F1, . . . , Fm ØvlØetsØ uporØdoqivaniem

sistemy kompaktov E_1, . . . , E_m, E_k ⊂ D. Togda pri x ∈ D \ F_j,

1 6 j 6 m, vypolnØetsØ neravenstvo j∑ k=1 ω(x, F_k, D) 6 j∑ k=1 ω(x, E_{sk} , D), (28) gde vo vtorom sluqae summirovanie vedetsØ po proizvol~nomu naboru poparno razliqnyh indeksov s_k.

Esli v (28) imeet mesto znak ravenstva i granica kaßdoæ iz oblasteæ D(x, E_{sk} ) regulØrna v smysle zadaqi Dirihle, to sistema komponent svØznosti {D(x, F_1), . . . , D(x, F_j)} sovpadaet (s toqnost~¸ do numeracii) s sistemoæ {D(x, E_{s1} ), . . . , D(x, E_{sj} )}.

My opuskaem dokazatel~stvo teoremy 4, kotoroe provoditsØ metodom matematiqeskoæ indukcii, poskol~ku ono povtorØet osnovnye momenty dokazatel~stva teoremy 1, a v tehniqeskom otnoxenii okazyvaetsØ daße bolee prostym.

V kaqestve odnogo iz vozmoßnyh priloßeniæ teoremy 4 privedem rexenie zadaqi S. Segavy (sm. [10] ili [24]) o minimume garmoniqeskoæ mery ω(0, E, U ) v semeæstve kompaktov E, leßawih na diametre [−1, 1] ediniqnogo kruga U i ime¸wih fiksirovannu¸ lineænu¸ meru. V sluqae “polnost~¸ nesimmetriqnyh

144 A. ı. SOLYNIN

kompaktov,” t.e. pri dopolnitel~nom uslovii E ∩ (−E) = ⊥, gde

−E = {z : −z ∈ E}, rexenie zadaqi Segavy poluqeno D. Betsakosom [24].

Teorema 5. Pust~ E – kompakt, leßawiæ na diametre [−1, 1] edi-

niqnogo kruga U . Esli 0 ∈ U \ E i meas E = 2m > 0, to

ω(0, E, U ) > ω(0, E(m), U ) = Φ_2(m), (29)

gde E(m) = [−1, −1 + m] ∪ [1 − m, 1] i

Φ_n(m) = 2 π arcsin

1 − (1 − m)^n

1 + (1 − m)^n

, n = 2, 3, . . . (30)

Esli oblast~ U \ E imeet regulØrnu¸ granicu, to ravenstvo v (29) dostigaetsØ tol~ko v sluqae E = E(m).

Dokazatel~stvo. Pust~ kompakt E udovletvorØet usloviØm te-

oremy. Qerez F_1, F_2, F_1 ⊂ F_2, oboznaqim rezul~tat uporØdoqivaniØ pary kompaktov E i −E. Pust~ meas F_k = 2m_k, k = 1, 2. Tak kak kompakty E i −E simmetriqny drug drugu otnositel~no mnimoæ osi, to kaßdyæ iz kompaktov F_k simmetriqen otnositel~no fftoæ osi i krome togo m_1 + m_2 = 2m. V sootvetstvii s teoremoæ 4 vypolnØetsØ neravenstvo 2ω(0, E, U ) = ω(0, E, U )+ω(0, −E, U ) > ω(0, F_1, U )+ω(0, F_2, U ). (31) Esli, dopolnitel~no, granica oblasti D \E regulØrna v smysle zadaqi Dirihle, to ravenstvo v (31) dostigaetsØ tol~ko v sluqae

E = −E = F_1 = F_2.

Iz teoremy M. �ssena i K. Haliste [25], obobwa¸weæ klassiqesku¸ ocenku A. Berlinga [26] dlØ garmoniqeskoæ mery kompaktov, leßawih na radiuse (0,1), sledu¸t neravenstva

ω(0, F_k, U ) > ω(0, E(m_k), U ) = Φ_2(m_k). (32)

Ukazannoe v (30) i (32) Øvnoe vyraßenie dlØ garmoniqeskoæ mery ω(0, E(m), U ) netrudno poluqit~, ispol~zuØ konformnoe otobraßenie oblasti U \ E(m) na verhn¸¸ poluploskost~.

Posle fflementarnyh vyqisleniæ nahodim:

Φ^{′′}_2 (m) = 8 π 1 − m (1 + (1 − m)^2)^2

> 0 pri 0 < m < 1,

UPOR˚DOQIVANIE MNOȷESTV 145

znaqit, funkciØ Φ_2(m) vypukla pri 0 < m < 1. Sledovatel~no,

ω(0, E(m_1), U ) + ω(0, E(m_2), U ) = Φ_2(m_1) + Φ_2(m_2) >

> 2Φ2((m1 + m2)/2) = 2ω(0, E(m), U ).^{(33)}

Tak kak Φ_2(m) strogo vypukla, to ravenstvo v (33) imeet mesto tol~ko v sluqae m_1 = m_2.

Iz sootnoxeniæ (31)–(33) i ukazannyh vyxe usloviæ dostißeniØ ravenstva v fftih sootnoxeniØh vytekaet utverßdenie teoremy. �

Teorema 5 imeet simmetrizacionnyæ harakter i, kak pokazyvaet privodimoe niße sledstvie, ee utverßdenie ostaetsØ v sile, esli krug U zamenit~ podhodØweæ simmetriqnoæ oblast~¸.

Sledstvie. Pust~ oblast~ D simmetriqna po Xteæneru otno-

sitel~no koordinatnyh oseæ i pust~ D ∩ {z : Re z = 0} = (−iA, iA), gde A > 0. Pust~ funkuiØ f(z) otobraßaet oblast~ D konformno i odnolistno na krug U tak, qto f(0) = 0, f^′(0) > 0. Esli |f^′(it)| ne vozrastaet pri 0 < t < A, to dlØ l¸bogo kompakta E, meas E = 2m > 0, leßawego na otrezke [−iA, iA], vypolnØetsØ ne-

ravenstvo ω(0, E, D) > ω(0, E(m, A), D), (34) gde E(m, A) = [−iA, −i(A − m)] ∪ [i(A − m), iA]. Esli granica oblasti D \ E regulØrna v smysle zadaqi Dirihle, to ravenstvo v (34) imeet mesto tol~ko pri uslovii E = E(m, A). Zameqanie. Neravenstva (31) i (32) obobwa¸tsØ na sluqaæ kom-

paktov E, ime¸wih fiksirovannu¸ meru E = nm i leßawih na n radiusah ediniqnogo kruga, raspoloßennyh nad ravnymi uglami drug k drugu. Odnako pri n > 2 dokazat~ sootnoxenie, analogiqnoe neravenstvu (29), bez dopolnitel~nyh ograniqeniæ na parametry n i m ne udaetsØ, tak kak pri n > 2 funkciØ Φ_n(m) (garmoniqeskaØ mera vozmoßnoæ ffkstremal~noæ konfiguracii) uße ne ØvlØetsØ vypukloæ na vsem intervale (0,1).

Literatura

1. G. Choquet, Theory of Capacities, Annales Inst. Fourier 5 (1951/52), 131–295. 2. H. Renggli, An inequality for logarithmic capacities, Pacif. J. Math. 11 (1961), 313–314.

146 A. ı. SOLYNIN

3. M. Klein, Estimates for the transfinite diameter with applications to conformal mapping, Pacif. J. Math. 22 (1967), 267–279.

4. I. P. Mit¸k, Ocenka sverhu dlØ proizvedeniØ vnutrennih radiusov oblasteæ i teoremy pokrytiØ, IzvestiØ vuzov. Matematika 8 (1987), 39–47.

5. I. P. Mit¸k, Ocenka snizu summy emkosti kondensatorov, Ukr. matem.

ßurn. 41 (1989), 1442–1444.

6. I. P. Mit¸k, A. ı. Solynin, UporØdoqivanie sistem oblasteæ i kondensatorov v prostranstve, IzvestiØ vuzov. Matematika 8 (1991), 54–59.

7. G. M. Goluzin, GeometriqeskaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo. 2-oe izd. M., 1966.

8. J. Ferrand, A characterization of quasiconformal mappings by the behaviour of a function of three points, Proc. 13th Rolf Nevanlinna Colloquium (Joensuu, 1987). Lect. Notes in Math. 1351 (1988), 110–123.

9. P. Seittenranta, Möbius-invariant metrics (to appear).

10. S. Segawa, Martin boundaries of Denjoy domains, Proc. Amer. Math. Soc. 103 (1988), 177–183.

11. A. ı. Solynin, UporØdoqivanie mnoßestv i teoremy sravneniØ, Preprint POMI 5/1996; S.-Peterburg: POMI, 1996, 10s.

12. A. Marxall, I. Olkin, Neravenstva: TeoriØ maßorizacii i ee priloßeniØ. M.: Mir, (1983).

13. A. ı. Solynin, Primenenie polØrizacii dlØ dokazatel~stva funkcional~nyh neravenstv, Preprint POMI 10/1995, S.-Peterburg: POMI, 1995, 24 s.

14. A. ı. Solynin, PolØrizaciØ i funkcional~nye neravenstva, Algebra i analiz 8 (1996), 148–185.

15. F. Brock, A. Yu. Solynin, An approach to symmetrization via polarization (to appear).

16. M. Protter, H. Weinberger, Maximum principle in differential equations, Prentice-Hall, 1967.

17. M. Heins, On a class of conformal metrics, Nagoya Math. J. 21 (1962), 1–60. 18. A. Weitsman, A symmetry property of the Poincaré metric, Bull. Lond. Math.

Soc. 11 (1979), 295–299.

19. A. Beardon, Ch. Pommerenke, The Poincaré metric of plane domains, J. Lond.

Math. Soc. (2) 18 (1978), 475–483.

20. V. G. Maz~Ø, Prostranstva S. L. Soboleva. L., 1985.

21. D. A. Brannan, W. K. Hayman, Research problems in complex analysis, Bull.

London Math. Soc. 21 (1989), 1–35.

22. J. A. Jenkins, A uniqueness result in conformal mapping, Proc. Amer. Math.

Soc. 22 (1969), 324–325.

23. A. Pfluger, On a uniqueness theorem in conformal mapping, Michigan Math. J.

23 (1977), 363–365.

24. D. Betsacos, On certain harmonic measures on the unit disk, Colloq. Math. 73 (1997), 221–228.

25. M. Essen, K. Haliste, On Beurling’s theorem for harmonic measure and the rings of Saturn, Complex Variables, Theory and Appl. 12 (1989), 137–152.

UPOR˚DOQIVANIE MNOȷESTV 147

26. A. Beurling, The collected works of Arne Beurling, Complex Analysis 1, Birkhäuser, 1989.

Postupilo 9 aprelØ 1997 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN