E. G. Emel~Ønov, G. V. Kuz~mina TEOREMY OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII V SEME`STVE SISTEM OBLASTE` RAZLIQNYH TIPOV

PosvØwaetsØ 90-leti¸ so dnØ roßdeniØ G. M. Goluzina

Vvedenie

Pod zadaqeæ ob ffkstremal~nom razbienii ponimaetsØ vopros o maksimume funkcionala, opredelennogo na semeæstve D sistem oblasteæ D_i, associirovannym s semeæstvom H gomotopiqeskih klassov krivyh H_i, i predstavlØ¸wego soboæ lineænu¸ kombinaci¸ ∑ i α^2_i M(D_i) (1)

funkciæ oblasteæ D_i (moduleæ ili privedennyh moduleæ oblasteæ D_i, associirovannyh s klassami H_i), α^2_i – vewestvennye parametry. Naqalo teorii zadaq ob ffkstremal~nom razbienii poloßila rabota Dß. Dßenkinsa [1], v kotoroæ ustanovlena ffkvivalentnost~ zadaqi o maksimume funkcionala (1) v semeæstve sistem oblasteæ na rimanovoæ poverhnosti R, sostoØwem iz dvusvØznyh oblasteæ i qetyrehugol~nikov, sootvetstvu¸weæ ffkstremal~no-metriqeskoæ probleme i vyØvlena rol~ associirovannogo kvadratiqnogo differenciala v kaßdom iz fftih ffkstremal~nyh voprosov. Pri dokazatel~stve suwestvovaniØ associirovannogo kvadratiqnogo differenciala v [1] ispol~zovalsØ variacionnyæ metod Xiffera–Spensera dlØ funkcionalov na koneqnyh rimanovyh poverhnostØh. IssledovaniØ v [1] byli prodolßeny v rabotah K. XtrebelØ (sm. [2]) i H. Renel~ta [3]. V [4] Dß. Dßenkins privel dokazatel~stvo, osnovyva¸weesØ tol~ko na tehnike metoda ffkstremal~noæ metriki.

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ, grant No. 97-01-00259. 74

TEOREMY OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 75

Ewe v [1] bylo ukazano na vozmoßnost~ rasprostraneniØ rezul~tata fftoæ raboty na tot sluqaæ, kogda funkcional (1) soderßit privedennye moduli M(D_i, b_i) odnosvØznyh oblasteæ D_i otnositel~no toqek b_i ∈ D_i. Prostoe dokazatel~stvo v sluqae

R =^¯C ili R – oblast~ na^¯C , bylo dano v [5], teoremy v [5]

poluqili rØd priloßeniæ.

Dal~neæxie rezul~taty v teorii zadaq ob ffkstremal~nom razbienii svØzany s ponØtiem privedennogo modulØ dvuugol~- nika s nenulevymi vnutrennimi uglami v ego verxinah [6, 7]. Teorema ob ffkstremal~nom razbienii v semeæstve sistem oblasteæ na C̄ , soderßawem ukazannye dvuugol~niki, byla privedena v [6] i poluqila interesnye priloßeniØ. V nedavneæ rabote A. ı. Solynina [8] poluqena teorema ob ffkstremal~nom razbienii v semeæstve sistem oblasteæ obwego vida na rimanovoæ poverhnosti.

Zadaqa ob ffkstremal~nom razbienii v semeæstve sistem oblasteæ na C̄ , soderßawem dvuugol~niki, graniqnye dugi kotoryh v okrestnostØh ih verxin asimptotiqeski podobny logarifmiqeskim spiralØm proizvol~nogo zadannogo naklona, vpervye rassmatrivalas~ v [9, 10], dokazatel~stva rØda utverßdeniæ v [9, 10] privedeny ne byli.

V nastoØweæ rabote daetsØ polnoe dokazatel~stvo teoremy ob ffkstremal~nom razbienii rimanovoæ poverhnosti R, v kotoroæ dopustimoe semeæstvo oblasteæ soderßit dvuugol~niki ukazannogo vyxe obwego vida. �tim zaverxeno issledovanie voprosa o suwestvovanii kvadratiqnogo differenciala, ime¸wego pol¸- sy vtorogo porØdka kaßdogo iz vozmoßnyh tipov i udovletvorØ- ¸wego predpisannym topologiqeskim i metriqeskim usloviØm, i ustanovlena rol~ fftogo differenciala v ukazannoæ ffkstremal~noæ zadaqe.

§1. Privedennyæ modul~ dvuugol~nika i ego svoæstva

Dadim opredelenie privedennogo modulØ dvuugol~nika otnositel~no ego otmeqennyh graniqnyh fflementov [6, 7, 9]. Pust~ D – odnosvØznaØ oblast~ na C̄ giperboliqeskogo tipa s otmeqennymi graniqnymi fflementami ~b_1,~b_2 s nositelØmi v razliqnyh ili sovpada¸wih toqkah b_1, b_2. DlØ opredelennosti sqitaem, qto b_1, b_2 ∈ C (privodimye niße opredeleniØ neposredstvenno rasprostranØ¸tsØ na obwiæ sluqaæ). Budem predpola-

76 E. G. EMEL^˚NOV, G. V. KUZ^MINA

gat~, qto oblast~ D udovletvorØet sledu¸wemu uslovi¸ (∗). Pust~ ζ = g(z) – konformnyæ gomeomorfizm oblasti D na polosu Π_0 = {ζ : −1/2 < Im ζ < 1/2}, dlØ kotorogo Re g(~b_1) = −∞, Re g(~b_2) = +∞. Pust~ ε_1, ε_2 – dostatoqno malye poloßitel~nye qisla. Togda v komponente svØznosti Δ_k(ε_k) mnoßestva

D ∩ U (b_k, ε_k), ime¸weæ ~b_k svoim graniqnym fflementom, spraved-

livo ravenstvo

g(z) = (−1)^{k−1}{A_ke^{−iβk} log(z − b_k) + ~g_k(z)}, k = 1, 2, (2)

gde A_k > 0, β_k ∈ (−π/2, π/2), ~g_k(z) – regulØrnaØ funkciØ v Δ_k(ε_k),

~g_k(z) = c_k + o(1) pri z → b_k, z ∈ Δ_k(ε_k), (∗)

i rassmatrivaetsØ nekotoraØ fiksirovannaØ vetv~ log(z − b_k).

˚sno, qto storony dvuugol~nika D, udovletvorØ¸wego uslovi¸ (∗), v okrestnosti otmeqennogo graniqnogo fflementa ~b_k asimptotiqeski podobny traektoriØm kvadratiqnogo differenciala

Q_k(z)dz^2 = e^{−2iβk} dz^2 (z − b_k)^2

. (3)

Ukazannye traektorii ØvlØ¸tsØ prØmolineænymi luqami, esli

β_k = 0, i logarifmiqeskimi spiralØmi naklona β_k, esli 0 < |β_k| < π/2. Pust~ ε_1, ε_2 – dostatoqno malye poloßitel~nye qisla. Postroim qetyrehugol~niki D(ε_1, ε_2), poluqaemye udaleniem iz oblasti D sootvetstvu¸wih okrestnosteæ ee graniqnyh fflementov ~b_1,~b_2. Protivopoloßnye storony qetyrehugol~nika D(ε_1, ε_2), prinadleßawie granicam udalØemyh okrestnosteæ, budem oboznaqat~ qerez S_k(ε_k), k = 1, 2.

Pust~ z^{(0)}_k i z^{(1)}_k – toqki pereseqeniØ storon dvuugol~nika D s dugoæ okrußnosti C_k(ε_k), gde C_k(ε) = {z : |z − b_k| = ε}, prinadleßaweæ granice mnoßestva Δ_k(ε_k). Pust~ β_k = 0. Togda za storonu S_k(ε_k) prinimaem dugu okrußnosti C_k(ε_k), soedinØ¸wu¸ toqki z^{(0)}_k i z^{(1)}_k i prinadleßawu¸ granice mnoßestva Δ_k(ε_k). Pust~ β_k ≠ 0. Qerez S_k(z) oboznaqaem ortogonal~nu¸ traektori¸ differenciala (3), prohodØwu¸ qerez toqku z. Pust~

S_k(z^{(j)}_k , ẑ^{(j)}_k ), j = 0, 1, – duga krivoæ S_k(z^{(j)}_k ), soedinØ¸waØ toqki

z^{(j)}_k i ẑ^{(j)}_k i predstavlØ¸waØ soboæ komponentu svØznosti mnoße-

stva D ∩ S_k(z^{(j)}_k ). Togda za storonu S_k(ε_k) prinimaem tu iz dug

S_k(z^{(j)}_k , ẑ^{(j)}_k ), j = 0, 1, kotoraØ prinadleßit krugu |z − b_k| 6 ε_k.

TEOREMY OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 77

Pust~ φ_k(ε_k) i ψ_k(ε_k) – variaciØ arg(z − b_k) sootvetstvenno na duge okrußnosti C_k(ε_k), prinadleßaweæ granice mnoßestva

Δ_k(ε_k), i na duge S_k(ε_k), prohodimyh v napravlenii vozrastaniØ arg(z − b_k). V silu usloviØ (∗),

φ_k(ε_k) = φ_k + o(1); ψ_k(ε_k) = ψ_k + o(1), gde ψ_k = φ_k cos^2 β_k = cos β_k A_k , k = 1, 2. (4)

Veliqinu ψ_k nazovem vnutrenneæ uglovoæ harakteristikoæ oblasti D v graniqnom fflemente ~b_k. Esli β_k = 0, to ψ_k = φ_k – vnutrenniæ ugol oblasti D v graniqnom fflemente ~b_k.

Pust~ oblast~ D udovletvorØet uslovi¸ (∗). Pust~ Γ – klass lokal~no sprØmlØemyh krivyh v D, soedinØ¸wih storony D. Pust~ D(ε_1, ε_2) – qetyrehugol~nik v D s protivopoloßnymi storonami S_k(ε_k), k = 1, 2. Qerez Γ(ε_1, ε_2) oboznaqaem klass lokal~no sprØmlØemyh krivyh v D(ε_1, ε_2), razdelØ¸wih storony S_1(ε_1) i

S_2(ε_2), qerez M(D(ε_1, ε_2)) – modul~ qetyrehugol~nika D(ε_1, ε_2)

dlØ klassa Γ(ε_1, ε_2). Legko videt~, qto predel M(D,~b_1,~b_2) := lim_{ε1,ε2→0} { M(D(ε_1, ε_2)) + 2∑ k=1 1 ψ_k log ε_k } (5) suwestvuet i koneqen. �tot predel nazovem privedennym modulem oblasti D otnositel~no graniqnyh fflementov ~b_1,~b_2 (i klassa Γ).

Iz opredeleniØ privedennogo modulØ dvuugol~nika neposredstvenno vytekaet [9]

Lemma 1. Pust~ D – odnosvØznaØ oblast~, udovletvorØ¸waØ uslo-

vi¸ (∗) otnositel~no svoih verxin ~b_k s nositelØmi v toqkah b_k, ψ_k – vnutrennie uglovye harakteristiki oblasti D v verxinah ~b_k, k = 1, 2. Pust~ w = f(z) – konformnyæ gomeomorfizm oblasti D, priqem funkciØ f(z) regulØrna i odnolistna v okrestnostØh toqek b_k, k = 1, 2, i pust~ D^′ = f(D), b^′_k = f(b_k). Togda spravedlivo ravenstvo M(D^′,~b^′_1,~b^′_2) = M(D,~b_1,~b_2) + 2∑ k=1 1 ψ_k log |f^′(b_k)|. (6)

78 E. G. EMEL^˚NOV, G. V. KUZ^MINA

Deæstvitel~no, qetyrehugol~niku D(ε_1, ε_2) pri otobraßenii

w = f(z) sootvetstvuet qetyrehugol~nik D^′(ε^′_1, ε^′_2), gde ε^′_k = ε_k|f^′(b_k)| + O(ε^2_k). Pofftomu

M(D^′(ε^′_1, ε^′_2)) + 2∑ k=1 1 ψ_k log ε^′_k =

= M(D(ε_1, ε_2)) + 2∑ k=1 1 ψ_k [log |f^′(b_k)| + log ε_k] + O(‖ε‖),

gde ψ_k – vnutrennie harakteristiki oblasteæ D i D^′ v ih verxinah ~b_k i ~b^′_k.

§2 DopustimaØ gomotopiØ. Otnositel~nyæ privedennyæ modul~ dvuugol~nika

2.1. V dal~neæxem qerez^¯C^′ my ponimaem oblast~, poluqaemu¸

udaleniem iz C̄ toqeqnogo mnoßestva P , soderßawego po kraæneæ mere tri toqki. Pust~ D – odnosvØznaØ oblast~ giperboliqeskogo tipa na C̄^′ , predstavlØ¸waØ soboæ dvuugol~nik s verxinami

~b_1,~b_2, ime¸wimi svoimi nositelØmi toqki b_1, b_2 ∈ P , i udovle-

tvorØ¸waØ uslovi¸ (∗) §1. Budem govorit~, qto suwestvuet dopustimaØ gomotopiØ oblasti D v ~D na C̄^′ , esli suwestvuet funkciØ F_t(z), opredelennaØ pri 0 6 t 6 1 i z ∈ D, nepreryvnaØ po t, ØvlØ¸waØsØ gomeomorfizmom po z i udovletvorØ¸waØ sledu¸- wim usloviØm.

1^∘. F_0(z) = z, F_t(D) ⊂ C̄^′ dlØ 0 6 t 6 1, F_1(D) = ~D. 2^∘. Pri 0 6 t 6 1 funkciØ F_t(z) regulØrna v komponente svØz-

nosti mnoßestva D ∩ U (b_k, ε_k(t)), ime¸weæ ~b_k svoim graniqnym fflementom, gde ε_k(t) nepreryvna, ε_k(t) > 0 i dostatoqno malo;

k = 1, 2.

3^∘. F_t(z) = b_k + e^{iωk(t)}(z − b_k) + o(z − b_k) pri z ∈ D, z → b_k, gde ω_k(t) – vewestvennye qisla; k = 1, 2.

V svØzi s opredeleniem dopustimoæ gomotopii nam potrebuetsØ sledu¸waØ prostaØ lemma.

Lemma 2. Pust~ Π – gorizontal~naØ polosa vysoty, ravnoæ 1,

φ : Π → Π – sohranØ¸wiæ orientaci¸ gomeomorfizm, regulØrnyæ

TEOREMY OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 79 pri | Re ζ| > M dlØ nekotorogo M > 0, φ(−∞) = −∞, φ(+∞) = +∞. Togda φ(ζ) = ζ + x_1 + O(exp(πz)) pri Re ζ → −∞, φ(ζ) = ζ + x_2 + O(exp(−πz)) pri Re ζ → +∞, (7) gde x_1, x_2 – vewestvennye qisla.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno rassmotret~ tol~ko sluqaæ Re ζ →

−∞. Pust~ Π = {ζ : 0 < Im ζ < 1}. Voz~mem l > M i oboznaqim

Π_l = Π ∩ {ζ : Re ζ < −l}. Pust~ −ρ = φ(−l) v smysle graniq-

nogo sootvetstviØ. Otobraßenie φ prodolßaetsØ po simmetrii do konformnogo otobraßeniØ polupolosy Π_l ∪ (−∞, −l) ∪ Π_l na oblast~ φ(Π_l) ∪ (−∞, −ρ) ∪ φ(Π_l ). SuperpoziciØ η(u) = exp ∘πφ ∘ ( 1 π log u − l )

opredelena v oblasti U^′ = U \(−1, 0) i otobraßaet U^′ na oblast~ D s razrezom po otrezku (−1, 0). ProdolßaØ η(u) do otobraßeniØ kruga U na oblast~ D, 0 ∈ D, η(0) = 0, imeem η(u) = ku(1 + c_1u + . . . ), u ∈ U, k > 0. Sledovatel~no, φ ( 1 π log u − l ) = 1 π log u + 1 π log k + 1 π log(1 + c_1u + . . . ) = = 1 π log u − l + ( l + 1 π log k ) + O(u). Ots¸da poluqaem (7).

Sledstvie 1. Pust~ D – dvuugol~nik, udovletvorØ¸wiæ uslovi¸

(∗). Pust~ h : D → D – sohranØ¸wiæ orientaci¸ gomeomorfizm, regulØrnyæ v Δ_k(ε_k), k = 1, 2, dlØ nekotoryh ε_1, ε_2 > 0. Togda lim z∈D,z→ebk { A_ke^{−iβk} log h(z) − b_k z − b_k } = x_k, k = 1, 2,

gde x_k – vewestvennye qisla, kofffficienty A_k opredeleny v (4).

Deæstvitel~no, gomeomorfizm φ polosy Π_0, opredelennyæ ravenstvom φ ∘ g = g ∘ h,

80 E. G. EMEL^˚NOV, G. V. KUZ^MINA

gde otobraßenie g : D → Π_0 opredeleno v uslovii (∗), udovletvorØet usloviØm lemmy 2. Pofftomu dlØ z ∈ Δ_k(ε_k) imeem

g(z) + x_k + O(exp g(z)) = g ∘ h(z),

otkuda A_ke^{−iβk} log h(z) − b_k z − b_k = x_k + o(1) pri z ∈ D, z → b_k; k = 1, 2.

Teper~ my moßem dokazat~ nußnye nam svoæstva dopustimoæ gomotopii.

Predloßenie 1. Pust~ D – dvuugol~nik s verxinami^~bk, spiral~-

nymi naklonami β_k i vnutrennimi uglovymi harakteristikami ψ_k, k = 1, 2, udovletvorØ¸wiæ uslovi¸ (∗). Pust~ F_t(z), 0 6 t 6 1, – dopustimaØ gomotopiØ D v ~D = F_1(D). Oblasti D_t = F_t(D) pri

0 6 t 6 1 ime¸t v svoih verxinah^~bk odni i te ße spiral~nye

naklony β_k i vnutrennie uglovye harakteristiki ψ_k, k = 1, 2.

Deæstvitel~no, pust~ g_t – konformnyæ gomeomorfizm oblasti

D_t na polosu Π_0, g_t(F_t(~b_1)) = −∞, g_t(F_t(~b_2)) = +∞; g_0 = g. Togda

gomeomorfizm φ_t : Π_0 → Π_0, opredelennyæ ravenstvom φ_t ∘ g(z) = g_t ∘ F_t(z), udovletvorØet usloviØm lemmy 2. Ispol~zuØ vyraßenie (∗) dlØ

g(z) i svoæstvo 3^∘ dopustimoæ gomotopii F_t(z), prihodim k tre-

buemomu utverßdeni¸.

Predloßenie 2. Pust~ D – dvuugol~nik, rassmatrivaemyæ v

predloßenii 1. Pust~ F_t(z) i ~F_t(z) – dve dopustimye gomotopii oblasti D v ~D, ω_k(t) i ~ω_k(t) – sootvetstvu¸wie argumenty, opredelennye v uslovii 3^∘ opredeleniØ dopustimoæ gomotopii. Togda ω_k(1) = ~ω_k(1), k = 1, 2.

Deæstvitel~no, poloßim dlØ z ∈ D

Φ_t(z) =

{ F_{2t}(z) pri 0 6 t < 1/2,

F_{2(1−t)} ∘ h(z), gde ~F_1 ∘ h(z) = F_1(z), pri 1/2 6 t 6 1.

Gomeomorfizm h : D → D udovletvorØet usloviØm sledstviØ 1, pri fftom

h(z) − b_k = e^{i(ωk(1)−}e^{ωk(1))}(z − b_k) + o(z − b_k) pri z ∈ D, z → b_k.

TEOREMY OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 81

Ots¸da, po sledstvi¸ 1, A_ke^{−iβk} · i(ω_k(1) − ~ω_k(1) − 2n_kπ) = x_k, n_k – celoe, x_k – vewestvennoe.

Tak kak −π/2 < β_k < π/2, to ω_k(1)− ~ω_k (1) = 2n_kπ. Predpoloßenie, qto n_k ≠ 0, privodit k protivoreqi¸, tak kak indeks krivoæ

{Φ_t(z) : 0 6 t 6 1} ∪ [z, h(z)] otnositel~no toqki b_k odin i tot ße

dlØ vseh z ∈ D v silu nepreryvnosti Φ_t(z) kak funkcii ot z. Sledovatel~no, ω_k(1) = ~ω_k(1), k = 1, 2.

UqityvaØ dokazannoe utverßdenie, veliqiny ω_1 = ω_1(1) i

ω_2 = ω_2(1) budem nazyvat~ uglami povorota pri dopustimoæ go-

motopii oblasti D v ~D.

2.2. Pust~ oblasti D i^~D na^¯C^′ ime¸t sovpada¸wie verxiny^~bk i

udovletvorØ¸t uslovi¸ (∗) s sootvetstvenno ravnymi spiral~- nymi naklonami β_k i vnutrennimi uglovymi harakteristikami

ψ_k, k = 1, 2. Oblasti D i ~D budem nazyvat~ sravnimymi, esli

suwestvuet dopustimaØ gomotopiØ oblasti D v ~D. Oqevidno, ffto opredelenie simmetriqno i tranzitivno.

Pust~ oblasti D i ~D sravnimy, i pust~ ω_1, ω_2 – ugly povorota pri dopustimoæ gomotopii oblasti D v ~D. Privedennym modulem dvuugol~nika ~D otnositel~no D budem nazyvat~ veliqinu M( ~D,~b_1,~b_2; D) := M( ~D,~b_1,~b_2) + 2∑ k=1 1 ψ_k ω_k sin 2β_k. (8)

Spravedliva sledu¸waØ lemma.

Lemma 3. Pust~ D i^~D – opredelennye vyxe oblasti. Pust~ funk-

ciØ f_t(z), z ∈ D, 0 6 t 6 1, nepreryvna po t pri fiksirovannom z ∈ D i ØvlØetsØ konformnym gomeomorfizmom oblasti D na oblast~ D_t ⊂ C^′ pri kaßdom t, f_0(z) = z; f_1(z) = f(z), D_1 = ~D. Pust~ f_t(z) regulØrna v Δ_k(ε_k) dlØ nekotoryh ε_k > 0, f_t(b_k) = b_k, k = 1, 2. Togda oblast~ ~D sravnima s D i spravedlivo ravenstvo M( ~D,~b_1,~b_2; D) = M( ~D,~b_1,~b_2) + Re 2∑ k=1 1 ψ_k e^{−2iβk} log f^′(b_k). (9)

82 E. G. EMEL^˚NOV, G. V. KUZ^MINA

Dokazatel~stvo. Nam nußno postroit~ dopustimu¸ gomotopi¸

F_t(z) oblasti D v ~D. DlØ fftogo postroim pri 0 < t 6 1 gomeomor-

fizm φ_t(ζ) : Π_0 → Π_0, udovletvorØ¸wiæ dlØ nekotorogo M > 0 uslovi¸

φ_t(ζ) = ζ + x_1(t) pri Re ζ < −M, φ_t(ζ) = ζ + x_2(t) pri Re ζ > M,

(10)

gde x_1(t), x_2(t) – vewestvennye, i pust~ gomeomorfizm h_t(z) : D → D opredelØetsØ ravenstvom g ∘ h_t(z) = φ_t ∘ g(z). Togda h_t(z) udovletvorØet usloviØm sledstviØ 1, sledovatel~no, lim z∈D,z→bk { A_ke^{−iβk} log h_t(z) − b_k z − b_k } = x_k(t), k = 1, 2.

Ots¸da

h_t(z) − b_k = (z − b_k) exp ( x_k(t) A_k e^{iβk} ) + o(z − b_k) pri z ∈ D, z → b_k. Pust~ F_t(z) = f_t ∘ h_t(z) i poloßim

x_k(t) = −

(−1)^kA_k cos β_k log |f^′_t(b_k)|, k = 1, 2.

Togda |h_t(z) − b_k| = |f^′_t(b_k)|^{−1}|z − b_k| + o(z − b_k), arg exp ( x_k(t) (−1)^{k−1}A_k e^{iβk} ) = −tg β_k log |f^′_t(b_k)|.

Sledovatel~no,

F_t(z) = b_k + f^′_t(b_k)(h_t(z) − b_k) + O((z − b_k)^2) = = b_k + e^{iωk(t)}(z − b_k) + o(z − b_k), gde ω_k(t) = arg f^′_t (b_k) − tg β_k log |f^′_t(b_k)|.

TEOREMY OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 83

Takim obrazom, F_t(z) – dopustimaØ gomotopiØ oblasti D v ~D. Dalee iz (6) i (8) nahodim M( ~D,~b_1,~b_2; D) = M( ~D,~b_1,~b_2) + 2∑ k=1 1 ψ_k log |f^′(b_k)|+

+ 2∑ k=1 1 ψ_k (arg f^′(b_k) − tg β_k log |f^′(b_k)|) sin 2β_k,

t.e. poluqaem (10).

Zameqanie 1. PonØtiØ privedennogo modulØ M(D,^~b1,^~b2) dvu-

ugol~nika D s verxinami b_1, b_2 i otnositel~nogo privedennogo modulØ M( ~D, b_1, b_2; D) dvuugol~nika ~D otnositel~no D rasprostranØ¸tsØ na sluqaæ koneqnoæ rimanovoæ poverhnosti, pri fftom lokal~nye parametry v okrestnostØh toqek b_1, b_2 vybira- ¸tsØ fiksirovannym obrazom.

§3. Zadaqa ob ffkstremal~nom razbienii. Formulirovka teoremy 1

3.1. V dal~neæxem R – koneqnaØ rimanova poverhnost~. TakaØ

rimanova poverhnost~ imeet koneqnyæ rod i moßet imet~ koneqnoe qislo giperboliqeskih graniqnyh komponent. Pust~

A = {a_j}^n_{j=1}, B^{(0)} = {b^{(0)}_i }^m_{i=1}, B = {b_k}^r_{k=1}

– mnoßestva razliqnyh toqek na R i na granice R, esli poslednØØ suwestvuet, priqem toqki iz B^{(0)} i B prinadleßat R (odno ili dva iz fftih mnoßestv moßet byt~ pustym, no ne kaßdoe). Esli B ≠ ⊥, to pust~ β = {β_k}^r_{k=1} – sistema qisel iz intervala (−π/2, π/2). My sqitaem, qto v okrestnosti kaßdoæ toqki iz A∪B^{(0)} ∪B vybran fiksirovannyæ lokal~nyæ parametr.

Pust~ R^′ = R \ {A ∪ B^{(0)} ∪ B}. Na R^′ rassmotrim gomotopiqeskie klassy lokal~no sprØmlØemyh ßordanovyh krivyh sledu¸wih qetyreh tipov. K pervomu tipu otnesem klassy H^{(1)}_i ,

i = 1, . . . , m_1, zamknutyh krivyh, ne gomotopnyh nul¸ na R. Esli

84 E. G. EMEL^˚NOV, G. V. KUZ^MINA

R imeet graniqnye komponenty, to ko vtoromu tipu gomotopi-

qeskih klassov otnesem klassy H^{(2)}_i , i = 1, . . . , m_2, dug na R^′, soedinØ¸wih graniqnye fflementy R. Koncy fftih dug svobodno izmenØ¸tsØ na graniqnyh komponentah R ili ße razdelØ¸t toqki mnoßestva A, prinadleßawie fftim graniqnym komponentam, esli takie toqki ime¸tsØ. K tret~emu tipu otnesem klassy

H^{(3)}_i , i = 1, . . . , m_3 (m_3 = m), zamknutyh krivyh, otdelØ¸wih od-

nu iz toqek b^{(0)}_i ∈ B^{(0)} ot ostal~nyh otmeqennyh toqek na R i ot granicy R, esli ona suwestvuet, sledovatel~no, gomotopnyh toqeqnoæ krivoæ v b^{(0)}_i ; qislo takih klassov ravno qislu toqek mnoßestva B^{(0)}. Nakonec, esli B ≠ ⊥, to k qetvertomu tipu otnesem klassy H^{(4)}_i , i = 1, . . . , m_4, dug na R^′ s koncami (ili predel~nymi koncevymi toqkami) v razliqnyh ili sovpada¸wih toqkah b_k0_{(i)}, b_k00_{(i)} ∈ B, udovletvorØ¸wih sledu¸wemu uslovi¸. Pust~ γ^{(0)}_i – zadannaØ ßordanova duga na R^′ s koncami v b_k0_{(i)},

b_k00_{(i)}. Esli γ_i – duga klassa H^{(4)}_i , to pri vseh dostatoqno malyh

ε_k0_{(i)}, ε_k00_{(i)} dugi γ_i(ε_k0_{(i)}, ε_k00_{(i)}) i γ^{(0)}_i (ε_k0_{(i)}, ε_k00_{(i)}), poluqaemye so-

otvetstvenno iz γ_i i γ^{(0)}_i udaleniem parametriqeskih okrestnosteæ U (b_k, ε_k) toqek b_k na R, k = k^′(i), k^{′′}(i), gomotopny drug drugu

na R^′ \ U (bk0(i), εk0(i)) \ U (bk00(i), εk00(i)) kak dugi so svobodnymi kon-

cami na granicah udalØemyh okrestnosteæ. PredpolagaetsØ, qto kaßdaØ iz toqek b_k ∈ B ØvlØetsØ koncom dug, prinadleßawih odnomu ili neskol~kim iz klassov qetvertogo tipa.

Pod svobodnym semeæstvom H gomotopiqeskih klassov krivyh

na R^′ ponimaem mnoßestvo klassov H^{(μ)}_i , gde H^{(1)}_i , i = 1, . . . , m1, –

klassy pervogo tipa, H^{(2)}_i , i = 1, . . . , m_2, – klassy vtorogo tipa,

H^{(3)}_i , i = 1, . . . , m_3 (m_3 = m), – klassy tret~ego tipa i H^{(4)}_i , i = 1, . . . , m_4 – klassy qetvertogo tipa. Klassy odnogo, dvuh ili

treh iz ukazannyh tipov mogut otsutstvovat~. PredpolagaetsØ, qto vse rassmatrivaemye klassy suwestvu¸t i razliqny.

Nazovem dvusvØznu¸ oblast~ D na R^′ associirovannoæ s klassom H^{(1)}_i pervogo tipa, esli semeæstvo zamknutyh ßordanovyh krivyh, leßawih v D i razdelØ¸wih ee graniqnye komponenty, soderßitsØ v H^{(1)}_i . Esli R imeet graniqnye komponenty, to qetyrehugol~nik D na R^′, ime¸wiæ protivopoloßnye storony na granice R nazovem associirovannym s klassom H^{(2)}_i vtorogo tipa, esli semeæstvom dug v D, soedinØ¸wih ukazannye storo-

TEOREMY OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 85

ny D, soderßitsØ v H^{(2)}_i . OdnosvØznu¸ oblast~ D na R^′ ∪ {b^{(0)}_i },

b^{(0)}_i ∈ D, nazovem associirovannoæ s klassom H^{(3)}_i tret~ego ti-

pa, esli semeæstvo ßordanovyh krivyh v D, otdelØ¸wih toqku

b^{(0)}_i ot granicy D, soderßitsØ v H^{(3)}_i . Dvuugol~nik D s verxi-

nami ~b_k0 , ~b_k00 , ime¸wimi nositelØmi toqki b_k0 , b_k00 ∈ B, nazovem associirovannym s klassom H^{(4)}_i qetvertogo tipa, esli dugi v D, soedinØ¸wie verxiny D, prinadleßat klassu H^{(4)}_i . V fftom sluqae predpolagaem, qto oblast~ D udovletvorØet uslovi¸ (∗) otnositel~no svoih verxin ~b_k0, ~b_k00 ; esli β_k0 ≠ 0 (β_k00 ≠ 0), to v okrestnosti toqki b_k0 (toqki b_k00 ) graniqnye dugi oblasti D asimptotiqeski podobny logarifmiqeskim spiralØm naklona β_k0 (naklona β_k00 ). V sootvetstvii s tem, kakoæ iz ukazannyh qetyreh sluqaev imeet mesto, modul~ M(D) dvusvØznoæ oblasti D dlØ klassa krivyh, razdelØ¸wih ee graniqnye komponenty, modul~ M^{(1)}(D) qetyrehugol~nika D dlØ klassa dug, soedinØ¸- wih ego storony na granice R, privedennyæ modul~ M(D, b^{(0)}_i ) odnosvØznoæ oblasti D otnositel~no toqki b^{(0)}_i ∈ D ili ße privedennyæ modul~ M(D,~b_k0,~b_k00 ) dvuugol~nika D otnositel~no ego verxin ~b_k0, ~b_k00 budem nazyvat~ associirovannym s klassom H^{(4)}_i . ZnaqeniØ vseh ukazannyh moduleæ opredeleny vyborom fiksirovannogo lokal~nogo parametra v okrestnosti kaßdoæ toqki iz A ∪ B^{(0)} ∪ B. PredpolagaetsØ, qto vse klassy H^{(μ)}_i opredelØ¸tsØ sistemami toqek A, B^{(0)} i B takim obrazom, qto kaßdaØ iz oblasteæ D, associirovannyh s kakim-libo iz fftih klassov, imeet v kaqestve associirovannogo s nim modulØ veliqinu, ograniqennu¸ sverhu (v sluqae privedennogo modulØ dvuugol~nika snizu) nekotoroæ postoØnnoæ, zavisØweæ tol~ko ot raspoloßeniØ toqek iz A, B^{(0)} i B, a ne ot vybora ukazannoæ oblasti.

Pod dopustimoæ sistemoæ oblasteæ D^{(μ)}_i , associirovannoæ s semeæstvom H klassov H^{(μ)}_i , i = 1, . . . , m_μ; μ = 1, . . . , 4, ponimaem koneqnoe qislo nenalega¸wih oblasteæ na R^′ ∪ B^{(0)}, kaßdaØ iz kotoryh associirovana s nekotorym klassom H^{(μ)}_i i ne bolee qem odna iz kotoryh associirovana s kaßdym iz takih klassov. Esli

D^{(4)}_i – dvuugol~nik, associirovannyæ s klassom H^{(4)}_i qetverto-

go tipa, to sqitaem, qto oblast~ D^{(4)}_i udovletvorØet sformulirovannomu vyxe uslovi¸. Esli dlØ nekotorogo klassa H^{(μ)}_i pervogo ili vtorogo tipa v ukazannoæ sisteme oblasteæ ne su-

86 E. G. EMEL^˚NOV, G. V. KUZ^MINA

westvuet oblasti, associirovannoæ s dannym klassom, to budem nazyvat~ sootvetstvu¸wu¸ oblast~ D^{(μ)}_i vyroßdennoæ i pod ee modulem, associirovannym s klassom H^{(μ)}_i , budem ponimat~ 0. Semeæstvo vseh dopustimyh sistem oblasteæ, associirovannyh s semeæstvom H, oboznaqaem qerez D.

3.2. Pust~ α = {α_i}^{m1+m2+m} i=1 i h = {h_i}^{m4}_{i=1}

– zadannye sistemy poloßitel~nyh qisel, i pust~

α_k(h) = ∑ i∈Ik h_i, (11)

gde I_k – mnoßestvo teh indeksov i ∈ {1, . . . , r}, dlØ kotoryh dugi iz klassa H^{(4)}_i ime¸t toqku b_k odnoæ iz svoih predel~nyh koncevyh toqek (esli dugi iz nekotorogo klassa H^{(4)}_i ime¸t b_k svoeæ predel~noæ koncevoæ toqkoæ v oboih napravleniØh, to sootvetstvu¸wiæ indeks i figuriruet v I_k dvaßdy).

Qerez D(h, β) oboznaqaem semeæstvo sistem oblasteæ iz D, dlØ kotoryh oblasti D^{(4)}_i , i = 1, . . . , n_4, ime¸t v svoih graniqnyh fflementah ~b_k0_{(i)},~b_k00_{(i)} vnutrennie ugly ili vnutrennie uglovye harakteristiki, udovletvorØ¸wie uslovi¸

ψ_k = 2πh_i α_k(h) cos^2 β_k, k = k^′(i), k = k^{′′}(i). (12)

Pust~^∘D^{(4)} = {^∘D^{(4)}_i } – nekotoraØ sistema oblasteæ semeæstva

D(h, β). KaßdaØ sistema oblasteæ {D^{(4)}_i } semeæstva D(h, β) soot-

vetstvuet sisteme^∘D^{(4)} pri nekotoroæ dopustimoæ gomotopii F , opredelennoæ dlØ kaßdoæ iz oblasteæ D^{(4)}_i i^∘D^{(4)}_i v p. 2.1. Pust~ ω = {ω_k}^r_{k=1} – sistema povorotov v toqkah b_k ∈ B, k = 1, . . . , r, pri ukazannoæ gomotopii. Pri kaßdom i ∈ I(k) oblast~ D^{(4)}_i ∈ D^{(4)} sootvetstvuet oblasti^∘D^{(4)}_i ∈^∘D^{(4)} pri odnom i tom ße ugle povorota ω_k v toqke b_k.

TEOREMY OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 87

DlØ sistemy qisel α, h i β na semeæstve D(h, β) sistem oblasteæ D rassmotrim funkcional

M(D) = M(D; α, h, β) = m1∑ i=1 α^2_i M(D^{(1)}_i ) + m2∑ i=1 α^2_{m1+i}M^{(1)}(D^{(2)}_i )+

+ m∑ i=1 α^2_{m1+m2+i}M(D^{(3)}_i , b^{(0)}_i ) − m4∑ i=1 h^2_i M(D^{(4)}_i ~b_k0_{(i)},~b_k00_{(i)};^∘D^{(4)}_i ), (13)

gde (ispol~zuem opredelenie (8) i uslovie (12)) m4∑ i=1 h^2_i M(D^{(4)}_i ,~b_k0_{(i)},~b_k00_{(i)};^∘D^{(4)}_i ) =

= m4∑ i=1 h^2_i M(D^{(4)}_i ,~b_k0_{(i)},~b_k00_{(i)}) + r∑ k=1 α^2_k(h) π ω_ktg β_k, (14)

ω_k – ugol povorota pri dopustimoæ gomotopii oblasti^∘D^{(4)}_i v D^{(4)}_i , i ∈ I_k, k = 1, . . . , r.

3.3. Spravedliva sledu¸waØ teorema ob ffkstremal~nom razbi-

enii v semeæstve D(h, β).

Teorema 1. Pust~ R – koneqnaØ rimanova poverhnost~, R^′ =

R\{A∪B^{(0)} ∪B}, H – semeæstvo gomotopiqeskih klassov lokal~no

sprØmlØemyh krivyh na R^′. Pust~ α = {α_i}^{m1+m2+m3}_{i=1} i h = {h_i}^{m4}_{i=1} – sistemy poloßitel~nyh qisel, β = {β_k}^r_{k=1} – sistema qisel iz (−π/2, π/2). Pust~ D(h, β) – opredelennoe vyxe semeæstvo sistem oblasteæ na R^′ ∪ B^{(0)}, associirovannoe s semeæstvom H. Togda suwestvuet kvadratiqnyæ differencial Q(z)dz^2, meromorfnyæ na

R i odnoznaqno opredelØemyæ sledu¸wimi usloviØmi.

1) Q(z)dz^2 imeet prostye pol¸sy v toqkah a_j ∈ A (vozmoßno, ne vo vseh iz fftih toqek), pol¸sy vtorogo porØdka v kaßdoæ iz toqek b^{(0)}_i ∈ B^{(0)} i b_k ∈ B i ne imeet drugih pol¸sov na R.

2) Pust~ Φ – ob¨edinenie vseh kritiqeskih traektoriæ i dug kritiqeskih traektoriæ differenciala Q(z)dz^2, prinadleßawih

R,^¯Φ – zamykanie^¯Φ. Vnutrennee zamykanie^^Φ mnoßestva Φ

pusto i R \ Φ̄ predstavlØet soboæ ob¨edinenie oblasteæ D^{(μ)∗}_i , μ = 1, . . . , 4; i = 1, . . . , m_μ (m_3 = m), semeæstva D(h, β).

88 E. G. EMEL^˚NOV, G. V. KUZ^MINA

3) Dliny v Q-metrike traektoriæ differenciala Q(z)dz^2 v oblasti D^{(1)∗}_i , i = 1, . . . , m_1, ravny α_i, zamykaniæ dug traektoriæ differenciala Q(z)dz^2 v oblasti D^{(2)∗}_i , i = 1, . . . , m_2, ravny α_{m1+i}, i traektoriæ ukazannogo differenciala v oblasti D^{(3)∗}_i , i = 1, . . . , m_3, ravny α_{m1+m2+i}. Dliny v Q-metrike zamykaniæ dug ortogonal~nyh traektoriæ differenciala Q(z)dz^2 v oblasti D^{(4)∗}_i , i = 1, . . . , m_4, ravny h_i.

V semeæstve D(h, β) spravedlivo neravenstvo M(D; α, h, β) 6 M^∗(α, h, β), gde M^∗(α, h, β) = m1∑ i=1 α^2_i M(D^{(1)∗}_i ) + m2∑ i=1 α_{m1+i}M^{(1)}(D^{(2)∗}_i )+

+ m3∑ i=1 α^2_{m1+m2+i}M(D^{(3)∗}_i , b^{(0)}_i ) − m4∑ i=1 h^2_i M(D^{(4)∗}_i ,~b_k0_{(i)},~b_k00_{(i)};^∘D^{(4)}_i ).

Zdes~

h^2_i M(D^{(4)∗}_i ,~b_k0_{(i)},~b_k00_{(i)};^∘D^{(4)}_i ) =

= h^2_i M(D^{(4)∗}_i ,~b_k0_{(i)},~b_k00_{(i)}) + r∑ k=1 α^2_k(h) π ω^∗_ktg β_k,

ω^∗_k – ugol povorota v toqke b_k pri dopustimoæ gomotopii oblasti ∘ D^{(4)}_i v D^{(4)∗}_i , i ∈ I_k, k = 1, . . . , r.

Ravenstvo v (15) dostigaetsØ tol~ko dlØ sistemy oblasteæ D^{(μ)∗}_i (i = 1, . . . , m_μ; μ = 1, . . . , 4).

Zameqanie 2. Teorema 1 neposredstvenno rasprostranØetsØ na

bolee obwie sluqai, naprimer, na zadaqu ob ffkstremal~nom razbienii R, v kotoroæ rassmatrivaemyæ funkcional soderßit lineænu¸ kombinaci¸ − ∑ j h^{02}_j M^{(2)}(D_j ),

gde M^{(2)}(D_j ) – modul~ dvusvØznoæ oblasti D_j , associirovannyæ s gomotopiqeskim klassom H_j zamknutyh ßordanovyh krivyh na

TEOREMY OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 89

R^′ = R \ {A ∪ B^{(0)} ∪ B} otnositel~no semeæstva dug, soedinØ¸-

wih ee graniqnye komponenty, h^′_j – poloßitel~nye qisla. My ne privodim zdes~ fftot rezul~tat iskl¸qitel~no radi prostoty formulirovok.

Zameqanie 3. V sluqae, kogda semeæstvo D(h, β) sostoit iz si-

stem oblasteæ pervyh dvuh tipov (B^{(0)} = B = ⊥) teorema 1 dokazana Dßenkinsom [1, 4]. Esli B^{(0)} ≠ ⊥, sledovatel~no, oblasti tret~ego tipa ime¸tsØ, a B = ⊥, teorema 1 v sluqae R = C̄ ili R – oblast~ na C̄ , dokazana v [5, 11]. Esli oblasti qetvertogo tipa ime¸tsØ: B ≠ ⊥ i pri fftom β = 0, to teorema 1 v sluqae R = C̄ vpervye poluqena E. G. Emel~Ønovym [6] (probel dokazatel~stva v [6], ukazannyæ A. ı. Solyninym [8], legko ustranØetsØ). Polnoe dokazatel~stvo teoremy 1 v sluqae naliqiØ oblasteæ qetvertogo tipa pri uslovii β = 0 na rimanovoæ poverhnosti R poluqeno v fundamental~nom issledovanii A. ı. Solynina [8], pri fftom v [8] rassmatrivaetsØ bolee obwiæ funkcional po sravneni¸ s (13). Zadaqa ob ffkstremal~nom razbienii C̄ v sluqae naliqiØ oblasteæ qetvertogo tipa s β ≠ 0 issledovalas~ v [9, 10], odnako polnogo dokazatel~stva suwestvovaniØ associirovannogo kvadratiqnogo differenciala v [9, 10] privedeno ne bylo i v ukazannyh rabotah imeetsØ rØd netoqnosteæ i opeqatok^{1)}.

Ukaßem prostye sledstviØ teoremy 1.

Sledstvie 2. Iz metriqeskih usloviæ teoremy 1 vyteka¸t dif-

ferencial~nye uravneniØ dlØ funkciæ g^{(μ)}_i (z), otobraßa¸wih oblasti D^{(μ)∗}_i sootvetstvenno na krugovoe kol~co, qetyrehugol~- nik, krug ili polosu.

V terminah lokal~nogo parametra z, dlØ kotorogo z(b^{(0)}_i ) = 0 (sootvetstvenno, z(b_k) = 0), dlØ funkcii Q(z) imeem razloßeniØ Q(z) = − α^2_i 4π^2 1 z^2

+ . . . , esli b^{(0)}_i ∈ B^{(0)}; Q(z) = α^2_k(h) 4π^2 cos^2 β_k e^{−2iβk} z^2

+ . . . , esli b_k ∈ B.

Sledstvie 3. Esli R =^¯C , to dlØ kvadratiqnogo differenciala

1)V formulah (3) i (4) v [10] vmesto φ_1, φ_2 dolßno byt~ ψ_1, ψ_2, formuly (3) i (4) v rabote [9] verny.

90 E. G. EMEL^˚NOV, G. V. KUZ^MINA

teoremy 1 imeem prostoe analitiqeskoe vyraßenie:

Q(z)dz^2 = P (z) n∏ j=1 (z − a_j) m∏ i=1 (z − b^{(0)}_i )^2 r∏ k=1 (z − b_k)^2 −1 dz^2, gde P (z) – polinom ot z stepeni N 6 n + 2(m + k) − 4.

Esli R = U ili H, gde H – verhnØØ poluploskost~, to dlØ differenciala teoremy 1 imeem analogiqnoe vyraßenie: v fftom sluqae mnoßestvo nuleæ i pol¸sov differenciala Q(z)dz^2 simmetriqno otnositel~no granicy kruga U ili poluploskosti H.

§4. Dokazatel~stvo teoremy 1

4.1. V rØde sluqaev teorema 1 izvestna (sm. zameqanie 3). V tom

sluqae, kogda oblasti qetvertogo tipa ime¸tsØ: B ≠ ⊥, no pri fftom β = 0, teorema 1 dokazana v [8].

Naliqie oblasteæ qetvertogo tipa s β ≠ 0 znaqitel~no usloßnØet dokazatel~stvo teoremy 1 po sravneni¸ s drugimi sluqa- Ømi. Privodimoe niße dokazatel~stvo teoremy 1 spravedlivo odnovremenno dlØ vseh sluqaev (estestvenno, v qastnyh sluqaØh ffto dokazatel~stvo suwestvenno uprowaetsØ, poskol~ku nekotorye utverßdeniØ stanovØtsØ trivial~nymi).

Predlagaemoe dokazatel~stvo teoremy 1 osnovyvaetsØ na rassmotrenii bolee xirokogo semeæstva sistem oblasteæ ^D(h, β). Sistemy oblasteæ ^D semeæstva ^D(h, β) rassmatriva¸tsØ kak toqki topologiqeskogo prostranstva ^X. Ispol~zuØ svoæstva posledovatel~nosteæ sistem oblasteæ ^D_n, kak toqek prostranstva ^X, my ustanavlivaem suwestvovanie ffkstremal~noæ sistemy oblasteæ v semeæstve ^D(h, β). Metod kvazikonformnyh variaciæ privodit k opisani¸ fftoæ sistemy oblasteæ v terminah kvadratiqnogo differenciala Q(z)dz^2, iz kotorogo sleduet, qto ffkstremal~naØ sistema oblasteæ prinadleßit ishodnomu semeæstvu D(h, β).

4.2. Pust~ D^{(μ)}, μ = 1, 2, 3, – opredelennye vyxe sistemy dvu-

svØznyh oblasteæ D^{(1)}_i , qetyrehugol~nikov D^{(2)}_i i odnosvØznyh oblasteæ D^{(3)}_i , b^{(0)}_i ∈ D^{(3)}_i , i pust~ ^D^{(4)} = { ^D^{(4)}_i }^p_{i=1} – sistema dvuugol~nikov, ime¸wih verxiny ~b_k s nositelØmi v toqkah b_k ∈ B,

k = k^′(i), k^{′′}(i), i udovletvorØ¸wih vsem usloviØm, ukazannym

TEOREMY OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 91

v teoreme 1, za iskl¸qeniem usloviØ (∗). Budem rassmatrivat~ semeæstva ^D =^3 ⋃ μ=1 D^{(μ)} ∪ ^D^{(4)} kak toqki x topologiqeskogo prostranstva ^X. Predlagaemoe niße dokazatel~stvo teoremy 1 osnovyvaetsØ na sledu¸wem prostom fakte.

Predloßenie 3. Pust~^^X – topologiqeskie prostranstvo so

sqetnoæ bazoæ, X ⊂ ^X, Φ(x) – vewestvennaØ funkciØ, zadannaØ na X i polunepreryvnaØ sverhu, t.e. lim_{n→∞} Φ(x_n) 6 Φ(x) pri x_n, x ∈ X, x_n → x; sup_{x∈X} Φ(x) < ∞. (16)

Qerez X̄ oboznaqaem zamykanie X v ^X. Pust~ na X̄ zadana variaciØ Var_δ, t.e. opredeleno nepreryvnoe otobraßenie Var_δ : X̄ → X̄, Var_δ(X) ⊂ X, (17) udovletvorØ¸wee uslovi¸ Φ(Var_δ(x)) ¿ Φ(x) − δv(x) + o_x(δ), gde x ∈ X, v(x) – nepreryvnaØ funkciØ, δ > 0 i o_x(δ)/δ → 0 pri δ → 0 ravnomerno na X̄. Togda, esli x_n → x^∗ ∈ X̄ i Φ(x_n) → M = sup_{x∈X} Φ(x_n), to v(x^∗) ¿ 0. (18)

Dokazatel~stvo. Poloßim yn = Var δ(xn). Iz nepreryvnosti

Var_δ sleduet, qto y_n → y = Var_δ(x^∗). V silu (17),

M ¿ lim_{n→∞} Φ(yn) ¿ lim_{n→∞}(Φ(xn) − δv(xn) + ox_n (δ)) = = M − δv(x^∗) + o_x(δ). Po opredeleni¸ M , v(x^∗) ¿ o_x(δ)/δ, qto i dokazyvaet predloßenie 3.

Niße my budem pol~zovat~sØ obyqnym ponØtiem shodimosti posledovatel~nosti sistem oblasteæ ^D_n. Pust~ D^{(1)}_{i,n} – posledovatel~nosteæ oblasteæ iz D^{(1)}. Budem govorit~, qto D^{(1)}_{i,n} →

92 E. G. EMEL^˚NOV, G. V. KUZ^MINA D^{(1)}_i pri n → ∞, esli libo D^{(1)}_i = ⊥ i M(D^{(1)}_{i,n}) → 0, libo M(D^{(1)}_{i,n}) =^1_{2π} log R_{i,n}, gde R_{i,n} → R_i > 1, i suwestvuet posledo-

vatel~nost~ konformnyh otobraßeniæ f_{i,n}: K(1, R_{i,n}) → D^{(1)}_{i,n}, gde

K(1, R) = {ζ : 1 < |ζ| < R}, shodØwaØsØ v K(1, R_i) k otobraßeni¸ f_i : K(1, R_i) → D^{(1)}_i . Posledovatel~nost~ D^{(1)}_n = {D^{(1)}_{i,n}} shoditsØ k D^{(1)} = {D^{(1)}_i }, esli D^{(1)}_{i,n} shoditsØ k D^{(1)}_i pri kaßdom i = 1, . . . , n_1. Analogiqno opredelØetsØ shodimost~ posledovatel~nosti sistem qetyrehugol~nikov D^{(2)}n = {D^{(2)}_{i,n}} k D^{(2)} = {D^{(2)}_i }.

Pust~ D^{(3)}_{i,n} – posledovatel~nost~ oblasteæ iz D^{(3)}. Budem govorit~, qto D^{(3)}_{i,n} → D^{(3)}_i , esli posledovatel~nosteæ konformnyh otobraßeniæ f_{i,n}: U → D^{(3)}_{i,n}, f_{i,n}(ζ) = R_{i,n}ζ + . . . , shoditsØ v U k otobraßeni¸ f_i : U → D^{(3)}_i . D^{(3)}n = {D^{(3)}_{i,n}} → D^{(3)} = {D^{(3)}_i }, esli

D^{(3)}_{i,n} → D^{(3)}_i pri vseh i = 1, . . . , m.

Pust~, nakonec, ^D^{(4)}_{i,n} – posledovatel~nost~ oblasteæ iz ^D^{(4)}. Budem govorit~, qto ^D^{(4)}_{i,n} → ^D^{(4)}_i , esli suwestvuet posledovatel~nost~ konformnyh otobraßeniæ f_{i,n} : Π_0 → ^D^{(4)}_{i,n}, gde Π_0 = {ζ :

−1/2 < Im ζ < 1/2}, f_{i,n}(−∞) = b^{(n)}_{k0(i)}, f_{i,n}(+∞) = b^{(n)}_{k00(i)}, shodØwaØsØ

v Π_0 k konformnomu otobraßeni¸ f_i : Π_0 → ^D^{(4)}_i , f_i(−∞) = b_k0_{(i)},

f_i(+∞) = b_k00_{(i)}. ^D^{(4)}_n = { ^D^{(4)}_{i,n}} → ^D^{(4)} = { ^D^{(4)}_{i,n}}, esli ^D^{(4)}_{i,n} = ^D^{(4)}_i

pri kaßdom i = 1, . . . , n_4.

Budem govorit~, qto x_n = ^D_n → x = ^D, esli D^{(μ)}n → D^{(μ)},

μ = 1, 2, 3, ^D^{(4)}_n → ^D^{(4)}.

4.3. Ime¸t mesto sledu¸wie lemmy.

Lemma 4. Pust~ X – mnoßestvo vseh rassmatrivaemyh v te-

oreme 1 sistem oblasteæ x = D, funkcional Φ(x) opredelen ravenstvom (13), shodimost~ x_n → x ponimaetsØ v ukazannom vyxe smysle. Esli x_n, x ∈ X, x_n → x, to

lim_{n→∞} Φ(x_n) 6 Φ(x).

Lemma 5. Pri usloviØh lemmy 1 sup_{x∈X} Φ(x) < ∞.

TEOREMY OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 93

Dokazatel~stvo lemmy 4. Zapixem funkcional M(D) =

M(D; α, h, β) (sm. (13)) v vide

Φ(x) = Σ(D^{(1)}) + Σ(D^{(2)}) + Σ(D^{(3)}) − Σ(D^{(4)}). (19)

V sluqae B = ⊥ qetvertaØ summa v (19) otsutstvuet, prostranstvo X zamknuto otnositel~no opisannoæ v p. 4.2 shodimosti i funkciØ Φ(x) nepreryvna, sledovatel~no, lemmy 4 i 5 oqevidny. Opredelennu¸ trudnost~ predstavlØet lix~ dokazatel~- stvo lemmy 4 v sluqae B ≠ ⊥. Dostatoqno pokazat~, qto pri D^{(4)}n → D^{(4)} lim_{n→∞}(−Σ(D^{(4)}_n )) 6 −Σ(D^{(4)}). (20)

Oboznaqim

Σ^{(n)}(ε) = m4∑ i=1 h^2_i [ M(D^{(4)}_{i,n}(ε_k0_{(i)}, ε_k00_{(i)}))+ + 1 ψ_{i,k}0_{(i)} log ε_k0_{(i)} + 1 ψ_{i,k}00_{(i)} log ε_k00_{(i)} ] . (21)

Ispol~zuØ ravenstvo (11), po lemme Grëtxa dlØ ε^′_k < ε_k, k =

1, . . . , r, poluqaem

Σ^{(n)}(ε^′) ¿ Σ^{(n)}(ε)+ r∑ k=1 ∑ i∈I(k) h^2_i M(D_{i,n}(ε^′_k, ε_k)) − α^2_k(h) 2π cos^2 β_k log ε_k ε_k0 , (22) gde D_{i,n}(ε^′_k, ε_k) = D_{i,n}(ε^′_k, ·) \ D_{i,n}(ε_k, ·). Fiksiruem k ∈ {1, . . . , r} i rassmotrim v okrestnosti toqki b_k funkci¸

ζ = G_k(z) = 1 2π cos β_k e^{−iβk} log(z − b_k). (23)

Pust~ i ∈ I(k). DlØ uproweniØ formul v dal~neæxem indeks k budem opuskat~. Pri otobraßenii (23) logarifmiqeskie spirali s verxinoæ v toqke b perehodØt v gorizontal~nye prØmye, a ortogonal~nye spirali – v vertikal~nye prØmye. DlØ z, dostatoqno blizkih k b, qerez S(z) oboznaqaem ortogonal~nu¸ spiral~, prohodØwu¸ qerez toqku z, qerez l(ζ) – ee obraz pri otobraßenii (23). Budem sqitat~, qto toqka b_k ØvlØetsØ nositelem

94 E. G. EMEL^˚NOV, G. V. KUZ^MINA

odnogo otmeqennogo graniqnogo fflementa, pust~ ~b_{i,n}, kaßdoæ iz oblasteæ D^{(4)}_{i,n} (v protivnom sluqae dokazatel~stvo soverxenno analogiqno). V sootvetstvii s oboznaqeniØmi §1, qerez Δ_{i,n}(δ) oboznaqaem komponentu svØznosti mnoßestva D^{(4)}_{i,n} ∩ U (b, δ), ime- ¸wu¸ ~b_{i,n} svoim graniqnym fflementom. Qerez z_{i,n}(ε), gde ε < δ, oboznaqaem tu toqku pereseqeniØ ∂Δ_{i,n}(δ) ∩ {z : |z − b| = ε}, dlØ kotoroæ duga logarifmiqeskoæ spirali S(z_{i,n}(ε)), soderßawaØsØ v Δ_{i,n}(δ), leßit v kruge U (b, ε); z^{(0)}(ε) opredelØetsØ analogiqnym obrazom dlØ oblasti^∘D^{(4)}_i .

Pust~ σ_{i,n} = G(D^{(4)}_{i,n} ∩ U (b, δ)), σ_i = G(D^{(4)}_i ∩ U (b, δ)). Qerez

σ_{i,n}(ε^′, ε) oboznaqaem pereseqenie σ_{i,n} s polosoæ, ograniqennoæ

vertikal~nymi prØmymi l(z_{i,n}(ε^′)) i l(z_{i,n}(ε), analogiqno opredelØetsØ σ_i(ε^′, ε). Ugol povorota v toqke b_k pri dopustimoæ gomotopii oblasti^∘D^{(4)}_i v D^{(4)}_i oboznaqaem qerez ω, a oblasti^∘D^{(4)}_i v

D^{(4)}_{i,n} – qerez ω^{(n)}; ¶_{i,n}(ε) = arg(z_{i,n}(ε)/z_i(ε)). Imeem M(D^{(4)}_{i,n}(ε^′, ε)) = M(σ_{i,n}(ε^′, ε)), ¶_{i,n}(ε) → ¶_{i,n} = ω^{(n)} − ω. Pust~ l_{i,n}(ε^′, ε) – rasstoØnie v σ_{i,n}(ε^′ε) meßdu vertikal~nymi storonami. V silu usloviØ D^{(4)}_{i,n} → D^{(4)}_i i usloviØ (∗), l_{i,n}(ε^′, ε) ¿ 1 2π cos^2 β log ε ε^′ − ¶_{i,n}(ε^′) 2π cos β sin β + r_n, r_n → 0 pri n → ∞,

(24) i M(σ_{i,n}(ε^′, ε)) ¿ l^2_{i,n}(ε^′, ε) pl. σ_{i,n}(ε^′, ε) . Krome togo, ∑ i∈I(k) pl. σ_{i,n}(ε^′, ε) 6 12π cos_2 β log εε_′ . (25)

Pol~zuØs~ neravenstvom BunØkovskogo, v silu (24), (25) i (11),

TEOREMY OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 95

poluqaem ∑ i∈I(k) h^2_i M(D^{(4)}_{i,n}(ε^′, ε))¿ ∑ i∈I(k) h^2_i l^2_{i,n}(ε^′, ε)

pl. σ_{i,n}(ε^′, ε) ¿ ( ∑ i∈I(k) h_il_{i,n}(ε^′, ε) )_2 ∑ i∈I(k) pl. σ_{i,n}(ε^′, ε) ¿

¿^{α2k(h)}

2π cos^2 β_k log ε ε^′ − α^2_k(h) π (ω^{(n)} − ω)tg β + r_1(ε^′) + r_2(n), (26)

gde r_1(ε^′) → 0 pri ε^′ → 0, r_2(n) → 0 pri n → ∞ ravnomerno po ε^′. Nakonec, iz (22) poluqaem

Σ^{(n)}(ε^′) + r∑ k=1 α^2_k(h) π ω^{(n)}_k tg β_k ¿ Σ^{(n)}(ε)+

+ r∑ k=1 ∑ i∈I(k) [ h^2_i M(D^{(4)}_{i,n}(ε^′_k, ε_k))− α^2_k(h) 2π cos^2 β_k log ε_k ε^′_k + α^2_k(h) π ω^{(n)}_k tg β_k ] . V silu (26),

Σ^{(n)}(ε^′) ¿ Σ^{(n)}(ε) + r∑ k=1 α^2_k(h) π ω_ktg β_k + r_1(ε^′) + r_2(n),

gde r_1(ε) → 0, r_2(n) → 0. PerehodØ k predelu pri ε^′ → 0, ots¸da poluqaem

Σ(D^{(4)}_n ) ¿ Σ^{(n)}(ε) − Σ(ε) + Σ(ε) + r∑ k=1 α^2_k(h) π ω_ktg β_k + r_2(n).

Sledovatel~no,

lim_{n→∞} Σ(D^{(4)}) ¿ Σ(ε) + r∑ k=1 α^2_k(h) π ω_ktg β_k,

znaqit, spravedlivo (20).

Dokazatel~stvo lemmy 5. Kak i pri dokazatel~stve lemmy 4,

dostatoqno dokazat~ ograniqennost~ summy Σ(D^{(4)}) snizu.

Pust~ Σ(ε) opredelena v (21). Poskol~ku pri fiksirovannom ε = {ε_1, . . . , ε_r} suwestvuet postoØnnaØ M_”, zavisØwaØ tol~ko ot

96 E. G. EMEL^˚NOV, G. V. KUZ^MINA

raspoloßeniØ toqek iz P i takaØ, qto Σ(ε) ¿ M_”, to dostatoqno dokazat~ ograniqennost~ pri kaßdom k ∈ {1, . . . , r} veliqiny ∑ i∈I(k) h^2_i M(D^{(4)}_i (ε^′_k, ε_k)) − α^2_k(h) 2π cos^2 β_k log ε_k ε^′_k + α^2_k(h) π ω_ktg β_k,

gde ω_k – ugol povorota v toqke b_k pri dopustimoæ gomotopii oblasti^∘D^{(4)}_i v D^{(4)}_i , i ∈ I_k. Ispol~zuem oboznaqeniØ dokazatel~- stva lemmy 4 i pust~ σ_i(ε^′, ε) i l_i(ε^′, ε) sootvetstvu¸t σ_{i,n}(ε^′, ε) i

l_{i,n}(ε^′, ε). Analogiqno (24), imeem pri i ∈ I_k

l_i(ε^′, ε) ¿ 1 2π cos^2 β_k log ε ε^′ − ¶^{(0)}_i (ε^′) 2π cos β_k sin β_k + r,

gde ¶^{(0)}_i (ε^′) = arg{z_i(ε^′)/z^{(0)}_i (ε^′)}, ¶^{(0)}_i (ε^′) → ω_k, r – postoØnnaØ, zavisØwaØ tol~ko ot raspoloßeniØ toqek iz P.

Teper~, kak i pri dokazatel~stve lemmy 4, poluqaem ∑ i∈I(k) h^2_i M(D^{(4)}_i (ε^′_k, ε_k)) ¿ α^2_k(h) 2π cos^2 β_k log ε_k ε^′_k − α^2_k(h) π ω_ktg β_k+r_1(ε^′_k)+r_2,

gde r_1(ε^′) → 0, a r_2 – postoØnnaØ, qto i dokazyvaet lemmu 5.

Zameqanie 4. Esli β = 0, a dvuugol~niki D^{(4)}_i udovletvorØ¸t

menee ograniqitel~nomu uslovi¸ po sravneni¸ s (∗): pri vseh dostatoqno malyh ε_k, k = k^′(i), k^{′′}(i), pereseqenie D^{(4)}_i ∩ C(b_k, ε_k) sostoit iz odnoæ dugi, esli b_k0_{(i)} = b_k00_{(i)}, i iz dvuh dug, esli

b_k0_{(i)} = b_k00_{(i)}, to spravedlivost~ lemm 4 i 5 dostatoqno oqevidna.

4.4. Pust~ D^∗ –ffkstremal~naØ sistema oblasteæ na R \ {A ∪ B}.

DlØ opisaniØ geometriqeskih svoæstv fftoæ sistemy oblasteæ primenim metod variacii. Mnoßestvo A ∪ B^{(0)} ∪ B budem oboznaqat~ takße qerez P. OpredelØØ variaci¸ v (17), rassmotrim kvazikonformnoe otobraßenie

w = F (z) = z + ελ(z), (27)

gde λ(z) – gladkaØ finitnaØ funkciØ na R s kompaktnym nositelem supp λ(z) ⊂ Ω, gde Ω ∩ P = ⊥, ε > 0 i dostatoqno malo. Otobraßenie F (z) ostavlØet nepodvißnymi toqki iz P i konformno v okrestnosti kaßdoæ iz fftih toqek.

TEOREMY OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 97

Ocenim iskaßenie moduleæ oblasteæ semeæstva D pri otobraßenii F (z).

1) Pust~ D – nekotoraØ iz oblasteæ D^{(1)∗}_i sistemy D^∗. Budem sledovat~ izloßeni¸ v [2]. Pust~ ~D – obraz oblasti D pri otobraßenii F . Pust~ ζ = g(z) – otobraßenie oblasti D na krugovoe kol~co K = {ζ : 1 < |ζ| < M }. Pust~ L – krivaØ v D, kotoroæ v kol~ce Ksootvetstvuet radial~nyæ otrezok I = [1, M ], i pust~ t(z) = iα 2π log g(z) (28)

– otobraßenie kol~ca K s razrezom po otrezku I na prØmougol~- nik Π so storonami α i h, pri fftom otrezku I sootvetstvu¸t storony dliny h. Analogiqno, pust~ ~ζ = ~g(w) – otobraßenie oblasti ~D na kol~co K = {~ζ : 1 < |~ζ| < ~M}, ~L = F (L), ~I = ~g(~L), i pust~ v(w) = iα 2π log ~g(w) (29)

– otobraßenie qetyrehugol~nika ~K \ ~I na qetyrehugol~nik ~Π, dlØ kotorogo rasstoØnie meßdu protivopoloßnymi storonami, ØvlØ¸wimisØ obrazami krivoæ ~I, ravno α, a vysota ravna ~h. Opredelim otobraßenie v = f(t) ravenstvom f ∘ g(z) = ~g ∘ F (z). (30) FunkciØ f(t) otobraßaet Π na ~Π. DlØ dilatacii μ_f otobraßeniØ f imeem μ_f ∘ g(z) = μ_F · (g^′(z))^2 |g^′(z)|^2 . Izvestnoe neravenstvo daet αh 6^{∫ ∫}_Π |ft + ft̄|dσt =^{∫∫}_Π J^{1/2}_f^{|ft + ft̄|}_{J 1/2f} dσt 6 6 ∫∫ Π J_f dσ_t 1/2 ∫ ∫ Π |1 + μ_f |^2 1 − |μ_f |^2 dσ_t 1/2 , (31)

98 E. G. EMEL^˚NOV, G. V. KUZ^MINA

gde J_f – Økobian otobraßeniØ f : J_f = |f_t|−|f¯_f |. Iz (31) poluqaem

α^2h^2 6 α~h ∫ ∫ Π (1 + 2 Re μ_f + O(μ^2_f ))dσ_t =

= α~h(αh + 2 Re ∫ ∫ Π μ_f dσ_t + O(μ^2_f )),

otkuda

2 Re ∫ ∫ Π μ_f dσ_t ¿ α h^2 ~h − αh + O(μ^2_f ) ¿ αh − α~h + O(μ^2_f ) ili 2 Re ∫∫ D μ_F (z) · t^{′2}(z)dσ_z ¿ α^2M(D) − α^2M( ~D) + O(μ^2_F ). (32)

2) Pust~ D – odna iz oblasteæ D^{(2)∗}_i sistemy D^∗. PovtorØØ predyduwie rassußdeniØ ili ße rassmatrivaØ dvusvØznu¸ oblast~, sootvetstvu¸wu¸ D na duble poverhnosti R^′, poluqaem neravenstvo

2 Re ∫ ∫ D μ_F (z)t^{′2}(z)dσ_z ¿ α^2M^{(1)}(D) − α^2M^{(1)}( ~D) + O(μ^2_F ), (33)

gde t(z) – otobraßenie oblasti D prØmougol~nik so storonami dliny α i h.

3) Pust~ D – odna iz oblasteæ D^{(3)∗}_i sistemy D^∗, b = b_i ∈ D. Pust~ ζ = g(z) – otobraßenie D na krug |ζ| < R, g(b) = 0, g^′(b) = 1, γ – proobraz otrezka [0, R] pri otobraßenii g(z). FunkciØ (28) pri nadleßawem vybore vetvi logarifma otobraßaet oblast~

D \ γ na vertikal~nu¸ polupolosu xiriny α. Analogiqno, pust~

~D – obraz oblasti D pri otobraßenii F . Pust~ funkciØ ~ζ = ~g(w) otobraßaet oblast~ ~D na krug |~ζ| < ~R, ~γ = F (γ). FunkciØ (29) otobraßaet oblast~ ~D \ ~γ na polupolosu Π s krivolineænymi protivopoloßnymi storonami, rasstoØnie meßdu kotorymi ravno α. Pust~ D_δ = D \ U (b, δ), Π_δ = t(D_δ ) – prØmougol~nik dliny l(δ) = α 2π log 1 δ + O(δ).

TEOREMY OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 99

Poloßim ~D_δ = F (D_δ), ~Π_δ = v( ~D_δ ), i pust~ f opredeleno v (30). Takße kak i vyxe, poluqaem neravenstvo

2 Re ∫∫ Dδ μ_F (z)t^{′2}(z)dσ_z ¿ α^2M(D_δ) − α^2M( ~D_δ ) + O(μ^2_F ) + O(δ).

V silu usloviØ F^′(b) = 1 v predele pri δ → 0 poluqaem neravenstvo

2 Re ∫ ∫ D μ_F (z)t^{′2}(z)dσ_z ¿ α^2M(D, b) − α^2M( ~D, b) + O(μ^2_F ). (34)

4) Pust~, nakonec, D – odin iz dvuugol~nikov D^{(4)∗}_i sistemy D^∗, ~b_1,~b_2 – verxiny D, β_1, β_2 – ugly naklona v fftih verxinah. Pust~ ζ = g(z) – otobraßenie oblasti D na gorizontal~nu¸ polosu Π vysoty h, v = ~g(z) – otobraßenie oblasti ~D = F (D) na gorizontal~nu¸ polosu ~Π toæ ße vysoty h, f = f(ζ) – funkciØ (30). Pust~ δ_1, δ_2 > 0, D(δ_1, δ_2) – qetyrehugol~nik v D, dlØ kotorogo Π(δ_1, δ_2) = g(D(δ_1, δ_2)) – prØmougol~nik vysoty h i dliny α = α(δ_1, δ_2) (my zamenØem zdes~ opredelenie qetyrehugol~- nika D(δ_1, δ_2), dannoe v §1, ravnosil~nym opredeleniem). Pust~

~D(δ_1, δ_2) = F (D(δ_1, δ_2)), ~Π(δ_1, δ_2) = ~g( ~D(δ_1, δ_2)) – qetyrehugol~nik,

rasstoØnie meßdu protivopoloßnymi storonami kotorogo ravno

~α = ~α(δ_1, δ_2). Imeem ~α 6^{∫ ∫} Π(δ1,δ2) |f_ζ +f¯_ζ |dσ_ζ 6 ( ∫ ∫ Π(δ1,δ2) J_f dσ_ζ )_{1/2}( ∫ ∫ Π(δ1,δ2) |1 + μ_f |^2 1 − |μ_f |^2 dσ_ζ )_{1/2} , otkuda ~αh 6 αh + 2 Re^{∫ ∫} Π(δ1,δ2) μ_f dσ_ζ + O(μ^2_f ) ili 2 Re ∫∫ Π(δ1,δ2) μ_f dσ_ζ − ( h^2 M^{(1)}(Π(δ_1, δ_2)) − h^2 M^{(1)}(~Π(δ_1, δ_2)) ) + O(μ^2_f ).

Poslednee neravenstvo moßem zapisat~ v vide

2 Re ∫ ∫ D(δ1,δ2) μ_F (z)g^{′2}(z)dσ_z ¿

¿ −(h^2M(D(δ1, δ2)) − h^2M(^~D(δ1, δ2)) + O(‖δ‖) + O(μ^2_F ).

100 E. G. EMEL^˚NOV, G. V. KUZ^MINA

UqityvaØ uslovie F^′(b_1) = F^′(b_2) = 1 i perehodØ k predelu pri

‖δ‖ → 0, ots¸da poluqaem

2 Re ∫∫ D μ_F (z)g^{′2}(z)dσ_z ¿ −(h^2M(D(~b_1,~b_2) − h^2M( ~D(~b_1,~b_2)) + O(μ^2_F ).

Pri fftom, esli^∘D – nekotoraØ ishodnaØ oblast~ sravneniØ, to iz poslednego neravenstva i sovpadeniØ uglov povorota oblasti ∘ D v D i ~D vytekaet neravenstvo

2 Re ∫ ∫ D μ_F (z)g^{′2}(z)dσ_z ¿

¿ −(h^2M(D(^~b1,^~b2;^∘D) − h^2M(^~D(^~b1,^~b2;^∘D)) + O(μ^2_F ). (35)

Vyxe dlØ kaßdoæ oblasti D^{(μ)∗}_i ffkstremal~noæ sistemy D^∗ opredeleno otobraßenie ζ = g_i(z) = g^{(μ)}_i (z) fftoæ oblasti na krugovoe kol~co, qetyrehugol~nik, krug ili polosu vysoty 1. Legko videt~, qto mnoßestvo ⋃ μ,i D^{(μ)∗}_i ne imeet vnexnih toqek na R.

Opredelim funkci¸ Q(z) usloviem Q(z) = − α^2_i 4π^2

(g^′_i(z)/g_i(z))^2, esli z ∈ D^{(μ)∗}_i , μ = 1, 2, 3; (36)

Q(z) = h^2_i g^′_i(z), esli z ∈ D^{(4)∗}_i , (37)

dlØ ostal~nyh z ∈ R funkci¸ Q(z) doopredelØem proizvol~nym obrazom. Togda iz (32)–(35) dlØ dopustimoæ sistemy oblasteæ ~D poluqaem

2 Re ∫∫ Ω μ_F (z)Q(z)dσ_z ¿ M(D^∗) − M( ~D) + O(μ^2_F ). (38)

Ispol~zuØ vyraßenie dlØ F (z), iz (38) nahodim

2 Re ∫ ∫ Ω λ_{z̄} (z)Q(z)dσ_z ¿ M(D^∗) − M( ~D) + O(μ^2_F ). (39)

Na osnovanii predloßeniØ 3, v silu ffkstremal~nosti sistemy D^∗ i proizvol~nosti arg λ iz (39) poluqaem ravenstvo ∫∫ Ω λ_{z̄}Q(z)dσ_z = 0. (40)

TEOREMY OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 101

Poskol~ku (40) verno dlØ kaßdoæ gladkoæ finitnoæ funkcii λ,

supp λ ⊂ Ω, to po lemme VeælØ (sm., naprimer, [12]) poluqaem, qto Q(z) sovpadaet p.v. v Ω s analitiqeskoæ funkcieæ. VzØv toqku z_0

na granice kakoæ-libo iz oblasteæ D^{(μ)∗}_i , z_0 ∉ P, i predpoloßiv, qto U (z_0, ε) ⊂ Ω, nahodim, qto graniqnaØ duga ∂D^{(μ)∗}_i , prinadleßawaØ U (z_0, ε), ØvlØetsØ analitiqeskoæ dugoæ, udovletvorØ¸weæ uravneni¸ Q(z)dz^2 > 0. Takim obrazom, mnoßestvo osobennosteæ funkcii Q(z) soderßitsØ v P = A ∪ B^{(0)} ∪ B.

Esli toqka a_k ∈ A ne ØvlØetsØ toqkoæ regulØrnosti funkcii

Q(z), to ona prinadleßit granice odnoæ iz oblasteæ D^{(μ)∗}_i si-

stemy D^∗. Poskol~ku Q(z) analitiqna v nekotoroæ okrestnosti

U (a_k, ε)\{a_k}, a funkciØ g_i(z) ograniqena, to a_k ØvlØetsØ prostym

pol¸som Q(z).

Esli toqka b^{(0)}_i ∈ B^{(0)} prinadleßit oblasti D^{(3)∗}_i sistemy D^∗, to v silu (36) v terminah lokal~nogo parametra z, z(b^{(0)}_i ) = 0, spravedlivo razloßenie Q(z) = − α^2_i 4π^2 z^{−2} + . . . . DlØ toqki b_k ∈ B rassmotrim oblasti D^{(4)∗}_i , gde i ∈ I(k). V silu “osnovnoæ strukturnoæ teoremy” Dßenkinsa v terminah lokal~nogo parametra z, z(b_k) = 0, imeem razloßenie Q(z) = α^2_k(h) 4π^2 cos^2 γ_k e^{−2iγk} z^{−2} + . . . , , gde γ_k ∈ (−π/2, π/2). Predpoloßim, qto γ_k ≠ β_k, i pust~ D_n → D^∗ pri n → ∞. UsilivaØ ocenku (24), togda nahodim, qto Σ(D^{(4)}n ) → +∞. Znaqit, sluqaæ γ_k ≠ β_k nevozmoßen.

Takim obrazom, b^{(0)}_i i b_k – dvoænye pol¸sy Q(z) s ukazannymi razloßeniØmi.

4.5. Predpoloßim, qto suwestvuet ffkstremal~naØ sistema D

oblasteæ D^{(μ)}_i , otliqnaØ ot D^∗. Pust~ sistemam oblasteæ D i D^∗ sootvetstvu¸t kvadratiqnye differencialy Q(z)dz^2 i Q^∗(z)dz^2, udovletvorØ¸wie ukazannym vyxe normiru¸wim usloviØm.

V silu izvestnyh rezul~tatov metoda ffkstremal~noæ metriki imeem neravenstva (my sleduem rassußdeni¸ v [9])

plow._Q� D^{(1)}_i ¿ α^2_i M(D^{(1)}_i ); i = 1, . . . , m_1; (41)

102 E. G. EMEL^˚NOV, G. V. KUZ^MINA

plow._Q� D^{(2)}_i ¿ α^2_{m1+i}M^{(1)}(D^{(2)}_i ); i = 1, . . . , m_2; (42) i ravenstvo v (41) i (42) imeet mesto sootvetstvenno tol~ko v sluqae D^{(1)}_i = D^{(1)∗}_i i D^{(2)}_i = D^{(2)∗}_i . Pust~ δ = {δ_1, . . . , δ_m} i ε =

{ε_1, . . . , ε_r } – sistemy poloßitel~nyh qisel. PolagaØ D^{(3)}_i (δ_i) = D^{(3)}_i \ U (b^{(0)}_i , δ_i), imeem

plow._Q� D^{(3)}_i (δ_i) +

α^2_{m1+m2+i} 2π log δ_i ¿

¿^{α2m1+m2+i}_{2π} M(D^{(3)}_i (δi)) +^{α2m1+m2+i}_{2π} log δi + o(1). (43)

Pust~ teper~ D^{(4)∗}_i (ε_k0_{(i)}, ε_k00_{(i)} – qetyrehugol~nik, opredelennyæ v §1, l_i(ε_k0_{(i)}, ε_k00_{(i)}) + O(‖ε‖) – dlina dugi traektorii differenciala Q^∗(z)dz^2, prinadleßaweæ fftomu qetyrehugol~niku: 1 h_i l_i(ε_k0_{(i)}, ε_k00_{(i)}) + ∑ k=k0(i),k00(i) 1 ψ_k log ε_k =

= M(D^{(4)∗}_i (~b_k0_{(i)},~b_k00_{(i)})) + O(‖ε‖).

OboznaqaØ qerez ω^∗_k i ω_k ugly povorota v toqke b_k oblasti^∘D^{(4)}_i sootvetstvenno v D^{(4)∗}_i i D^{(4)}_i , i ∈ I(k), imeem ravenstvo

plow._Q� D^{(4)}_i (ε_k0_{(i)}, ε_k00_{(i)}) + h^2_i ∑ k=k0(i),k00(i) 1 ψ_k log ε_k ¿ ¿ l_i(ε_{k0(i)}, ε_{k00(i)}) + ∑ k=k0(i),k00(i) α_k(h) 2π (ω^∗_k − ω_k)tg β_k 2 ×

× [ M(D^{(4)}_i (ε_k0_{(i)}, ε_k00_{(i)}) ]_{−1} + h^2_i ∑ k=k0(i),k00(i) 1 ψ_k log ε_k + o(1) =

= −h^2_i M(D^{(4)}_i (~b_k0_{(i)},~b_k00_{(i)})) + 2h^2_i M(D^{(4)∗}_i (~b_k0_{(i)},~b_k00_{(i)}))+ +2h_i ∑ k=k0(i),k00(i) α_k(h) 2π (ω^∗_k − ω_k)tg β_k + o(1). (44)

TEOREMY OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 103

SummiruØ levye i pravye qasti neravenstv (41)–(44), perehodØ k predelu pri ‖δ‖ → 0 i ‖ε‖ → 0 i uqityvaØ vozmoßnost~ usileniØ neravenstv (43) i (44) v sluqae nesovpadeniØ oblasteæ

D^{(3)}_i , D^{(3)∗}_i i D^{(4)}_i , D^{(4)∗}_i , poluqaem neravenstvo (funkcional (13)

oboznaqaem qerez M(D;^∘D^{(4)}))

M(D^∗;^∘D^{(4)}_i ) ¿ M(D;^∘D^{(4)}_i ), (45)

pri fftom ravenstvo v (45) imeet mesto tol~ko v sluqae D^{(μ)}_i =

D^{(μ)∗}_i pri vseh μ, i i ω = {ω_1, . . . , ω_r} = 0. Ots¸da i iz ravenstva

M(D^∗;^∘D^{(4)}_i ) = M(D;^∘D^{(4)}_i )

vytekaet edinstvennost~ kvadratiqnogo differenciala i ffkstremal~noæ sistemy oblasteæ teoremy 1.

4.6. V rabote A. ı. Solynina [8] poluqeny formuly, ustana-

vliva¸wie zavisimost~ funkcionala M^∗(α, h, β) teoremy 1 ot raspoloßeniØ otmeqennyh toqek iz P v sluqae β = 0. V rabote [13] fftot rezul~tat rasprostranØetsØ na sluqaæ β ≠ 0. Imenno, pust~ v okrestnosti toqki p_k ∈ P = A ∪ B^{(0)} ∪ B vybran lokal~- nyæ parametr z, z(p_k) = 0. �kstremal~noe znaqenie M^∗(α, h, β) funkcionala teoremy 1 budem rassmatrivat~ kak funkci¸ ot z v nekotoroæ okrestnosti naqala koordinat i oboznaqat~ qerez

M(z). Imeet mesto

Teorema 2. Spravedlivo ravenstvo ∂ ∂z M(0) = πλ_{−1}(k),

gde λ_{−1}(k) = Res_{z=0} Q(z), Q(z)dz^2 – kvadratiqnyæ differencial teoremy 1.

Literatura

1. J. A. Jenkins, On the existence of certain general metrics, Ann. Math. 66, No. 3 (1957), 440–453.

2. K. Strebel, Quadratic differentials, In: Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete, 3.F., Bd 5, Springer, Berlin u.a. (1984).

3. H. Renelt, Konstruktion gewisser quadratischer Differentiale mit Hilfe von Dirichletintegralen, Math. Nachr. 73 (1970), 125–142.

104 E. G. EMEL^˚NOV, G. V. KUZ^MINA

4. J. A. Jenkins, On the existence of certain general metrics. II, Tôhoku Math. J.

(2) 45, No. 2 (1993), 247–257.

5. G. V. Kuz~mina, Moduli semeæstv krivyh i kvadratiqnye differencialy, Tr. Matem. in-ta AN SSSR 139 (1980), 1–240.

6. E. G. Emel~Ønov, K zadaqam ob ffkstremal~nom razbienii, Zap. nauqn.

semin. LOMI 154 (1986), 76–89.

7. G. V. Kuz~mina, Ob ffkstremal~nyh svoæstvah kvadratiqnyh differencialov s polosoobraznymi oblastØmi v strukture traektoriæ, Zap. nauqn. semin. LOMI 154 (1986), 110–129.

8. A. ı. Solynin, Moduli i ffkstremal~no-metriqeskie problemy, PDMI

Preprint-3/1997, 1–66.

9. G. V. Kuz~mina, Ob ffkstremal~nyh svoæstvah kvadratiqnyh differencilov s traektoriØmi, asimptotiqeski podobnymi logarifmiqeskim spiralØm, Zap. nauqn. semin. LOMI 160 (1987), 121–137.

10. G. V. Kuz~mina, O suwestvovanii kvadratiqnyh differencialov s pol¸- sami vysokih porØdkov, Zap. nauqn. semin. POMI 212 (1994), 129–138.

11. G. V. Kuz~mina, Problema modulØ dlØ klassov krivyh v krugovom kol~ce, Zap. nauqn. semin. LOMI 144 (1985), 115–127.

12. I. Kra, Avtomorfnye formy i kleænovy gruppy, M., 1985. 13. E. G. Emel~Ønov, Zavisimost~ funkcionala v zadaqe ob ffkstremal~nom razbienii rimanovoæ poverhnosti ot parametrov, Zap. nauqn. semin. POMI 254 (1998) (prinØto k peqati).

Postupilo 4 sentØbrØ 1997 g. S.-Peterburgskiæ universitet ffkonomiki i finansov

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail:kuzmina @ pdmi.ras.ru