A. V. Stepanov

O NORMAL^NOM STROENII POLNO` LINE`NO` GRUPPY NAD KOL^COM

Vvedenie

Izuqenie normal~nogo stroeniØ polnoæ lineænoæ gruppy nad obwimi kol~cami naqalos~ s rabot H. Bassa [12, 13] v seredine xestidesØtyh godov, v kotoryh, v qastnosti, bylo poluqeno isqerpyva¸wee opisanie normal~nyh deliteleæ predel~- noæ polnoæ lineænoæ gruppy nad proizvol~nym kol~com. Takße, H. Bass vvel novoe ponØtie razmernosti kol~ca, tak nazyvaemyæ stabil~nyæ rang, i pokazal, qto osnovnye strukturnye teoremy osta¸tsØ vernymi v polnoæ lineænoæ gruppe, esli ee stepen~ bol~xe stabil~nogo ranga osnovnogo kol~ca. Dß. Milnor [6] iniciiroval izuqenie gruppy Steænberga v fftom kontekste. Osnovnoæ vklad v fftoæ oblasti prinadleßit A. Baku, L. N. Vaserxteænu, R. K. Dennisu, V. van der Kallenu i A. A. Suslinu.

Sledu¸wiæ krupnyæ skaqok v izuqenii normal~nogo stroeniØ polnoæ lineænoæ gruppy nad kol~com proizoxel blagodarØ rezul~tatam Dß. Uilsona [21], I. Z. Golubqika [5] i A. A. Suslina [9], kotorye pokazali, qto nad kommutativnymi kol~cami bol~xaØ qast~ opisaniØ, poluqennogo H. Bassom, imeet mesto naqinaØ s razmernosti 3 nezavisimo ot stabil~nogo ranga kol~- ca. Dal~neæxie rezul~taty v fftom napravlenii byli poluqeny Z. I. Boreviqem, N. A. Vavilovym, L. N. Vaserxteænom, I. Z. Golubqikom, V. I. Kopeæko, A. V. Mihalevym, A. A. Suslinym, Dß. Taddei i mnogimi drugimi. V. van der Kallen i M. S. Tulenbaev dokazali analogiqnye rezul~taty dlØ gruppy Steænberga (naqinaØ s razmernosti 4). Sleduet upomØnut~ takße, qto V. N. Gerasimov [4] postroil (dlØ proizvol~noæ razmernosti) primer takogo kol~ca, qto fflementarnaØ podgruppa ne ØvlØetsØ normal~nym delitelem polnoæ lineænoæ gruppy (i,

Avtor serdeqno blagodarit Sankt-Peterburgsku¸ mffri¸ za grant dlØ molodyh uqenyh, a takße SFB 343 an der Universitat Bielefeld. 166

O NORMAL^NOM STROENII 167 sledovatel~no, normal~naØ struktura polnoæ lineænoæ gruppy nad takim kol~com ne standartna). Isqerpyva¸wiæ obzor fftoæ tematiki predstavlen v knige A. Dß. Hana i O. T. O’Mira [16] i v obzore N. A. Vavilova [20].

Odnim iz samyh interesnyh voprosov teorii lineænyh grupp nad kol~cami v nastoØwee vremØ ØvlØetsØ zadaqa o klasse kolec, nad kotorymi povedenie polnoæ lineænoæ gruppy i gruppy Steænberga standartno, t.e. pohoße na stabil~nyæ sluqaæ, opisannyæ H. Bassom i Dß. Milnorom. V nastoØweæ rabote poluqeny qastiqnye rezul~taty v fftom napravlenii.

OstavxaØsØ qast~ sat~i organizovana sledu¸wim obrazom. V pervom razdele vvodØtsØ osnovnye oboznaqeniØ, a takße ponØtiØ standartnosti normal~nogo stroeniØ polnoæ lineænoæ gruppy i stabil~nogo ranga kol~ca i privodØtsØ ih fflementarnye svoæstva. Sledu¸wie razdely posvØweny sootvetstvenno:

– normal~nosti fflementarnoæ podgruppy v polnoæ lineænoæ gruppe;

– standartnoæ kommutacionnoæ formule;

– standartnomu raspoloßeni¸ normal~nyh deliteleæ GL (n, R);

– central~nosti rasxireniØ St (n, R) → E(n, R).

Qerez vs¸ rabotu prohodit ideØ o tom, qto standartnost~ normal~nogo stroeniØ GL (n, R) moßno “podnØt~” po modul¸ ideala I, esli ego stabil~nyæ rang men~xe n. V qastnosti, my pokaßem, qto standartnost~ normal~nogo stroeniØ GL (n, R) ne zavisit ot radikala Dßekobsona Rad R kol~ca R.

1. OboznaqeniØ i osnovnye ponØtiØ (1.1) Pust~ G – proizvol~naØ gruppa. DlØ fflementov x, y ∈ G

my oboznaqaem qerez [x, y] = x^{−1}y^{−1}xy ih kommutator, a qerez x^y = y^{−1}xy fflement, soprØßennyæ s x pri pomowi y. Dvoænoæ kommutator [[x, y], z] oboznaqaetsØ qerez [x, y, z]. My pixem

H 6 G, esli H podgruppa v G, i H C G, esli H normal~nyæ

delitel~ G. DlØ mnoßestva X ⊆ G qerez ⟨X⟩ 6 G oboznaqaetsØ podgruppa v G, poroßdennaØ X, a qerez ⟨X⟩^H – naimen~xaØ podgruppa, soderßawaØ X i normalizuemaØ H. DlØ podgrupp F, H 6 G oboznaqaem qerez [F, H] ih kommutant, t.e. podgruppu, poroßdennu¸ vsemi kommutatorami [f, h], f ∈ F , h ∈ H.

168 A. V. STEPANOV

(1.2) Pust~ D i G^′ – podgruppy v G. Napomnim [8], qto pod-

gruppa F gruppy G^′ nazyvaetsØ D-soverxennoæ, esli [F, D] = F . DlØ dannoæ D-soverxennoæ podgruppy F naibol~xaØ podgruppa C v G^′, oblada¸waØ svoæstvom [C , D] = F nazyvaetsØ generiru¸weæ podgruppoæ, sootvetstvu¸weæ F (“generic subgroup” v terminologii [4]). ˚sno, qto vse podgruppy iz l¸bogo intervala F 6 . . . 6 C normalizu¸tsØ gruppoæ D. Budem govorit~, qto D sil~no polinormal~na v G^′, esli dlØ l¸boæ H 6 G^′ podgruppa [H, D] ØvlØetsØ D-soverxennoæ. Drugimi slovami, dlØ l¸boæ podgruppy H 6 G^′, normalizuemoæ D, suwestvuet edinstvennaØ D-soverxennaØ podgruppa F takaØ, qto H popadaet v interval

F 6 . . . 6 C , gde C – sootvetstvu¸waØ generiru¸waØ podgruppa.

Niße my budem neodnokratno pol~zovat~sØ sledu¸wim nesloßnym utverßdeniem, kotoroe vytekaet iz Teoremy 1 raboty [8].

1.3. Predloßenie. Pust~ D – soverxennaØ normal~naØ podgruppa

v G, t.e. [D, D] = D C G. Togda D sil~no polinormal~na v G (a, sledovatel~no, i v l¸boæ ee podgruppe).

(1.4) Pust~ R – associativnoe kol~co s ediniceæ 1, GL (n, R) –

polnaØ lineænaØ gruppa stepeni n nad R. V dal~neæxem my vsegda predpolagaem n > 3. Kak obyqno, dlØ matricy a ∈ GL (n, R) my oboznaqaem qerez a_{ij} ee fflement v pozicii (i, j), a qerez a^′_{ij} – sootvetstvu¸wiæ fflement obratnoæ matricy a^{−1}. Dovol~no qasto nam pridetsØ ispol~zovat~ sledu¸wee oboznaqenie dlØ strok i stolbcov matric a i a^{−1}: i-ye stroki fftih matric budut oboznaqat~sØ qerez a_{i∗} i a^′_{i∗}, a i-ye stolbcy – qerez a_{∗i} i a^′_{∗i} sootvetstvenno. EdiniqnaØ matrica stepeni n oboznaqaetsØ qerez e = e_n a standartnaØ matriqnaØ edinica, t.e. matrica s 1 v pozicii (i, j) i ostal~nymi nulØmi, – qerez e^{ij} . �lement matricy e v pozicii (i, j) oboznaqaetsØ qerez δ_{ij} (simvol Kronekera).

�lementarnoæ transvekcieæ nazyvaetsØ matrica t_{ij} (ξ) = e + ξ^{ij}e^{ij} , ξ ∈ R, 1 6 i ≠ j 6 n. Podgruppa E(n, R) polnoæ lineænoæ gruppy GL (n, R), poroßdennaØ vsemi fflementarnymi transvekciØmi t_{ij} (ξ) nazyvaetsØ fflementarnoæ podgruppoæ. Pust~ α = (α_1, . . . , α_n)^T – stolbec, a β = (β_1, . . . , β_j) – stroka dliny n nad kol~com R. DlØ kratkosti v dokazatel~stvah my budem ispol~-

O NORMAL^NOM STROENII 169 zovat~ sledu¸wie oboznaqeniØ: t_{∗i}(α) = ∏ j≠i t_{ji}(α_i), t_{i∗}(β) = ∏ j≠i t_{ji}(β_j ). (1.5) Napomnim teper~ opredeleniØ nekotoryh podgrupp

GL (n, R) normalizuemyh E(n, R). Kaßdyæ ideal I kol~ca R zadaet kanoniqesku¸ proekci¸ π_I : R → R/I, kotoraØ opredelØet gomomorfizm redukcii ρ_I : GL (n, R) → GL (n, R/I), tak, qto obraz matricy x = (x_{ij}) raven x̄ = (π_I (x_{ij})). ˚dro gomomorfizma ρ_I oboznaqaetsØ qerez GL (n, R, I) i nazyvaetsØ glavnoæ kongruffnc podgruppoæ urovnØ I. Proobraz centra C (n, R/I) gruppy GL (n, R/I) pri gomomorfizme ρ_I nazyvaetsØ polnoæ kongruffnc podgruppoæ urovnØ I i oboznaqaetsØ qerez C (n, R, I). �lementarnoæ kongruffnc podgruppoæ urovnØ I nazyvaetsØ gruppa E(n, R, I) = ⟨t_{ij}(ξ)|ξ ∈ I, 1 6 i ≠ j 6 n⟩^{E(n,R)}. Zametim, qto fflementarnye kongruffnc podgruppy vsegda (pri

n > 3) ØvlØ¸tsØ E(n, R)-soverxennymi. V qastnosti, sama grup-

pa E(n, R) ØvlØetsØ soverxennoæ.

(1.6) OkazyvaetsØ, v standartnoæ situacii ime¸t mesto sledu-

¸wie utverßdeniØ:

(1) gruppa E(n, R) normal~na v GL (n, R);

(2) dlØ l¸bogo ideala I 6 R vypolnena standartnaØ kommutacionnaØ formula [GL (n, R, I), E(n, R)] = E(n, R, I); (3) dlØ l¸boæ podgruppy H 6 GL (n, R) normalizuemoæ E(n, R) suwestvuet edinstvennyæ ideal I 6 R takoæ, qto E(n, R, I) 6 H 6 C (n, R, I); (4) gruppa Steænberga St (n, R) ØvlØetsØ central~nym rasxireniem fflementarnoæ podgruppy E(n, R).

Esli vypolneny punkty (1), (2), (3), budem govorit~, qto normal~noe stroenie polnoæ lineænoæ gruppy GL (n, R) standartno.

170 A. V. STEPANOV

(1.7) Predpoloßim, qto E(n, R) C GL (n, R). Togda iz Predloße-

niØ 1.3 sleduet, qto standartnaØ kommutacionnaØ formula (1.6) (2) ffkvivalentna formule [C (n, R, I), E(n, R)] = E(n, R, I), i, qto fflementarnaØ podgruppa E(n, R) sil~no polinormal~na v GL (n, R). V fftom sluqae standartnost~ normal~nogo stroeniØ polnoæ lineænoæ gruppy oznaqaet, qto tol~ko fflementarnye kongruffnc podgruppy ØvlØ¸tsØ E(n, R)-soverxennymi v GL (n, R).

(1.8) Poslednee zameqanie obosnovyvaet estestvennost~ sledu-

¸wego opredeleniØ. Budem govorit~, qto normal~noe stroenie podgruppy G^′ 6 GL (n, R) standartno, esli gruppy E(n, R, I) i tol~ko oni ØvlØ¸tsØ E(n,R)-soverxennymi podgruppami G^′. Analogiqno opredelØetsØ standartnost~ normal~nogo stroeniØ gruppy Steænberga (sm. (5.1)). V sledu¸wih predloßeniØh sobrany prosteæxie svoæstva standartnogo normal~nogo stroeniØ.

1.9. Predloßenie. Pust~ D – podgruppa v G, a φ – ffpimorfizm G → Ḡ. (i) Obraz l¸boæ D-soverxennoæ podgruppy F ØvlØetsØ φ(D)-soverxennoæ podgruppoæ. Obratno, dlØ l¸boæ φ(D)-soverxennoæ podgruppy H̄ 6 Ḡ suwestvuet D-soverxennaØ podgruppa H 6 G takaØ, qto φ(H) = H̄.

(ii) Esli D sil~no polinormal~na v G, to φ(D) sil~no polinormal~na Ḡ.

1.10. Predloßenie.

(i) Esli E(n,R) normal~na v GL (n, R), to standartnost~ normal~nogo stroeniØ E(n,R) ffkvivalentna standartnosti normal~nogo stroeniØ GL (n, R).

(ii) Iz standartnosti normal~nogo stroeniØ E(n,R) (St (n, R)) sleduet standartnost~ normal~nogo stroeniØ E(n, R/I) (sootvetstvenno St (n, R/I)) dlØ l¸bogo ideala I kol~ca R.

(1.11) Pust~ R^n oboznaqaet pravyæ R-modul~, sostoØwiæ iz vseh

stolbcov vysoty n s komponentami iz R. SleduØ P. M. Konu, my oboznaqaem qerez^nR svobodnyæ levyæ R-modul~, sostoØwiæ iz vseh strok dliny n s komponentami iz R. Standartnye bazisy

O NORMAL^NOM STROENII 171 moduleæ R^n i^nR oboznaqa¸tsØ qerez f^1 , . . . , f^n i e^1, . . . , e^n sootvetstvenno. Drugimi slovami, f^i – ffto i-yæ stolbec ediniqnoæ matricy e stepeni n (opredelØemoæ iz konteksta), a e^i – i-aØ stroka e.

(1.12) Znaqitel~naØ qast~ nastoØweæ raboty ispol~zuet ponØ-

tie stabil~nogo ranga, vvedennoe H. Bassom v rabotah [13, 1]. My budem pol~zovat~sØ terminologieæ i nekotorymi rezul~- tatami raboty L. N. Vaserxteæna [3]. Napomnim, qto stroka α = (α_1, . . . , α_n) ∈^nR nazyvaetsØ unimodulØrnoæ, esli ee fflementy poroßda¸t ediniqnyæ pravyæ ideal. Pust~ I – ideal v R. Stroka α nazyvaetsØ I-unimodulØrnoæ, esli ona unimodulØrna i α_i − δ_{1i} ∈ I dlØ vseh i = 1, . . . , n. UnimodulØrnaØ stroka α nazyvaetsØ stabil~noæ, esli suwestvu¸t takie λ_1, . . . , λ_{n−1} ∈ R, qto stroka α_1 + α_nλ_1, . . . , α_{n−1} + α_nλ_{n−1} takße ØvlØetsØ unimodulØrnoæ.

(1.13) Budem govorit~, qto stabil~nyæ rang pary (R, I) raven d

i pisat~ sr (R, I) = d, esli l¸baØ I-unimodulØrnaØ stroka dliny d + 1 stabil~na i suwestvuet nestabil~naØ I-unimodulØrnaØ stroka dliny d. Esli takogo d ne suwestvuet, pixem sr (R, I) = ∞. Stabil~nym rangom kol~ca R (sr R) nazyvaetsØ stabil~nyæ rang pary (R, R). Izvestno [3], qto l¸baØ I-modulØrnaØ stroka dliny bol~xeæ, qem sr (R, I) stabil~na, a takße, qto sr (R, I) zavisit tol~ko ot ideala I (kak kol~ca bez edinicy). Napomnim, qto sr (R, J) = 1, esli J 6 Rad R.

2. Normal~nost~ fflementranoæ podgruppy

Izvestnye metody dokazatel~stva normal~nosti fflementranoæ podgruppy v polnoæ lineænoæ gruppe dostatoqno polno otraßeny v rabotah [20, 18]. Sledu¸wee utverßdenie ØvlØetsØ razvitiem idei “razloßeniØ transvekcii” vpervye primenennoæ v dissertacii avtora. Takße ono pokazyvaet, qto uslovie normal~nosti E(n,R) v GL (n, R) ØvlØetsØ nekotorym usloviem lineænoæ zavisimosti fflementov kol~ca R.

2.1. Predloßenie. Pust~ D = E(n,R), G = GL (n, R). Sledu¸wie

usloviØ ffkvivalentny. (i) D C G.

(ii) DlØ l¸boæ matricy a ∈ G podgruppa, poroßdennaØ matricami e + a^′_{∗i}λa_{j∗}, 1 6 i ≠ j 6 n, λ ∈ R soderßit D (oboznaqeniØ

172 A. V. STEPANOV

a_{j∗} i a_{∗j} byli vvedeny v (1.4)).

(iii) DlØ l¸byh a ∈ G, 1 6 i ≠ j 6 n i λ ∈ R suwestvuet nabor strok β^k ∈^nR i nabor stolbcov α^k ∈ R^n (k = 1, . . . , m) takie, qto β^kα^k = 0, t_{ij}(λ) = m∏ k=1 (e + α^kβ^k)

i kaßdaØ stroka β^ka soderßit po kraæneæ mere odin nulevoæ fflement.

Dokazatel~stvo. Esli D C G, to D = D^a. No poslednØØ pod-

gruppa poroßdena matrica t_{ij} (λ)^a = e + a^′_{∗i}λa_{j∗}, tak qto (i)=⇒(ii). Esli v uslovii (ii) zamenit~ a na a^{−1}, to my smoßem vyrazit~ l¸bu¸ fflementarnu¸ transvekci¸ t_{ij}(λ) qerez proizvedenie matric e + a_{∗ik} λ_ka^′_{jk∗}. Legko zametit~, qto stroki a^′_{jk∗} i stolbcy e + a_{∗ik} λ_k udovletvorØ¸t usloviØm punkta (iii).

Pust~ teper~ vypolneny usloviØ punkta (iii). Togda

t_{ij} (λ)^a = m∏ k=1 (e + a^{−1}α^kβ^ka). Zafiksiruem k i poloßim γ = a^{−1}α^k, ω = β^ka. Po uslovi¸ ω_p = 0 dlØ nekotorogo indeksa p. Sledovatel~no, po lemme Uaætheda– Vaserxteæna e + γω = t_{p∗}(γ_pω)[t_{∗p}(γ), t_{p∗}(ω)] ∈ D. Takim obrazom, t_{ij}(λ)^a ∈ D, a znaqit D normal~na v G.

Sledu¸wee utverßdenie posvØweno pod¨emu po idealu malen~kogo stabil~nogo ranga (opredelenie stabil~nogo ranga ideala sm. v (1.13)). Obrawenie Teoremy 2.2 po-vidimomu neverno. �to svØzano s tem, qto polnaØ lineænaØ gruppa nekontroliruemo rastet pri faktorizacii osnovnogo kol~ca. Odnako, esli ideal I leßit v radikale Dßekobsona kol~ca R, to otobraßenie GL (n, R) → GL (n, R/I) s¸r¨ektivno, i, sledovatel~no (sm. (1.9)(ii)), utverßdenie obratnoe k Teoreme 2.2 verno (sm. Sledstvie 2.3).

2.2. Teorema. Pust~ n > sr (R, I) + 1. Esli E(n, R/I) normal~na v

GL (n, R, I), to E(n,R) normal~na v GL (n, R).

Dokazatel~stvo. Oqevidno, qto podgruppa

H = ρ^{−1}_I (E(n, R/I)) = E(n,R) · GL (n, R, I)

O NORMAL^NOM STROENII 173 normal~na v GL (n, R). Tak kak n > sr (R, I) + 1, po teoreme Bassa [1, 13] gruppa K_1(n, R, I) abeleva. Sledovatel~no, podgruppa E(n,R) = [H, H] takße ØvlØetsØ normal~nym delitelem.

2.3. Sledstvie. Predpoloßim, qto ideal I soderßitsØ v ra-

dikale Dßekobsona Rad R kol~ca R. Togda normal~nost~ gruppy E(n,R) v GL (n, R) ffkvivalentna normal~nosti E(n, R/I) v GL (n, R/I). 3. StandartnaØ kommutacionnaØ formula

(3.1) Pust~ I – dvustoronniæ ideal kol~ca R. SleduØ A. Baku,

oboznaqim qerez R n I udvoenie kol~ca R vdol~ ideala I (Stein double ring), t.e. podkol~co v R n R, sostoØwee iz vseh fflementov (λ, μ), dlØ kotoryh λ − μ ∈ I. Analogiqno, dlØ podgruppy H gruppy G my oboznaqaem qerez G n H poluprØmoe proizvedenie G na H, kotoroe moßet byt~ opisano kak podgruppa v G n G, sostoØwaØ iz vseh takih par (a, b), qto ab^{−1} ∈ H.

IdeØ sledu¸wego utverßdeniØ neodnokratno ispol~zovalas~ mnogimi avtorami (sm., naprimer, [9, 11]). Ona sostoit v tom, qto standartnaØ kommutacionnaØ formula poqti ffkvivalentna normal~nosti fflementarnoæ podgruppy v polnoæ lineænoæ gruppe, no nad drugim kol~com.

3.2. Predloßenie. Podgruppa E(n, RnI) normal~na v GL (n, RnI)

togda i tol~ko togda, kogda E(n,R) normal~na v GL (n, R), i vypolnena standartnaØ kommutacionnaØ formula [GL (n, R, I), E(n,R)] = E(n, R, I). Dokazatel~stvo. Legko videt~, qto gruppa GL (n, R n I) izo-

morfna poluprØmomu proizvedeni¸ GL (n, R) n GL (n, R, I) i E(n, R n I) ∼= E(n,R) n E(n, R, I) otnositel~no togo ße izomorfizma. Pust~ a ∈ E(n,R), c ∈ GL (n, R) i d ∈ GL (n, R, I). Esli E (n, R n I normal~na v GL (n, R n I), to [(a, a), (c, dc)] = ([a, c], [a, d]^c[a, c]) ∈ E (n, R n I). Sledovatel~no, [a, c] ∈ E (n, R). �to dokazyvaet normal~nost~ E (n, R) v GL (n, R)) i tot fakt, qto [a^c, d^c] ∈ E (n, R, I). Tak kak a^c i d^c ØvlØ¸tsØ proizvol~nymi fflementami grupp E(n,R) i

174 A. V. STEPANOV

GL (n, R, I) sootvetstvenno, imeet mesto standartnaØ kommutacionnaØ formula.

Obratno, esli E(n,R) normal~na v GL (n, R) i [GL (n, R, I), E(n,R)] = E(n, R, I), to [(a, a)(c, cd)] ∈ E (n, R n I). Znaqit, poslednØØ gruppa soderßit kommutant [GL (n, R n I), D], gde D = {(a, a)|a ∈ E(n,R)}. SootnoxeniØ Steænberga meßdu fflementarnymi transvekciØmi pokazyva¸t, qto na samom dele imeet mesto ravenstvo

E (n, R n I) = [GL (n, R n I), D].

No fftot kommutant oqevidno ØvlØetsØ normal~nym delitelem v GL (n, R n I).

OstavxaØsØ qast~ nastoØwego razdela posvØwena dokazatel~stvu analoga Teoremy 2.2. Sledu¸wee utverßdenie prinadleßit V. van der Kallenu (sm. [15], Lemma 44.25).

3.3. Lemma. DlØ l¸byh dvustoronnih idealov I, J kol~ca R

sr (R n I, J n (I ∩ J)) 6 sr (R, J).

3.4. Sledstvie. Pust~ I, J – dvustoronnie idealy kol~ca R, n >

sr (R, J) + 1 i Ī = π_J (I) – obraz ideala I v kol~ce R̄ = R/J. Esli E (n, R̄) normal~na v GL (n, R̄), to standartnaØ kommutacionnaØ formula [GL (n, R̄, Ī), E (n, R̄)] = E (n, R̄, Ī) nad kol~com R̄ ffkvivalentna analogiqnoæ formule

[GL (n, R, I), E(n,R)] = E (n, R, I)

nad kol~com R.

Dokazatel~stvo. PrØmaØ implikaciØ neposredstvenno sleduet

iz (2.2), (3.2) i (3.3). Obratnoe utverßdenie na samom dele ne zavisit ot stabil~nogo ranga ideala J. Deæstvitel~no, po uslovi¸ gruppa F = [GL (n, R̄, Ī), E (n, R̄)] soderßitsØ v E (n, R̄), a po Predloßeni¸ 1.3 ona ØvlØetsØ E (n, R̄)-soverxennoæ. Pofftomu F = [GL (n, R̄, Ī) ∩ E (n, R̄), E (n, R̄)] = ρ_j ( [GL (n, R, I + J), E (n, R) · GL (n, R, J)] ) .

O NORMAL^NOM STROENII 175 No pravaØ qast~ poslednego ravenstva oqevidno sovpadaet s ρ_J (E (n, R, I)) = E (n, R̄, Ī). 4. Raspoloßenie normal~nyh deliteleæ

PervaØ qast~ dannogo razdela posvØwena dokazatel~stvu Teoremy 4.4, govorØweæ o tom, qto pri naliqii standartnoæ kommutacionnoæ formuly dlØ vseh idealov kol~ca standartnoe raspoloßenie normal~nyh deliteleæ (1.6)(3) sleduet iz nekotorogo usloviØ lineænoæ zavisimosti fflementov kol~ca (otliqnogo ot usloviØ (iii) PredloßeniØ 2.1). Naqnem s dokazatel~stva neskol~kih vspomogatel~nyh utverßdeniæ. Lemma 4.1 ispol~zuet standartnu¸ tehniku. Ee analogi moßno naæti, naprimer, v rabotah [1, 2, 5, 18, 19].

4.1. Lemma. Pust~ F – podgruppa v GL (n, R) normalizuemaØ

E (n, R) i c ∈ F . Predpoloßim, qto F ne soderßit ni odnoæ fflementranoæ transvekcii. Esli dlØ nekotorogo unimodulØrnogo stolbca α ∈ R^n i dlØ nekotoryh indeksov i, j ∈ {1, . . . , n} fflementy α_i i (cα)_j ravny nul¸, to matrica c central~na. V qastnosti, c central~na, esli ona soderßit obratimyæ fflement ili fflement iz radikala kol~ca R.

Dokazatel~stvo. Napomnim [1, 2, 18] qto, esli cij = 0, to, li-

bo c central~na, libo F soderßit netrivial~nu¸ fflementarnu¸ transvekci¸. Pust~ teper~ c – necentral~naØ matrica, i stolbec α udovletvorØet usloviØm lemmy. Vvedem oboznaqenie: β = cα, i rassmotrim matricu d = ct_{∗i}(α)c^{−1}t_{∗i}(−α) = (e + βc^′_{i∗})t_{∗i}(−λ), prinadleßawu¸ F . Tak kak β_j = 0, to d_{jk} = δ_{jk} dlØ vseh k ≠ i i znaqit d = e. Sledovatel~no βc^′_{im} = 0 pri vseh m ≠ i. Takim obrazom c^′_{im} = 0 (potomu qto stolbec β unimodulØren), qto nevozmoßno.

Esli matrica c soderßit obratimyæ fflement, to ee central~nost~ oqevidno vytekaet iz dokazannogo. Predpoloßim nakonec, qto c_{ij} ∈ Rad R. Rassmotrim matricu a = [t_{ki}(1), c] ∈ F , gde k ≠ i, j. VyqisleniØ pokazyva¸t, qto a_{mj} = δ_{mj} + c^′_{mk}c_{ij}. V qastnosti, fflement a_{jj} obratim, i, sledovatel~no, matrica a

176 A. V. STEPANOV central~na. Znaqit c^′_{mk}c_{ij} = 0 pri vseh m, otkuda c_{ij} = 0. Takim obrazom, matrica c takße central~na.

Sledu¸waØ lemma ØvlØetsØ kl¸qom k dokazatel~stvu Teoremy 4.4. Ona pokazyvaet, kak moßno izvlekat~ transvekcii iz matricy, soderßaweæ deliteli nulØ.

(4.2) DlØ matricy c ∈ GL (n, R) oboznaqim qerez I(c) naimen~-

xiæ ideal v R takoæ, qto c ∈ C (n, R, I), t.e. naimen~xiæ ideal, soderßawiæ fflementy c_{ij} , c_{ii} −c_{jj} dlØ vseh i ≠ j. Qerez I^⊥(c) oboznaqim pereseqenie levogo i pravogo annulØtora ideala I(c).

4.3. Lemma. Pust~ F – podgruppa v GL (n, R), normalizuemaØ

E (n, R), ξ ∈ R i c ∈ F . Predpoloßim, qto F ne soderßit netrivial~nyh fflementarnyh transvekciæ i ξc_{ij} = 0 dlØ nekotoryh indeksov i, j. Togda ξ ∈ I^⊥(c).

Dokazatel~stvo. Vyberem proizvol~nye λ ∈ R i k ≠ i. Rassmo-

trim matricu d = [t_{ki}(λξ), c] = t_{ki}(−λξ)(e + c^′_{∗k}λξc_{i∗}), prinadleßawu¸ F . Tak kak ξc_{ij} = 0, to d_{mj} = δ_{mj} dlØ vseh m ≠ k. Sledovatel~no, po predyduweæ lemme matrica d central~na. Toqnee, d = e, tak kak d_{jj} = 1 (poslednee verno daße pri k = j). Takim obrazom c^′_{lk}Rξ = 0 pri vseh k ≠ i, l ≠ k. V silu analogiqnyh soobraßeniæ moßno zakl¸qit~, qto matrica c kommutiruet s transvekciØmi t_{lk}(λξμ) pri vseh l ≠ k, λ, μ ∈ R. V qastnosti, c_{kl}λξ = ξλc_{kl} = 0 dlØ vseh l ≠ k, λ ∈ R.

Pust~ teper~ a = t_{pq}(−1)ct_{pq} (1) ∈ F , gde p ≠ q. Tak kak ξa_{ph} = 0 dlØ vseh h ne ravnyh p i q, to takße, kak v pervom abzace dokazatel~stva, poluqim ξλa_{pq} = 0. No ξλa_{pq} = ξλ(c_{pq} + c_{pp} − c_{qq} ) = ξλ(c_{pp} − c_{qq} ). Analogiqno (c_{pp} − c_{qq})ξλ = 0, qto zaverxaet dokazatel~stvo.

Pust~ H – podgruppa v GL (n, R), normalizuemaØ E(n,R). Legko zametit~, qto mnoßestvo vseh ξ ∈ R takih, qto t_{ij}(ξ) ∈ H dlØ nekotoryh (a znaqit i dlØ vseh) i ≠ j, obrazuet ideal v R. Napomnim [2], qto on nazyvaetsØ idealom, associirovannym s podgruppoæ H.

O NORMAL^NOM STROENII 177

4.4. Teorema. Predpoloßim, qto dlØ kaßdogo sobstvennogo dvu-

storonnego ideala I kol~ca R vypolneny sledu¸wie usloviØ: (a) [GL (n, R, I), E(n,R)] = E (n, R, I);

(b) dlØ l¸boæ matricy a ∈ GL (n, R) suwestvu¸t b ∈ E (n, R/I) i α ∈ (R/I)^n, (α ≠ 0) takie, qto α_i = (u^bα)_j = 0 dlØ nekotoryh i, j ∈ {1, . . . , n}, gde u = ρ_I (a) – obraz matricy a v GL (n, R/I).

Togda normal~noe stroenie gruppy GL (n, R) standartno.

Dokazatel~stvo. Pust~ I – ideal, associirovannyæ s H, a F =

ρ_I (H) – obraz H v GL (n, R/I). Esli F soderßit netrivial~nu¸ fflementarnu¸ transvekci¸, to standartnym sposobom (sm. [1, 2, 18]) moßno podnØt~ ee v gruppu H. �to protivoreqit tomu, qto vse fflementarnye transvekcii iz H leßat v Ødre gomomorfizma ρ_I .

Predpoloßim teper~, qto F ne soderßit netrivial~nyh fflementarnyh transvekciæ, i a ∈ F . Esli matrica a necentral~na, to I^⊥(a) ≠ R/I. Pust~

R̄ = (R/I)/I^⊥(a), φ = ρ_I?_{(a)} : GL (n, R/I) → GL (n, R̄) i ā = φ(a).

Tak kak R̄ ØvlØetsØ faktorkol~com kol~ca R, a ā – obraz nekotoroæ matricy iz H, to moßno vybrat~ b̄ i ᾱ, udovletvorØ¸wie usloviØm teoremy. Pust~ α – proobraz ᾱ v (R/I)^n, b ∈ φ^{−1}(b̄), a λ – proizvol~nyæ fflement kol~ca R/I. Oboznaqim: c = a^b, β = cα, i rassmotrim matricu d = ct_{∗i}(αλ)c^{−1}t_{∗i}(−αλ) = (e + βλ^′_{i∗})t_{∗i}(−αλ) prinadleßawu¸ F Zametim, qto I(d) 6 I(c) = I(a). Po uslovi¸ (b) teoremy matrica φ(d) soderßit nulevoæ fflement v pozicii (j, k) pri nekotoryh k ≠ j, t.e. d_{jk} ∈ I^⊥(a) 6 I^⊥(d). Pofftomu d_{jk}(R/I)d_{jk} = 0, i, znaqit d_{jk} ∈ Rad (R/I). Po Lemme 4.1 d leßit v centre GL (n, R/I). Sledovatel~no, ξ(R/I)c^′_{im} = 0 dlØ vseh m ≠ i, gde ξ – fflement stolbca β, ne prinadleßawiæ I^⊥(c) (takoæ fflement suwestvuet, potomu qto β imeet nenulevoæ obraz v R̄^n, i I^⊥(c) = I^⊥(a)). No ffto protivoreqit Lemme 4.3. Sledovatel~no, matrica a dolßna byt~ central~noæ. Takim obrazom F leßit v centre GL (n, R) i H 6 C (n, R, I).

V zakl¸qenii nastoØwego razdela my dokaßem, qto standartnost~ normal~nogo stroeniØ polnoæ lineænoæ gruppy moßno

178 A. V. STEPANOV “podnØt~” po modul¸ ideala malen~kogo stabil~nogo ranga. Dokazatel~stvo sledu¸wego utverßdeniØ moßet byt~ izvleqeno iz raboty [13], pofftomu my ne budem ego vosproizvodit~.

4.5. Lemma. Esli n > sr (R, J)+1, to normal~noe stroenie gruppy

GL (n, R, J) standartno.

4.6. Teorema. Pust~ n > sr (R, J) + 1, i normal~noe stroenie

gruppy GL (n, R/J) standartno. Togda normal~noe stroenie gruppy GL (n, R) takße standartno.

Dokazatel~stvo. Po Sledstvi¸ 3.4 standartnaØ kommutacion-

naØ formula vypolnena v GL (n, R) dlØ l¸bogo ideala kol~ca R. V qastnosti, E(n,R) normal~na v GL (n, R). Pofftomu (sm. (1.7)) my dolßny dokazat~, qto l¸baØ E(n,R)-soverxennaØ podgruppa H gruppy GL (n, R) sovpadaet s E(n, R, I). Pust~ I – ideal, associirovannyæ s H. Tak kak normal~noe stroenie gruppy GL (n, R/J) standartno, to ρ_J (H) = E (n, R/J, Ī) dlØ nekotorogo ideala Ī 6 R/J. Takße, kak i v naqale dokazatel~stva Teoremy 4.4, my moßem zakl¸qit~, qto gruppa E (n, R/J, Ī) ne soderßit fflementarnyh transvekciæ t_{ij} (ξ), esli ξ ∉ π_J (I). Takim obrazom, Ī = π_J (I). Sledovatel~no, H 6 GL (n, R, J) · E (n, R, I). Legko videt~, qto suwestvuet podgruppa

F 6 GL (n, R, J) takaØ, qto H = F · E(n, R, I). Po Lemme 4.5

E (n, R, I_1) 6 F 6 C (n, R, I_1) dlØ nekotorogo I_1 6 J.

Oqevidno, I_1 6 I, i, sledovatel~no, H 6 C (n, R, I1) · E (n, R, I) 6 C (n, R, I). Nakonec,

H = [H, E(n,R)] 6 [C (n, R, I), E(n,R)] = E (n, R, I).

4.7. Sledstvie. Esli J 6 Rad R, to standartnost~ normal~nogo

stroeniØ gruppy GL (n, R) ffkvivalentna standartnosti normal~- nogo stroeniØ gruppy GL (n, R/J).

O NORMAL^NOM STROENII 179

5. Central~nost~ K_2

V poslednem razdele my vyØsnØem svØzi meßdu central~nost~¸ rasxireniØ St (n, R) → E(n,R), standartnost~¸ normal~- nogo stroeniØ fflementarnoæ podgruppy E(n,R) i gruppy Steænberga St (n, R). My takße pokaßem, qto central~nost~ fftogo rasxireniØ ffkvivalentna central~nosti rasxireniØ St (n, R/J) → E (n, R/J), esli n > sr (R, J) + 2. V zakl¸qenii my privedem primer kol~ca A, dlØ kotorogo central~nost~ K_2(n, A) sleduet iz Teoremy 5.4 i ne byla do sih por izvestna.

(5.1) Napomnim [6, 10], qto K2(n, R) – ffto Ødro kanoniqeskoæ

proekcii π : St (n, R) → E(n,R) (opredelenie gruppy Steænberga St (n, R) moßno naæti v upomØnutyh rabotah). Obrazu¸wie fftoæ gruppy my oboznaqaem qerez x_{ij}(ξ). DlØ ideala I kol~ca R oboznaqim qerez St (n, R, I) Ødro kanoniqeskogo ffpimorfizma St (n, R) → St (n, R/I). Drugimi slovami, St (n, R, I) – ffto naimen~xiæ normal~nyæ delitel~ St (n, R), soderßawiæ vse obrazu¸wie x_{ij}(ξ), i ≠ j, ξ ∈ I. Oqevidno, qto podgruppy St (n, R, I) ØvlØ¸tsØ St (n, R)-soverxennymi.

Budem govorit~, qto normal~noe stroenie gruppy Steænberga St (n, R) standartno, esli drugih St (n, R)-soverxennyh podgrupp v gruppe Steænberga net.

5.2. Predloßenie. Sledu¸wie usloviØ ffkvivalentny.

(i) Normal~noe stroenie gruppy E(n,R) standartno i K_2(n, R) centralen v St (n, R).

(ii) Normal~noe stroenie gruppy St (n, R) standartno. (iii) Uslovie (i) ili (ii) vypolneno dlØ vseh faktorkolec R/I.

Dokazatel~stvo. Pust~ H ØvlØetsØ St (n, R)-soverxennoæ pod-

gruppoæ. Esli normal~noe stroenie gruppy E(n,R) standartno, to π(H) sovpadaet s odnoæ iz grupp E (n, R, I). Sledovatel~no, H 6 St (n, R, I) · K2(n, R) i H = [H, H] 6 St (n, R, I). S drugoæ storony, esli ξ ∈ I, to suwestvuet fflement a ∈ K_2(n, R) takoæ, qto ax_{12}(ξ) ∈ H. Togda ravenstvo

x_{32}(ξ) = [x_{31}(1), ax_{12}(ξ)] ∈ H

vleqet obratnoe vkl¸qenie St (n, R, I) 6 H.

180 A. V. STEPANOV

Obratno, tak kak K_2(n, R) ne soderßit obrazu¸wih x_{ij}(ξ), to on centralen po opredeleni¸ standartnosti normal~nogo stroeniØ gruppy Steænburga (5.1). Standartnost~ normal~nogo stroeniØ E(n,R) sleduet iz (1.9). �kvivalentnost~ (ii) ⇐⇒(iii) oqevidna.

5.3. Lemma. Esli [GL (n, R, I), E(n,R)] = E (n, R, I) i K2(n, R) cen-

tralen v St (n, R), to K_2(n, R, I) centralen v St (n, R/I).

Dokazatel~stvo. Rassmotrim kommutativnu¸ diagrammu St (n, R)^φ−−−−→ St (n, R/I) π E(n,R)^{ρI}−−−−→ E (n, R/I) Oboznaqim H = φ^{−1}(K_2(n, R/I)) i H^′ = [H, St (n, R)]. ˚sno, qto π(H) 6 GL (n, R, I). Po Predloßeni¸ 1.3. i 1.9(i) gruppa π(H^′) ØvlØetsØ E(n,R)-soverxennoæ. StandartnaØ kommutacionnaØ formula pokazyvaet, qto π(H^′) 6 E (n, R, I), t.e. H^′ 6 St (n, R, I) · K_2(n, R). Tak kak [H^′, St (n, R)] = H^′, to central~nost~ K_2(n, R) vleqet vkl¸qenie H^′ 6 St (n, R, I). Takim obrazom [K_2(n, R/I), St (n, R/I)] = φ(H^′) = {e}. 5.4. Teorema. Pust~ n > sr (R, I) + 2. Togda central~nost~

K_2(n, R) ffkvivalentna central~nosti K_2(n, R, I).

Dokazatel~stvo. Po Sledstvi¸ 3.4 imeet mesto standartnaØ

kommutacionnaØ formula

[GL (n, R, I), E(n,R)] = E (n, R, I).

Sledovatel~no, po Lemme 5.3 central~nost~ K_2(n, R) v St (n, R) vleqet central~nost~ K_2(n, R/I). Obratno, esli K_2(n, R/I) leßit v centre gruppy Steænberga, to F = [K_2(n, R), St (n, R)] 6 St (n, R, I). Tak kak n > sr (R, I) + 2, to my moßem povtorit~ dokazatel~- stvo s¸r]ektivnoæ stabilizacii K_2 iz raboty [10] v gruppe St (n, R, I) i pokazat~, qto l¸boæ fflement iz St (n, R, I) ∩ K_2(n, R) prinadleßit St (n − 1, R). Obyqnye argumenty (sm., naprimer,

O NORMAL^NOM STROENII 181 [6]) pokazyva¸t, qto takoæ fflement centralen. Takim obrazom, gruppa F leßit v centre St (n, R). Po Predloßeni¸ 1.3 gruppa St (n, R) sil~no polinormal~na v samoæ sebe. Sledovatel~no, F = [F, St (n, R)] = {e}, t.e. K_2(n, R) centralen.

(5.5) V zakl¸qenii rassmotrim sledu¸wiæ primer. Pust~ R –

proizvol~noe kommutativnoe kol~co, a R⟨x, y⟩ – svobodnaØ (associativnaØ) algebra nad R. Rassmotrim faktoralgebru A = R⟨x, y⟩/(xy = 1) algebry R⟨x, y⟩ po sootnoxeni¸ xy = 1. Oboznaqim qerez I naimen~xiæ dvustoronniæ ideal v A, soderßawiæ fflement yx − 1. V rabote [7] pokazano, qto sr (A, I) = 2. S drugoæ storony Øsno, qto kol~co A/I kommutativno, i sledovatel~no, po teoreme Van der Kallena [17] K_2(n, A/I) centralen pri n > 4. Ots¸da po Teoreme 5.4 moßno zakl¸qit~, qto K_2(n, A) takße ØvlØetsØ central~nym. Iz Teoremy 4.6 sleduet k tomu ße, qto normal~noe stroenie gruppy GL (n, A) standartno pri n > 3. Poslednee utverßdenie moßno vyvesti takße iz rezul~tatov rabot [19] i [7].

Literatura

1. H. Bass, AlgebraiqeskaØ K-teoriØ. M., Mir, 1973, 591 s. 2. Z. I. Boreviq, N. A. Vavilov, Raspoloßenie podgrupp v polnoæ lineænoæ gruppe nad kommutativnym kol~com. — Trudy Mat. in-ta Akad. Nauk SSSR 165 (1984), 24–42.

3. L. N. Vaserxteæn, Stabil~nyæ rang kolec i razmernost~ topologiqeskih prostranstv. — Funkc. Analiz i ego priloßeniØ 5, No. 2 (1971), 102–110.

4. V. N. Gerasimov, Gruppa edinic svobodnoægo proizvedeniØ kolec. — Mat.

sb. 134, No. 1 (1987), 42–65.

5. I. Z. Golubqik, O polnoæ lineænoæ gruppe nad associativnym kol~com.

— Uspehi Mat. Nauk 28, No. 3 (1973), 179–180.

6. Dß. Milnor, Vvedenie v algebraiqesku¸ K-teori¸. M., Nauka, 1974, 197 s.

7. A. V. Stepanov, Kol~co koneqnogo stabil~nogo ranga ne obØzatel~no koneqno po Dedekindu. — Dokl. Akad. Nauk SSSR 296, No. 3 (1987), 546–549.

8. A. V. Stepanov, O raspoloßenii podgrupp, normalizuemyh fiksirovannoæ. — Zap. Nauqn. Semin. POMI 198 (1991), 92–102.

9. A. A. Suslin, O strukture special~noæ lineænoæ gruppy nad kol~cami mnogoqlenov. — Izv. Akad. Nauk SSSR 41, No. 2 (1977), 235–252.

10. A. A. Suslin, M. S. Tulenbaev, Teorema o stabil~nosti dlØ K2-funktora Milnora. — Zap. Nauqn. Semin. LOMI 64 (1976), 131–152.

182 A. V. STEPANOV

11. A. Bak, Nonabelian K-theory: The nilpotent class of K1 and general stability. — K-theory 4 (1991), 363–397.

12. H. Bass, The stable structure of quite general linear groups. — Bull. Amer. Math.

Soc. 70, No. 3 (1964), 430–434.

13. H. Bass, K-theory and stable algebra. — Publ. Math. IHES No. 22 (1964), 5–60. 14. D. L. Costa, G. Keller, The E (2, A) sections of SL(2, A). — Ann. Math. 134 (1991), 159–188.

15. C. W. Curtis, I. Reiner, Methods of representations theory. vol. 2, New York, 1987, J. Wiley and Sons.

16. A. J. Hahn, O. T. O’Meara, The classical groups and K-theory. Berlin et al., Springer, 1989, 576 p.

17. W. van der Kallen, Another presentation for the Steinberg group. — Proc. Nederl.

Akad. Wetensch., Ser. A 80 (1977), 304–312.

18. A. V. Stepanov, N. A. Vavilov, Decomposition of transvection. in preparation. 19. L. N. Vaserstein, On normal subgroups of GL n over a ring. — Lect. Nor. Math.

854 (1981), 456–465.

20. N. A. Vavilov, Structure of Chevalley groups over commutative rings. — Proc.

Conf. Non-associative algebras and related topics, Hiroshima – 1990 (1991), 219–335, Singapore et. al., World Sci. Publ..

21. J. S. Wilson, The normal and subnrmal structure of general linear groups. — Proc. Cambr. Phil. Soc. 71 (1972), 163–177.

Stepanov A. V. On the normal structure of the general linear group over a ring.

The article is devoted to investigation of the normal subgroups of the general linear group over a ring and centrality of the extension St (n, R) → E(n, R). The notions of the standard commutator formula and the standard normal structure of GL (n, R), E (n, R), and St (n, R) and their relationships are discussed. In particular, it is shown that the normality of E (n, R) in GL (n, R) and the standard distribution of subgroups normalized by E (n, R) follow from some conditions of linear dependence in R. Also, it is proved that the standardness of the normal structure of GL (n, R) and centrality of K_2(n, R) in St (n, R) follow from the same conditions over a quotient ring R/I provided sr I 6 n − 1. Under some additional assumptions (e.g I is contained in the Jacobson radical of R) the converse is also true. The standard tecnique due to H. Bass, Z. I. Borevich, N. A. Vavilov, L. N. Vaserstein, W. van der Kallen, A. A. Suslin, M. S. Tulenbaev, and others is used and developed in the article.

Postupilo 16 dekabrØ 1996 g. Sankt-Peterburgskiæ �lektrotehniqeskiæ universitet