A. A. Panin, A. V. ˚kovlev TEORI˚ GALUA DL˚ ODNOGO KLASSA DEDEKINDOVYH STRUKTUR

§1. Vvedenie

V serii rabot Z. I. Boreviqa i N. A. Vavilova [4–7] bylo poluqeno opisanie podgrupp polnoæ lineænoæ gruppy nad polulokal~nym kol~com R, soderßawih gruppu diagonal~nyh matric, v terminah seteæ idelov v R.

Kak bylo pokazano A. Z. SimonØnom [8], v qastnom sluqae, kogda v kaqestve R rassmatrivaetsØ pole, ffti rezul~taty mogut byt~ pereformulirovany v terminah sootvetstviæ Galua meßdu podstrukturami nekotoryh struktur i podgruppami ih grupp avtomorfizmov.

V nastoØweæ rabote stroitsØ nekotoraØ teoriØ Galua dlØ struktur. Iz poluqennyh rezul~tatov udaetsØ vyvesti upominavxeesØ vyxe opisanie promeßutoqnyh podgrupp dlØ sluqaØ, kogda R – artinovo kol~co.

Pust~ L – nekotoraØ struktura, G – podgruppa gruppy vseh avtomorfizmov struktury L. DlØ podgruppy F gruppy G i podstruktury M struktury L poloßim:

L(F ) – mnoßestvo takih fflementov l ∈ L, qto f(l) = l dlØ vseh f ∈ F , G(M ) – mnoßestvo takih fflementov g ∈ G, qto g(m) = m dlØ vseh m ∈ M (oqevidno, qto L(F ) – podstruktura L, a G(M ) – podgruppa G).

Pust~ L_0 – podstruktura L; oboznaqim H = G(L_0), L^′_0 = L(H). Oboznaqim qerez M mnoßestvo vseh podstruktur L^′_0, a qerez N – mnoßestvo podgrupp G, soderßawih H. Opredelim otobraßeniØ

φ : M → N po formule φ(M ) = G(M ) dlØ M ∈ M i ψ : N → M

po formule ψ(F ) = L^′_0(F ) dlØ F ∈ N. Legko videt~, qto para φ, ψ ØvlØetsØ sootvetstviem Galua meßdu M i N.

Vs¸du nißu my budem sqitat~, qto v proizvol~noæ strukture operacii “pereseqenie” i “ob¨edinenie” oboznaqa¸tsØ simvolami · i +. 133

134 A. A. PANIN, A. V. ˚KOVLEV

Esli M – struktura, x_1, . . . , x_s ∈ M , to dlØ kaßdogo i, 1 ⩽ i ⩽ s, oboznaqaem x̂_i = x_1 + . . . + x_{i−1} + x_{i+1} + . . . + x_s.

§2 Formulirovka osnovnogo rezul~tata

Pust~ L – dedekindova struktura koneqnoæ dliny, L_0 – ee podstruktura, ØvlØ¸waØsØ bulevoæ algebroæ, G – podgruppa gruppy vseh avtomorfizmov struktury L, H = G(L_0).

Pust~ e_1, e_2, . . . , e_n – vse atomy L_e, d – funkciØ razmernosti na strukture L. Potrebuem, qtoby vypolnØlis~ sledu¸wie usloviØ:

1^0. 0_{L0} = 0_L, 1_{L0} = 1_L.

2^0. d(e_i) = m dlØ vsØkogo i, 1 ⩽ i ⩽ n.

Esli ime¸tsØ dva nabora fflementov iz L, a imenno, (x_1, . . . , x_k) i (y_1, . . . , y_k), to pixem (x_1, . . . , x_k) ⩽ (y_1, . . . , y_k), esli x_i ⩽ y_i dlØ kaßdogo i, 1 ⩽ i ⩽ k. Takße opredelim “pereseqenie” i “ob¨edinenie” dvuh takih naborov pokoordinatno.

DlØ kaßdogo fflementa x ∈ L opredelim nositel~ [x]: ffto naimen~xiæ (otnositel~no uporØdoqeniØ, ukazannogo vyxe) nabor

(x_1, . . . , x_n), gde

x_i ⩽ e_i dlØ vsØkogo i, 1 ⩽ i ⩽ n, i x ⩽ x_1 + . . . + x_n. (+)

Korrektnost~ opredeleniØ i nekotorye svoæstva nositelØ dokazyva¸tsØ v §4.

Budem oboznaqat~ [x] = ([x]_1, . . . , [x]_n).

DlØ kaßdogo i, 1 ⩽ i ⩽ n, qerez H_i oboznaqim mnoßestvo avtomorfizmov iz H, ne ime¸wih vse fflementy x ∈ L, dlØ kotoryh

[x]_i = 0.

DlØ l¸byh razliqnyh i i j, 1 ⩽ i, j ⩽ n, i x ⩽ e_j oboznaqim qerez H_{ij}(x) mnoßestvo teh fflementov f ∈ G, dlØ kotoryh 1) f(x_s) = x_s dlØ l¸byh s ≠ i, x_s ⩽ e_s 2) [f(x_i)]_i = x_i dlØ l¸bogo x_i ⩽ e_i

3) [f(e_i)]_k = 0, k ≠ i, j e_i, k = i x, k = j (zametim, qto mnoßestvo H_{ij}(x) moßet byt~ i pustym). Budem nazyvat~ fflementy H_{ij}(x) “transvekciØmi”.

Oboznaqim qerez^¯L_0 mnoßestvo fflementov vida^n ∑ i=1 x_i, gde x_i ⩽

TEORI˚ GALUA 135 e_i dlØ kaßdogo i. Kak budet pokazano niße (sm. §4), iz uße sdelannyh predpoloßeniæ vytekaet, qto^¯L_0 – podstruktura L.

Potrebuem dopolnitel~no, qtoby vypolnØlis~ sledu¸wie usloviØ:

3^0. Esli a ∈ G, i [a(e_i)]_i = e_i dlØ nekotorogo i, to suwestvuet h ∈ H_i takoæ, qto [ha(x_i)]_i = [ah(x_i)]_i = x_i dlØ l¸bogo x_i ⩽ e_i.

4^0. DlØ l¸bogo i, 1 ⩽ t ⩽ n, suwestvuet h ∈ H_t ∩ G(L̄_0) takoæ,

qto [aha^{−1}(x_i)]_r = [a([a^{−1}(x_i)]_t)]_r dlØ vseh a ∈ G, 1 ⩽ r ≠ i ⩽ n, x_i ⩽ e_i.

5^0. Pust~ u ∈ L̄_0, u ⩾ e_i dlØ nekotorogo i; g ∈ G, [g(u)]_i = e_i.

Togda suwestvuet t ∈ G takoæ, qto:

1) [gt(e_i)]_i = e_i 2) t(e_s) = e_s dlØ kaßdogo s ≠ i 3) [t(e_i)]_j ⩽ [u]_j dlØ l¸bogo j.

6^0. Esli f, g ∈ G takie, qto [f(e_i)]_j ⩽ [g(e_i)]_j dlØ nekotoryh i, j,

to [f(x)]_j ⩽ [g(x)]_j dlØ l¸bogo x ∈ L_0, x ⩽ e_i.

7^0. Esli u ⩽ e_j dlØ nekotorogo j, to dlØ l¸bogo i ≠ j suwe-

stvu¸t y_1 ⩽ e_j , . . . , y_s ⩽ e_j takie, qto u =^s ∑ r=1 y_r i H_{ij}(y_r ) ≠ ?.

8^0. Esli x = [f(e_i)]_j dlØ nekotoryh f ∈ G, i ≠ j, to suwestvuet g ∈ H_{ij}(x) takoæ, qto [g(u)]_j = [f(u)]_j dlØ kaßdogo u ⩽ e_i.

9^0. Esli w ∈ L, d(w) = m, i [w] = (0, . . . , e_i, . . . , x, . . . , 0), gde x ⩽ e_j takoæ, qto H_{ij}(x) ≠ ?, to suwestvuet t ∈ H_{ij}(x), dlØ kotorogo t(w) = e_i.

10^0. Pust~ a_1 ∈ H_{ij}(x_1), . . . , a_s ∈ H_{ij}(x_s), i y ⩽ x_1 +. . .+x_s takoæ,

qto H_{ij}(y) ≠ ?. Togda H_{ij}(y) ⊆ ⟨H, a_1, . . . , a_s⟩.

11^0. Esli a ∈ G, to dlØ l¸byh indeksov t, i ≠ j, i l¸bogo h ∈ H_t H_{ij}([aha^{−1}(e_i)]_j) ∩ ⟨a, H⟩ ≠ ?. Teorema 2.1. V rassmotrennoæ vyxe situacii dlØ l¸boæ pod-

gruppy F ⩾ H gruppy G suwestvuet podstruktura K struktury L^′_0, dlØ kotoroæ G(K) ⊴ F . Pri fftom, esli dopolnitel~no predpoloßit~, qto struktura L̄_0(H) koneqna, to indeks (F : G(K)) koneqen.

Zameqanie. Struktura K opredelena neodnoznaqno (sm. §10).

Dokazatel~stvu Teoremy 2.1 posvØweny §§4–8. Sluqaæ n = 1 oqeviden, pofftomu vs¸du niße my predpolagaem, qto n ⩾ 2.

136 A. A. PANIN, A. V. ˚KOVLEV

§3. Sluqaæ m = 1 A. Z. SimonØn v rabote [8] issledoval ukazannoe v §1 sootvetstvie Galua pri m = 1.

Iz Teoremy 2.1 (i rezul~tatov §10 o edinstvennosti) vyteka- et Teorema 3.1. Pust~ L – dedekindova struktura koneqnoæ dliny,

L_0 – ee podstruktura toæ ße dliny, priqem L_0 – buleva algebra, G – podgruppa gruppy vseh avtomorfizmov struktury L, H = G(L_0), L_0 = L(H).

Esli vypolneny ukazannye niße usloviØ 1^′–4^′, to dlØ l¸boæ podgruppy F ⩾ H gruppy G suwestvuet edinstvennaØ podstruktura K struktury L_0, soderßawaØ 0 i 1, dlØ kotoroæ G(K) ⊴ F , priqem (F : G(K)) < ∞.

1^′. DlØ l¸bogo i, 1 ⩽ i ⩽ n, suwestvuet po kraæneæ mere odin avtomorfizm iz H_i, menØ¸wiæ vse atomy x ∈ L\{e_i}, dlØ kotoryh [x]_i = e_i.

2^′. Esli dlØ atomov x, y ∈ L [x] = [y], to suwestvuet h ∈ H takoæ, qto h(x) = y.

3^′. DlØ l¸byh i ≠ j H_{ij}(e_j ) ≠ ?.

4^′. Esli a ∈ G, to dlØ l¸byh indeksov t, i ≠ j, i l¸bogo h ∈ H_t H_{ij}([aha^{−1}(e_i)]_j) ∩ ⟨a, H⟩ ≠ ?. Sleduet otmetit~, qto usloviØ 1^′–4^′ Teoremy 3.1 ne sovpada¸t s usloviØmi Teoremy 2.1 raboty [8], kotorye ØvlØ¸tsØ neskol~ko bolee prostymi, qem naxi.

§4. Svoæstva nositelØ Lemma 4.1. Esli M – proizvol~naØ dedekindova struktura,

x, y, z, t ∈ M , i (x + z) · (y + t) = 0, to (x + y) · (z + t) = x · z + y · t.

Dokazatel~stvo. Sm. [2, s.102].

Sledstvie 1. Esli x, y ∈^¯L0, to x · y =^{n∑}_{i=1}[x]i · [y]i.

Sledstvie 2.^¯L0 – struktura.

Esli ime¸tsØ dva nabora, udovletvorØ¸wie uslovi¸ (+) iz §2, to i ih “pereseqenie” takße budet udovletvorØt~ (+). Tak kak po kraæneæ mere odin nabor so svoæstvom (+) suwestvuet (sm. uslovie 1^0), to opredelenie nositelØ korrektno.

TEORI˚ GALUA 137

Lemma 4.2. Esli M – proizvol~naØ dedekindova struktura, x,

x_1, . . . , x_s ∈ M , to^y ∑ i=1 (x + x̂_i) · x_i = (_s ∑ i=1 x)i ) ·^s ∏ i=1 (x+ = hatx_i). Dokazatel~stvo. ProvoditsØ po indukcii s primeneniem modu-

lØrnogo zakona.

Lemma 4.3. DlØ vsØkogo x ∈ L i l¸bogo i [x]i = (x + êi) · ei. Dokazatel~stvo. Po Lemme 4.2^{n∑}_{i=1}(x + êi) · ei =^{n∏}_{i=1}(x + êi) ⩾ x.

Dalee, (x + ê_i) · e_i ⩽ ([x]_i + ê_i) · e_i = [x]_i, otkuda vse i poluqaetsØ.

Sledstvie. DlØ l¸byh x, y ∈ L imeem [x + y] = [x] + [y]. Lemma 4.4. Pust~ v ∈ L, I ⊆ {1, . . . , n}. Togda suwestvuet vI ∈ L

takoæ, qto [v_I]_i = 0 pri i ∈ I, v + ∑ i∈I [v]_i = v_I + ∑ i∈I [v]_i.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim vI = ( v + ∑ i∈I [v]_i ) · ( ∑ i∉I [v]_i ) . Oqe-

vidno, qto v_I + ∑ i∈I [v]_i ⩽ v + ∑ i∈I [v]_i. Legko proverit~, qto razmer-

nosti levoæ i pravoæ qasteæ sovpada¸t.

Sledstvie 1. DlØ vsØkogo t ∈ Hij(x) imeem:

a) t(e_i) + e_i = e_i + x, b) t(e_i) + x = e_i + x.

Sledstvie 2. Esli t ∈ Hij(x), to i t^{−1} ∈ Hij(x). §5. Vspomogatel~nye utverßdeniØ Vs¸du v dal~neæxem qerez F oboznaqaetsØ podgruppa gruppy G, soderßawu¸ gruppu H.

Lemma 5.1. DlØ vsØkogo a ∈ F , indeksov t, i ≠ j, i h ∈ Ht

H_{ij}([aha^{−1}(e_i)]_j) ∩ F ≠ ?.

Dokazatel~stvo. Sleduet iz usloviØ 11^0.

Lemma 5.2. Pust~ u ∈ L takoæ, qto d(u) = m, [u]i = ei, [u]j = x

(dlØ nekotoryh i ≠ j), H_{ij}(x) ≠ ?. Togda suwestvuet t ∈ H_{ij}(x) takoæ, qto [t(u)]_j = 0.

Dokazatel~stvo. Pust~ i = 1, j = 2. Po Lemme 4.4 suwestvuet

w ∈ L so sledu¸wimi svoæstvami: [w] = (e_1, x, 0, . . . , 0); u ⩽ w +

138 A. A. PANIN, A. V. ˚KOVLEV

w_1, gde w_1 = [u]_3 + . . . + [u]_n; d(w) = m − d(u · w_1). Tak kak po Lemme 4.4 u + ê_1 = 1, a d(u) = m, to u · ê_1 = 0, otkuda d(w) = m. Po uslovi¸ 9^0 suwestvuet t ∈ H_{12}(x) takoæ, qto t(w) = e_1. Imeem t(u) ⩽ t(w) + t(w_1) ⩽ ê_2, otkuda [t(u)]_2 = 0.

Lemma 5.3. DlØ l¸bogo h ∈ H suwestvu¸t takie hi ∈ Hi, i =

1, . . . , n, qto h_nh_{n−1} . . . h_1h ∈ G(L̄_0).

Dokazatel~stvo. PrimenØem uslovie 3^0.

Opredelim dlØ l¸byh i, j, 1 ⩽ i ≠ j ⩽ n, “idealy transvekciæ” σ_{ij} = σ_{ij}(F ) = ∑ x:H_{ij} (x)∩F ≠? x. Budem sqitat~ takße, qto σ_{ii} = e_i. Otmetim, qto dlØ l¸byh i, j σ_{ij} ⩽ e_j . Lemma 5.4. 1) esli Hij(x) ∩ F ≠ ?, to Hij(x) ⊆ F .

2) dlØ l¸bogo y ⩽ σ_{ij}, takogo, qto H_{ij}(y) ≠ ?, imeem H_{ij}(y) ⊆ F .

Dokazatel~stvo. PrimenØem uslovie 10^0. Lemma 5.5. DlØ l¸byh i, j σij ∈ L^′_0.

Dokazatel~stvo. Pust~ i ≠ j, h ∈ H. Vvidu togo, qto L – struk-

tura koneqnoæ dliny, dostatoqno pokazat~, qto h(σ_{ij}) ⩽ σ_{ij}. Pust~ f ∈ H_{ij}(x) ∩ F , togda, primenØØ sledstvie 1a) Lemmy 4.4, poluqim, qto [hf(e_i)]_j = h(x). Po uslovi¸ 3^0 moßno naæti takoæ

h̄ ∈ H, qto hfh̄ ∈ H_{ij}(h(x)). Tak kak hfh̄ ∈ F , to h(x) ⩽ σ_{ij}, a,

znaqit, h(σ_{ij}) ⩽ σ_{ij}.

Oboznaqim qerez K = K(F ) podstrukturu struktury^¯L_0, po-

roßdennu¸ nulem i fflementami^n ∑ j=1 σ_{ij}, gde i izmenØetsØ ot 1 do

n. Po Lemme 5.5 K – podstruktura L^′_0.

§6. Dokazatel~stvo vkl¸qeniØ K ⊆ L0(F )

Budem oboznaqat~ qerez L_0(F ) strukturu, sostoØwu¸ iz takih fflementov l ∈^¯L_0, qto f(l) ∈^¯L_0 dlØ vseh f ∈ F .

Lemma 6.1. Pust~ a ∈ F . DlØ kaßdogo s, 1 ⩽ s ⩽ n, oboznaqim

u_s =^n ∑ j=1 [a(σ_{ij})]_s. Togda [a^{−1}(u_s)] ⩽ (σ_{i1}, . . . , σ_{in}) dlØ kaßdogo s.

TEORI˚ GALUA 139

Dokazatel~stvo. Po opredeleni¸,

[a^{−1}(u_s)] = n∑ j=1 a^{−1}([a(σ_{ij})]_s = n∑ j=1 [a^{−1}([a(σ_{ij})]_s)].

Pust~ j = i. Po uslovi¸ 4^0 suwestvuet h ∈ H_s takoæ, qto

[a^{−1}ha(e_i)]_r = [a^{−1}([a(e_i)]_s)]_r dlØ vseh r ≠ i. Po Lemme 5.1 ime-

em [a^{−1}([a(e_i)]_s)]_r ⩽ σ_{ir} (pri l¸byh r).

Pust~ j ≠ i. Voz~mem proizvol~nyæ x ⩽ e_j , dlØ kotorogo H_{ij}(x) ∩ F ≠ ?. Pust~ b ∈ H_{ij}(x) ∩ F . Togda po Sledstvi¸ 1a) Lemmy 4.4 b(e_i) + e_i = e_i + x, otkuda

ab(e_i) + a(e_i) = a(e_i) + a(x). (⋆)

Pokaßem, qto [a^{−1}([ab(e_i)]_s)] + [a^{−1}([a(e_i)]_s)] ⩽ (σ_{i1}, . . . , σ_{in}) dlØ kaßdogo s.

My uße znaem, qto [a^{−1}([a(e_i)]_s)]_r ⩽ σ_{ir}. Dalee, postupaØ analogiqno s ab ∈ F , imeem [(ab)^{−1}([ab(e_i)]_s)]_r = [b^{−1}a^{−1}([ab(e_i)]_s)]_r ⩽ σ_{ir}. Legko proverit~, qto ots¸da sleduet [a^{−1}([ab(e_i)]_s)]_r ⩽ σ_{ir}.

Iz (⋆) [a(x)]_s ⩽ [ab(e_i)]_s + [a(e_i)]_s, otkuda [a^{−1}([a(x)]_s)] ⩽ (σ_{i1}, . . . , σ_{in}). DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva lemmy ostalos~ vspomnit~ opredelenie σ_{ij}.

Teorema 6.2. DlØ kaßdogo i, 1 ⩽ i ⩽ n,^{n∑}_{j=1} σij ∈ L0(F ).

Dokazatel~stvo. Pust~ a ∈ F . Oboznaqim u =^{n∑}_{j=1}^{n∑}_{s=1}[a(σij)]s = n∑ s=1 u_s, gde u_s =^n ∑ j=1 [a(σ_{ij})]_s.

˚sno, qto a (_n ∑ j=1 σ_{ij} ) ⩽ u. S drugoæ storony, po Lemme 6.1 a^{−1} (_n ∑ s=1 u_s ) ⩽^n ∑ j=1 σ_{ij}, otkuda a (_n ∑ j=1 σ_{ij} ) = u ∈ L̄_0 i, znaqit, n∑ j=1 σ_{ij} ∈ L_0(F ).

140 A. A. PANIN, A. V. ˚KOVLEV

Sledstvie 1. K ⊆ L0(F ).

Zameqanie. Struktura K moßet ne sovpadat~ so strukturoæ

L_0(F ): esli vzØt~ F = H, to K = L_0, no L_0(H) = L̄_0.

Sledstvie 2. G(L0(F )) ⩽ G(K).

§7. Setevye nabory v L^′_0 Opredelenie. Nazovem setevym naborom v L^′_0 takoæ nabor ffle-

mentov τ = (τ_{ij} ), i, j = 1, . . . , n, dlØ kotorogo vypolneny sledu¸- wie usloviØ (dlØ l¸byh i, j, k):

1) τ_{ij} ⩽ e_j , 2) τ_{ii} = e_i, 3) τ_{ij} ∈ L_0, 4) dlØ l¸bogo g ∈ G sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny:

a) [g(e_i)]_j ⩽ τ_{ij} b) [g(τ_{ki})]_j ⩽ τ_{kj} (zametim, qto v 4) netrivial~na tol~ko implikaciØ a) =⇒ b) pri razliqnyh i, j, k: sm. uslovie 6^0).

Lemma 7.1. Esli dlØ kaßdogo α ∈ I τ^α = (τ^α_{ij} ) – setevoæ nabor

v L^′_0, to τ^′ = (τ^′_{ij} ), gde τ^′_{ij} = ∏ α∈I τ^α_{ij} , takße ØvlØetsØ setevym naborom v L^′_0.

Dokazatel~stvo. Vytekaet iz opredeleniØ setevogo nabora.

DlØ vsØkogo setevogo nabora τ = (τ_{ij}) v L^′_0 oboznaqim qerez K_r podstrukturu L^′_0, poroßdennu¸ nulem i fflementami^n ∑ j=1 τ_{ij} , i =

1, . . . , n. Zametim, qto utverßdenie 4b) iz opredeleniØ setevogo

nabora oznaqaet, qto g ∈ G(K_r). Teorema 7.2. G(Kr ) = ⟨H, Hij(x) : x ⩽ τij, i ≠ j⟩. Dokazatel~stvo. Oboznaqim V = ⟨H, Hij(x) : x ⩽ τij , i ≠ j⟩.

Po opredeleni¸ setevogo nabora G(K_r) ⩾ V . Pust~, dalee, g ∈ G(K_r). A. Tak kak dlØ l¸bogo i g (_n ∑ j=1 τ_{ij} ) = n∑ j=1 τ_{ij} , to [ g (_n ∑ j=1 τ_{1j} )] 1 = e_1. Po uslovi¸ 5^0 suwestvuet t_1 ∈ G so sledu¸wimi svoæstvami:

TEORI˚ GALUA 141 [gt_1(e_1))]_1 = e_1; t_1(e_k) = e_k pri k ≠ 1; [t_1(e_1)]_k ⩽ τ_{1k}. Pokaßem, qto t_1 ∈ V .

Po Lemme 5.2 suwestvuet^¯t_2 ∈ H_{12}([t_1(e_1)]_2) ⩽ V takoæ, qto

[t̄_2t_1(e_1)]_2 = 0. Pri fftom, oqevidno, [t̄_2t_1(e_1)]_k = [t_1(e_1)]_k pri k ≠

2. ProdolßaØ analogiqno, naædem^¯t_k ∈ H_{1k}([t_1(e_1)]_k) ⩽ V , k =

3, . . . , n, takie, qto t̄_n . . . t̄_2t_1(e_1) = e_1. Ots¸da t̄_n . . . t̄_2t_1 ∈ H i,

znaqit, t_1 ∈ V .

B. RassußdaØ tak ße, kak v punkte A, naædem g_1 ∈ V takoæ, qto g_1gt_1(e_1) = e_1. Po indukcii poluqaem g ∈ V .

Lemma 7.3. Pust~ 1 ⩽ i, j, k ⩽ n, j, k – vse razliqnye, g ∈ Hij(x),

H_{ki}(y) ≠ ?. Togda H_{kj}([g(y)]_j ) ∩ ⟨H, H_{ij}(x), H_{ki}(y)⟩ ≠ ?.

Dokazatel~stvo. SvoditsØ k primeneni¸ Lemm 4.4, 5.2 i 5.3. Teorema 7.4. σ = σ(F ) – setevoæ nabor v L^′_0.

Dokazatel~stvo. Po Lemme 5.5 σij ∈ L^′_0. Ostalos~ dokazat~, qto

iz usloviØ [g(e_i)]_j ⩽ σ_{ij} sleduet, qto [g(σ_{ki})]_j ⩽ σ_{kj} (pri razliq- nyh i, j, k). Pust~ y ⩽ σ_{ki} takoæ, qto H_{ki}(y) ≠ ?. Po uslovi¸ 8^0 moßno naæti f ∈ H_{ij}([g(e_i)]_j ) ⊆ F , dlØ kotorogo [f(y)]_j = [g(y)]_j . Togda po Lemme 7.3 [g(y)]_j ⩽ σ_{kj}.

Esli σ = σ(F ), to my budem oboznaqat~ K = K(F ) = K_σ. Sledstvie 1. G(K) = ⟨H, Hij(x) ∩ F : x ⩽ ej , i ≠ j⟩. Sledstvie 2. G(K) ⩽ F . Sledstvie 3. G(L0(F )) ⩽ F .

Sledstvie 4. Gruppy G(K) i F ime¸t odni i te ße “transvek-

cii”.

Lemma 7.5. Gruppy G(L0(F )) i F ime¸t odni i te ße “trans-

vekcii”.

Dokazatel~stvo. Pust~ t ∈ Hkl(x) ∩ F ,^{n∑}_{i=1} xi ∈ L0(F ). Tak kak t ∈ F , to t (_n ∑ i=1 x_i ) = n∑ i=1 y_i ∈ L̄_0. Legko proverit~, qto x_i = y_i

pri i ≠ l, a x_l ⩽ y_l . Iz ravenstva razmernosteæ poluqaem^n ∑ i=1 x_i = n∑ i=1 y_i.

142 A. A. PANIN, A. V. ˚KOVLEV

Lemma 7.6. Esli τ = (τij) – setevoæ nabor v L^′_0, to τ = σ(G(Kτ )). Dokazatel~stvo. Esli t ∈ Hij(x) ∩ G(Kr), to [t(ei)]j ⩽ τij . Takim

obrazom, σ_{ij} ⩽ τ_{ij}, no vvidu usloviØ 7^0 na samom dele poluqaetsØ ravenstvo.

Takim obrazom, vse setevye nabory v L^′_0 sostoØt iz “idealov transvekciæ”.

§8. Dokazatel~stvo osnovnogo rezul~tata Lemma 8.1. G(L0(F )) ⊴ F .

Dokazatel~stvo. Pust~ g ∈ G(L0(F )), f ∈ F , l ∈ L0(F ). Imeem

(tak kak f(l) ∈ L_0(F )), qto f^{−1}gf(l) = f^{−1}f(l) = l, otkuda f^{−1}gf ∈ G(L_0(F )).

Zametim, qto gruppy G(L_0(F )) i G(K) ne obØzany sovpadat~ (pri m ≠ 1, sm. §9). Esli G(L_0(F )) ⩾ H, to po Lemme 7.5 G(K) = G(L_0(F )), pofftomu, koneqno, G(K) ⊴ F . No v obwem sluqae fftot fakt trebuet otdel~nogo dokazatel~stva.

Teorema 8.2. G(K) ⊴ F .

Dokazatel~stvo. Pust~ f ∈ F , h ∈ Ht. Oboznaqim g = f^{−1}hf.

Tak kak po Lemme 5.1 dlØ l¸byh i, j [g(e_i)]_j ⩽ σ_{ij}, to po Teoreme 7.4 my poluqaem g ∈ G(K).

Vvidu SledstviØ 1 Teoremy 7.4, Lemmy 5.3 i togo, qto G(L̄_0) = H_{12}(0), dlØ zaverxeniØ dokazatel~stva ostalos~ pokazat~, qto dlØ l¸byh f ∈ F , t ∈ H_{ij}(x) ∩ F , avtomorfizm f^{−1}tf prinadleßit G(K). �to vytekaet iz togo, qto po Lemmam 7.5 i 8.1 t ∈ G(L_0(F )) ⊴ F , a G(L_0(F )) ⩽ G(K).

Lemma 8.3. Esli struktura^¯L0(H) koneqnaØ, to indeks podgruppy

G(K) v gruppe F koneqen.

Dokazatel~stvo. Tak kak dlØ l¸bogo f ∈ F i h ∈ H f^{−1}hf ∈ G(K), to hf (_n ∑ i=1 σ_{ij} ) = f (_n ∑ i=1 σ_{ij} ) . Ots¸da sleduet, qto f (_n ∑ i=1 σ_{ij} ) ∈ L̄_0(H), i po uslovi¸ lemmy dlØ znaqeniæ f (_n ∑ i=1 σ_{ij} ) est~ lix~ koneqnoe qislo vozmoßnosteæ. Ostal~noe oqevidno.

Takim obrazom, Teorema 2.1 polnost~¸ dokazana.

TEORI˚ GALUA 143

Lemma 8.4. Pust~ M – proizvol~naØ podstruktura^¯L0. Esli t ∈ H_{ij}(x) ∩ N_GG(M ), to t ∈ G(M ). Dokazatel~stvo. Pust~ x ∈ M . Togda x =^{n∑}_{k=1} xk, xk ⩽ ek. Po

uslovi¸ 4^0 suwestvuet takoæ h ∈ H_j ∩ G(^¯L_0), qto [t^{−1}ht(x_i)]_j =

[t(x_i)]_j. Po uslovi¸ lemmy t^{−1}ht(x) = x, otkuda [t(x_i)]_j ⩽ x_j . Zna-

qit, t(x) = x.

§9. Primenenie k lineænym gruppam

V rabote [5] v terminah seteæ idealov poluqeno opisanie podgrupp polnoæ lineænoæ gruppy G = GL(n, R) nad polulokal~nym kol~com R, soderßawih gruppu diagonal~nyh matric D = D(n, R). �to opisanie sostoit v sledu¸wem. Pust~ R – polulokal~- noe kol~co (to est~ kol~co, faktor-kol~co kotorogo po radikalu Dßekobsona artinovo), C – ego centr (ØvlØ¸wiæsØ kommutativnym polulokal~nym kol~com). Predpoloßim, qto vse polØ vyqetov centra C po ego maksimal~nym idealam soderßat ne menee semi fflementov. Togda dlØ kaßdoæ promeßutoqnoæ podgruppy F , D ⩽ F ⩽ G, odnoznaqno opredelena D-set~ σ dvustoronnih idealov v R porØdka n takaØ, qto G(σ) ⩽ F ⩽ N (σ), gde N (σ) – normalizator G(σ) v G.

Niße my pokaßem, kak iz rezul~tatov §§4–8 vyvoditsØ ffto opisanie promeßutoqnyh podgrupp (pravda, v neskol~ko oslablennoæ forme: vmesto polulokal~nyh kolec rassmatriva¸tsØ artinovy).

Pust~ R – artinovo sprava kol~co, vse polØ vyqetov centra kotorogo ime¸t ne menee semi fflementov, V = R^n – svobodnyæ R-modul~ ranga n, ē_1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , ē_n = (0, . . . , 0, 1) – kanoniqeskiæ bazis V , e_1 = ē_1R, . . . , e_n = ē_nR.

Oboznaqim qerez L = L(V ) strukturu pravyh podmoduleæ modulØ V , a qerez L_0 – podstrukturu struktury L, poroßdennu¸ e_1, . . . , e_n. Oqevidno, qto L – dedekindova struktura koneqnoæ dliny, L_0 – buleva algebra.

Kaßdyæ fflement g ∈ GL(n, R) poroßdaet nekotoryæ avtomorfizm struktury L, a imenno: esli ν – proizvol~nyæ fflement iz L, to g(ν) = {g(x) : x ∈ ν}. Takim obrazom, moßno sqitat~ G = GL(n, R) i H = G(L_0) = D(n, R).

144 A. A. PANIN, A. V. ˚KOVLEV

Ispol~zuØ fflementarnye fakty o polulokal~nyh kol~cah (sm. [1, s.82]; [3, 5]), netrudno proverit~ usloviØ 1^0–10^0 Teoremy 2.1. Utverßdenie, soderßaweesØ v uslovii 11^0, dokazano v rabote [5] (sm. dokazatel~stvo Lemm 3 i 4).

Itak, v naxeæ situacii moßno primenØt~ rezul~taty, poluqennye v §§4–8.

Pust~ F – promeßutoqnaØ podgruppa, H ⩽ F ⩽ G. Togda dlØ struktury K = K_σ imeem G(K) ⊴ F (Teorema 8.2).

Postavim v sootvetstvie strukture K tablicu idealov v R σ_K = (σ_{ji}). Tak kak σ = (σ_{ij}) – setevoæ nabor v L^′_0 (Teorema 7.4), to σ_K – D-set~ dvustoronnih idealov v R porØdka n (sm. opredelenie setevogo nabora; zametim, qto uslovie 3) iz fftogo opredeleniØ oznaqaet, qto σ_{ij} – dvustoronniæ ideal (sm. ukazannye vyxe raboty)).

Vvidu usloviØ 4) iz opredeleniØ setevogo nabora podgruppa G(K) sovpadaet s setevoæ podgruppoæ G(σ_K).

Itak, my dokazali, qto dlØ vsØkoæ podgruppy F , H ⩽ F ⩽ G, suwestvuet D-set~ σ idealov v R porØdka n takaØ, qto G(σ) ⩽ F ⩽ N (σ), (△) gde qerez N (σ) oboznaqen normalizator G(σ).

Pokaßem, qto D-set~, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ (△), edinstvenna.

Pust~ σ_1 i σ_2 – dve D-seti, udovletvorØ¸wie uslovi¸ (△). Rassmotrim K_1 = K(G(σ_1)), K_2 = K(G(σ_2)). Tak kak G(K_1) = G(σ_1), G(K_2) = G(σ_2), to imeem G(K_1) ⩽ F ⩽ N_GG(K_1), G(K_2) ⩽ F ⩽ N_GG(K_2).

VsØkaØ transvekciØ, soderßawaØsØ v G(K_1), soderßitsØ v N_GG(K_2) i, po Lemme 8.4, soderßitsØ v G(K_2). Obratnoe toße verno. Itak, G(K_1) i G(K_2) ime¸t odni i te ße transvekcii, otkuda G(σ_1) = G(σ_2), to est~ σ_1 = σ_2.

Tem samym dokazano, qto dlØ vsØkoæ podgruppy F , H ⩽ F ⩽ G, suwestvuet edinstvennaØ D-set~ σ idealov v R porØdka n takaØ, qto G(σ) ⩽ F ⩽ N (σ), to est~ my poluqim trebuemoe opisanie promeßutoqnyh podgrupp.

Esli R – artinovo sleva kol~co, to ffto opisanie takße moßet byt~ poluqeno pri pomowi perehoda k protivopoloßnomu kol~cu.

TEORI˚ GALUA 145

Zameqanie 1. Iz Lemmy 8.3 vytekaet, qto esli struktura^¯L0(H)

koneqna, to indeks G(σ) v F koneqen. Struktura^¯L_0(H) v naxeæ situacii sostoit iz prØmyh summ dvustoronnih idealov v R. Takim obrazom, esli dopolnitel~no predpoloßit~, qto v kol~ce R est~ lix~ koneqnoe qislo dvustoronnih idealov (naprimer, R – poluprostoe artinovo), to (F : G(σ)) < ∞. (Na samom dele spravedlivo bolee sil~noe utverßdenie: sm. [5].)

Zameqanie 2. V naqale §8 otmeqeno, qto gruppy G(L0(F )) i G(K)

ne obØzany sovpadat~. Konkretnye primery legko postroit~ dlØ nekommutativnogo kol~ca R i F = H.

§10. Dopolnenie

Zafiksiruem x ∈^¯L_0 ∩ L^′_0 (pixem x_k = [x]_k) i paru indeksov i, j. Budem govorit~, qto u ⩽ e_j udovletvorØet uslovi¸ (□), esli dlØ l¸bogo f ∈ G iz usloviØ [f(e_i)]_j ⩽ u sleduet, qto [f(x_i)]_j ⩽ x_j.

Primer. u = 0 udovletvorØet uslovi¸ (□) dlØ l¸byh x, i, j. Lemma 10.1. Esli u1, u2 udovletvorØ¸t uslovi¸ (□), to i u1 + u2

toße udovletvorØet uslovi¸ (□).

Dokazatel~stvo. Po uslovi¸ 7^0 uk =^{sk∑}_{l=1} ykl, gde Hij(ykl) ≠ ?, k =

1, 2. Tak kak po uslovi¸ 8^0 dlØ proizvol~nogo f ∈ G suwestvuet g ∈ H_{ij}([f(e_i)]_j), dlØ kotorogo [g(x_i)]_j = [f(x_i)]_j , to budem sqitat~, qto f ∈ H_{ij}(y), i [f(e_i)]_j ⩽ u_1 + u_2.

Po uslovi¸ 10^0 H_{ij}(y) ⊆ ⟨H, H_{ij}(y_{kl}), k = 1, 2, l = 1, . . . , s_k⟩. Esli h ∈ H, to dlØ l¸bogo s h(x_s) = x_s, tak kak x_s ∈ L_0. Esli t ∈ H_{ij}(y_{kl}), to [t(e_i)]_j = y_{kl} ⩽ u_k, otkuda t(x_i) ⩽ x_i + x_j .

Sledstvie. DlØ l¸bogo x ∈^¯L0 ∩L^′_0, indeksov i, j, suwestvuet nai-

bol~xiæ fflement τ_{ij} = τ_{ij}(x) ⩽ e_j, udovletvorØ¸wiæ uslovi¸ (□).

Lemma 10.2. τ = (τij ) – setevoæ nabor v L^′_0.

Dokazatel~stvo. Proverim usloviØ 1)–4) iz opredeleniØ sete-

vogo nabora.

1) Oqevidno.

2) Sleduet iz usloviØ 6^0.

3) Oqevidno, qto dlØ vsØkogo h ∈ H h(τ_{ij} ) udovletvorØet uslovi¸ (□). Togda po opredeleni¸ τ_{ij} h(τ_{ij} ) ⩽ τ_{ij}.

146 A. A. PANIN, A. V. ˚KOVLEV

4) Po uslovi¸ 7^0 τ_{ki} =^s ∑ r=1 y_r , gde H_{ki}(y_r ) ≠ ?. Pust~ g ∈ H_{ij}(z)

i f ∈ H_{kj}(y) takie, qto [g(e_i)]_j ⩽ τ_{ij} i [f(e_k)]_j ⩽^s ∑ r=1 [g(y_r )]_j. Nußno

proverit~, qto [f(x_k)]_j ⩽ x_j .

Po Lemme 7.3 dlØ kaßdogo r, 1 ⩽ r ⩽ s, suwestvuet t_r ∈ H_{kj}([g(y_r )]_j) ∩ ⟨H, H_{ij}(z), H_{ki}(y_r )⟩. Tak kak y_r ⩽ τ_{ki} i z ⩽ τ_{ij}, to dlØ l¸byh t ∈ H_{ki}(y_r ),^¯t ∈ H_{ij}(z) my imeem, qto t(x_k+x_i+x_j ) ⩽ x_k+x_i+x_j i^¯t(x_k+x_i+x_j) ⩽ x_k+x_i+x_j . Ots¸da [t_r(x_k)]_j ⩽ x_j.

Dalee, po uslovi¸ 10^0 H_{kj}(y) ⊆ ⟨H, t_r, r = 1, . . . , s⟩, pofftomu

[f(x_k)]_j ⩽ x_j. Lemma dokazana.

Lemma 10.3. Esli g ∈ G i [g(xi)]j ⩽ xj, to [g(ei)]j ⩽ τij. Dokazatel~stvo. Esli f ∈ G i [f(ei)]j ⩽ [g(ei)]j , to po uslovi¸

6^0 [f(x_i)]_j ⩽ [g(x_i)]_j ⩽ x_j, tak qto [g(e_i)]_j udovletvorØet uslovi¸

(□).

Vvedem na mnoßestve podstruktur L^′_0 otnoxenie ffkvivalentnosti, a imenno, sqitaem M_1 ∼ M_2, esli G(M_1) = G(M_2).

Teorema 10.4. Esli vypolneny usloviØ 1^0–11^0 Teoremy 2.1, a tak-

ße 12^0. L^′_0 ⊆ L̄_0, to dlØ vsØkoæ promeßutoqnoæ podgruppy F , H ⩽ F ⩽ G, suwestvuet edinstvennyæ klass ffkvivalentnyh podstruktur L^′_0 takoæ, qto G(M ) ⊴ F dlØ l¸boæ M iz fftogo klassa.

Dokazatel~stvo. Suwestvovanie vytekaet iz Teoremy 2.1.

Pust~ M – podstruktura L^′_0 ⊆^¯L_0. Po Lemme 10.2 dlØ l¸bogo x ∈ M τ (x) = (τ_{ij}(x)) – setevoæ nabor v L^′_0. Opredelim τ^′_{ij} = ∏ x∈M τ_{ij}(x). Po Lemme 7.1 τ^′ = (τ^′_{ij} ) – takße setevoæ nabor v L^′_0. Po

Teoreme 7.2 G(K_τ 0 ) poroßdaetsØ H i svoimi “transvekciØmi”.

Pokaßem, qto G(K_τ 0 ) = G(M ). Deæstvitel~no, pust~ g ∈ G(K_τ 0 ). Togda dlØ l¸byh i, j [g(e_i)]_j ⩽ τ_{ij}, otkuda [g(e_i)]_j ⩽ τ_{ij}(x) dlØ l¸bogo x ∈ M i, znaqit, g ∈ G(M ).

Esli ße g ∈ G(M ), to dlØ l¸bogo x ∈ M [g(x_i)]_j ⩽ x_j , i po Lemme 10.3 [g(e_i)]_j ⩽ τ_{ij}(x), otkuda [g(e_i)]_j ⩽ τ^′_{ij} , pofftomu g ∈ G(K_τ 0 ).

Edinstvennost~ klassa sleduet teper~ iz Lemmy 8.4. V processe dokazatel~stva Teoremy 10.4 poluqeno opisanie zamknutyh ob¨ektov v N (sm. §1): zamknutye podgruppy v N –

TEORI˚ GALUA 147 ffto v toqnosti vse podgruppy G(K_τ ), gde τ probegaet mnoßestvo setevyh naborov v L^′_0.

Dalee, podstrukturami L^′_0(τ ) = L^′_0(G(K_τ )) = {x ∈ L^′_0 : g(x) = x dlØ vseh g ∈ G takih, qto [g(e_i)]_j ⩽ τ_{ij} pri l¸byh i, j} isqerpyva¸tsØ vse zamknutye podstruktury v M.

Takim obrazom, ukazannoe v §1 sootvetstvie Galua ØvlØetsØ biekcieæ meßdu mnoßestvom podgrupp vida G(K_τ ) i mnoßestvom podstruktur vida L_0(τ ) (i to, i drugoæ mnoßestvo nahoditsØ vo vzaimno-odnoznaqnom sootvetstvii s mnoßestvom setevyh naborov v L^′_0 – sm. Lemmu 7.6).

Rassmotrim teper~ podrobnee sluqaæ m = 1. Zametim, qto v predpoloßeniØh Teoremy 3.1 uslovie 12^0 Teoremy 10.4 avtomatiqeski vypolnØetsØ (tak kak L_0 – budeva algebra).

Tak kak vse podstruktury L^′_0 = L_0, soderßawie 0 i 1, ØvlØ- ¸tsØ zamknutymi (sm. [8]), to kaßdyæ klass ffkvivalentnyh podstruktur L_0, soderßawih 0 i 1, okazyvaetsØ odnofflementnym, pofftomu ots¸da sleduet obewannaØ v Teoreme 3.1 edinstvennost~ (a takße i utverßdenie Teoremy 3.1 raboty [8]). Zametim takße, qto iz ravenstva G(L_0(F )) = G(K) (sm. naqalo §8) my poluqaem K = L_0(F ).

Pust~ teper~ L, L_0 i G – takie ße, kak v §9. Legko dokazat~, qto v fftoæ situacii vypolnØetsØ uslovie 12^0 Teoremy 10.4. Ots¸da vytekaet

Teorema 10.5. DlØ vsØkoæ promeßutoqnoæ podgruppy F ,

D(n, R) ⩽ F ⩽ GL(n, R), suwestvuet edinstvennyæ klass ffkvivalentnyh podstruktur L^′_0 takoæ, qto G(M ) ⊴ F dlØ vsØkoæ M iz fftogo klassa.

Oqevidno, qto kaßdomu setevomu naboru σ v L^′_0 sootvetstvuet set~ (σ_{ji}) dvustoronnih idealov v R porØdka n. �to sootvetstvie ØvlØetsØ biekcieæ.

Zamknutye podgruppy v N – ffto setevye podgruppy, a zamknutye podstruktury v M – ffto podstruktury vida L^′_0(σ) = {x ∈ L^′_0 : σ_{ij}x_j ⊆ x_i} (σ-set~).

Legko postroit~ primery, pokazyva¸wie, qto struktura M , dlØ kotoroæ G(M ) ⊴ F , opredelena neodnoznaqno. Oqevidno, qto v kaßdom klasse ffkvivalentnyh podstruktur L^′_0 ime¸tsØ: naibol~xiæ fflement, kotoryæ ØvlØetsØ zamknutoæ podstrukturoæ, a takße “kanoniqeskaØ podstruktura”, poroßdennaØ sum-

148 A. A. PANIN, A. V. ˚KOVLEV

mami “idealov transvekciæ”. Obyqno poslednØØ podstruktura daleka ot svoego zamykaniØ, no moßno postroit~ primery, pokazyva¸wie, qto ona ne ØvlØetsØ i naimen~xim fflementom klassa.

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Pravitel~stva Sankt-Peterburga i Goskomvuza RF, grant No. 25.

Literatura

1. H. Bass, AlgebraiqeskaØ K-teoriØ. M, 1973, s. 591. 2. G. Birkgof, TeoriØ rexetok. M, 1984, s. 568.

3. Z. I. Boreviq, O paraboliqeskih podgruppah v lineænyh gruppah nad polulokal~nym kol~com. — Vestn. Leningr. un-tf No. 13 (1976), 16–24.

4. Z. I. Boreviq, Opisanie podgrupp polnoæ lineænoæ gruppy, soderßawih gruppu diagonal~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. LOMI 64 (1976), 12–29.

5. Z. I. Boreviq, N. A. Vavilov, Podgruppy polnoæ lineænoæ gruppy nad polulokal~nym kol~com, soderßawie gruppu diagonal~nyh matric. — Tr. Mat. in-ta AN SSSR 148 (1978), 43–57.

6. N. A. Vavilov, Ob opisanii polnoæ lineænoæ gruppy nad polulokal~nym kol~com, soderßawih gruppu diagonal~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. LOMI 86 (1979), 30–33.

7. N. A. Vavilov, O podgruppah polnoæ lineænoæ gruppy nad polulokal~nym kol~com, soderßawih gruppu diagonal~nyh matric. — Vestn. Leningr. un-ta No. 1 (1981), 10–15.

8. A. Z. SimonØn, TeoriØ Galua dlØ dedekindovyh struktur. — Kand. diss.

SPb. (1992), 73.

Panin A. A., Yakovlev A. V. The Galois theory for a class of modular

lattices.

A Galois theory for a class of the modular lattices is constructed. The

known description of the intermediate subgroups of the full linear group

over an artinian ring, containing the group of diagonal matrices, can be deduced from the proved results.

Postupilo 14 noØbrØ 1996 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet