
���������	�	��
��	��
����	�	�������������������������	�	���! #"�$����
%'&�(')�*,+�- � (/./* ��021� 3��� (�*5476�8#&�9�:�&

;�<>=@?BA3C�DE?BA'FGDHA'IBJK?BA3C�DMLNFNIGDEO3I

PRQSPUT�V7WYXYZU[YW]\U^R_!Wa`b`!c�PUT�PUd�`!XYef^hg,_!i7WYjkPUilPUQYd,mYnoXaPYg�p2W
WqXYcrQSPUpsPUdref^hP�_!XaPUT�crdrXYef^tWYXYp2crj�d�Zsu]v7XYef^hPUwYcrd�Z,psPUd�PUi

x D5yzDr{z|,}5~U�#�k�'�N�
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AND5¼½�N�/¾r�#�k}k�3D�¿À�NÁ5~sÂ�|,}kÁk�N�NÃGÄ�Ák��Å�Â�|,Æ'��Ä	�'�N�
PUÇ�È/É�ÊNË�Ì	Í3ÎhÌ3Ï�Ð3Ï�É

D = {z : |z| < 1} Ï�Ñ3Í	Ê	Í	Ì	Ê	Ò2ÓÕÔ	Ð	Ö�×ØÔ�È�Î5Ù'ÚNÏ�Ô�Û�Ê3È/Ó z Ü Ù'ÚNÈ�Û�Ô�È�Û�Ý�Í E Þ
z = x+ iy Þ i2 = −1 ß Γ = ∂D à ×�ÐNË�Ê	Í	áNË½Ô	Ð	Ö�×�Ë

D ß D = D ∪ Γ âiãÐNË/Ç�È/Ý�ÏYÍ3Û�Ù3È�Ú3ä�É�Ö�Ï�Ý�Û�åæÇ�Ë�ÊNË�ç#È/è�ÈbÙ	Ð3È�Û�Ý�ÐNË�Ê3Û�Ý�è�È
Ck,α(Γ)

Ô�È�Î5Ù'ÚNÏ�Ô�Û�Ê3È/É�ÊNË�Ì	Ê	Ò7ç�éYÖ�Ê	Ô	á	Í	Ó ÞÍ3Î,Ï�êUë!Í'ç>ÊNË
Γ k

Ù	Ð3È/Í	É�è�È�Ñ3Ê	Ò7ç Þ ×�ÑNÏ k > 1 à á3Ï�ÚNÈ�Ï�Ì	Í3Û�ÚNÈ Þ Ù	Ð	Í	Ì3Ï�Î k Ü Ï�Ù	Ð3È/Í	É�è�È�Ñ3Ê	Ò�ÏSÖ�ÑNÈ/è/ÚNÏ ÜÝ�è�È/Ð#å'êUÝ]Ö�Û�ÚNÈ/è�Í	êìj5íÏ�Ú3ä/ÑNÏ�ÐNË]Û7Ù3È/Ô'Ë�É�Ë�Ý�Ï�ÚNÏ�Î
α Þ 0 6 α 6 1 â ifî�Ý�È�Î�Ù	Ð3È�Û�Ý�ÐNË�Ê3Û�Ý�è�Ï�Ù	Ð3Ï�Ñ3Ù3È�Ú�Ë�×�Ë ÜÏ�Ý�Û�åïÉ�Ë�Ñ�Ë�Ê	Ê3È/ÓØÛ�Ý/Ë�Ê'Ñ�Ë�Ð	Ý�ÊNË�åæÊ3È/Ð3ÎrËKðHÛ�Î âñÞ ÊNË�Ù	Ð	Í3Î,Ï�Ð Þ�òñó�Þ Û â3ô�õ�öH÷�â Q]Ë�ÔæÈ�Ç/Ò2Ì	Ê3È Þ Ù	Ð3Ï�Ñ3Ù3È�Ú�Ë�×�Ë/Ï�Î ÞÌ	Ý�È

Ck,0(Γ) = Ck(Γ) Þ C0,α(Γ) = Cα(Γ)
Ù	Ð	Í

α < 1 âwSÖ�Û�Ý�ä
ζ(t) à Ñ3Í3é]é]Ï�È�Î,È/Ð3éYÍ	É�ÎøÔ'Ú�Ë/Û�Û�Ë

Ck,α(Γ) Þ k > 1 Þ 0 6 α 6 1 Þ Ô�È/Ê	Ý�Ö�ÐNË Γ
ÊNËzÛ�Ï�Ç�å ÞÙ	Ð	Í	Ì3Ï�Î

ζ ′t(t) 6= 0 Þ ×�ÑNÏ ζ ′t = ζ ′s · s′t = ζ ′s · t′s Þ t(s) = eis âgrÚNÏ�Ñ3Ö�å ò ô'Þ Û âUù�ù�ö�Þ Ñ	Ú3åléYÖ�Ê	Ô	á	Í	Í
ϕ(t) Þ È/Ù	Ð3Ï�ÑNÏ�ÚNÏ�Ê	Ê3È/ÓúÊNË

Γ Þ è�è�Ï�ÑNÏ�ÎûÈ/Ù3Ï�ÐNË�Ý�È/ÐRÛ§Ñ3è�Í	×�Ë
W ϕ(t) = ϕ(ζ(t)) â PsÌ3Ï�è�Í'Ñ3Ê3È Þ W à Ú3Í	Ê3Ï�Ó	Ê	Ò2Ó Þ È/×�ÐNË�Ê	Í	Ì3Ï�Ê	Ê	Ò2Ó Þ Ê3Ï�Ù	Ð3Ï�Ð	Ò2è�Ê3ÈìÈ�Ç/ÐNË�Ý�Í3Î5Ò2Óè
Ck,α(Γ) Þ k > 1 Þ 0 6 α 6 1 Þ È/Ù3Ï�ÐNË�Ý�È/Ð Þ Ù	Ð	Í	Ì3Ï�Î ‖W ‖C(Γ) = 1

ðHÛ�Î â�ò ô'Þ Û âNù�ù�öH÷�âPUÇ�È/É�ÊNË�Ì	Í3ÎãÌ3Ï�Ð3Ï�É
Sϕ(t) =

1

πi

∫

Γ

ϕ(τ)

τ − t
dτ, t ∈ Γ,

ð ó�÷
È�Ñ3Ê3È�Î,Ï�Ð	Ê	Ò2ÓÀÛ�Í	Ê	×�Ö�Ú3å'Ð	Ê	Ò2ÓüðýÍ	Ê	Ý�Ï�×�ÐNË�Ú3ä�Ê	Ò2Ó ÷ È/Ù3Ï�ÐNË�Ý�È/Ð âwSÐ	ÍþÍ	É�Ö�Ì3Ï�Ê	Í	Í>Ñ3Í3é]é]Ï�Ð3Ï�Ê	á	ÍNË�Ú3ä�Ê	Ò7çzÛ�è�È/Ó3Û�Ý�èKÿ�è�Ù'ÚNÈ/Ý�äaÑNÈYÔ	ÐNË�å��aÐ3Ï��½Ï�Ê	Í	ÓþÔ	ÐNË/Ï�è�Ò7ç>É�Ë�Ñ�Ë�Ì
Û�È!Û§Ñ3è�Í	×�È�Î Ñ	Ú3åþÐNË�É�Ú3Í	Ì	Ê	Ò7çþî�Ú	Ú3Í	Ù	Ý�Í	Ì3Ï�Û�Ô	Í'çïÛ�Í3Û�Ý�Ï�Î è�È/É�Ê	Í	Ô'Ë/Ï�Ý½Ù3È/Ý�Ð3Ï�Ç/Ê3È�Û�Ý�ä½èaÍ3Û�Û�ÚNÏ�ÑNÈ/è#Ë�Ê	Í	Í
Û�è�È/Ó3Û�Ý�èzÛ�Ö�Ù3Ï�Ð	Ù3È/É�Í	á	Í	Í

W SW −1 − S âPUÛ�Ê3È/è�Ê	Ò�Î Ð3Ï�É�Ö�Ú3ä�Ý/Ë�Ý�È�Îãî�Ý�È/ÓæÐNË/Ç�È/Ý�Ò å'è/Ú3å	Ï�Ý�Û�åØÛ�ÚNÏ�Ñ3Ö�êUë½Ï�ÏYÖ�Ý�è�Ï�Ð��½ÑNÏ�Ê	Í3Ï â
���#�NÁk��~UÄ AND��7���	�

ζ(t) ∈ C1,α(Γ)
*
0 < α 6 1

*
ϕ(t) ∈ C0,β(Γ)

*
0 < β 6 1

*
µ = α+ β 6 2

*
� - 1#"��

µ < 1 Ψϕ(t) = (W SW −1 − S)ϕ(t) ∈ Cµ(Γ)
* 1#"��������

‖Ψϕ(t)‖Cµ(Γ) 6 const‖ϕ(t)‖C0,β (Γ),
ð ô�÷

	 ���s� - $B������$B���þ
���
��B���B�a�	��

� - � ‖ζ‖C1,α(Γ)
6
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�7���	�

µ = 1
* � -

Ψϕ(t) ∈ Cµ−ε(Γ)
�����f����� - 	 - ε * 0 < ε < µ,

�½
�021 - �	$B��$	�B��� - �B��$	�	� *
��$���� - 	 ���/$ - � ð ô�÷ 6�7���	�

µ > 1
* � -

Ψϕ(t) ∈ C1,µ−1(Γ)
* 1#"��������

‖Ψϕ(t)‖C1,µ−1(Γ) 6 const‖ϕ(t)‖C0,β (Γ),
ð ù�÷

	 ���s� - $B������$B���>
���
��B���B�!�	��

� - � ‖ζ‖C1,α(Γ)
6

PsÌ3Ï�è�Í'Ñ3Ê3È
x |,�/¾����'�N}k� AND �7���	�

ζ(t) ∈ C1,α(Γ)
*
0 < α 6 1

*
ϕ(t) ∈ C1,β(Γ)

*
0 < β 6 1

* � -
Ψϕ(t) ∈

C1,α(Γ)
* 1#"��������

‖Ψϕ(t)‖C1,α(Γ) 6 const‖ϕ(t)‖C0,1(Γ) 6 const‖ϕ(t)‖C1,β (Γ),
ð�� ÷

	 ���s� - $B������$B���>
���
��B���B�!�	��

� - � ‖ζ‖C1,α(Γ)
6

�����������������! �"�Q]Ë�Ô Ù3È/Ô'Ë�É�Ò2è#Ë�êUÝãÙ	Ð	Í3Î,Ï�Ð	Ò ðHÛ�Î â É�Ë/Î,Ï�ÌNË�Ê	Í3Ï ô Ù3È�Û�ÚNÏÀÑNÈ/Ô'Ë�É�Ë�Ý�Ï�Ú3ä�Û�Ý�è#ËÝ�Ï�È/Ð3Ï�Î5Ò ó�÷�Þ Ù	Ð	Í ζ(t) ∈ C1,α(Γ)
Ù3È/Ô'Ë�É�Ë�Ý�Ï�Ú3ä

α
èSÚNÏ�è�È/ÓbÌNË/Û�Ý�Í�ð�� ÷ Ê3Ï7Ö�Ú3Ö�Ì��bË/Ï�Î�èYÝ�È�Î�Û�Î5Ò�Û�ÚNÏ ÞÌ	Ý�ÈæÛ�Ö�ë½Ï�Û�Ý�è�Ö�êUÝæéYÖ�Ê	Ô	á	Í	Í

ζ(t) ∈ C1,α(Γ) Þ ϕ(t) ∈ C1,α(Γ)
Ý/Ë�Ô	Í3Ï Þ Ì	Ý�È Ψϕ(t) ∈ C1,α(Γ) Þ Ê3È

Ψϕ(t) 6∈ C1,γ(Γ)
Ù	Ð	ÍKÚ3êSÇ�È�Î

γ Þ 1 > γ > α â
OBD5¼#�%$k��~U�'&�Ä	�'��|,ÆN��(b�)$k�'���'Ák�N�#�k}�*

wYÈ�ÚNÈ��bÍ3Î
t = eis Þ τ = eiσ Þ ω = rσ + (1− r)s Þ 0 6 r 6 1 Þ u = eiω â

+Ø��~S~UÄ@AND �7���	�
ζ(t) ∈ Cn+1,α(Γ)

*
n > 0

*
0 < α 6 1

* � - �3���,�a�À������� - ���B���3 ���-!�B�
"���
�$ - 
��#��$ - �����.	 - "B�� ��	0 +�/ �	� - "��10

ζ(τ)− ζ(t) = ζ ′(t)(τ − t) + ζ ′′(t)
(τ − t)2

2!
+ · · ·

+ ζ(n)(t)
(τ − t)n

n!
+

(τ − t)n+1

n!

1∫

0

Ω(r, s, σ, ω)ζ(n+1)(eiω)(1 − r)ndr,

ð õ�÷

	 ���
Ω(r, s, σ, ω) = i ·

[
τ − t

σ − s

]−n−1

· ei(n+1)ω ·
[
ei(σ−s)(1−r) − 1

(σ − s)(1− r)

]n
;

ð32 ÷

ζ(τ)− ζ(t) = ζ ′(t)(τ − t) + ζ ′′(t)
(τ − t)2

2!
+ · · ·

+ ζ(n)(t)
(τ − t)n

n!
+ ζ(n+1)(t)

(τ − t)n+1

(n+ 1)!
+ Ω1(τ, t),

ð54 ÷

	 ��� - ������� - �/$	02�ü�/�B��$æ�3�������a
��#�

Ω1(τ, t) =
(τ − t)n+1

n!

1∫

0

[
Ω(r, s, σ, ω)ζ(n+1)(eiω)− ζ(n+1)(t)

]
(1− r)n dr

= O
(
|τ − t|n+1+α

)
.

ð36 ÷

7NÑNÏ�Û�ä>É�Ë�Ù	Í3Û�ä
f(x) = O(ϕ(x))

È/É�ÊNË�ÌNË/Ï�Ýzè�Ò2Ù3È�Ú3Ê3Ï�Ê	Í3Ï]Ê3Ï�ÐNË�è�Ï�Ê3Û�Ý�è#Ë
|f(x)| 6 const|ϕ(x)|,

×�ÑNÏ
const

È/Ý
f
Í
ϕ
Ê3ÏSÉ�Ë�è�Í3Û�Í	Ý â



ù�ô =S�	�3����$B� - 
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C ����� ��� �	� ��

�����	� � 
��'� ���  �"�_]Ú3åæéYÖ�Ê	Ô	á	Í	Í

f(t) ∈ C1(Γ)
È/Ì3Ï�è�Í'Ñ3Ê3ÈþÛ�È�È/Ý�Ê3È��½Ï�Ê	Í3Ï��

f(τ)− f(t) =

τ∫

t

f ′(u) du.
ð�� ÷

wYÈ�ÑNÛ�Ý/Ë�è�Í	èzè�ð�� ÷
f(u) = ζ(u) + (τ − u)ζ ′(u) +

(τ − u)2

2
ζ ′′(u)

(τ − u)3

3!
ζ ′′′(u) + · · ·+ (τ − u)n

n!
ζ(n)(u),

èKÙ3È�Ú3Ö�Ì	Í	è �½Ï�Î,Û�åÀÍ	Ê	Ý�Ï�×�ÐNË�ÚNÏbÙ3Ï�Ð3Ï�Ó'ÑNÏ�ÎìÔÀÙ3Ï�Ð3Ï�Î,Ï�Ê	Ê3È/ÓfÍ	Ê	Ý�Ï�×�Ð	Í	Ð3È/è#Ë�Ê	Í	å
r Þ Ù3È�Û�ÚNÏ½Ì3Ï�×�ÈïÙ3È�Ú3Ö ÜÌ	Í3Îlð õ�÷�âu]Ï�×�Ô�È>Ù	Ð3È/è�Ï�Ð#å	Ï�Ý�Û�å�Û�È�È/Ý�Ê3È��½Ï�Ê	Í3Ï

Ω(r, s, σ, ω) = 1 +O (|τ − t|) . ð ó���÷
_!Ï�Ó3Û�Ý�è�Í	Ý�Ï�Ú3ä�Ê3È Þ

i ·
[
τ − t

σ − s

]−n−1

= e−i(n+1)s

[
ei(σ−s) − 1

σ − s

]−(n+1)

= e−i(n+1)s · i−n · [1 +O(σ − s)] ,
[
ei(σ−s)(1−r) − 1

(σ − s)(1− r)

]n
= in · [1 +O(σ − s)] ,

Í
e−i(n+1)s · ei(n+1)ω = eir(σ−s)(n+1) = 1 +O(σ − s).wYÈ�Û�Ô�È�Ú3ä�Ô	Ö

0 < const 6
|t2 − t1|
|s2 − s1|

6 1
ð ó�ó�÷

Ñ	Ú3åÀÚ3êSÇ/Ò7ç
t1, t2 ∈ Γ

ð
s1 Þ s2 à Ñ3Ö�×�È/è�Ò�ÏþË/Ç�Û�á	Í3Û�Û�Ò î�Ý�Í'çÀÝ�È/Ì3Ï�Ô ÷�Þ èKî�Ý�Í'ç�é]È/Ð3Î5Ö�Ú�Ë�ç�Î,È��bÊ3ÈÉ�Ë/Î,Ï�Ê	Í	Ý�ä

O(σ − s)
ÊNË

O(|τ − t|) â wSÐ3È�ÑNÏ�Ú�Ë�èzÝ/Ë�Ô	Ö�êúÉ�Ë/Î,Ï�Ê	Ö Þ Í	Ézð32 ÷ Ù3È�Ú3Ö�Ì	Í3Îlð ó���÷�â_½Ë�ÚNÏ�Ï Þ é]È/Ð3ÎrË�Ú3ä�Ê3ÈþÉ�Ë�Ù	Í3Û�Ë�èzÐNË�è�Ï�Ê3Û�Ý�è�ÈÀð54 ÷ ÍØè�Ò2Ì	Ý�åØÍ	ÉaÊ3Ï�×�È�ð õ�÷�Þ Û]Í3Û�Ù3È�Ú3ä�É�È/è#Ë�Ê	Í3Ï�Îtð ó���÷Ù3È�Ú3Ö�Ì	Í3Îlð36 ÷�â wYÈ�Û�ÚNÏ�Ñ3Ê3Ï�Ï]ÐNË�è�Ï�Ê3Û�Ý�è�È>èØð36 ÷ Û�ÚNÏ�Ñ3Ö�Ï�ÝþÍ	Éþð ó���÷ Í ζ(n+1)(z) ∈ Cα(Γ) â B
IGD��À�NÃGÄ'Å#Ä	�'��|,Æ'���'�N� �'���k�N�N��(�� Ák��Å�Â�|,Æ'��Ä	�'�N�

����� ��� �	� ��

�����	� � � � ��� �'���  �" 7GË�Ù	Í��½Ï�ÎÀÐNË/Û�Û�ÎrË�Ý�Ð	Í	è#Ë/Ï�Î5Ò2ÓþÈ/Ù3Ï�ÐNË�Ý�È/Ð>Û�ÚNÏ�Ñ3Ö�êUë!Í3ÎÀÈ�Ç ÜÐNË�É�È�Î��
Ψϕ(t) =

(
W SW

−1 − S
)
ϕ(t) =

1

πi

∫

Γ

k(τ, t)ϕ(τ) dτ,
ð ó�ô�÷

×�ÑNÏ
k(τ, t) =

ζ ′(τ)
ζ(τ)− ζ(t)

− 1

τ − t
.

ð ó�ù�÷
wYÈ�Û�Ô�È�Ú3ä�Ô	ÖfðHÛ�Î â�ò ù	Þ Û â3ù��� 'ù'ó�öH÷

∫

Γ

ζ ′(τ)
ζ(τ)− ζ(t)

dτ =

∫

Γ

dζ

ζ − z
= πi, z = ζ(t) ∈ Γ,



� � - �����	$����	�����ï���
	�	]� - � - "�	s$	0
�Ø�»��
�� 	 - 
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Ý�È½Ù	Ð	Í

ϕ(τ) = const (W SW −1 − S)ϕ(t) ≡ 0 Þ Ý â Ï â
∫

Γ

k(τ, t) dτ ≡ 0
ð ó � ÷

Í
Ψϕ(t) =

1

πi

∫

Γ

k(τ, t)(ϕ(τ) − ϕ(t∗)) dτ,
ð ó�õ�÷

Ù	Ð	Íæè�Û�å'Ô�È�Î É�Ë/éYÍ	Ô�Û�Í	Ð3È/è#Ë�Ê	Ê3È�Î
t∗ ∈ Γ âPsÝ�Î,Ï�Ý�Í3Î Þ Ì	Ý�ÈØð ó�ù�÷ Î,È��bÊ3È>Ù3Ï�Ð3Ï�Ù	Í3Û�Ë�Ý�äþè>è�Í'ÑNÏ

k(τ, t) =

t∫
τ
[ζ ′(u)− ζ ′(τ)] du

[ζ(τ)− ζ(t)](τ − t)
.

ð ó 2 ÷
7GË/éYÍ	Ô�Û�Í	Ð	Ö�Ï�Î�ÊNË

Γ
Ý�È/Ì	Ô	Ö

t
ÍbÈ/Ý�ÚNÈ��bÍ3Î�èSÝ�ÖaÍ!Ñ3Ð	Ö�×�Ö�êãÛ�Ý�È/Ð3È/Ê	Ö½È/Ý

t
Ñ3Ö�×�Í

t′t
Í
tt′′ Þ ÐNË�è�Ê	Ò�ÏÙ3ÈSÑ	Ú3Í	Ê3Ï

2σ < π â PUÇ�È/É�ÊNË�Ì	Í3ÎfÌ3Ï�Ð3Ï�É l = t′t′′
È�Ç���Ï�Ñ3Í	Ê3Ï�Ê	Í3Ïsî�Ý�Í'ç½Ñ3Ö�× â PUÇ�È/É�ÊNË�Ì	Í3ÎfÝ/Ë�Ô��!ÏsÌ3Ï�Ð3Ï�É

λ Þ s Þ ν Ñ3Ö�×�È/è�Ò�ÏaË/Ç�Û�á	Í3Û�Û�ÒRÛ�È�È/Ý�è�Ï�Ý�Û�Ý�è�Ï�Ê	Ê3ÈþÝ�È/Ì3Ï�Ô
τ Þ t Þ w ß w − t = h Þ |ν − s| = σ âwYÈ�ÚNÈ��bÍ3Î è�ð ó�õ�÷ t∗ = t â p�È/×�Ñ�Ë>Ç/Ö�ÑNÏ�Î Í3Î,Ï�Ý�ä

Ψϕ(t+ h)−Ψϕ(t)

=
1

πi

∫

Γ

k(τ, t+ h)(ϕ(τ) − ϕ(t+ h)) dτ − 1

πi

∫

Γ

k(τ, t)(ϕ(τ) − ϕ(t)) dτ.
ð ó 4 ÷

pkË�ÔãÔ'Ë�Ô
ζ = ζ(t) à Ñ3Í3é]é]Ï�È�Î,È/Ð3éYÍ	É�Î Þ |ζ ′(t)| > const > 0 Þ Ý�È�Í	Éüð ó 2 ÷ Í ζ(t) ∈ C1,α(Γ)Ù3È�Ú3Ö�Ì	Í3Î

|k(τ, t)| 6 const · |τ − t|
|ζ(τ)− ζ(t)| ·

1

|τ − t|1−α 6 const · 1

|τ − t|1−α ,
ð ó 6 ÷

×�ÑNÏYÙ3È�Û�ÚNÏ�Ñ3Ê	å'åæÔ�È/Ê3Û�Ý/Ë�Ê	Ý/Ë>É�Ë�è�Í3Û�Í	ÝbÚ3Í��!äþÈ/Ý ‖ζ‖C1,α(Γ) âZsÊNË�ÚNÈ/×�Í	Ì	Ê3È
|k(τ, t + h)| 6 const · 1

|τ − t− h|1−α .
ð ó � ÷

7GË�Ù	Í��½Ï�Î ÐNË�É�Ê3È�Û�Ý�äÀð ó 4 ÷ Ô'Ë�Ô I0 + I Þ ×�ÑNÏ

I0 =
1

πi

∫

l

k(τ, t+ h)(ϕ(τ) − ϕ(t+ h)) dτ − 1

πi

∫

l

k(τ, t)(ϕ(τ) − ϕ(t)) dτ,

I =
1

πi

∫

Γ\l

k(τ, t+ h)(ϕ(τ) − ϕ(t+ h)) dτ − 1

πi

∫

Γ\l

k(τ, t)(ϕ(τ) − ϕ(t)) dτ.

i7È�Û�Ù3È�Ú3ä�É�È/è#Ë�è �!Í3Û�ä�ð32 ÷�Þ Í	É ϕ(t) ∈ C0,β(Γ)
Í ð ó 6 ÷�Þ ð ó � ÷ è�Ò2è�È�Ñ3Í3Î

|I0| 6 const

{ s+2σ∫

s−2σ

|λ− s− σ|µ−1 dλ+

s+2σ∫

s−2σ

|λ− s|µ−1 dλ

}
6 const|h|µ, ð ô���÷

×�ÑNÏ
µ = α+ β Þ Ë!Ô�È/Ê3Û�Ý/Ë�Ê	Ý/ËþÉ�Ë�è�Í3Û�Í	ÝþÈ/Ý ‖ζ‖C1,α(Γ)

ÍKÚ3Í	Ê3Ï�Ó	Ê3È>È/Ý ‖ϕ(t)‖C0,β(Γ) â
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wYÏ�Ð3Ï�Ó'ÑNÏ�Î ÔØÈ/á3Ï�Ê	Ô�ÏYè�Ò2ÐNË �!Ï�Ê	Í	å

I Þ Ô�È/Ý�È/Ð3È�Ï]É�Ë�Ù	Í��½Ï�Î è>è�Í'ÑNÏ
I = I1 + I2,×�ÑNÏ

I1 =
1

πi

∫

Γ\l

k(τ, t)(ϕ(t) − ϕ(t+ h)) dτ,
ð ô'ó�÷

I2 =
1

πi

∫

Γ\l

[k(τ, t + h)− k(τ, t)](ϕ(τ) − ϕ(t+ h)) dτ.
ð ô�ô�÷

iÕÛ�Í'Ú3Öfð ó � ÷
I1 =

ϕ(t+ h)− ϕ(t)

πi

∫

l

k(τ, t) dτ,

ÍæÍ	Éþð ó 6 ÷ Í ϕ(t) ∈ C0,β(Γ)
Ç/Ö�ÑNÏ�Î Í3Î,Ï�Ý�ä

|I1| 6 const|h|β
s+2σ∫

s−2σ

dλ

|λ− s|1−α 6 const|h|α+β , ð ô�ù�÷
×�ÑNÏYÔ�È/Ê3Û�Ý/Ë�Ê	Ý/ËþÉ�Ë�è�Í3Û�Í	ÝþÈ/Ý ‖ζ‖C1,α(Γ)

ÍïÚ3Í	Ê3Ï�Ó	Ê3ÈþÈ/Ý ‖ϕ‖C0,β(Γ) âwYÏ�Ð3Ï�Ó'ÑNÏ�Î Ô>È/á3Ï�Ê	Ô�Ï�è�Ò2ÐNË �!Ï�Ê	Í	å
I2 â _]Ú3åbî�Ý�È/×�ÈYÙ	Ð3Ï�È�Ç/ÐNË�É�Ö�Ï�Î ÐNË�É�Ê3È�Û�Ý�ä k(τ, t+h)−k(τ, t) â\SÛ�Ê3È Þ Ì	Ý�Èbî�Ý�È>Ç/Ö�ÑNÏ�ÝbÊ3Ï�Ô�È/Ý�È/ÐNË�åæÑ3Ð3È�Ç/ä P (τ,t,h)

Q(τ,t,h) Þ ×�ÑNÏ
Q(τ, t, h) = [ζ(τ)− ζ(t+ h)] · [ζ(τ)− ζ(t)] · (τ − t) · (τ − t− h).

ð ô � ÷
mUÌ	Í	Ý�Ò2è#Ë�åfð ó 2 ÷�Þ Ñ	Ú3å P (τ, t, h) Ç/Ö�ÑNÏ�ÎüÍ3Î,Ï�Ý�ä

P (τ, t, h) =

{ t∫

τ

[ζ ′(u)− ζ ′(τ)] du +

t+h∫

t

[ζ ′(u)− ζ ′(τ)] du

}{
−

t∫

τ

ζ ′(u) du

}
(τ − t)

−
t∫

τ

[ζ ′(u)− ζ ′(τ)] du

{
−

t∫

τ

ζ ′(u) du −
t+h∫

t

ζ ′(u) du

}
(τ − t)

−h

t∫

τ

[ζ ′(u)− ζ ′(τ)] du

t+h∫

τ

ζ ′(u) du

= ζ ′(τ)

t+h∫

t

ζ ′(u) du(τ − t)(τ − t− h)− h

t∫

τ

ζ ′(u) du

t+h∫

τ

ζ ′(u) du.

ð ô�õ�÷

wYÈ�Û�Ô�È�Ú3ä�Ô	Ö
ζ(t) ∈ C1,α(Γ) Þ 0 < α 6 1 Þ Í3Î,Ï�êUÝþÎ,Ï�Û�Ý�È>Û�ÚNÏ�Ñ3Ö�êUë!Í3Ï]Û�È�È/Ý�Ê3È��½Ï�Ê	Í	å ðHÛ�Î â ÚNÏ�Î ÜÎ5Ö ó�÷ �

t+h∫

t

ζ ′(u) du = ζ(t+ h)− ζ(t) = ζ ′(t)h+O
(
|h|1+α

)
,

t∫

τ

ζ ′(u) du = ζ(t)− ζ(τ) = −ζ ′(t)(τ − t) +O
(
|τ − t|1+α

)
,
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t+h∫

τ

ζ ′(u) du = −ζ ′(τ)(τ − t− h) +O
(
|τ − t− h|1+α

)
.

wYÈ�ÑNÛ�Ý/Ë�è/Ú3å'åØî�Ý�ÍæÛ�È�È/Ý�Ê3È��½Ï�Ê	Í	åæèØð ô�õ�÷�Þ Ù3È�Ú3Ö�Ì	Í3Î
P (τ, t, h) = ζ ′(τ)(τ − t)(τ − t− h) ·O

(
|h|1+α

)

+hζ ′(t)(τ − t) ·O
(
|τ − t− h|1+α

)

+hζ ′(τ)(τ − t− h) ·O
(
|τ − t|1+α

)
.

ð ô 2 ÷

ZsÊNË�ÚNÈ/×�Í	Ì	Ê3È�ð ô���÷ Í	Éþð ô�ô�÷�Þ ð ô � ÷ Í ð ô 2 ÷ Ç/Ö�ÑNÏ�ÎüÍ3Î,Ï�Ý�ä

|I2| 6 const · |h|1+α
∫

Γ\l

|dτ |
|τ − t| · |τ − t− h|1−β

+const · |h|
∫

Γ\l

|dτ |
|τ − t| · |τ − t− h|1−α−β

+const · |h|
∫

Γ\l

|dτ |
|τ − t|1−α · |τ − t− h|1−β .

ð ô 4 ÷

pkË�ÔþÔ'Ë�ÔþÊNË
Γ\ l è�Ï�Ú3Í	Ì	Í	ÊNË σ

λ−s
Ê3Ï2Ù	Ð3Ï�è�Ò �bË/Ï�ÝaÙ3È!Ë/Ç�Û�È�Ú3êUÝ�Ê3È/Óþè�Ï�Ú3Í	Ì	Í	Ê3Ï 1

2 Þ Í	É!ð ô 4 ÷ Ù3È�Ú3Ö�ÌNË/Ï�Î

|I2| 6 const · σ1+α
{ π+s∫

s+2σ

dλ

|λ− s|2−β +

s−2σ∫

−π+s

dλ

|λ− s|2−β

}

+const · σ
{ π+s∫

s+2σ

dλ

|λ− s|2−α−β +

s−2σ∫

−π+s

dλ

|λ− s|2−α−β

}
.

ð ô 6 ÷

crÛ�Ú3Í
α+ β < 1 Þ Í	Ézð ô 6 ÷ Ç/Ö�ÑNÏ�ÎüÍ3Î,Ï�Ý�ä

|I2| 6 const · σ1+α
∞∫

s+2σ

dλ

(λ− s)2−β
+ const · σ

∞∫

s+2σ

dλ

(λ− s)2−α−β

6 const · σα+β 6 const · |h|α+β ,

ð ô � ÷

×�ÑNÏYÔ�È/Ê3Û�Ý/Ë�Ê	Ý/Ë>É�Ë�è�Í3Û�Í	Ý>Ú3Í��!äþÈ/Ý ‖ζ‖C1,α(Γ)

ÍKÚ3Í	Ê3Ï�Ó	Ê3È>È/Ý ‖ϕ‖Cβ(Γ) âcrÛ�Ú3Í
α+ β = 1 Þ Ý�È Þ Ê3ÏUÙ3Ï�Ð3Ï�ç#È�Ñ3åKÔKÇ�Ï�Û�Ô�È/Ê3Ï�Ì	Ê	Ò�Î Ù	Ð3Ï�ÑNÏ�Ú�Ë/Î è½Í	Ê	Ý�Ï�×�ÐNË�Ú�Ë�ç Þ Í	Éþð ô 6 ÷ Ù3È�Ú3Ö ÜÌNË/Ï�Î

|I2| 6 const · |h| ln 1

|h| ,
ð ù���÷

×�ÑNÏYÝ/Ë�Ô��!Ï]Ô�È/Ê3Û�Ý/Ë�Ê	Ý/ËþÉ�Ë�è�Í3Û�Í	ÝbÚ3Í��!äþÈ/Ý ‖ζ‖C1,α(Γ)

ÍïÚ3Í	Ê3Ï�Ó	Ê3È>È/Ý ‖ϕ‖Cβ(Γ) âwSÐ3Ï�Ñ3Ù3È�ÚNÈ��bÍ3Î@Ý�Ï�Ù3Ï�Ð	ä Þ Ì	Ý�È 1 < α + β < 2 â ihî�Ý�È�ÎtÛ�Ú3Ö�ÌNË/ÏæÍ	É ð ô���÷�Þ ð ô�ù�÷� ð ô 2 ÷ ÍRð ô 6 ÷Ù3È�Ú3Ö�ÌNË/Ï�Î Þ Ì	Ý�ÈbÔKÙ	Ð3Ï�ÑNÏ�Ú3Ö

lim
h→0

Ψ(t+ h)−Ψ(t)

h
=

1

πi
lim
h→0

∫

Γ

k(τ, t+ h)− k(τ, t)

h
(ϕ(τ) − ϕ(t)) dτ
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Ù	Ð	Í3Î,Ï�Ê	Í3ÎrË�Ý�Ï�È/Ð3Ï�ÎrË�u]Ï�Ç�Ï�×�Ë�È�ÎrË �!È/Ð	Í	Ð	Ö�Ï�Î,È/ÓÕÛ§ç#È�Ñ3Í3Î,È�Û�Ý�Í Þ Ý â Ï â Ù	Ð3Ï�ÑNÏ�ÚøÎ,È��bÊ3È Ù3È�Ñ3è�Ï�Û�Ý�ÍÙ3È�ÑØÉ�ÊNË�ÔæÍ	Ê	Ý�Ï�×�ÐNË�Ú�ËbÍØéYÖ�Ê	Ô	á	Í	å

Ψ(t)
Ñ3Í3é]é]Ï�Ð3Ï�Ê	á	Í	Ð	Ö�Ï�ÎrËæðýÊNË

Γ ÷ Ù3È t Þ Ù	Ð	Í	Ì3Ï�Î

Ψ′
t(t) =

1

πi

∫

Γ

M(τ, t)(ϕ(τ) − ϕ(t)) dτ,
ð ù'ó�÷

×�ÑNÏ
M(τ, t) =

ζ ′(t)ζ ′(τ)(τ − t)2 − [ζ(τ)− ζ(t)]2

[ζ(τ)− ζ(t)]2 (τ − t)2
=

∂

∂t
k(τ, t),

ð ù�ô�÷
Í Í	Ê	Ý�Ï�×�ÐNË�Ú è ð ù'ó�÷ Ï�Û�Ý�äÀÈ�Ç/Ò2Ì	Ê	Ò2ÓãË/Ç�Û�È�Ú3êUÝ�Ê3ÈÀÛ§ç#È�Ñ3å'ë!Í	Ó3Û�åüÊ3Ï�Û�È�Ç�Û�Ý�è�Ï�Ê	Ê	Ò2Ó Í	Ê	Ý�Ï�×�ÐNË�Ú â _!Ï�Ó ÜÛ�Ý�è�Í	Ý�Ï�Ú3ä�Ê3È Þ ÛYÙ3È�Î,È/ë!ä�êqé]È/Ð3Î5Ö�Ú

ζ(τ)− ζ(t) = ζ ′(t)(τ − t) +O
(
|τ − t|1+α

)
,

ζ(τ)− ζ(t) = ζ ′(τ)(τ − t) +O
(
|τ − t|1+α

) ð ù�ù�÷
Ì	Í3Û�Ú3Í	Ý�Ï�Ú3ä>Ñ3Ð3È�Ç/Íæè�ð ù�ô�÷ Ù	Ð3Ï�È�Ç/ÐNË�É�Ö�Ï�Ý�Û�åØÛ�ÚNÏ�Ñ3Ö�êUë!Í3Î È�Ç/ÐNË�É�È�Î��

ζ ′(t)ζ ′(τ)(τ − t)2 − [ζ(τ)− ζ(t)]2

= ζ ′(t)(τ − t) ·O
(
|τ − t|1+α

)
+ ζ ′(τ)(τ − t) · O

(
|τ − t|1+α

)
,

È/Ý�Ô	Ö�Ñ�Ë Þ ÛYÖ�Ì3Ï�Ý�È�Î ϕ(t) ∈ C0,β(Γ) Þ Ç/Ö�ÑNÏ�ÎüÍ3Î,Ï�Ý�ä

|M(τ, t)(ϕ(τ) − ϕ(t))| 6 const · 1

|τ − t|2−α−β ,
ð ù � ÷

×�ÑNÏYÔ�È/Ê3Û�Ý/Ë�Ê	Ý/ËþÉ�Ë�è�Í3Û�Í	ÝbÚ3Í��!äþÈ/Ý ‖ζ‖C1,α(Γ)

ÍïÚ3Í	Ê3Ï�Ó	Ê3ÈþÈ/Ý ‖ϕ‖C0,β(Γ) âWYÛ�Ù3È�Ú3ä�É�Ö�åþÛ§ç#Ï�Î5Ö Þ Ë�ÊNË�ÚNÈ/×�Í	Ì	Ê	Ö�êìÙ	Ð	Í3Î,Ï�Ê3Ï�Ê	Ê3È/ÓzÔ Ψ(t) Þ Ù3È/Ô'Ë �!Ï�Î Þ Ì	Ý�È Ψ′
t(t) ∈ Cα+β−1(Γ) âZsÊNË�ÚNÈ/×�Í	Ì	Ê3È�ð ó 4 ÷ É�Ë�Ù	Í��½Ï�Î

Ψ′
t(t+ h)−Ψ′

t(t)

=
1

πi

∫

Γ

M(τ, t+ h)(ϕ(τ) − ϕ(t+ h)) dτ − 1

πi

∫

Γ

M(τ, t)(ϕ(τ) − ϕ(t)) dτ
ð ù�õ�÷

ÍæÙ	Ð3Ï�ÑNÛ�Ý/Ë�è�Í3Î î�Ý�ÖzÐNË�É�Ê3È�Û�Ý�äþÔ'Ë�Ô
J0 + J Þ ×�ÑNÏ

J0 =
1

πi

∫

l

M(τ, t+ h)(ϕ(τ) − ϕ(t+ h)) dτ − 1

πi

∫

l

M(τ, t)(ϕ(τ) − ϕ(t)) dτ,

J =
1

πi

∫

Γ\l

M(τ, t+ h)(ϕ(τ) − ϕ(t+ h)) dτ − 1

πi

∫

Γ\l

M(τ, t)(ϕ(τ) − ϕ(t)) dτ

ðýÉ�ÑNÏ�Û�äbÑ3Ö�×�Ë
l
Ý/Ë �!Ï Þ Ì	Ý�È½Íæè�Ò �½Ï ÷�âZsÊNË�ÚNÈ/×�Í	Ì	Ê3È�ð ô���÷�Þ Í	Ézð ù � ÷ Í3Î,Ï�Ï�Î

|J0| 6 const

{ s+2σ∫

s−2σ

|λ− s− σ|µ−2dλ+

s+2σ∫

s−2σ

|λ− s|µ−2dλ

}
6 const|h|µ−1,

ð ù 2 ÷
×�ÑNÏ

µ = α+ β â
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_½Ë�ÚNÏ�Ï Þ Ë�ÊNË�ÚNÈ/×�Í	Ì	Ê3È>Ù	Ð3Ï�Ñ3Ò7Ñ3Ö�ë½Ï�Î5Ö Þ Ù	Ð3Ï�ÑNÛ�Ý/Ë�è�Í3Î J

èbè�Í'ÑNÏ]Û�Ö'Î,Î5Ò
J = J1 + J2 Þ ×�ÑNÏ

J1 =
1

πi

∫

Γ\l

M(τ, t)(ϕ(t) − ϕ(t+ h)) dτ,
ð ù 4 ÷

J2 =
1

πi

∫

Γ\l

[M(τ, t+ h)−M(τ, t)](ϕ(τ) − ϕ(t+ h)) dτ.
ð ù 6 ÷

ZsÊNË�ÚNÈ/×�Í	Ì	Ê3È�ð ô�ù�÷ Ç/Ö�ÑNÏ�ÎüÍ3Î,Ï�Ý�ä

|J1| 6 const|h|β
s+2σ∫

s−2σ

dλ

|λ− s|2−α 6 const|h|α+β−1,
ð ù � ÷

×�ÑNÏYÔ�È/Ê3Û�Ý/Ë�Ê	Ý/Ë>É�Ë�è�Í3Û�Í	Ý>Ú3Í��!äþÈ/Ý ‖ζ‖C1,α(Γ)
ÍKÚ3Í	Ê3Ï�Ó	Ê3È>È/Ý ‖ϕ‖C0,β(Γ) â_½Ë�ÚNÏ�Ï Þ Ñ	Ú3åæÈ/á3Ï�Ê	Ô	Í J2 Ù	Ð3Ï�È�Ç/ÐNË�É�Ö�Ï�ÎãÐNË�É�Ê3È�Û�Ý�ä

M(τ, t+ h)−M(τ, t) =
P1(τ, t, h)

Q1(τ, t, h)
,

×�ÑNÏ
Q1(τ, t, h) = [ζ(τ)− ζ(t)]2 [ζ(τ)− ζ(t+ h)]2 (τ − t− h)2(τ − t)2,

ð�� ��÷
P1(τ, t, h) =

{
ζ ′(t+ h)ζ ′(τ)(τ − t− h)2 − [ζ(τ)− ζ(t+ h)]2

}
[ζ(τ)− ζ(t)]2 (τ − t)2

−
{
ζ ′(t)ζ ′(τ)(τ − t)2 − [ζ(τ)− ζ(t)]2

}
[ζ(τ)− ζ(t+ h)]2 (τ − t− h)2,Í'Ú3Í Þ Ù3È�Û�ÚNÏYî�ÚNÏ�Î,Ï�Ê	Ý/Ë�Ð	Ê	Ò7çØÙ	Ð3Ï�È�Ç/ÐNË�É�È/è#Ë�Ê	Í	Ó Þ

P1(τ, t, h) = ζ ′(t+ h)ζ ′(τ)(τ − t− h)2 [ζ(τ)− ζ(t)]2 (τ − t)2

− [ζ(τ)− ζ(t+ h)]2 [ζ(τ)− ζ(t)]2 (τ − t)2

−ζ ′(t)ζ ′(τ)(τ − t)2 [ζ(τ)− ζ(t+ h)]2 (τ − t− h)2

+ [ζ(τ)− ζ(t)]2 [ζ(τ)− ζ(t+ h)]2 (τ − t− h)2

= ζ ′(τ)(τ − t)2(τ − t− h)2
{[
ζ ′(t+ h)− ζ ′(t)

]
[ζ(τ)− ζ(t)]2

+ ζ ′(t)
[
(ζ(τ)− ζ(t))2 − (ζ(τ)− ζ(t) + ζ(t)− ζ(t+ h))2

]}

+ [ζ(τ)− ζ(t)]2 [ζ(τ)− ζ(t+ h)]2
[
(τ − t− h)2 − (τ − t)2

]

= ζ ′(τ)(τ − t)2(τ − t− h)2
{[
ζ ′(t+ h)− ζ ′(t)

]
[ζ(τ)− ζ(t)]2

− ζ ′(t)
[
2 (ζ(τ)− ζ(t)) (ζ(t)− ζ(t+ h)) + (ζ(t)− ζ(t+ h))2

]}

+ [ζ(τ)− ζ(t)]2 [ζ(τ)− ζ(t+ h)]2
[
−2h(τ − t) + h2(τ − t)2

]
.

ð�� ó�÷

WYÛ�Ù3È�Ú3ä�É�Ö�å ð ù�ù�÷�Þ Ë!Ý/Ë�Ô��!Ïaé]È/Ð3Î5Ö�Ú3Ö
ζ(t)− ζ(t+ h) = −ζ ′(t)h+O

(
|h|1+α

)
,

ð�� ô�÷Í	Ézð�� ó�÷ Ñ	Ú3å P1(τ, t, h)
Ù3È�Ú3Ö�Ì	Í3Î Û�ÚNÏ�Ñ3Ö�êUë½Ï�ÏSè�Ò2ÐNË �!Ï�Ê	Í3Ï��

P1(τ, t, h) = hα ·O
(
|τ − t|4|τ − t− h|2

)

+h ·
[
O
(
|τ − t|3+α|τ − t− h|2

)
+O

(
|τ − t|2+α|τ − t− h|3

) ]

+h1+α · O
(
|τ − t|3|τ − t− h|2

)
.

ð�� ù�÷
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wYÈ�Û�Ô�È�Ú3ä�Ô	Ö�ÊNË

Γ \ l è�Ï�Ú3Í	Ì	Í	ÊNË σ
λ−s

Ê3Ï½Ù	Ð3Ï�è�Ò �bË/Ï�ÝæÙ3ÈØË/Ç�Û�È�Ú3êUÝ�Ê3È/Ó è�Ï�Ú3Í	Ì	Í	Ê3Ï 1
2 Þ Í	É�ð�� ��÷�Þð�� ù�÷�Þ ÊNË Γ \ l Í3Î,Ï�Ï�ÎãÈ/á3Ï�Ê	Ô	Ö

|(M(τ, t+ h)−M(τ, t)(ϕ(τ) − ϕ(t+ h)|

6 const

{
σα

|λ− s|2−β +
σ

|λ− s|3−µ +
σ1+α

|λ− s|3−β
}
,

ð�� � ÷

×�ÑNÏ Þ Ô'Ë�ÔfÍ è�Ò �½Ï Þ t = eis Þ τ = eiλ Þ µ = α + β Þ ËïÔ�È/Ê3Û�Ý/Ë�Ê	Ý/ËØÉ�Ë�è�Í3Û�Í	ÝæÚ3Í��!äØÈ/Ý ‖ζ‖C1,α(Γ)
Í

Ú3Í	Ê3Ï�Ó	Ê3ÈþÈ/Ý ‖ϕ‖C0,β (Γ) âZsÊNË�ÚNÈ/×�Í	Ì	Ê3È�ð ô 6 ÷�Þ ð ô � ÷�Þ Í	Ézð�� � ÷ Ù3È�Ú3Ö�Ì	Í3Î

|J2| 6 const · |h|α+β−1.
ð�� õ�÷

g�È/Ù3È�Û�Ý/Ë�è/Ú3å'åhð ô���÷�Þ ð ô�ù�÷�Þ ð ô � ÷�Þ ð ù���÷�Þ ð ù 2 ÷�Þ ð ù � ÷ Í ð�� õ�÷�Þ Ù3È�Ú3Ö�ÌNË/Ï�Î Ö�Ý�è�Ï�Ð��½ÑNÏ�Ê	Í3ÏfÝ�Ï�È/Ð3Ï ÜÎ5Ò ó�â BXYÏ�Ù3È�Û�Ð3Ï�ÑNÛ�Ý�è�Ï�Ê	Ê3ÈzÍ	ÉYÐNË/Û�Û�Ö �½ÑNÏ�Ê	Í	ÓæÑNÈ/Ô'Ë�É�Ë�Ý�Ï�Ú3ä�Û�Ý�è#Ë>Ý�Ï�È/Ð3Ï�Î5Ò ó è�Ò2Ý�Ï�Ô'Ë/Ï�Ýx |,�/¾����'�N}k�qOBD �7���	�
ζ(z) ∈ C1,α(D) �

	 - � - � - "�	s$ - �æ1#" - � - �	�>��$	�B� ζ(t) 
�$� B��" � D
*

�
Ψ(z)

- 1#"���������������� � 	 - "B�� ������5� ð ó�ô�÷ * ð ó�ù�÷ �s
�������$ - �Ø1B��"�������$	$ - � t $�� z * � -

lim
z→t

Ψ(z) = Ψ(t), lim
z→t

∂

∂z
Ψ(z) = Ψ′(t), z ∈ D, t ∈ Γ.

ð�� 2 ÷
����������������� � "�PUÇ�Û�Ö�Ñ3Í3ÎúÊ3Ï�Û�Ô�È�Ú3ä�Ô�È�Ù3È�Ñ3Ð3È�Ç/Ê3Ï�ÏæÇ�Ë�ÊNË�ç#È/è�È�Ù	Ð3È�Û�Ý�ÐNË�Ê3Û�Ý�è�ÈãðýÔ�È�Î5Ù'ÚNÏ�Ô�Û�Ê3È ÜÉ�ÊNË�Ì	Ê	Ò7ç ÷ éYÖ�Ê	Ô	á	Í	Ó C1,α(Γ) â XYÈ/Ð3ÎrË½èbÊ3Ï�Î Þ Ô'Ë�ÔØÍ	É�è�Ï�Û�Ý�Ê3È òñó�Þ Û â3ô�õ�ö�Þ É�Ë�Ñ�Ë/Ï�Ý�Û�åØé]È/Ð3Î5Ö�ÚNÈ/Ó

‖ϕ(t)‖C1,α(Γ) = max
t∈Γ

|ϕ(t)| +max
t∈Γ

|ϕ′(t)|+ sup
τ,t∈Γ

|ϕ′(τ)− ϕ′(t)|
|τ − t|α .

ð���4 ÷
PUÇ�È/É�ÊNË�Ì	Í3ÎãÌ3Ï�Ð3Ï�É

C1,α
0 (Γ)

Ù3È�Ñ3Ù	Ð3È�Û�Ý�ÐNË�Ê3Û�Ý�è�ÈïéYÖ�Ê	Ô	á	Í	Ó
ϕ(t) ∈ C1,α(Γ) Þ Ñ	Ú3åKÔ�È/Ý�È/Ð	Ò7ç

lim
|τ−t|→0

|ϕ′(τ)− ϕ′(t)|
|τ − t|α = 0.

ð
C1,α
0 (Γ) à É�Ë/Î5Ô	Ê	Ö�Ý�È�ÏYÙ3È�Ñ3Ù	Ð3È�Û�Ý�ÐNË�Ê3Û�Ý�è�ÈzÙ	Ð3È�Û�Ý�ÐNË�Ê3Û�Ý�è#Ë

C1,α(Γ)
ðHÛ�Î â�ò � Þ Û âNô 2�� öH÷�â ÷PUÇ�È/É�ÊNË�Ì	Í3Î

C1,α
∗ (Γ) = C1,α(Γ)\C1,α

0 (Γ) Þ D ⊂ C1,α(Γ) à Î5Ê3È��!Ï�Û�Ý�è�ÈaÑ3Í3é]é]Ï�È�Î,È/Ð3éYÍ	É�Î,È/è
È/Ô	Ð	Ö �bÊ3È�Û�Ý�Í

Γ â wYÈ/Ô'Ë �!Ï�Î Þ Ì	Ý�È D∗ = D ∩C1,α
∗ (Γ) 6= ∅ âwSÖ�Û�Ý�ä

0 < α < 1 â wYÈ�ÚNÈ��bÍ3Î

ϕ(s) =





1, s ∈ [0, π − 2],
1
2 (1 + |s− π + 1|α) , s ∈ [π − 2, π],
1
2 (3− |s− π − 1|α) , s ∈ [π, π + 2],

1, s ∈ [π + 2, 2π]

Í

ϕ∗(s) =





1, s ∈ [0, π − 2],
1
2 (3− |s− π + 1|α) , s ∈ [π − 2, π],
1
2 (1 + |s− π − 1|α) , s ∈ [π, π + 2],

1, s ∈ [π + 2, 2π],



� � - �����	$����	�����ï���
	�	]� - � - "�	s$	0
�Ø�»��
�� 	 - 
 - �#"3 	�b$ - ����� ù �
Ë!Ý/Ë�Ô��!Ï

f(s) =

s∫

0

ϕ(σ) dσ, f ∗(s) =

s∫

0

ϕ∗(σ) dσ, s ∈ [0, 2π].

PsÌ3Ï�è�Í'Ñ3Ê3È Þ éYÖ�Ê	Ô	á	Í	Í ζ(t) = ζ(eis) = ζ(s) = eif(s)
Í
ζ∗(t) = eif

∗(s) É�Ë�Ñ�Ë�êUÝþÑ3Í3é]é]Ï�È�Î,È/Ð ÜéYÍ	É�Î5ÒìÔ'Ú�Ë/Û�Û�Ë
C1,α(Γ)

È/Ô	Ð	Ö �bÊ3È�Û�Ý�Í
Γ
ÊNË½Û�Ï�Ç�åKÍ

ζ(t), ζ∗(t) ∈ C1,α
∗ (Γ) âPsÝ�Î,Ï�Ý�Í3Î Þ Ì	Ý�È

ζ∗(t) = ζ(t) · t2. ð�� 6 ÷i�è�Ï�ÑNÏ�Î è>ÐNË/Û�Û�Î,È/Ý�Ð3Ï�Ê	Í3ÏYÑ3è#Ë!Ú3Í	Ê3Ï�Ó	Ê	Ò7çæÈ/Ù3Ï�ÐNË�Ý�È/ÐNË

P+ =
1

2
(I + S), P− =

1

2
(I − S),

×�ÑNÏ
I à Ý�È��½ÑNÏ�Û�Ý�è�Ï�Ê	Ê	Ò2ÓãÈ/Ù3Ï�ÐNË�Ý�È/Ð â�� Ý�È�Ê3Ï�Ù	Ð3Ï�Ð	Ò2è�Ê	Ò�ÏKÙ	Ð3È�Ï�Ô	Ý�È/Ð	Ò èÀÙ	Ð3È�Û�Ý�ÐNË/Û�Ý�è�Ï

C1,α(Γ)ðHÛ�Î âUòñó�Þ Û â7ù 6 ö�Þsò ù	Þ Û â 2 2 öH÷�â _]Ú3åãÔ	ÐNË�Ý�Ô�È�Û�Ý�ÍøÑ�Ë�ÚNÏ�ÏÀÇ/Ö�ÑNÏ�Î È�Ç�È/É�ÊNË�ÌNË�Ý�ä Ù	Ð3È�Ï�Ô	á	Í	Í
P±C1,α(Γ)Ì3Ï�Ð3Ï�É

P± â\SÛ�Ê3È Þ Ì	Ý�ÈaÙ	Ð3È�Û�Ý�ÐNË�Ê3Û�Ý�è�È C1,α(Γ)
Ù	Ð3Ï�ÑNÛ�Ý/Ë�è�Í3Î,È½èaè�Í'ÑNÏsÙ	Ð#å	Î,È/ÓKÛ�Ö'Î,Î5Ò

P+⊕P− â X]Ë P+
Í

P−
Ï�Û�Ý�Ï�Û�Ý�è�Ï�Ê	Ê	Ò�ÎãÈ�Ç/ÐNË�É�È�ÎãÈ/Ù	Ð3Ï�ÑNÏ�ÚNÏ�ÊNËbÊ3È/Ð3ÎrËØð���4 ÷ ÍæÈ/Ù	Ð3Ï�ÑNÏ�ÚNÏ�Ê	ÊNË�åØÊNË P+ ⊕ P−

Ý�È/Ù3È�ÚNÈ/×�Í	å
Ù	Ð3È/Í	É�è�Ï�ÑNÏ�Ê	Í	å

P+ × P−
Û�È/è�ÙNË�Ñ�Ë/Ï�ÝzÛSÝ�È/Ù3È�ÚNÈ/×�Í3Ï�Ó�ÊNË

C1,α(Γ) Þ È/Ù	Ð3Ï�ÑNÏ�ÚNÏ�Ê	Ê3È/ÓØÊ3È/Ð3Î,È/Óüð���4 ÷�âd5Ë/Û�Û�Î,È/Ý�Ð	Í3ÎãÐNË�É�ÚNÈ��!Ï�Ê	Í3Ïaè>Ð#å�Ñ�`aÖ�Ð	ä�ÏYéYÖ�Ê	Ô	á	Í	Í
ζ(t) = ζ(eis)

�

ζ(eis) =
∞∑

n=1

[
c0 + c−ne

−ins + cne
ins
]
.

ð�� � ÷
PsÌ3Ï�è�Í'Ñ3Ê3È Þ P−ζ(eis) =

∑∞
n=1 c−ne

−ins Þ Ë P+ζ(e
is) =

∑∞
n=1

[
c0 + cne

ins
] âwSÐ3È�Ñ3Í3é]é]Ï�Ð3Ï�Ê	á	Í	Ð3È/è#Ë�èzÐ#å�Ñüð�� � ÷ Ù3È s Þ Í	É]Ý�Ï�È/Ð3Ï�Î5Ò � â 4aÍØé]È/Ð3Î5Ö�Ú3Ò ð�� âñó�÷ Í	É ò õ'Þ Û â 4 � Þ 6 ó�ö�ÞÙ3È�Ú3Ö�Ì	Í3Î Û�ÚNÏ�Ñ3Ö�êUë½Ï�ÏYÖ�Ý�è�Ï�Ð��½ÑNÏ�Ê	Í3Ï â

+Ø��~S~UÄoOBD �7���	�
ζ(t) ∈ C1,α(Γ)

*
0 < α 6 1

* � -
cν = O

(
1

|ν|1+α

) 6 <b���R� - 	 - ��� - ��0
ζ(t) ∈ C1,α

∗
* $B� - � � - ���3� - �a� - ������� - �/$ -�* ��� - ��0 $�� 
!�	�B���]� - / 	�	s���	�B��$B��0

cν
"���
�� - �>��$	��� ð�� � ÷� - ��� - ���K 	 - ��$ - � - ��� 
!�3�5�f1 - � - �3 ����h$ - ����"����5�ã�����	�B� * ��� - |cν | > L

|ν|1+α

* 	 ���!� - $B������$B���
L > 0

- �
ν
$B�s
���
��B���B� 6

C
wSÖ�Û�Ý�ä

ζ(t) ∈ C1,α
∗ (Γ) à Ù3È�Û�Ý�Ð3È�Ï�Ê	Ê	Ò2Ó�è�Ò �½ÏYÑ3Í3é]é]Ï�È�Î,È/Ð3éYÍ	É�Î È/Ô	Ð	Ö �bÊ3È�Û�Ý�Í

Γ â wYÈ�ÚNÈ Ü�bÍ3Î èbÝ�Ï�È/Ð3Ï�Î,Ï ó ϕ(τ) = ζ(τ) â p�È/×�Ñ�Ë

Ψζ(t) = − 1

πi

∫

Γ

ζ(τ)

τ − t
dτ + ζ(t) = 2P−ζ(t). �

crÛ�Ú3Í
P−ζ(t) 6∈ C1,α

∗ (Γ) Þ Ý�È èüÛ�Í'Ú3ÖüÚNÏ�Î,Î5Ò ô Íúð�� 6 ÷ P−ζ∗(t) ∈ C1,α
∗ (Γ)

Íãè Ô'Ë�Ì3Ï�Û�Ý�è�Ï
ϕ(τ)

è�È/É�ä�Î,Ï�Î
ζ∗(t) â pkË�Ô	Í3ÎãÈ�Ç/ÐNË�É�È�Î Þ Î,È��!Ï�ÎãÛ�Ì	Í	Ý/Ë�Ý�ä Þ Ì	Ý�È Ψζ(t) ∈ C1,α

∗ (Γ) Þ È/Ý�Ô	Ö�Ñ�Ë Ψζ(t) 6∈
C1,γ(Γ)

Ñ	Ú3åïÚ3êSÇ�È/×�È
γ Þ 1 > γ > α â

+Ø}k�'�#ÁkÄ	��Â�ÁkÄ
� ª������	��
���
���
��k������®r������¤���������£��/�����/���� ��/�5�����/ �������ª ���aª ���r�/���N����¢��/��¬ ������� ª ��� ��� ��ª
� ª����! #"��%$'&#���)(*
,+-
 � �/������¤����§�§�������]�a������¢���£/������¤��5���/����¢§�/��£�¨���¤��,���/�����/�����/�S�����»�/����¢§���Gª ���aª �.�r�/��¦�N����¢��/��¬ ����� � ª ��/0/ � ��ª1 ª�(%
�2�3#"54�
06)
 � �/������¤��r�§�§��������ª ���aª �%7r���� ���¬ ����� � ª ����/ � ��ª
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������� ª ��/ � � ��ª
� ª��������'�%$���� 
��G����¢§���/���3���������/���� ��/�k�����/¤,ª���ª � ª ���aª �*�s�/�#¬ ��� � � ª ��� �#� ��ª
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A%B!CEDGF�HJILKEMONPF�Q�R.F�SUTPKEQ�CEVLKEM�CEW
X ¡���¤G�]�N�������N�������/���� ����s���/�����/����� �ü����£�����£Y� 7PY[Z]\ 77¬
" �^����_ ���)$*
��'&0$�`a�(b 3� ����+�*$%��� 3� ��,��c 
8� 
� ���� 
� ��'&��,b �%3+�#3�
�$*
+c��Ld�

Z ��� ���8e�¬ 1 � ����� � ¬��N£��§�/�/ ����� �����¬���£�ª��S���� ����§��¬ � ��fX ¡���¤G�a�k�������/��£�¨���¤G�S���������������/������¬
d�
#" �^����gh_ ���5�%
.i �^�L�!37�(��� 3+�-�  ����%�
Z ��� ���8e�¬ 1 /0/ �0� � ¬]Z'����������¦M����¦kj�������¬���£�ª��s��£�¨����� �������¬ � �l	¦^m5n#o p �]q�r�s�t,u�v+w1x1y#z�{+|�y#x+u�}1t~s����~y�u

�����3�������,���P�3�7���(�������3�����%�,�5�%�G���E���,�����
�������!����������� Ü ���,���8�(�E�7���������,���3�%�����������8�8���P�������

���k k¡
¢.£J¤+¥1¦ � â � â
§a¨�©�ª�o «]©�¬~m3¬#­�®�¨�o ¯�m

ζ = ζ(eis)
¬#°E±�¨�©h²�³�o ± � o ­ � p ©Pn#³�ª�±�¨�©h¬~®L©,­´n+±�¬#­ Ψϕ(t) = 1

πi

∫
Γ

[
ζ′(τ)

ζ(τ)−ζ(t)
− 1

τ−t

]
ϕ(τ )dτ

n+­�©�²�³�ª�©,­ � ¬~³�¯�o ª�©,­´n+±�o ¬~³#ªh§a¨�©�m5n#o ³µ­�©�¯�²�p ±�¯ � n#³·¶L©;¯¸±´n+±�©7ª¹n#¯�°º¬~p p ¬7»G¯ �h¼^° ζ(t) ∈ C1,α(Γ)
¬
0 < α 6 1

¬
ϕ(t) ∈ C0,β(Γ)

¬
0 < β 6 1

¬
µ = α + β 6 2

¬!±�¨�©�³
Ψϕ(t) ∈ Cµ(Γ)

°º¬#­
µ < 1

ª�½�¬#­�©�¬+¾.©,­§¬!±�¨�©3°º¬~p p ¬7»Go ³�¿
o ³�©7À�²�n#p o ±ÂÁ�¨�¬~p ª�¯ �

‖Ψϕ(t)‖Cµ(Γ) 6 const‖ϕ(t)‖C0,β (Γ),
»G¨�©,­�©�±�¨�© � ¬~³�¯¸±´n#³�±Ãª�©�®L©�³�ª�¯�¬~³ ‖ζ‖C1,α(Γ)

¬~³�p Á�ª]¼^°
µ = 1

¬]±�¨�©�³
Ψϕ(t) ∈ Cµ−ε(Γ)

°º¬#­Ãn#p p
0 < ε < µ

n#³�ª
±�¨�©P¯�o m3o p n+­�o ³�©7À�²�n#p o ±ÂÁ�¨�¬~p ª�¯�ª�¼^°

µ > 1
¬�±�¨�©�³

Ψϕ(t) ∈ C1,µ−1(Γ)
¬�n#³�ª

‖Ψϕ(t)‖C1,µ−1(Γ) 6 const‖ϕ(t)‖C0,β(Γ),

»G¨�©,­�©P±�¨�© � ¬~³�¯¸±´n#³�±�ª�©�®L©�³�ª�¯G¬~³ ‖ζ‖C1,α(Γ)

¬~³�p Á�ª�¼^°
ζ(t) ∈ C1,α(Γ)

¬
0 < α 6 1

¬
ϕ(t) ∈ C1,β(Γ)

¬
0 < β 6 1

¬
±�¨�©�³

Ψϕ(t) ∈ C1,α(Γ)
¬�n#³�ª
‖Ψϕ(t)‖C1,α(Γ) 6 const ‖ϕ(t)‖C0,1(Γ) 6 const ‖ϕ(t)‖C1,β(Γ),

»G¨�©,­�©%±�¨�© � ¬~³�¯¸±´n#³�±Ãª�©�®L©�³�ª�¯h¬~³ ‖ζ‖C1,α(Γ)

¬~³�p Á�ªJ§a¨�©�o ³�ª�©,Ä
α
o ³;±�¨�©%p ©,° ±»¦^¨�n#³�ªÅ¯�o ª�©�¬#°�±�¨�©%p n#¯¸±8o ³�©7À�²�n#p o ±ÂÁ

� n#³�³�¬#±�¶L©�o m3®�­�¬+¾.©7ª�ª�§a¨�©8n#®�®�­�¬~®�­�o n+±�©P©,Ä�n#m3®�p ©�o ¯G¿~o ¾.©�³#ª
Æ�Ç1È
ÉÃÊ�Ë#Ì�Í�º]¯�¨�o ° ±§¬�¯�o ³�¿~²�p n+­�o ³�±�©�¿#­´n#pE¬~®L©,­´n+±�¬#­§ª


