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1. Ââåäåíèå

Ïîíÿòèå ìîäóëÿ ñåìåéñòâà êðèâûõ íà ïëîñêîñòè áûëî ââåäåíî â 1950 ã. Ë. Àëü�îðñîì

è À. Áüåðëèíãîì [1℄, à çàòåì ðàñïðîñòðàíåíî íà ìíîãîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà Á. Ôóãëåäå [2℄

è Á. Â. Øàáàòîì [3℄. Íà ÿçûêå ýòîãî ïîíÿòèÿ áûëî ñ�îðìóëèðîâàíî îäíî èç ýêâèâàëåíò-

íûõ îïèñàíèé êâàçèêîí�îðìíûõ îòîáðàæåíèé, â ñâÿçè ñ ÷åì ìåòîä ìîäóëåé ïðèîáðåë

âàæíîå çíà÷åíèå â ðàáîòå ñ ýòèì êëàññîì îòîáðàæåíèé, ïîçâîëèâ íàéòè àëüòåðíàòèâ-

íûé ïîäõîä ê èõ èçó÷åíèþ. Íåîáõîäèìîñòü â òàêîì ïîäõîäå áûëà âûçâàíà îòñóòñòâèåì

â ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ òåîðåìû �èìàíà.

Â 60-å ãîäû ïðîøëîãî âåêà Þ. �. �åøåòíÿê íà÷àë ñèñòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâà-

íèå îòîáðàæåíèé ñ îãðàíè÷åííûì èñêàæåíèåì, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé íåîäíîëèñòíûé

àíàëîã êâàçèêîí�îðìíûõ îòîáðàæåíèé (ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ñîäåðæèòñÿ â ìîíîãðà-

�èè [4℄). Ïóñòü Ω � îáëàñòü â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R
n
, n > 2. Îòîáðàæå-

íèå f = (f1, . . . , fn) : Ω → R
n
êëàññà Ñîáîëåâà W 1

n,loc(Ω) íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì

ñ îãðàíè÷åííûì èñêàæåíèåì, åñëè äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|Df(x)|n 6 KJ(x, f), ãäå K ∈ [1,∞) � ïîñòîÿííàÿ, Df(x) =
(

∂fi
∂xj

(x)
)

i,j=1,...,n
� ìàò-

ðèöà ßêîáè, |Df(x)| è J(x, f) � åå îïåðàòîðíàÿ íîðìà è îïðåäåëèòåëü ñîîòâåòñòâåííî.

Îñíîâîïîëàãàþùèé òîïîëîãè÷åñêèé ðåçóëüòàò Þ. �. �åøåòíÿêà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,

÷òî âñÿêîå íåïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå ñ îãðàíè÷åííûì èñêàæåíèåì íåïðåðûâíî, îòêðûòî

è äèñêðåòíî (ñì. [4, ãë. 2, � 6℄).

Âïåðâûå ìåòîä ìîäóëåé ê èññëåäîâàíèþ îòîáðàæåíèé ñ îãðàíè÷åííûì èñêàæåíèåì

ïðèìåíèë Å. À. Ïîëåöêèé â 1970 ã. [5℄. Îïèðàÿñü íà óïîìÿíóòûå òîïîëîãè÷åñêèå õàðàê-

òåðèñòèêè, Å. À. Ïîëåöêèé ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû ïîäíÿòèÿ ïóòåé óñòàíîâèë ñâîéñòâà
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�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâà-

íèé, ïðîåêò � 14-01-00552, è Ñîâåòà ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåíòà �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè, ïðîåêò � ÍØ-
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íåêîòîðîãî ñïåöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ, èçâåñòíîãî ñåãîäíÿ êàê �óíêöèÿ Ïîëåöêîãî. Ýòî

ïîçâîëèëî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ îòîáðàæåíèé ñ îãðàíè÷åííûì èñêàæåíèåì ìîäóëü îáðàçà ñå-

ìåéñòâà êðèâûõ íå ïðåâîñõîäèò ìîäóëÿ ïðîîáðàçà [5, òåîðåìà 1℄. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå

â íàøè äíè íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Ïîëåöêîãî. Â òîé æå ðàáîòå [5℄ ïîëó÷åíî íåêîòî-

ðîå óëó÷øåíèå ýòîãî íåðàâåíñòâà â íîðìàëüíûõ îáëàñòÿõ (ñì. [5, òåîðåìà 2℄). Ïîëåçíàÿ

èíòåðïðåòàöèÿ ïîñëåäíåãî áûëà ïîëó÷åíà Þ. Âÿéñÿëÿ [6, 3.1℄ è íàçûâàåòñÿ â ëèòåðàòó-

ðå íåðàâåíñòâîì Âÿéñÿëÿ. Íåìíîãèì ðàíåå áûëè óñòàíîâëåíû àíàëîãè÷íûå îöåíêè äëÿ

åìêîñòè (ñì. [7, 8℄). Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî ìîäóëüíûå íåðàâåíñòâà ñóòü áîëåå îáùèå, ÷åì

ñîîòâåòñòâóþùèå åìêîñòíûå (ñì., íàïðèìåð, [9, ïðèìåð 1℄).

Îöåíêè äëÿ ìîäóëÿ è åìêîñòè èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü â èññëåäîâàíèè ïîâåäåíèÿ îòîá-

ðàæåíèÿ íà ãðàíèöå, â òåîðèè ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé â äóõå Íåâàíëèííû (òåîðåìû òèïà

Ëèóâèëëÿ è Ïèêàðà, óñòðàíåíèå îñîáåííîñòåé) (ñì. [10℄), ñâÿçè äèëàòàöèè ñ ìèíèìàëü-

íîé êðàòíîñòüþ âåòâëåíèÿ è äð. Êðîìå òîãî, ìîäóëüíàÿ òåõíèêà íàøëà ïðèìåíåíèå â

ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìåðîé, ÷òî ïðèâåëî ê ðàññìîòðåíèþ òàê íàçûâàåìûõ ïðî-

ñòðàíñòâ Ëåâíåðà (ñì., íàïðèìåð, [11℄).

Ìåòîä ìîäóëåé, êàê ïîêàçûâàåò ðÿä íåäàâíî âûøåäøèõ ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, ìîíî-

ãðà�èþ [12℄), à òàêæå ñòàòüè [13�17℄, ïðîäîëæàåò îñòàâàòüñÿ îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì â

èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ îáîáùåíèé îòîáðàæåíèé ñ îãðàíè÷åííûì èñêàæåíèåì. Â êíèãå [12℄

ðàññìàòðèâàþòñÿ Q-ãîìåîìîð�èçìû ñ �óíêöèåé Q èç ðàçëè÷íûõ êëàññîâ (èíòåãðèðóå-

ìûå, ñ îãðàíè÷åííûì ñðåäíèì è ñ îãðàíè÷åííûì êîíå÷íûì êîëåáàíèåì), îòîáðàæåíèÿ

ñ êîíå÷íûì èñêàæåíèåì äëèíû è ñ êîíå÷íûì èñêàæåíèåì ïëîùàäè, è äëÿ íèõ óñòàíàâëè-

âàþòñÿ ðåçóëüòàòû î äè��åðåíöèðóåìîñòè, ïîâåäåíèè íà ãðàíèöå, óñòðàíåíèè îñîáåííî-

ñòåé, íîðìàëüíûõ ñåìåéñòâàõ è ïð. Â ñòàòüÿõ [13, 14℄ åìêîñòíûå îöåíêè óñòàíîâëåíû äëÿ

íåêîòîðûõ îáîáùåíèé îòîáðàæåíèé ñ îãðàíè÷åííûì èñêàæåíèåì (â ÷àñòíîñòè, íà ãðóï-

ïàõ Êàðíî) ñ òðåáîâàíèåì N -ñâîéñòâà Ëóçèíà. Â ðàáîòå [15℄ óñòàíîâëåíû ìîäóëüíûå

è åìêîñòíûå íåðàâåíñòâà äëÿ îòîáðàæåíèé ñ êîíå÷íûì èñêàæåíèåì ïðè ìèíèìàëüíûõ

óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî èñõîäíîå îòîáðàæåíèå òàêæå óäîâëå-

òâîðÿåò N -ñâîéñòâó. Â ñòàòüå [16℄ àíàëîãè÷íûå íåðàâåíñòâà ïîëó÷åíû äëÿ îòîáðàæåíèé

ñ êîíå÷íûì (p, q)-èñêàæåíèåì äëèíû. Â [17℄ îöåíêà íà ìîäóëü äîêàçàíà äëÿ íåêîòîðîãî

ñïåöèàëüíîãî êëàññà îòîáðàæåíèé, îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: îòêðûòîñòü,

äèñêðåòíîñòü, äè��åðåíöèðóåìîñòü ïî÷òè âñþäó, N - è N −1
-ñâîéñòâî Ëóçèíà, è òàê

íàçûâàåìîå ñâîéñòâî àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè.

Çàäà÷à íàøåé ðàáîòû � óñòàíîâèòü ìîäóëüíûå íåðàâåíñòâà äëÿ åñòåñòâåííîãî îáîá-

ùåíèÿ êëàññà îòîáðàæåíèé ñ îãðàíè÷åííûì èñêàæåíèåì áåç íåêîòîðûõ àíàëèòè÷åñêèõ

ïðåäïîëîæåíèé, õàðàêòåðíûõ äëÿ âûâîäà ðåçóëüòàòîâ óïîìÿíóòûõ âûøå ðàáîò. Â íà-

ñòîÿùåé ñòàòüå îñíîâíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 1 [18℄. Ïóñòü θ, σ : Rn → [0,∞] � ëîêàëüíî ñóììèðóåìûå �óíêöèè

(íàçûâàåìûå âåñîâûìè) òàêèå, ÷òî θ > 0 è σ > 0 ïî÷òè âñþäó. Îòîáðàæåíèå f : Ω → R
n

íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì ñ (θ, σ)-âåñîâûì îãðàíè÷åííûì (p, q)-èñêàæåíèåì, n − 1 <
q 6 p < ∞, åñëè:

1) f íåïðåðûâíî, îòêðûòî è äèñêðåòíî;

2) f ïðèíàäëåæèò êëàññó Ñîáîëåâà W 1
q,loc(Ω);

3) J(x, f) > 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω;

4) îòîáðàæåíèå f èìååò êîíå÷íîå èñêàæåíèå:

äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω ðàâåíñòâî J(x, f) = 0 âëå÷åò Df(x) = 0;



Îöåíêè íà ìîäóëè ñåìåéñòâ êðèâûõ 67

5) �óíêöèÿ ëîêàëüíîãî (θ, σ)-âåñîâîãî q-èñêàæåíèÿ

Ω ∋ x 7→ Kθ,σ
q (x, f) =







θ
1
q (x)|Df(x)|

σ
1
p (f(x))J(x,f)

1
p

, åñëè J(x, f) 6= 0;

0, åñëè J(x, f) = 0,

ïðèíàäëåæèò êëàññó Lκ(Ω), ãäå κ íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ

1
κ
= 1

q −
1
p (κ = ∞ ïðè q = p).

×åðåç Kθ,σ
q,p (f ; Ω) îáîçíà÷èì âåëè÷èíó ‖Kθ,σ

q (·, f) | Lκ(Ω)‖.
Â ýòîì îïðåäåëåíèè íàëè÷èå ïóíêòà 1) ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè q ∈ (n − 1, n) îòîá-

ðàæåíèå ìîæåò è íå îáëàäàòü òðåáóåìûìè òîïîëîãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Îòìåòèì, ÷òî

ïðè θ = σ ≡ 1 è p = q = n ìû ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèÿ, ââåäåííûå Þ. �. �åøåòíÿêîì.

Â ðàáîòå [18℄ ïîëó÷åíû åìêîñòíûå íåðàâåíñòâà äëÿ ââåäåííîãî êëàññà îòîáðàæåíèé

áåç òðåáîâàíèÿ N -ñâîéñòâà Ëóçèíà. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ðàíåå ìîäóëüíûå è åìêîñòíûå

íåðàâåíñòâà óñòàíàâëèâàëèñü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îòîáðàæåíèå îáëàäàåò N -ñâîéñòâîì

Ëóçèíà, êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îáðàç ìíîæåñòâà ìåðû íóëü òàêæå èìååò ìåðó

íóëü. Ýòî òðåáîâàíèå íåîáõîäèìî áûëî äëÿ òîãî, ÷òîáû îáðàç ìíîæåñòâà òî÷åê âåòâëå-

íèÿ èìåë íóëåâóþ ìåðó. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû äîêàçûâàåì ìîäóëüíûå íåðàâåíñòâà áåç

äîïîëíèòåëüíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ îá N -ñâîéñòâå Ëóçèíà. Ýòî îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì

áëàãîäàðÿ ñëåäóþùåìó çàìå÷àòåëüíîìó �àêòó, óñòàíîâëåííîìó â ñòàòüå [19℄ (ñì. òàê-

æå [18�22℄): ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå �óíêöèè Ïîëåöêîãî îáðàùàþòñÿ â íóëü ïî÷òè âñþ-

äó íà îáðàçå ìíîæåñòâà òî÷åê âåòâëåíèÿ. Â � 3 ìû ñêàæåì îá ýòîì ïîäðîáíåå. Ýòîò

�àêò èñïîëüçîâàëñÿ â ðàáîòå [18℄ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê íà åìêîñòè. Îòìåòèì, ÷òî ïðè

q ∈ (n − 1, n) îòîáðàæåíèå f íå îáÿçàòåëüíî îáëàäàåò N -ñâîéñòâîì Ëóçèíà, ÷òî ïðîäå-

ìîíñòðèðîâàíî â [23℄.

Âî âñåõ íàøèõ ïîñëåäóþùèõ ðàññìîòðåíèÿõ îòîáðàæåíèå f èìååò (θ, 1)-âåñîâîå îãðà-
íè÷åííîå (p, q)-èñêàæåíèå, ò. å. σ ≡ 1.

Ïîëíûé âàðèàíò ýòîé çàìåòêè ñ ïîäðîáíûì èçëîæåíèåì äîêàçàòåëüñòâ áóäåò îïóá-

ëèêîâàí â [24℄.

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

2.1. Âñþäó â òåêñòå ñèìâîë Ω îáîçíà÷àåò îáëàñòü (ò. å. îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî)

â ïðîñòðàíñòâå R
n
, ñèìâîëmn � n-ìåðíóþ ìåðó Ëåáåãà â R

n
. Äëÿ îáëàñòè U ⊂ R

n
çàïèñü

U ⋐ Ω îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî U îãðàíè÷åíî è U ⊂ Ω.
Ïóñòü f : Ω → R

n
� íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, U ⋐ Ω, y /∈ f(∂U). Ñèìâîëîì

µ(y, f, U) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå y. Ïîäðîáíóþ èí�îð-

ìàöèþ îá ýòîì ïîíÿòèè ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [4, 2.1℄ è [10, I.4℄. Åñëè µ(y, f, U) > 0
äëÿ ëþáîé îáëàñòè U ⋐ Ω è ëþáîé òî÷êè y ∈ f(U)\f(∂U), òî ãîâîðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèå f
ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ.

�àññìîòðèì íåïðåðûâíîå îòêðûòîå è äèñêðåòíîå îòîáðàæåíèå f : Ω → R
n
è òî÷êó

x ∈ Ω. Òîãäà ñóùåñòâóåò îáëàñòü V ⋐ Ω òàêàÿ, ÷òî x ∈ V è V ∩ f−1(f(x)) = {x}. Åñëè
V ′ ⋐ Ω � äðóãàÿ îáëàñòü ñ òàêèì ñâîéñòâîì, òî ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. [10, . 18℄), ÷òî

µ(f(x), f, V ) = µ(f(x), f, V ′). Ïîýòîìó ðàâåíñòâî i(x, f) = µ(f(x), x, U) êîððåêòíî îïðå-
äåëÿåò âåëè÷èíó i(x, f), íàçûâàåìóþ ëîêàëüíûì èíäåêñîì îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå x.

Îáëàñòü D ⋐ Ω íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé äëÿ íåïðåðûâíîãî îòêðûòîãî è äèñêðåòíîãî

îòîáðàæåíèÿ f : Ω → R
n
, åñëè f(∂D) = ∂f(D). Åñëè x ∈ Ω è D � íîðìàëüíàÿ îáëàñòü

òàêàÿ, ÷òî D ∩ f−1(f(x)) = {x}, òî D íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x.
Ñîãëàñíî [10, I.4.9℄ âñÿêàÿ òî÷êà x ∈ Ω èìååò íîðìàëüíóþ îêðåñòíîñòü.
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Îòìåòèì, ÷òî åñëè D � íîðìàëüíàÿ îáëàñòü äëÿ îòîáðàæåíèÿ f , òî µ(y, f,D) íå
çàâèñèò îò y ∈ f(D) (ñì. [10, . 18℄). Ýòó ïîñòîÿííóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü µ(f,D).

Òî÷êà x ∈ Ω íàçûâàåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : Ω → R
n
,

åñëè f íå ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì íè â êàêîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x. Ìíîæåñòâî âñåõ
òî÷åê âåòâëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ f îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Bf . Çàìåòèì, ÷òî x ∈ Bf òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà i(x, f) > 2.
Ïóñòü f : Ω → R

n
� íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, è U ⊂ Ω. Ôóíêöèåé êðàòíîñòè

íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå R
n ∋ y 7→ N(y, f, U) = #{f−1(y) ∩ U}. Îáîçíà÷èì òàêæå:

N(f, U) = supy∈Rn N(y, f, U).

2.2. Çäåñü ìû ïðèâåäåì ïîíÿòèÿ è óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ îïèñàíèÿ àíàëè-

òè÷åñêèõ ñâîéñòâ îòîáðàæåíèé.

Ïóñòü u : Ω → R � �óíêöèÿ êëàññà L1,loc(Ω). Åñëè ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ vi ∈ L1,loc(Ω),
i = 1, . . . , n, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè ϕ ∈ C∞

0 (Ω) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
∫

Ω

u(x)
∂ϕ

∂xi
dx = −

∫

Ω

vi(x)ϕ(x) dx,

òî vi íàçûâàåòñÿ îáîáùåííîé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé �óíêöèè u è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ∂u
∂xi

.

Ôóíêöèÿ u : Ω → R, èìåþùàÿ â îáëàñòè Ω îáîáùåííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî âñåì

ïåðåìåííûì, ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Ñîáîëåâà W 1
p (Ω), p > 1, åñëè u ∈ Lp(Ω) è

∂u
∂xi

∈ Lp(Ω) äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n.

Îòîáðàæåíèå f = (f1, . . . , fn) : Ω → R
n
ïðèíàäëåæèò êëàññó W 1

p (Ω) (W 1
p,loc(Ω)),

åñëè âñå fi ∈ W 1
p (Ω) (âñå fi ∈ W 1

p (D) äëÿ ëþáîé îáëàñòè D ⋐ Ω). ×åðåç Df(x),

|Df(x)| è J(x, f) ìû îáîçíà÷àåì ìàòðèöó ßêîáè ( ∂fi∂xj
)i,j=1,...,n, åå îïåðàòîðíóþ íîðìó

sup|h|=1 |Df(x)h| è ÿêîáèàí detDf(x) ñîîòâåòñòâåííî.
Äëÿ (n × n)-ìàòðèöû M = (aij) ÷åðåç adjM ìû îáîçíà÷àåì (n × n)-ìàòðèöó, òðàíñ-

ïîíèðîâàííóþ ê ìàòðèöå (Aij), ãäå Aij � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà aij .
Ââåäåì ïðîåêöèþ πj : R

n → R
n−1

, êîòîðàÿ òî÷êå x = (x1, . . . , xn) ñòàâèò â ñîîòâåò-
ñòâèå òî÷êó πj(x) = (x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn). Îáîçíà÷èì x̄j = πj(x). Òî÷êó x ∈ R

n

áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå x = (x̄j , xj). �îâîðÿò, ÷òî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : Ω → R
n

ïðèíàäëåæèò êëàññó ACL(Ω), åñëè äëÿ ëþáîãî j = 1, . . . , n îòîáðàæåíèå xj 7→ f(x̄j, xj)
ïðè ïî÷òè âñåõ x̄j ∈ πj(Ω) àáñîëþòíî íåïðåðûâíî íà ëþáîì îòðåçêå [a, b] òàêîì, ÷òî
πj(Ω)× [a, b] ⊂ Ω.

Èçâåñòíî (ñì. [25, 26.4℄), ÷òî åñëè f ∈ ACL(Ω), òî f èìååò ïî÷òè âñþäó â Ω îáû÷íûå

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, êîòîðûå áóäóò áîðåëåâñêèìè �óíêöèÿìè.

Îòîáðàæåíèå f : Ω → R
n
ïðèíàäëåæèò êëàññó ACLp(Ω), p > 1, åñëè f ∈ ACL(Ω) è

âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå f ïðèíàäëåæàò êëàññó Lp,loc(Ω).

Ïðåäëîæåíèå 1 [10, I.1.2℄. Îòîáðàæåíèå f : Ω → R
n
ïðèíàäëåæèò êëàññó ACLp(Ω)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f íåïðåðûâíî è f ∈ W 1
p,loc(Ω). Ïðè ýòîì îáîáùåííûå è

îáû÷íûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñîâïàäàþò ïî÷òè âñþäó.

2.3. Ýòîò ïóíêò ïîñâÿùåí ïîíÿòèþ ìîäóëÿ ñåìåéñòâà êðèâûõ, êîòîðîå ìû îáîáùèì

íóæíûì íàì îáðàçîì.

Êðèâàÿ â ïðîñòðàíñòâå R
n
� ýòî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå α : I → R

n
, ãäå I �

ïðîìåæóòîê â R (ò. å. ìíîæåñòâî âèäà 〈a, b〉, ãäå êàæäàÿ èç óãëîâûõ ñêîáîê ìîæåò áûòü
êðóãëîé èëè êâàäðàòíîé, a 6 b, a, b ∈ R; äîïóñêàþòñÿ òàêæå áåñêîíå÷íûå ïðîìåæóòêè).

Êðèâàÿ α íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé (îòêðûòîé), åñëè èíòåðâàë I êîìïàêòåí (îòêðûò).

Îáîçíà÷èì |α| = α(I). Çàïèñü γ′ ⊂ γ áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî êðèâàÿ γ′ åñòü ñóæåíèå êðèâîé
γ íà ïîäûíòåðâàë èëè òî÷êó.
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Åñëè α : I = [a, b] → R
n
� çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, òî åå äëèíîé íàçîâåì âåëè÷èíó

ℓ(α) = sup
l

∑

i=1

|α(ti)− α(ti+1)|,

ãäå òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì êîíå÷íûì ðàçáèåíèÿì a = t1 6 t2 6 . . . 6 tl 6
tl+1 = b. Åñëè êðèâàÿ α íå çàìêíóòà, òî ïîëîæèì åå äëèíó ðàâíîé ℓ(α) = sup ℓ(α|J ), ãäå
ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì çàìêíóòûì ïîäûíòåðâàëàì J èíòåðâàëà I.

Êðèâàÿ α : I → R
n
íàçûâàåòñÿ ñïðÿìëÿåìîé, åñëè ℓ(α) < ∞. Êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ

ëîêàëüíî ñïðÿìëÿåìîé, åñëè êàæäàÿ åå çàìêíóòàÿ ïîäêðèâàÿ ñïðÿìëÿåìà.

�àññìîòðèì çàìêíóòóþ êðèâóþ α : [a, b] → R
n
. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà ñïðÿìëÿåìà.

Îïðåäåëèì �óíêöèþ sα : [a, b] → R ðàâåíñòâîì sα(t) = ℓ(α|[a,t]). Äëÿ ñïðÿìëÿåìîé êðè-
âîé α ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ êðèâàÿ α0 : [0, ℓ(α)] → R

n
, ïîëó÷åííàÿ èç α ìîíîòîííî

âîçðàñòàþùåé çàìåíîé ïàðàìåòðà, òàêàÿ, ÷òî sα0(t) = t è α = α0 ◦ sα [25, 2.4℄. Êðèâàÿ

α0
íàçûâàåòñÿ íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèåé êðèâîé α.
Ïóñòü Γ � ñåìåéñòâî êðèâûõ â R

n
, n > 2. Áîðåëåâñêàÿ �óíêöèÿ ρ : Rn → [0,∞]

íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ Γ, åñëè
∫

γ

ρ ds > 1

äëÿ êàæäîé ëîêàëüíî ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé γ ∈ Γ. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ äîïóñòèìûõ �óíê-
öèé îáîçíà÷àåì admΓ. Äëÿ âåñîâîé �óíêöèè ω : Rn → [0,∞] è p ∈ [1,∞) îïðåäåëèì
ω-âåñîâîé p-ìîäóëü ñåìåéñòâà Γ �îðìóëîé

modωp Γ = inf
ρ∈admΓ

∫

Rn

ρpω dmn.

Ñâîéñòâà âåñîâîé �óíêöèè ìû áóäåì îãîâàðèâàòü îòäåëüíî (êàê ìèíèìóì, ïðåäïîëà-

ãàåòñÿ, ÷òî îíà ëîêàëüíî ñóììèðóåìà è ïî÷òè âñþäó ω > 0). Ïðè ω ≡ 1 ìû ïîëó÷àåì

îáû÷íîå îïðåäåëåíèå p-ìîäóëÿ, è âìåñòî mod1p Γ áóäåì ïèñàòü modp Γ. Åñëè admΓ = ∅

(ýòîò ñëó÷àé ðåàëèçóåòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà â ñåìåéñòâå Γ åñòü õîòÿ áû îäíà êðèâàÿ,

çàäàþùàÿ ïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå), òî ïîëàãàåì modωp Γ = ∞.

Åñëè Γ � ñåìåéñòâî êðèâûõ â îáëàñòè Ω è f : Ω → R
n
� íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå,

òî ÷åðåç f(Γ) ìû îáîçíà÷àåì ñåìåéñòâî êðèâûõ f ◦ γ, ãäå γ ∈ Γ.

Çàìå÷àíèå 1. Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ, êðèâûå, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ

ëîêàëüíî ñïðÿìëÿåìûìè, ìîæíî íå ó÷èòûâàòü. Òî÷íåå, åñëè Γ � ñåìåéñòâî êðèâûõ,

è Γ1 � ñåìåéñòâî òàêèõ γ ∈ Γ, ÷òî γ ëîêàëüíî ñïðÿìëÿåìà, òî modωp (Γ) = modωp (Γ1).
Â ñâÿçè ñ ýòèì, äîïóñêàÿ èçâåñòíóþ âîëüíîñòü, ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåìåéñòâî êðè-

âûõ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî ñïðÿìëÿåìûìè, èìååò íóëåâîé ìîäóëü.

Ïóñòü α � ñïðÿìëÿåìàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ â R
n
. Îòîáðàæåíèå g : |α| → R

n
íàçûâà-

åòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì íà α, åñëè g ◦ α0
àáñîëþòíî íåïðåðûâíî íà [0, ℓ(α)].

3. Àíàëîã ëåììû Ïîëåöêîãî

Â äîêàçàòåëüñòâå ìîäóëüíûõ íåðàâåíñòâ ïðîâîäÿòñÿ ðàññóæäåíèÿ, îáîñíîâûâàþùèå

âîçìîæíîñòü ïàðàìåòðèçàöèè êðèâîé íåêîòîðûì ñïåöèàëüíûì îáðàçîì. Âïåðâûå ýòè

ðàññóæäåíèÿ áûëè ðåàëèçîâàíû â [5, ëåììà 6℄, êîòîðàÿ â äàëüíåéøåì ïîëó÷èëà íàçâà-

íèå ëåììû Ïîëåöêîãî. Íàì ïîòðåáóåòñÿ åå àíàëîã. Ïðåæäå ÷åì åãî ñ�îðìóëèðîâàòü,
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âûÿñíèì ñîäåðæàíèå ïîíÿòèÿ àáñîëþòíîé ïðåäíåïðåðûâíîñòè, êîòîðîå çàêëþ÷àåò â ñå-

áå îïèñàíèå ñïåöèàëüíîãî òèïà ïàðàìåòðèçàöèè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f : Ω → R
n
� íåïðåðûâíîå îòêðûòîå äèñêðåòíîå îòîáðàæåíèå.

Ïóñòü β : I0 → R
n
� çàìêíóòàÿ ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ, è α : I → Ω � êðèâàÿ òàêàÿ, ÷òî

f ◦ α ⊂ β, ò. å. I ⊂ I0. Åñëè �óíêöèÿ sβ : I0 → [0, ℓ(β)] ïîñòîÿííà íà íåêîòîðîì èíòåð-

âàëå J ⊂ I, òî è îòîáðàæåíèå β ïîñòîÿííî íà J . Â ñâîþ î÷åðåäü, ââèäó äèñêðåòíîñòè f
îòîáðàæåíèå α òàêæå ïîñòîÿííî íà J . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îòîá-

ðàæåíèå α∗ : sβ(I) → Ω òàêîå, ÷òî α = α∗ ◦ sβ|I . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî α∗
íåïðåðûâíî è

f ◦α∗ ⊂ β0
. Êðèâàÿ α∗

íàçûâàåòñÿ f -ïðåäñòàâèòåëåì êðèâîé α (îòíîñèòåëüíî β), åñëè
β = f ◦ α. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî β = f ◦ α. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî

ïðåäíåïðåðûâíûì íà α, åñëè α∗
àáñîëþòíî íåïðåðûâíî.

Ïðèâåäåì àíàëîã ëåììû Ïîëåöêîãî.

Ëåììà 1. Ïóñòü f : Ω → R
n
� îòîáðàæåíèå ñ (θ, 1)-âåñîâûì îãðàíè÷åííûì (p, q)-

èñêàæåíèåì, n − 1 < q 6 p < ∞, à âåñîâàÿ �óíêöèÿ ω(x) = θ
− n−1

q−(n−1) (x) ëîêàëüíî

ñóììèðóåìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Γ � ñåìåéñòâî êðèâûõ â Ω òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé êðèâîé

γ ∈ Γ âûïîëíåíî ñëåäóþùåå: êðèâàÿ f ◦ γ ëîêàëüíî ñïðÿìëÿåìà, è γ èìååò çàìêíóòóþ

ïîäêðèâóþ α, íà êîòîðîé f íå àáñîëþòíî ïðåäíåïðåðûâíî. Òîãäà modp′ f(Γ) = 0, ãäå
p′ = p

p−(n−1) .

Â äîêàçàòåëüñòâå ýòîé ëåììû áîëüøîå çíà÷åíèå èìåþò ñâîéñòâà �óíêöèè Ïîëåöêîãî,

êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü f : Ω → R
n
� íåïðåðûâíîå îòêðûòîå

äèñêðåòíîå îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå îðèåíòàöèþ, U ⊂ Ω � íîðìàëüíàÿ îáëàñòü, è

N = µ(f, U). Íà ìíîæåñòâå V = f(U) îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå gU : V → R
n
, íàçûâàåìîå

�óíêöèåé Ïîëåöêîãî, ðàâåíñòâîì

V ∋ y 7→ gU (y) =
1

N

∑

x∈f−1(y)∩U

i(x, f)x. (1)

Íåîáõîäèìûå íàì ñâîéñòâà îòîáðàæåíèÿ (1) áóäóò ïðèâåäåíû â ïðåäëîæåíèè 2,

äëÿ �îðìóëèðîâêè êîòîðîãî íóæíî ñäåëàòü ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó îòîá-

ðàæåíèå f : Ω → Ω′ = f(Ω) ïðèíàäëåæèò êëàññó Ñîáîëåâà, òî îíî àïïðîêñèìàòèâ-

íî äè��åðåíöèðóåìî ïî÷òè âñþäó. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò áîðåëåâñêîå ìíîæå-

ñòâî Σ ⊂ Ω, mn(Σ) = 0, âíå êîòîðîãî f îáëàäàåò N -ñâîéñòâîì Ëóçèíà. Îáîçíà÷èì:

Z = {x ∈ Ω \Σ: J(x, f) = 0}. Ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà ìåðû íóëü ìíîæåñòâî Z ìîæíî

ñ÷èòàòü áîðåëåâñêèì. Êðîìå òîãî, mn(Z) = 0. Òàêæå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Bf ⊂ Z ∪ Σ,
òàê êàê Df(x) = 0 â òî÷êàõ x ∈ Bf , ãäå Df(x) ñóùåñòâóåò.

Äîïîëíåíèå Ω \ Σ ìîæíî ðàçëîæèòü íà ñ÷åòíóþ ñîâîêóïíîñòü äèçúþíêòíûõ èçìå-

ðèìûõ ìíîæåñòâ Fk, k ∈ N, òàêèõ, ÷òî ∪Fk = Ω \ Σ è îòîáðàæåíèå f |Fk
: Fk → Ω′

ëèïøèöåâî äëÿ âñåõ k ∈ N. Êàæäîå ìíîæåñòâî Fk \ Z ïðåäñòàâèìî â âèäå îáúåäèíåíèÿ

ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà äèçúþíêòíûõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ Fkm, m ∈ N, òàêèõ, ÷òî îòîáðà-

æåíèå f |Fkm
: Fkm → Ω′

áèëèïøèöåâî äëÿ âñåõ m ∈ N. Ñîãëàñíî òåîðåìå �àäåìàõåðà

îòîáðàæåíèÿ f |Fkm
: Fkm → Ω′

äè��åðåíöèðóåìû ïî÷òè âñþäó íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ,

à â ñèëó òåîðåìû Ëåáåãà î äè��åðåíöèðîâàíèè àääèòèâíîé �óíêöèè ìíîæåñòâà Fkm

ìîæíî ñ÷èòàòü ñîñòîÿùèìè òîëüêî èç òî÷åê ïëîòíîñòè 1. Ïåðåîáîçíà÷èì ñåìåéñòâî

äèçúþíêòíûõ ìíîæåñòâ {Fkm} êàê {El}. Ìû ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå

Ω = Σ ∪ Z ∪
⋃

l∈N

El,
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â ïðàâîé ÷àñòè êîòîðîãî âñå ìíîæåñòâà äèçúþíêòíû. Åìó ñîîòâåòñòâóåò ðàçëîæåíèå

â îáðàçå:

Ω′ = Z ′ ∪ Σ′ ∪
⋃

l∈N

E′
l,

ãäå Z ′ = f(Σ), Σ′ = f(Z), E′
l = f(El), ïðè÷åì mn(Σ

′) = 0, à Z ′
ìîæåò èìåòü ïîëîæèòåëü-

íóþ mn-ìåðó. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f(Bf ) ⊂ Z ′ ∪Σ′
.

Òåïåðü ìû ãîòîâû ñ�îðìóëèðîâàòü ñâîéñòâà �óíêöèè Ïîëåöêîãî.

Ïðåäëîæåíèå 2 [19, òåîðåìà 1℄. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåïðåðûâíîå îòêðûòîå è äèñ-

êðåòíîå îòîáðàæåíèå f : Ω → R
n
ïðèíàäëåæèò êëàññó W 1

q,loc(Ω), q > n − 1, J(x, f) > 0
ïî÷òè âñþäó, è f èìååò êîíå÷íîå êîèñêàæåíèå: adjDf = 0 ïî÷òè âñþäó íà ìíîæåñòâå

Z = {x ∈ Ω: J(x, f) = 0}. Òîãäà
1) f ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ;

2) îòîáðàæåíèå gU , îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì (1), íåïðåðûâíî, ïðèíàäëåæèò êëàññó

ÑîáîëåâàW 1
1 (V ) è èìååò êîíå÷íîå èñêàæåíèå, ò. å. DgU (y) = 0 ïî÷òè âñþäó íà ìíîæåñòâå

íóëåé ÿêîáèàíà detDgU (y). Áîëåå òîãî, f((Σ ∪ Z) ∩ U) ⊂ {y ∈ U : DgU (y) = 0}, â
÷àñòíîñòè, f(Bf ∩ U) ⊂ {y ∈ U : DgU (y) = 0}.

Çàìå÷àíèå 2. Îòîáðàæåíèå ñ (θ, 1)-âåñîâûì îãðàíè÷åííûì (p, q)-èñêàæåíèåì â ñèëó

êîíå÷íîñòè èñêàæåíèÿ èìååò êîíå÷íîå êîèñêàæåíèå, è ïîýòîìó ñîãëàñíî ï. 3 îïðåäåëå-

íèÿ 1 è ïðåäëîæåíèþ 2 ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ.

Òàêæå íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 3 [20, ñëåäñòâèå 4℄. Ïóñòü ãîìåîìîð�èçì ϕ : Ω → Ω′
îáëàñòåé ïðî-

ñòðàíñòâà R
n
ïðèíàäëåæèò êëàññó Ñîáîëåâà W 1

q,loc(Ω), n− 1 6 q 6 ∞, è èìååò êîíå÷íîå

êîèñêàæåíèå: adjDϕ = 0 ïî÷òè âñþäó íà ìíîæåñòâå Z = {x ∈ Ω: J(x, ϕ) = 0}. Òîãäà

îáðàòíûé ãîìåîìîð�èçì ϕ−1
ïðèíàäëåæèò êëàññó Ñîáîëåâà W 1

1,loc(Ω
′) è èìååò êîíå÷íîå

èñêàæåíèå: Dϕ−1(y) = 0 ïî÷òè âñþäó íà ìíîæåñòâå Z ′ = {y ∈ Ω′ : J(y, ϕ−1) = 0}.

Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü ëåììó 1, ìû ñíà÷àëà óñòàíàâëèâàåì ñëåäóþùèå ëåììû 2

è 3.

Ëåììà 2. Ïóñòü f : Ω → R
n
� îòîáðàæåíèå ñ (θ, 1)-âåñîâûì îãðàíè÷åííûì (p, q)-

èñêàæåíèåì, n − 1 < q 6 p < ∞, à âåñîâàÿ �óíêöèÿ ω(x) = θ
− n−1

q−(n−1) (x) ëîêàëüíî

ñóììèðóåìà. Òîãäà îòîáðàæåíèå gU , îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì (1), ïðèíàäëåæèò êëàññó

ACLp′(V ), ãäå p′ = p
p−(n−1) .

Ïåðåä òåì êàê ñ�îðìóëèðîâàòü ëåììó 3, �èêñèðóåì îáëàñòü D ⋐ Ω. Óäàëèì èç íåå

ìíîæåñòâî òî÷åê âåòâëåíèÿ. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî x ∈ D\Bf íàéäåòñÿ ÷èñëî r(x) > 0 òàêîå,
÷òî îòêðûòûé øàð B(x, r(x)) ⊂ D \ Bf è f èíúåêòèâíî íà B(x, r(x)). Â ñèëó òåîðåìû

Áåçèêîâè÷à â ñåìåéñòâå {B(x, r(x)) : x ∈ D \ Bf} íàéäåòñÿ ñ÷åòíûé íàáîð øàðîâ {Bj}
òàêèõ, ÷òî

D \Bf ⊂
⋃

j∈N

Bj,
∑

j∈N

χBj
(x) 6 C(n),

ãäå ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ D \Bf , à ïîñòîÿííàÿ C(n)
çàâèñèò òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3 îáðàòíûå îòîáðàæåíèÿ hj = (f |Bj
)−1 : f(Bj) → Bj ïðèíàä-

ëåæàò êëàññó Ñîáîëåâà W 1
1 (f(Bj)) è èìåþò êîíå÷íîå èñêàæåíèå. ×åðåç Aj îáîçíà÷èì

áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî òî÷åê y ∈ f(Bj), â êîòîðûõ îïðåäåëåíà ìàòðèöà ßêîáè Dhj .
Ïîñêîëüêó hj ∈ W 1

1 ïðèíàäëåæèò êëàññó Ñîáîëåâà, mn(f(Bj) \ Aj) = 0. Ïîëîæèâ

Dhj(y) = 0 â òî÷êàõ y ∈ f(Bj) \ Aj , ïîëó÷èì áîðåëåâñêóþ �óíêöèþ |Dhj | : f(Bj) → R.

Îïðåäåëèì áîðåëåâñêóþ �óíêöèþ ρ0 = supj∈N |Dhj |χf(Bj ).
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Ïîëîæèì

Bk
f = {x ∈ D : i(x, f) = k}, k > 2.

Êàæäàÿ òî÷êà x ∈ Bk
f îáëàäàåò íîðìàëüíîé îêðåñòíîñòüþ U ⊂ D. Ïîêðîåì ìíîæå-

ñòâî Bk
f òàêèìè íîðìàëüíûìè îêðåñòíîñòÿìè Uki, i ∈ N, è îáîçíà÷èì ÷åðåç gki îòîáðà-

æåíèÿ gUki
, îïðåäåëåííûå �îðìóëîé (1). ×åðåç Gki îáîçíà÷èì áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî

òî÷åê y ∈ f(Uki), â êîòîðûõ îïðåäåëåíà ìàòðèöà ßêîáè Dgki. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå

gki ñîáîëåâñêîå, mn(f(Uki) \ Gki) = 0. Ïîëîæèâ Dgki(y) = 0 â òî÷êàõ y ∈ f(Uki) \ Gki,

ïîëó÷èì áîðåëåâñêèå �óíêöèè |Dgki| : f(Uki) → R. Îïðåäåëèì áîðåëåâñêèå �óíêöèè

ηki = |Dgki|χf(Uki). Ââåäåì òàêæå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî

F =
⋃

j∈N

(f(Bj) \Aj) ∪
⋃

k>2
i∈N

(f(Uki) \Gki).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî mn(F ) = 0.

Ëåììà 3 (ñð. ñ [10, II.7.2℄). Ïóñòü f : Ω → R
n
� îòîáðàæåíèå ñ (θ, 1)-âåñîâûì îãðà-

íè÷åííûì (p, q)-èñêàæåíèåì, n− 1 < q 6 p < ∞, à âåñîâàÿ �óíêöèÿ ω(x) = θ
− n−1

q−(n−1) (x)
ëîêàëüíî ñóììèðóåìà. ×åðåç Γ0 îáîçíà÷èì ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ êðèâûõ α â îáëàñòè D
òàêèõ, ÷òî ëèáî êðèâàÿ f ◦ α íåñïðÿìëÿåìà, ëèáî f ◦ α ñïðÿìëÿåìà è ïî êðàéíåé ìåðå

îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé íåâåðíî:

1)
∫

f◦αχF ds = 0;

2)
∫

f◦αρ0 ds < ∞;

3) åñëè β � çàìêíóòàÿ ïîäêðèâàÿ êðèâîé α è |β| ⊂ Bj , òî hj àáñîëþòíî íåïðåðûâíî

íà f ◦ β;

4) åñëè β � çàìêíóòàÿ ïîäêðèâàÿ êðèâîé α è |β| ⊂ Uki, òî gki àáñîëþòíî íåïðåðûâíî
íà f ◦ β;

5) åñëè β � çàìêíóòàÿ ïîäêðèâàÿ êðèâîé α è |β| ⊂ Uki, òî
∫

f◦β ηki ds < ∞.

Òîãäà modp′ f(Γ0) = 0, ãäå p′ = p
p−(n−1) .

4. Ìîäóëüíûå íåðàâåíñòâà

Ñ�îðìóëèðóåì àíàëîã íåðàâåíñòâà Ïîëåöêîãî (ñð. ñ [5, òåîðåìà 1℄).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f : Ω → R
n
� îòîáðàæåíèå ñ (θ, 1)-âåñîâûì îãðàíè÷åííûì (p, q)-

èñêàæåíèåì, n − 1 < q 6 p < ∞, à âåñîâàÿ �óíêöèÿ ω(x) = θ
− n−1

q−(n−1) (x) ëîêàëüíî

ñóììèðóåìà. Åñëè Γ � ñåìåéñòâî êðèâûõ â îáëàñòè Ω, òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(modp′ f(Γ))
1/p′

6 Kθ,1
p,q (f ; Ω)

n−1(modωq′ Γ)
1/q′ ,

ãäå p′ = p
p−(n−1) , q

′ = q
q−(n−1) .

Íåðàâåíñòâî Ïîëåöêîãî èìååò îáîáùåíèå, èçâåñòíîå â ëèòåðàòóðå êàê íåðàâåíñòâî

Âÿéñÿëÿ [6, 3.1℄. Ñ�îðìóëèðóåì åãî àíàëîã.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f : Ω → R
n
� îòîáðàæåíèå ñ (θ, 1)-âåñîâûì îãðàíè÷åííûì (p, q)-

èñêàæåíèåì, n − 1 < q 6 p < ∞, à âåñîâàÿ �óíêöèÿ ω(x) = θ
− n−1

q−(n−1) (x) ëîêàëüíî

ñóììèðóåìà. Ïóñòü Γ � ñåìåéñòâî êðèâûõ â Ω, Γ′
� ñåìåéñòâî êðèâûõ â R

n
, è m �

ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå: äëÿ
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êàæäîé êðèâîé β : I → R
n
â Γ′

ñóùåñòâóþò êðèâûå α1, . . . , αm â Γ òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ

x ∈ Ω è t ∈ I ðàâåíñòâî αj(t) = x ñïðàâåäëèâî íå áîëåå ÷åì äëÿ i(x, f) çíà÷åíèé èíäåêñà j.
Òîãäà

(modp′ Γ
′)1/p

′

6
Kθ,1

p,q (f ; Ω)n−1

m1/p′
(modωq′ Γ)

1/q′ ,

ãäå p′ = p
p−(n−1) , q

′ = q
q−(n−1) .

Èç òåîðåìû 2 âûâîäèì (ñð. ñ [5, òåîðåìà 2℄)

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü f : Ω → R
n
� îòîáðàæåíèå ñ (θ, 1)-âåñîâûì îãðàíè÷åííûì (p, q)-

èñêàæåíèåì, n − 1 < q 6 p < ∞, à âåñîâàÿ �óíêöèÿ ω(x) = θ
− n−1

q−(n−1) (x) ëîêàëüíî

ñóììèðóåìà. Åñëè D � íîðìàëüíàÿ îáëàñòü äëÿ f , Γ′
� ñåìåéñòâî êðèâûõ â f(D), Γ �

ñåìåéñòâî êðèâûõ α â D òàêîå, ÷òî f ◦ α ∈ Γ′
, òî

(modp′ Γ
′)1/p

′

6
Kθ,1

p,q (f ; Ω)n−1

N(f,D)1/p
′
(modωq′ Γ)

1/q′ .

Ëèòåðàòóðà

1. Ahlfors L. and Beurling A. Conformal invariants and funtion-theoreti null-sets // Ata Math.�1950.�

Vol. 83.�P. 101�129.

2. Fuglede B. Extremal length and funtional ompletion // Ata Math.�1957.�Vol. 98.�P. 171�219.

3. Shabat B. V. The modulus method in spae // Dokl. Akad. Nauk SSSR.�1960.�Vol. 130.�P. 1210�

1213; English transl.: Soviet Math. Dokl.�1960.�Vol. 1.�P. 165�168.

4. Reshetnyak Yu. G. Spae Mappings with Bounded Distortion.�Providene (R I): Amerian Math. So.,

1989.�(Translation of Math. Monogr.; Vol. 73).

5. Poletski�� E. A. The modulus method for nonhomeomorphi quasionformal mappings // Mat. Sb.�

1970.�Vol. 83 (125).�P. 261�272; English transl.: Math. USSR Sb.�1970.�Vol. 12.

6. V�ais�al�a J. Modulus and apaity inequalities for quasiregular mappings // Ann. Aad. Si. Fenn. Ser.

A I.�1972.�Vol. 509.�P. 1�14.

7. Martio O., Rikman S. and V�ais�al�a J. De�nitions for quasiregular mappings // Ann. Aad. S. Fenn.

Ser. A I.�1969.�Vol. 448.�P. 5�40.

8. Martio O. A apaity inequality for quasiregular mappings // Ann. S. Fenn. Ser. A I.�1970.�

Vol. 474.�P. 1�18.

9. Poletski�� E. A. On the removal of singularities of quasionformal mappings // Mat. Sb.�1973.�

Vol. 92 (134).�P. 242�256; English transl.: Math. USSR Sb.�1973.�Vol. 21.

10. Rikman S. Quasiregular Mappings.�Berlin a. o.: Springer-Verlag, 1993.

11. Heinonen J. and Koskela P. Quasionformal maps in metri spaes with ontrolled geometry // Ata

Math.�1998.�Vol. 181.�P. 1�41.

12. Martio O., Ryazanov V., Srebro U. and Yakubov E. Moduli in Modern Mapping Theory.�N.Y.:

Springer, 2009.

13. Troyanov M. and Vodop'yanov S.K. Liouville type theorems for mappings with bounded (o)-distor-

tion // Ann. Inst. Fourier.�2002.�Vol. 52, � 6.�P. 1753�1784.

14. Vodop'yanov S. K. and Ukhlov A. Mappings with bounded (P,Q)-distortion on Carnot groups // Bull.

Si. Math.�2010.�Vol. 134, � 6.�P. 605�634.

15. Koskela P. and Onninen J. Mappings of �nite distortion: Capaity and modulus inequalities // J. Reine

Angew. Math.�2006.�Vol. 599.�P. 1�26.

16. Salimov R. and Sevost'yanov E. The Poletskii and V�ais�al�a inequalities for the mappings with (p, q)-
distortion // Complex Variables and Ellipti Equations: An International J.�2014.�Vol. 59, � 2.�

P. 217�231.

17. Sevost'yanov E. About one modulus inequality of the V�ais�al�a type.�2013.�URL: http://arxiv.org/abs/

1204.3810v4.�(Preprint).

18. Baykin A. N. and Vodop'yanov S. K. Capaity estimates, Liouville's theorem, and singularity removal

for mappings with bounded (p, q)-distortion // Siberian Math. J.�2015.�Vol. 56, � 2.�P. 237�261.



74 Òðÿìêèí Ì. Â.

19. Vodop'yanov S. K. On the regularity of the Poletskii funtion under weak analyti assumptions on the

given mapping // Dokl. Ross. Akad. Nauk.�2014.�Vol. 455, � 2.�P. 130�134; English transl.: Dokl.

Math.�2014.�Vol. 89, � 2.�P. 157�161.

20. Vodop'yanov S. K. On regularity of mappings inverse to Sobolev mappings // Dokl. Ross. Akad.

Nauk.�2008.�Vol. 423, � 5.�P. 592�596; English transl.: Dokl. Math.�2008.�Vol. 78, � 3.�P. 891�

895.

21. Vodop'yanov S. K., Mappings of �nite distortion and Sobolev lasses of funtions // Dokl. Ross. Akad.

Nauk.�2011.�Vol. 440, � 3.�P. 301�305; English transl.: Dokl. Math.�2011.�Vol. 84, � 2.�P. 640�

644.

22. Vodop'yanov S. K. Regularity of mappings inverse to Sobolev mappings // Sb.: Mathematis.�2012.�

Vol. 203, � 10.�P. 1383�1410.

23. Ponomarev S. P. On the N-property of homeomorphisms of the lass W 1
p // Sibirsk. Mat. Zh.�1987.�

Vol. 28, � 2.�P. 140�148.

24. Tryamkin M. V. Modulus inequalities for mappings with weighted bounded (p, q)-distortion // Siberian
Math. J.�2015.�Vol. 56, � 6.�(To appear).

25. V�ais�al�a J. Letures on n-Dimensional Quasionformal Mappings.�Berlin: Springer-Verlag, 1971.

Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà 28 àâãóñòà 2015 ã.

Òðÿìêèí Ìàêñèì Âëàäèìèðîâè÷

Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,

àññèñòåíò êà�åäðû âûñøåé ìàò-êè �èçè÷åñêîãî �àêóëüòåòà

�ÎÑÑÈß, 630090, Íîâîñèáèðñê, óë. Ïèðîãîâà, 2

E-mail: maxtryamkin�yandex.ru

ESTIMATES OF MODULI OF CURVE FAMILIES

FOR MAPPINGS WITH WEIGHTED BOUNDED (p, q)-DISTORTION

Tryamkin M. V.

We state the analogs of Poletski��'s and V�ais�al�a's inequalities for mappings with (θ, 1)-weighted bounded

(p, q)-distortion without the additional assumption that the mappings enjoy Lusin's N -property.

Key words: mapping with weighted bounded (p, q)-distortion, modulus of a urve family, Poletski��'s

funtion.


