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l�v8¶z·T¶#¸s¹s¶

GOºz»�¼�½�¾2¿�À�Áz¼�Â2¿zÃ�Ä'¼pÅ�¼�Æ�¼�Ç	ÈÉ¿z¾	Á�È2ÊT¼�Ë2Ì�Â2¿zÍ�¿pÃ�¿�À�À�Áz¼�Â2¿zÃzË8Î�Â	È	½�Ë2È	Â2Î�Ï	Â2¿zÍ�¿mÐJÑ�Â	Ä	Ò	È2¿zÂ8¼�Ë�¼�Â8¼
Â2Î�Ä�¿zÁ�¿zÓ2¿�ÊÔÄ'Ë�¼zÀ�À�Î6¾2¿aÁ�¿zÇ	Â2¿zÏ�È	Â2ÐS¿zÓ2ÊT¼�Ò	È	Èp¿�ºaÕ�Ë8Î�Ê,Î�Â	Áz¼�Ö�Õ�Á�¿zÍ�¿aÄ'Ë�¼zÀ�À�¼aÃ�¾2Î�Ó	Ã�×HÎ1¾2¿�½'Ã�È'Ë�¼zÀ�ÌSÃ
Æ2È2À�À�Î�Ó	Áz¼�Ò	È	È�IOØ	L!Ø2I�Ê,¿�Ë2½'Ä'¼ÚÙ�Û�Ü�Ý	¼!¾2¿�Â2Î�Á�¿zÇ	Â2¿zÏÚÞßÃ�Ó8¼zº�¿zÁ�Î�Ù à�Ü�ØM]SË2½mË2È	Â2Î�Ï	Â	×6ÖÚ¿z¾2Î�Ó8¼�Á�¿zÓ2¿zÃ
Õ�Áz¼pÁ�Î�ÊT¼�Á�È	Ä'¼Úºz×6Ë�¼pÓ8¼�Å�Ã�È	Áz¼mÃmÓ8¼zº�¿zÁz¼�ÖáÙ â�ã'ä�Ü�ØSFåÅ�¼�Æ�¼�Ç2Î�¿z¾	Á�È2ÊT¼�Ë2Ì�Â2¿zÍ�¿æÃ�¿�À�À�Áz¼�Â2¿zÃzË8Î�Â	È	½ç¿z¾'è
Á�È2ÊT¼�Ë2Ì�Â	×HÎ�Ê,Î�Á�¿�Æ2×cÈ	»!Ñ�Á�À�½éÀ�Ó8¼�Å�ÑÚÆ	Ë2½éÃ�À�Î}ÖéÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	ÏéÈ	ÅPÆ�¼�Â	Â2¿zÍ�¿pÄ'Ë�¼zÀ�À�¼=È�ÃpÕ�Á�¿�ÊêÀ�Ê4×HÀ}Ë8Î
Æ�¼�Â	Â8¼�½ëÅ�¼�Æ�¼�Ç8¼�È'Æ8Î�Ï	Â2¿ÉÃ�¿�À�Ö#¿�Æ2È	ÁÔÄëÓ8¼zº�¿zÁz¼zÊYL!ØsN�Ø4ìJ¿�Ë8Ê,¿zÍ�¿zÓ2¿zÃ#¼Ôâ�í�èîÖgÍ�Í}ØÔ¾	Ó2¿zïPË8¿zÍ�¿ÉÃ�Î�Ä'¼
¿mÂ8¼�Ö#¿�ð�Æ8Î�Â	È	ÈÔÂ8¼�È'Ë2Ñ�Ç	ï�Î�Í�¿m¾2¿�Æ2¾	Ó2¿�À�Á�Ó8¼�Â2À�Á�Ã#¼�À�Ó2Î}Æ2È�Ã�À�Î}Öé¾2¿�Æ2¾	Ó2¿�À�Á�Ó8¼�Â2À�Á�Ã�ÐJÈ	Ä�À�È	Ó2¿zÃ#¼�Â	Â2¿zÏ
Ó8¼�Å�Ê,Î�Ó	Â2¿�À�Á�È�Ý�¾	Ó	È2º�Ë2È	ð�¼�ñO»�Î�Í�¿OÆ�¼�Â	Â	×1Ï�Ä'Ë�¼zÀ�À�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Ï�Ø4[§¼zÊ,Î�Á�È2Ê1Ý�Ç	Á�¿OÀ�Á�¿zÇ	Ä	È!Å�Ó2Î�Â	È	½P¾	Ó	È'è
Ë8¿�ð!Î�Â	È	ÏÉÃ�¾2¿�Ë2Â2ÎPÎ�À�Á�Î�À�Á�Ã�Î�Â	Â2¿æÀ�Ç	È	Áz¼�Á�Ì2Ý8Ç	Á�¿pÊ4×òÈ2Ê,Î�Î�ÊáÆ8Î}Ë8¿=Â2ÎPÀSÈ	Â'Æ2È	Ã�È'Æ2Ñ#¼�Ë2Ì�Â	×HÊêÕ�Ë8Î�Ê,Î�Â'è
Á�¿�Ê1ÝA¼�Ë2È	ï!ÌmÀS¾	Ó2Î}Æ8À�Áz¼�Ã�È	Á�Î}Ë8Î�Ê Â2Î�Ä�¿zÁ�¿zÓ2¿zÍ�¿æÀ�Î�Ê,Î�Ï2À�Á�Ã#¼'ØdFWÆ�¼�Â	Â2¿zÏ�Ó8¼zº�¿zÁ�ÎPÓ2Î�ï�¼zÎ�Á�À�½�Å�¼�Æ�¼�Ç8¼
¿éÂ8¼�È'Ë2Ñ�Ç	ï�Î�ÊcÃ�¿�À�À�Áz¼�Â2¿zÃzË8Î�Â	È	ÈóÓ2Î�ï�Î�Â	È	½gÅ�¼�Æ�¼�Ç	Èg]PÈ	Ó	È'Ö�Ë8ÎmÆ	Ë2½çÃ�Î�Ó�Ö'Â2Î�Ïá¾2¿�Ë2Ñ�¾'Ë8¿�À�Ä�¿�À�Á�ÈóÂ8¼
¾	Ó#½	Ê,¿zÏ�Ý2¾8¼�Ó8¼�Ë	Ë8Î}Ë2Ì�Â2¿zÏ�¿�À�È�¼zº�À�Ò	È2À�ÀSÃpÊ,Î�Á�Ó	È	Ä�Î

L2
¾2¿�Â2Î�Á�¿zÇ	Â2¿=Å�¼�Æ�¼�Â	Â2¿�Ê4ÑÚ¾	Ó2Î�¿�ºzÓ8¼�Å�¿zÃ#¼�Â	È	ñ

ôPÑ�Ó	Ì�ÎJÍ�Ó8¼�Â	È	Ç	Â2¿zÏ�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È�Ý	¿z¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë8Î�Â	Â2¿zÏ�Â8¼�¿�À�È�¼zº�À�Ò	È2À�À�Ø

@8CPõÚu8ö�÷�r	¸su8v8ø§rÉù#r#·Tr#ús¹

baÑ�À�Á�Ì
r
ÞûÂ8¼�Á�Ñ�Ó8¼�Ë2Ì�Â2¿�Î!Ç	È2À}Ë8¿	ØJGOº�¿zÅ�Â8¼�Ç	È2ÊêÇ2Î�Ó2Î�Å

W r
2 (R)

À�¿�º�¿�Ë8Î�Ã�À�Ä	È	ÏÉÄ'Ë�¼zÀ�À!ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Ï
Â8¼!¾	Ó#½	Ê,¿zÏ

W r
2 (R) =

{
f(·) ∈ L2(R) : f

(r−1)(·) ∈ LAC(R),
∥∥∥f (r)(·)

∥∥∥
L2(R)

6 1

}
,

Í�Æ8Î
LAC(R)

¿�º�¿zÅ�Â8¼�Ç8¼zÎ�ÁéÊ4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã�¿éÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	ÏÉÂ8¼
R
Ý�¼zº�À�¿�Ë2ñOÁ�Â2¿æÂ2Î�¾	Ó2Î�Ó	×1Ã�Â	×6Ö�Â8¼pÄ'¼�ð�Æ8¿�Ê

Ä�¿zÂ2Î�Ç	Â2¿�Êü¿zÁ�Ó2Î�Å�Ä�Î�Ø

ý
© þ�ÿ������ {}xzy��2|���y��§¤zwM¤
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baÑ�À�Á�Ì
∆
Þ ¿z¾2Î�Ó8¼�Á�¿zÓÔQP¼�¾'Ë�¼zÀ�¼æÂ8¼m¾'Ë8¿�À�Ä�¿�À�Á�È

R
2 È f(·) ∈ W r

2 (R)
Ø!V4¼zÀ�À�Ê,¿zÁ�Ó	È2ÊåÅ�¼�Æ�¼�Ç	Ñ

]PÈ	Ó	È'Ö�Ë8Î��
{
∆u(x, y) = 0, (x, y) ∈ R

2, y > 0,

u(·, 0) = f(·),
� Û
	

Å�¼�Ä'Ë2ñOÇ8¼�ñO»!Ñ�ñaÀ�½æÃ�Â8¼�Ö#¿�ð�Æ8Î�Â	È	È�Í�¼�Ó2Ê,¿zÂ	È	Ç2Î�À�Ä�¿zÏ�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È
u(·, ·) Ã�Ã�Î�Ó�Ö'Â2Î�ÏÚ¾2¿�Ë2Ñ�¾'Ë8¿�À�Ä�¿�À�Á�È�ÝÆ	Ë2½çÄ�¿zÁ�¿zÓ2¿zÏ

f(·) ½'ÃzË2½	Î�Á�À�½çÍ�Ó8¼�Â	È	Ç	Â2¿zÏáÐJÑ�Â	Ä	Ò	È2Î�Ï�Ø�bJ¿�À}Ë8Î}Æ2Â2Î�Îm¾2¿zÂ	È2ÊT¼zÎ�Á�À�½gÁz¼�Ä�� u(·, y) →
f(·) ¾	Ó	È y → 0

ÃpÊ,Î�Á�Ó	È	Ä�Î
L2(R)

Ø
VsÎ�ï�Î�Â	È2Î�ÊêÕ�Á�¿zÏ�Å�¼�Æ�¼�Ç	È�Ý�Ä'¼�Ä�Ö#¿zÓ2¿zï�¿pÈ	Å�Ã�Î�À�Á�Â2¿ � À�Ê1Ø�Ý8Â8¼�¾	Ó	È2Ê,Î�Ó�Ý4Ù ��Ü	}Ý8½'ÃzË2½	Î�Á�À�½éÈ	Â	Á�Î�Í�Ó8¼�Ë

baÑ#¼zÀ�À�¿zÂ8¼

u(x, y) =

∫

R

P (x− t, y)f(t) dt,
� à�	

Í�Æ8Î
P (x, y) = y

π(x2+y2)

Ø
baÑ�À�Á�Ì

Y > 0
Ø=I�Áz¼�Ã�È	Á�À�½ÔÅ�¼�Æ�¼�Ç8¼Ú¿æÂ8¼�È'Ë2Ñ�Ç	ï�Î�ÊWÃ�¿�À�À�Áz¼�Â2¿zÃzË8Î�Â	È	ÈëÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È

u(·, Y )
Þ Ó2Î}è

ï�Î�Â	È	ÈWÅ�¼�Æ�¼�Ç	Èê]PÈ	Ó	È'Ö�Ë8Î�Â8¼Ô¾	Ó#½	Ê,¿zÏ
y = Y

Þ ¾2¿gÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»�Î�ÏWÈ	Â2ÐS¿zÓ2ÊT¼�Ò	È	È��ÔÂ8¼g¿zÁ�Ó2Î�Å�Ä�Î
[−σ, σ] Ý σ > 0

È	Å�Ã�Î�À�Á�Â2¿ç¾	Ó2Î�¿�ºzÓ8¼�Å�¿zÃ#¼�Â	È2ÎÔôPÑ�Ó	Ì�Î
F [f ](·) ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È f(·) Ë2È2º�¿ÔÁ�¿zÇ	Â2¿	Ý�Ë2È2º�¿¾	Ó	È2º�Ë2È	ð!Î�Â	Â2¿mÃpÊ,Î�Á�Ó	È	Ä�Î

L2([−σ, σ])
Ý8Á�Ø8Î�ØTÈ	Å�Ã�Î�À�Á�Â8¼pÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½

g(·) ∈ L2([−σ, σ])
Áz¼�Ä'¼�½§Ý8Ç	Á�¿

‖F [f ](·)−g(·)‖L2([−σ,σ]) 6 δ
Ý�Í�Æ8Î

δ > 0
� À}Ë2Ñ�Ç8¼�Ï

δ = 0
À�¿�¿zÁ�Ã�Î�Á�À�Á�Ã�Ñ�Î�ÁSÁ�¿zÇ	Â2¿�Ê4ÑPÅ�Â8¼�Â	È	ñ

F [f ](·)Â8¼
[−σ, σ] 	}Øs]SË2½ÚÑ�Æ8¿�º�À�Á�Ã#¼�ºzÑ�Æ8Î�ÊóÀ�Ç	È	Áz¼�Á�Ì2Ý2Ç	Á�¿=ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½ g(·) = 0

Ã�Â2ÎS¿zÁ�Ó2Î�Å�Ä'¼
[−σ, σ] Ø[§¼�Æ�¼�Ç8¼�¿z¾	Á�È2ÊT¼�Ë2Ì�Â2¿zÍ�¿éÃ�¿�À�À�Áz¼�Â2¿zÃzË8Î�Â	È	½

u(·, Y )
¾2¿ÚÑ�Ä'¼�Å�¼�Â	Â2¿zÏçÈ	Â2ÐS¿zÓ2ÊT¼�Ò	È	ÈÔ¾2¿zÂ	È2ÊT¼zÎ�Á�À�½

À}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»!È2Êê¿�ºzÓ8¼�Å�¿�Ê1ØHQJñaº�¿�ÎP¿zÁ�¿�ºzÓ8¼�ð!Î�Â	È2Î
m : L2 ([−σ, σ]) → L2(R)

Â8¼�Å�×1Ã#¼zÎ�Á�À�½��������������
� ������������� �� ����!#"8Ý8¼!Ã�Î}Ë2È	Ç	È	Â8¼

e(Y,W r
2 (R), δ, σ,m) = sup

f(·)∈W r
2 (R),

g(·)∈L2([−σ,σ]),

‖F [f ](·)−g(·)‖L2([−σ,σ])6δ

‖u(·, Y )−m(g(·))(·)‖L2(R)

Þ%$���&(')��*���������+�,-�����������
m
Ø

RTÀ}Ë2È
δ = 0

Ý'Á�¿�Õ�Á�¿�Å�¼�¾	È2À�×1Ã#¼zÎ�Á�À�½�Áz¼�Ä��

e(Y,W r
2 (R), 0, σ,m) = sup

f(·)∈W r
2 (R)

‖u(·, Y )−m(F [f ](·))(·)‖L2(R).

NS¼zÀæÈ	Â	Á�Î�Ó2Î�À�Ñ�Î�ÁçÊ,Î�Á�¿�ÆMÝ�Â8¼éÄ�¿zÁ�¿zÓ2¿�ÊY¾2¿zÍ�Ó2Î�ï!Â2¿�À�Á�ÌÔ¾	Ó	È	Â	È2ÊT¼zÎ�ÁçÊ4È	Â	È2ÊT¼�Ë2Ì�Â2¿�ÎÚÅ�Â8¼�Ç2Î�Â	È2Î�Ø
KM¿zÇ	Â2Î�ÎSÍ�¿zÃ�¿zÓ#½§Ý2Â8¼zÀJÈ	Â	Á�Î�Ó2Î�À�Ñ�Î�ÁpÃ�Î}Ë2È	Ç	È	Â8¼

E(Y,W r
2 (R), δ, σ) = inf

m : L2([−σ,σ])→L2(R)
e(Y,W r

2 (R), δ, σ,m),

Ä�¿zÁ�¿zÓ8¼�½áÂ8¼�Å�×1Ã#¼zÎ�Á�À�½.$���&(')��*���������+�,/��$���!#�0�  +�����&1� � ������������� �� ����!#"ÔÈáÁ�ÎÚÊ,Î�Á�¿�Æ2× m̂
ÝTÂ8¼

Ä�¿zÁ�¿zÓ	×6Ö�Â	È	ð�Â	½'½ÚÍ�Ó8¼�Â	Ì�Æ8¿�À�Á�È	Í�¼zÎ�Á�À�½§Ý8Á�Ø2Î�Ø

E(Y,W r
2 (R), δ, σ) = e(Y,W r

2 (R), δ, σ, m̂).

Ks¼�Ä	È2ÎHÊ,Î�Á�¿�Æ2×üÊ4×áÂ8¼�Å�×1Ã#¼zÎ�Ê2��$���!#�0�  +���34�0!������������5�0! � ������������� �� ����!#"76�������8#!09:!�';!=<  ��Ø
NS¼�ï�Î�ÏmÒ2Î}Ë2Ì�ñ ½'ÃzË2½	Î�Á�À�½p¾2¿�À�Á�Ó2¿�Î�Â	È2Îa¿z¾	Á�È2ÊT¼�Ë2Ì�Â	×6ÖmÊ,Î�Á�¿�Æ8¿zÃ�Ã�¿�À�À�Áz¼�Â2¿zÃzË8Î�Â	È	½æÈ=Â8¼�Ö#¿�ð�Æ8Î}è

Â	È2ÎSÀ�¿�¿zÁ�Ã�Î�Á�À�Á�Ã�Ñ�ñO»�Î�Ïé¾2¿zÍ�Ó2Î�ï!Â2¿�À�Á�È�¿z¾	Á�È2ÊT¼�Ë2Ì�Â2¿zÍ�¿=Ã�¿�À�À�Áz¼�Â2¿zÃzË8Î�Â	È	½§Ø
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� C	�Éu8q4t�
�,¹sqsu8v8ø§r�u8ö�¸su8v8¸su���uÔqs¶�ù�
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��¶#u8qs¶�tOrAC
1) �  2����� δ > 0

5�+�-�� ���=0 -�� "M���!$ - ����� - 0A���2��������$ -��z- 
 - ��������$ - 
��A��$	���Ô��������z�
;��#"����'�A�d�2�������P
��#�

E(Y,W r
2 (R), δ, σ) =

√
δ21 +

e−2Y σ

σ2r
, δ21 = δ2/2π.

;����æ��� � - ���2�����"��2� - ���1 	$	���	�	�
a1(·)

$��
R
����� - � * ��� -

∣∣∣∣a1(ξ)−
1

1 + e−2Y σ(ξ/σ)2r

∣∣∣∣
2

6
e−2Y σ(ξ/σ)2r

(1 + e−2Y σ(ξ/σ)2r)2

×
(
e2Y |ξ|(1 + e−2Y σ(ξ/σ)2r)− 1

)
,
�����æ0 5 
 5

ξ ∈ [−σ, σ],

�	�	$A���	$	/1�ü$A��0#"M��"�/1
�$	/1� - 0A��"���� - "
Λa1 : L2 ([−σ, σ]) → L2(R)

* �M���A����
� ����!�	�ó
 - �}"�������
�1 #"��'�d0 - 0#"���
��	�� 

F [Λa1g(·)](ξ) = a1(ξ)g(ξ)e
−Y |ξ|,

�'
���������� � - 0A���2��������$	/H�ê����� - � - � 5
2)
�6���	�

δ = 0
* � - 0 -�� "M���!$ - ����� - 0A���2��������$ -��z- 
 - ��������$ - 
��A��$	������������z�Ú;��#"����'�A�a�2�������


��#��!

E (Y,W r
2 (R), σ) =

e−Y σ

σr
.

;����æ��� � - ���2�����"��2� - ���1 	$	���	�	�
a2(·)

$��
R
����� - � * ��� -

|a2(ξ)− 1| 6 (ξ/σ)r · e−Y σ,
�����æ0 5 
 5

ξ ∈ [−σ, σ],
�	�	$A���	$	/1�ü$A��0#"M��"�/1
�$	/1� - 0A��"���� - "

Λa2 : L2 ([−σ, σ]) → L2(R)
* �M���A����
� ����!�	�ó
 - �}"�������

�1 #"��'�d0 - 0#"���
��	�� 
F [Λa2g(·)](ξ) = a2(ξ)g(ξ)e

−Y |ξ|,

�'
���������� � - 0A���2��������$	/H�ê����� - � - � 5
]!¿zÄ'¼�Å�¼�Á�Î}Ë2Ì�À�Á�Ã�¿p¾	Ó	È	Ã�Î}Æ8Î�ÊóÃpÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»!È'ÖmÆ2Ã�Ñ#Öæ¾8¼�Ó8¼�Í�Ó8¼zÐP¼�Ö§Ø

" C	#%$s¶#¸sø§r�ö�¸s¹Mù�
'&su���qs¶)(�¸su8ö�÷'¹üu�&s÷'¹4tOr���8¸su���u�v8u8ö�ö�÷�r	¸su8v��,¶#¸s¹+*

Û�ØObaÑ�À�Á�Ì
u (·, Y )

ÞûÓ2Î�ï�Î�Â	È2Î!Å�¼�Æ�¼�Ç	Èé]PÈ	Ó	È'Ö�Ë8Î
(1)

È
m
Þû¾	Ó2¿zÈ	Å�Ã�¿�Ë2Ì�Â	×1ÏÔÊ,Î�Á�¿�ÆÔÃ�¿�À�À�Áz¼�è

Â2¿zÃzË8Î�Â	È	½§Ø�V4¼zÀ�À�Ê,¿zÁ�Ó	È2ÊüÕ�Ä�À�Á�Ó2Î�ÊT¼�Ë2Ì�Â	Ñ�ñ Å�¼�Æ�¼�Ç	Ñ)�

‖u (·, Y )‖L2(R)
→ max, f(·) ∈W r

2 (R), ‖F [f ] (·)‖L2([−σ,σ]) 6 δ.
� â�	

GOº�¿zÅ�Â8¼�Ç	È2ÊüÎ�ÎJÅ�Â8¼�Ç2Î�Â	È2ÎSÇ2Î�Ó2Î�Å
S
Ý	Á�Ø	Î�Ø

S = sup
f(·)∈W r

2 (R)
‖F [f ](·)‖L2([−σ,σ])6δ

‖u(·, Y )‖L2(R).
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bJ¿zÄ'¼�ð!Î�Ê1ÝMÇ	Á�¿æ¾2¿zÍ�Ó2Î�ï!Â2¿�À�Á�Ìé¿z¾	Á�È2ÊT¼�Ë2Ì�Â2¿zÍ�¿�Ã�¿�À�À�Áz¼�Â2¿zÃzË8Î�Â	È	½ÔÂ2Î�Ê,Î�Â	Ì�ï�Î�Å�Â8¼�Ç2Î�Â	È	½�Õ�Á�¿zÏ�Å�¼�è
Æ�¼�Ç	È��

E (Y,W r
2 (R), δ, σ) > S

Ø�GdÒ2Î�Â	È2ÊüÀ�Ã�Î�Ó�Ö'ÑÚÊT¼�Ä�À�È2Ê4È	Å�È	Ó	Ñ�Î�Ê4×1Ï�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È2¿zÂ8¼�Ë�Ã
(3)

�

2‖u(·, Y )‖L2(R) = ‖u(·, Y )−m(0) − (−u(·, Y )−m(0))‖L2(R)

6 ‖u(·, Y )−m(0)‖L2(R) + ‖ − u(·, Y )−m(0)‖L2(R))

6 2 sup
f(·)∈W r

2 (R),
‖F [f ](·)‖L2([−σ,σ])6δ

‖u(·, Y )−m(0)‖L2(R)

6 2 sup
f(·)∈W r

2 (R),
g(·)∈L2([−σ,σ]),

‖F [f ](·)−g(·)‖L2([−σ,σ])6δ

‖u (·, Y )−m (g(·))‖L2(R)
= 2e (Y,W r

2 (R), δ, σ,m) .

Ks¼�Ä	È2Êü¿�ºzÓ8¼�Å�¿�Ê1Ý ‖u(·, Y )‖L2(R) 6 e (Y,W r
2 (R), δ, σ,m) .bJÎ�Ó2Î}Ö#¿�Æ2½ À}Ë8Î�Ã#¼_ÄßÃ�Î�Ó�Ö'Â2Î�Ï Í�Ó8¼�Â	È\¾2¿òÃ�À�Î�Ê ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½	Ê

f(·) ∈ W r
2 (R)

ÝmÁz¼�Ä	È2Ê1ÝÚÇ	Á�¿
‖F [f ] (·)‖L2([−σ,σ]) 6 δ

ÝH¼ÔÀ�¾	Ó8¼�Ã#¼�ÄóÂ	È	ð�Â2Î�ÏêÍ�Ó8¼�Â	Èü¾2¿ÔÃ�À�Î�Ê?Ê,Î�Á�¿�Æ�¼zÊ
m : L2 ([−σ, σ]) →

L2(R)
Ý'¾2¿�Ë2Ñ�Ç	È2Ê �

E (Y,W r
2 (R), δ, σ) > sup

f(·)∈W r
2 (R)

‖F [f ](·)‖L2([−σ,σ])6δ

‖u(·, Y )‖L2(R),

Á�Ø2Î�Ø

E (Y,W r
2 (R), δ, σ) > S.

à'ØSNS¼�Ï'Æ8Î�ÊWÅ�Â8¼�Ç2Î�Â	È2Î�Ã�Î}Ë2È	Ç	È	Â	×
S
ØSKs¼�ÄÉÄ'¼�Ä

F [u(·, Y )](·) = e−Y |ξ| · F [f ](·) � À�Ê1Ø�ÝAÂ8¼�¾	Ó	È'èÊ,Î�Ó�Ý�Ù ��Ü	}Ý'Á�¿�À�¿zÍ�Ë�¼zÀ�Â2¿�Á�Î�¿zÓ2Î�Ê,ÎSbOË�¼�Â	ï�Î�Ó2Î}Ë2½ÚÄ	Ã#¼�Æ2Ó8¼�Á=Å�Â8¼�Ç2Î�Â	È	½ÚÅ�¼�Æ�¼�Ç	È �
3
	�Ó8¼�Ã�Î�Â�Å�Â8¼�Ç2Î�Â	È	ñ

À}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»�Î�Ï�Å�¼�Æ�¼�Ç	È��

1

2π

∫

R

e−2Y |ξ| · |F [f ](ξ)|2 dξ → max,

1

2π

∫

R

χ(−σ,σ)(ξ)|F [f ] (ξ) |2dξ 6
δ2

2π
,

1

2π

∫

R

ξ2r|F [f ] (ξ) |2 dξ 6 1,

� �#	

Í�Æ8Î
χ(−σ,σ)(·)

ÞiÖ�¼�Ó8¼�Ä	Á�Î�Ó	È2À�Á�È	Ç2Î�À�Ä'¼�½òÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½üÈ	Â	Á�Î�Ó	Ã#¼�Ë�¼
(−σ, σ) Ø_NJÎ�Á�Ó	Ñ�Æ2Â2¿g¾2¿zÄ'¼�Å�¼�Á�Ì2ÝÇ	Á�¿�Õ�Áz¼�Å�¼�Æ�¼�Ç8¼�Â2ÎaÈ2Ê,Î�Î�ÁpÓ2Î�ï�Î�Â	È	½§ØTbJ¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ�Ý8ÐS¿zÓ2ÊT¼�Ë2Ì�Â2¿�Å�¼zÊ,Î�Â	½'½

dµ (ξ) = 1
2π |F [f ](ξ)|2 dξ

Ý
Ó8¼zÀ�À�Ê,¿zÁ�Ó	È2ÊYº�¿�Ë8Î�ÎÚ¿�ºz»!Ñ�ñ Å�¼�Æ�¼�Ç	ÑgÂ8¼�¾	Ó2¿zÈ	Å�Ã�¿�Ë2Ì�Â	×6Öá¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â	×6Öóº�¿zÓ2Î}Ë8Î�Ã�À�Ä	È'ÖóÊ,Î�Ó8¼�Ö
Â8¼�¾	Ó#½	Ê,¿zÏ ��� Ó8¼zÀ�ï!È	Ó2Î�Â	È2Î��mÅ�¼�Æ�¼�Ç	È

(4)
	��

∫

R

e−2Y |ξ| dµ(ξ) → max,

∫

R

χ(−σ,σ)(ξ) dµ(ξ) 6 δ21 ,

∫

R

ξ2r dµ(ξ) 6 1, δ21 =
δ2

2π
.

� ��	

â'ØSV4¼zÀ�À�Ê,¿zÁ�Ó	È2ÊåÃ�Â8¼�Ç8¼�Ë8Î�À}Ë2Ñ�Ç8¼�Ï�Ý§Ä�¿zÍ�Æ�¼mÈ	Â2ÐS¿zÓ2ÊT¼�Ò	È	½ÉÅ�¼�Æ�¼�Â8¼mÂ2Î�Á�¿zÇ	Â2¿
(δ > 0)

ØSNS¼�Ï'Æ8Î�Ê
Å�Â8¼�Ç2Î�Â	È2Î � Ó8¼zÀ�ï!È	Ó2Î�Â	Â2¿zÏ��mÅ�¼�Æ�¼�Ç	È

(5)
Ø���Ñ�Æ8Î�ÊáÓ2Î�ï�¼�Á�Ì=Ó8¼�Ã�Â2¿�À�È'Ë2Ì�Â	Ñ�ñcÅ�¼�Æ�¼�Ç	ÑÚÂ8¼�Ê4È	Â	È2Ê4Ñ'Ê �

−
∫

R

e−2Y |ξ|dµ(ξ) → min,

∫

R

χ(−σ,σ)(ξ)dµ(ξ) 6 δ21 ,

∫

R

ξ2rdµ(ξ) 6 1.
� � 	
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� Á�¿�Ã�×1¾	Ñ�Ä'Ë�¼�½ÚÅ�¼�Æ�¼�Ç8¼'Ø6I�¿�À�Áz¼�Ã�È2ÊüÎ�ÎSÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	ñòQP¼�Í�Ó8¼�Â	ð�¼=�

L (dµ (ξ) , λ1, λ2)

= −
∫

R

e−2Y |ξ| dµ (ξ) + λ1



∫

R

χ(−σ,σ)(ξ) dµ (ξ)− δ21


+ λ2



∫

R

ξ2rdµ (ξ)− 1




=

∫

R

(
−e−2Y |ξ| + λ1χ(−σ;σ)(ξ) + λ2ξ

2r
)
dµ (ξ)−

(
λ1δ

2
1 + λ2

)
.

bJ¿JÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê,ÎOìS¼�Ó	Ñ�ï�¼OÞYìaÑ�Â8¼aÞYKs¼�Ä�Î�Ó8¼ � À�Ê1Ø�Ý#Â8¼�¾	Ó	È2Ê,Î�Ó�ÝAÙ�Û�í�Ü	}Ý#Î�À}Ë2ÈmÀ�Ñ�»�Î�À�Á�Ã�Ñ�Î�ÁSÆ8¿z¾	Ñ�À�Á�È2ÊT¼�½
Ê,Î�Ó8¼

dµ̂ (·) Ã (6)
ÈÚÄ�¿zÕ�ÐSÐJÈ	Ò	È2Î�Â	Á�×

λ̂1
Ý
λ̂2
Áz¼�Ä	È2Î�Ý2Ç	Á�¿�Ã�×1¾2¿�Ë2Â	½'ñOÁ�À�½�Ñ�À}Ë8¿zÃ�È	½ �

a) λ̂1 > 0; λ̂2 > 0 �

b) λ̂1

(∫
R

χ(−σ,σ)(ξ) dµ (ξ)− δ21

)
= 0

Ý
λ̂2

(∫
R

ξ2rdµ (ξ)− 1

)
= 0 �

c) min
dµ(·)>0

L
(
dµ(·), λ̂1, λ̂2

)
= L

(
dµ̂ (·) , λ̂1, λ̂2

) Ý
Á�¿

dµ̂ (·) Þ\Ó2Î�ï�Î�Â	È2ÎJÅ�¼�Æ�¼�Ç	È � � 	}Ø��TÀ}Ë8¿zÃ�È2Î��
	�Ó8¼�Ã�Â2¿�À�È'Ë2Ì�Â2¿pÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»�Î�Ê4ÑmÂ2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã�Ñ)�

∫

R

(
−e−2Y |ξ| + λ̂1χ(−σ;σ)(ξ) + λ̂2ξ

2r
)
dµ (ξ)

>

∫

R

(
−e−2Y |ξ| + λ̂1χ(−σ;σ)(ξ) + λ̂2ξ

2r
)
dµ̂ (ξ),

À�¾	Ó8¼�Ã�Î}Æ	Ë2È	Ã�¿�Ê4ÑæÆ	Ë2½æË2ñaº�¿zÏ�Ê,Î�Ó	×
dµ(·) > 0

Ø
V4¼zÀ�À�Ê,¿zÁ�Ó	È2Êü¾2¿�Æ2×1Â	Á�Î�Í�Ó8¼�Ë2Ì�Â	Ñ�ñ?ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	ñ

q(ξ) = −e−2Y |ξ| + λ̂1χ(−σ;σ)(ξ) + λ̂2ξ
2r.

bJ¿�Ë8¿�ð�È2Ê
λ̂1 = 1

È
λ̂2 =

e−2Y σ

σ2r

ØTbaÓ	ÈÚÕ�Á�¿�ÊóÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½
q(ξ)

¾	Ó	È2Ê,Î�Á=Ã�È'Æ4�

q(ξ) =





1− e−2Y |ξ| + e−2Y σ
(

ξ
σ

)2r
, ξ ∈ (−σ;σ) ;

e−2Y σ

((
ξ
σ

)2r
− e−2Y (|ξ|−σ)

)
, ξ /∈ (−σ;σ) .

QSÎ�Í�Ä�¿!¾	Ó2¿zÃ�Î�Ó	È	Á�Ì2Ý	Ç	Á�¿!ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½
q(·) Ã�À�ñ6Æ2Ñ=Â2Î�¿zÁ�Ó	È	Ò8¼�Á�Î}Ë2Ì�Â8¼�Èæ¿�ºzÓ8¼�»�¼zÎ�Á�À�½æÃ!Â	Ñ�Ë2Ì!Ã!Á�¿zÇ	Ä'¼�Ö

ξ = 0
È
ξ = σ

� Á�Ø2Î�Ø
q (0) = 0

È
q (σ) = 0

	}Ø
baÑ�À�Á�Ì2Ý#Æ�¼�Ë8Î�Î�Ý

dµ̂(ξ) = Aδ (ξ) +Bδ (ξ − σ) ,
Í�Æ8Î

δ (ξ − ξ0)
ÞYÆ8Î}Ë2Ì�Áz¼�è�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½æÃ!Á�¿zÇ	Ä�Î

ξ0
Ø

UaÅJÑ�À}Ë8¿zÃ�È	Ï
∫

R

χ(−σ,σ)(ξ) : dµ̂ (ξ) = δ21 ,

∫

R

ξ2rdµ̂ (ξ) = 1,

Â8¼�Ö#¿�Æ2È2ÊóÄ�¿zÕ�ÐSÐJÈ	Ò	È2Î�Â	Á�×

A = δ21 , B =
1

σ2r
.

Ks¼�Ä	È2Ê ¿�ºzÓ8¼�Å�¿�Ê1ÝOÀ�Å�¼�Æ�¼�Â	Â	×HÊ4È
λ̂1
Ý
λ̂2

È
dµ̂(·) Ñ�À}Ë8¿zÃ�È	½ a)

Ý
b)
È
c)
Ã�×1¾2¿�Ë2Â2Î�Â	×SØß[�Â8¼�Ç	È	Á�Ý

dµ̂(ξ) = δ21 · δ(ξ) +
δ(ξ−σ)
σ2r

Þ\Ó2Î�ï�Î�Â	È2ÎJÅ�¼�Æ�¼�Ç
(5)
Ý
(6).
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bJ¿�Æ8À�Áz¼�ÃzË2½'½�Â8¼�Ï'Æ8Î�Â	Â2¿�Î�Ã�×1Ó8¼�ð!Î�Â	È2Î�Æ	Ë2½�Ê,Î�Ó	× ÃæÊT¼�Ä�À�È2Ê4È	Å�È	Ó	Ñ�Î�Ê4×1ÏëÐJÑ�Â	Ä	Ò	È2¿zÂ8¼�Ë�Å�¼�Æ�¼�è
Ç	È � ��	}Ý	Ã�×1Ç	È2À}Ë2È2ÊóÎ�ÎJÅ�Â8¼�Ç2Î�Â	È2Î

∫

R

e−2Y |ξ| dµ̂(ξ) = δ21 +
e−2Y σ

σ2r
.

� ��	

bJ¿zÂ	½'Á�Â2¿	ÝMÇ	Á�¿ÚÅ�Â8¼�Ç2Î�Â	È2ÎpÅ�¼�Æ�¼�Ç	È � �#	OÂ2Î=º�¿�Ë2Ì�ï�Î�Å�Â8¼�Ç2Î�Â	È	½çÎ�Î � Ó8¼zÀ�ï!È	Ó2Î�Â	È	½ ��ØmbJ¿zÄ'¼�ð!Î�Ê1Ý
Ç	Á�¿�Â8¼�À�¼zÊ,¿�ÊëÆ8Î}Ë8ÎS¿zÂ	È�À�¿zÃ�¾8¼�Æ�¼�ñOÁ�Ø

V4¼zÀ�À�Ê,¿zÁ�Ó	È2ÊêÀ�Î�Ê,Î�Ï2À�Á�Ã�¿pÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Ï
fn(·)

Ý	¾	Ó2Î�¿�ºzÓ8¼�Å�¿zÃ#¼�Â	È2Î�ôPÑ�Ó	Ì�ÎJÄ�¿zÁ�¿zÓ	×6ÖÚÈ2Ê,Î�Î�ÁpÃ�È'Æ4�

F [fn] (ξ) =





K1(n),
Î�À}Ë2È

ξ ∈ (0; 1/n) ;

K2(n),
Î�À}Ë2È

ξ ∈ (σ;σ + 1/n) ;

0,
È	Â8¼�Ç2Î

.

bJ¿�Ë8¿�ð�È2Ê
K2

1 (n) = 2πnδ21 , K
2
2 (n) = 2πn

1−δ21/n
2r

(σ+1/n)2r
.
QSÎ�Í�Ä�¿�¾	Ó2¿zÃ�Î�Ó	È	Á�Ì2Ý�Ç	Á�¿�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È

fn(·)Æ8¿z¾	Ñ�À�Á�È2Ê4×cÃpÅ�¼�Æ�¼�Ç2Î � �#	}Ød[�Â8¼�Ç2Î�Â	È2Î�ÊT¼�Ä�À�È2Ê4È	Å�È	Ó	Ñ�Î�Ê,¿zÍ�¿ÚÐJÑ�Â	Ä	Ò	È2¿zÂ8¼�Ë�¼=Ã � �#	6Â8¼�Õ�Á�È'ÖéÐJÑ�Â	Ä'è
Ò	È	½�Ö �

1

2π

∫

R

e−2Y |ξ||F [fn] (ξ) |2dξ =
1

2π

(
K2

1 (n)

1/n∫

0

e−2Y ξdξ +K2
2 (n)

σ+1/n∫

σ

e−2Y ξdξ

)

>
e−2Y/n

2πn

(
K2

1 (n) +K2
2 (n)e

−2Y σ
)
= e−2Y/n

(
δ21 +

1− δ21/n
2r

(σ + 1/n)2r
e−2Y σ

)
.

ZaÀ�Â2¿	Ý6Ç	Á�¿�Ã�Î}Ë2È	Ç	È	Â8¼çÀ�¾	Ó8¼�Ã#¼ÔÀ�Á�Ó2Î�Ê4È	Á�À�½üÄ
δ21 + e−2Y σ

σ2r

È�Ý�Á�Î�ÊYÀ�¼zÊ4×HÊ1Ý6Å�Â8¼�Ç2Î�Â	È	½üÅ�¼�Æ�¼�Ç � �#	
È � ��	aÀ�¿zÃ�¾8¼�Æ�¼�ñOÁ�ØmGdÁ�Ä	Ñ�Æ�¼ÚÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�Î�Á�ÝMÇ	Á�¿æÃ�À}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ�Â2Î�Á�¿zÇ	Â2¿ÚÅ�¼�Æ�¼�Â	Â2¿zÏÔÈ	Â2ÐS¿zÓ2ÊT¼�Ò	È	È

(δ > 0)
Ý

Å�Â8¼�Ç2Î�Â	È2ÎSÂ	È	ð�Â2Î�ÏéÍ�Ó8¼�Â	È	Ò	×ò¾2¿zÍ�Ó2Î�ï!Â2¿�À�Á�Èé¿z¾	Á�È2ÊT¼�Ë2Ì�Â2¿zÍ�¿pÃ�¿�À�À�Áz¼�Â2¿zÃzË8Î�Â	È	½

S =

√
δ21 +

e−2Y σ

σ2r
.

Ks¼�Ä	È2Êó¿�ºzÓ8¼�Å�¿�Ê1Ý2¾2¿zÄ'¼�Å�¼�Â2¿	Ý2Ç	Á�¿�Ã�À}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ
δ > 0

Æ	Ë2½æ¾2¿zÍ�Ó2Î�ï!Â2¿�À�Á�Èé¿z¾	Á�È2ÊT¼�Ë2Ì�Â2¿zÍ�¿=Ã�¿�À�À�Áz¼�è
Â2¿zÃzË8Î�Â	È	½éÀ�¾	Ó8¼�Ã�Î}Æ	Ë2È	Ã#¼=À}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»�¼�½Ú¿zÒ2Î�Â	Ä'¼=À�Â	È	Å�Ñ)�

E (Y,W r
2 (R), δ, σ) >

√
δ2

2π
+
e−2Y σ

σ2r
.

� ä�	

FWÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ�Ý	Ä�¿zÍ�Æ�¼�È	Â2ÐS¿zÓ2ÊT¼�Ò	È	½ÚÅ�¼�Æ�¼�Â8¼�Á�¿zÇ	Â2¿
(δ = 0)

Ý2¼�Â8¼�Ë8¿zÍ�È	Ç	Â	×HÎSÃ�×1Ä'Ë�¼�Æ2Ä	Èé¾	Ó	È	Ã�¿�Æ2½'Á
ÄéÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»�Î�Ê4ÑmÓ2Î�Å�Ñ�Ë2Ì�Áz¼�Á�Ñ)�

S =
e−Y σ

σr
,

È�Ý	Á�Î�ÊáÀ�¼zÊ4×HÊ1Ý

E (Y,W r
2 (R), σ) >

e−Y σ

σr
.

� ��	

� C	#%$s¶#¸sø§rÉö�v8¶#q�� 
 &su���qs¶)(�¸su8ö�÷'¹üu�&s÷'¹4tOr���8¸su���u
v8u8ö�ö�÷�r	¸su8v��,¶#¸s¹+*ü¹üu�&s÷'¹4tOr���8¸���¶�tO¶#÷'u�·��

��Ñ�Æ8Î�ÊáÈ2À�Ä'¼�Á�Ìm¿z¾	Á�È2ÊT¼�Ë2Ì�Â	×HÎPÊ,Î�Á�¿�Æ2×_À�Ó2Î}Æ2ÈéÊ,Î�Á�¿�Æ8¿zÃpÃ�È'Æ�¼=�

m (g (·)) = Λg (·) , � Û�í�	
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Í�Æ8Î
Λ : L2 ([−σ, σ]) → L2 (R)

Þ Ë2È	Â2Î�Ï	Â	×1ÏWÂ2Î�¾	Ó2Î�Ó	×1Ã�Â	×1Ïå¿z¾2Î�Ó8¼�Á�¿zÓ�ÝHÆ8Î�Ï2À�Á�Ã�È2Î�Ä�¿zÁ�¿zÓ2¿zÍ�¿
Ã=¿�ºzÓ8¼�Å�¼�Ö�ôPÑ�Ó	Ì�ÎJÈ2Ê,Î�Î�Á=Ã�È'Æ4�

F [Λg(·)](ξ) = a(ξ)g(ξ)e−Y |ξ|, a(·) ∈ L∞([−σ, σ]). � Û�Û
	

Û�ØÉF�Â8¼�Ç8¼�Ë8ÎmÈ2À�À}Ë8Î}Æ2Ñ�Î�Ê À}Ë2Ñ�Ç8¼�ÏgÂ2Î�Á�¿zÇ	Â2¿ÉÅ�¼�Æ�¼�Â	Â2¿zÏëÈ	Â2ÐS¿zÓ2ÊT¼�Ò	È	È
(δ > 0)

ØÉV4¼zÀ�À�Ê,¿zÁ�Ó	È2Ê
Õ�Ä�À�Á�Ó2Î�ÊT¼�Ë2Ì�Â	Ñ�ñ Å�¼�Æ�¼�Ç	Ñ)�

‖u (·, Y )−m (g) (·, Y )‖L2(R)
→ max, ‖F [f ](·)− g(·)‖L2([−σ,σ]) 6 δ,

∥∥∥f (r) (·)
∥∥∥
L2(R)

6 1.

baÓ	È2Ê,Î�Â	½'½æÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê4ÑæbOË�¼�Â	ï�Î�Ó2Î}Ë2½§Ý	¾2¿�Ë2Ñ�Ç	È2Ê1Ý'Ç	Á�¿!Ä	Ã#¼�Æ2Ó8¼�Á=Å�Â8¼�Ç2Î�Â	È	½æÕ�Á�¿zÏÚÅ�¼�Æ�¼�Ç	È�Ó8¼�Ã�Î�ÂÚÅ�Â8¼�è
Ç2Î�Â	È	ñ À}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»�Î�ÏÚÅ�¼�Æ�¼�Ç	È��

1

2π

∫

R

|e−Y |ξ| (F [f ] (ξ)− a(ξ)g(ξ)) |2dξ → max,

1

2π

σ∫

−σ

|F [f ] (ξ)− g(ξ)|2dξ 6 δ21 ,
1

2π

∫

R

ξ2r|F [f ] (ξ) |2dξ 6 1.

baÑ�À�Á�Ì
λ1 > 0

Ý
λ2 > 0

Þ Â2Î�Ä�¿zÁ�¿zÓ	×HÎ�¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â	×HÎÉÇ	È2À}Ë�¼'ØcGdÒ2Î�Â	È2ÊßÀ�Ã�Î�Ó�Ö'Ñó¾2¿�Æ2×1Â	Á�Î}è
Í�Ó8¼�Ë2Ì�Â2¿�ÎSÃ�×1Ó8¼�ð!Î�Â	È2ÎPÃpÊT¼�Ä�À�È2Ê4È	Å�È	Ó	Ñ�Î�Ê,¿�ÊWÐJÑ�Â	Ä	Ò	È2¿zÂ8¼�Ë8Î�Ý2È2À�¾2¿�Ë2Ì�Å�Ñ�½�Â2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã�¿mìJ¿zï!ÈÚÞ
��Ñ�Â	½'Ä�¿zÃ�À�Ä�¿zÍ�¿ �

∣∣∣e−Y |ξ| (F [f ] (ξ)− a(ξ)g(ξ))
∣∣∣
2

=
∣∣∣e−Y |ξ| (F [f ] (ξ)− a(ξ)F [f ](ξ) + a(ξ)F [f ](ξ)− a(ξ)g(ξ))

∣∣∣
2

= e−2Y |ξ| |(1− a(ξ))F [f ] (ξ) + a(ξ) (F [f ] (ξ)− g(ξ))|2

= e−2Y |ξ|

∣∣∣∣
1− a(ξ)√
λ2ξr

√
λ2ξ

r
F [f ] (ξ) +

a(ξ)√
λ1

√
λ1 (F [f ] (ξ)− g(ξ))

∣∣∣∣
2

6 e−2Y |ξ|

( |1− a(ξ)|2
λ2ξ2r

+
|a(ξ)|2
λ1

)(
λ2ξ

2r |F [f ] (ξ)|2 + λ1 |F [f ] (ξ)− g(ξ)|2
)
.

GOº�¿zÅ�Â8¼�Ç	È2Ê

S (ξ) = e−2Y |ξ|

( |1− a(ξ)|2
λ2ξ2r

+
|a(ξ)|2
λ1

)
, ξ ∈ [−σ, σ] .

baÑ�À�Á�Ì
A = ess supξ∈[−σ,σ] S (ξ)

Ø,KM¿zÍ�Æ�¼�Â8¼�¿zÁ�Ó2Î�Å�Ä�Î
[−σ, σ] À�¾	Ó8¼�Ã�Î}Æ	Ë2È	Ã#¼=À}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»�¼�½Ú¿zÒ2Î�Â	Ä'¼=�

1

2π

σ∫

−σ

∣∣∣e−Y |ξ| (F [f ] (ξ)− a(ξ)g(ξ))
∣∣∣
2
dξ

6
A

2π

σ∫

−σ

(
λ2ξ

2r|F [f ] (ξ) |2 + λ1 |F [f ] (ξ)− g(ξ)|2
)
dξ

6
λ2A

2π

σ∫

−σ

ξ2r |F [f ] (ξ)|2 dξ + λ1Aδ
2
1 .
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RTÀ}Ë2È
ξ ∈ R\ [−σ, σ] Ý'Á�¿ g(ξ) = 0

Ý	¾2¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ�Ý	Ñ�Ç	È	Á�×1Ã#¼�½§Ý2Ç	Á�¿ |ξ/σ| > 1
Ý	Ê,¿�ð!Î�ÊüÅ�¼�¾	È2À�¼�Á�Ì

1

2π

∫

R\[−σ,σ]

∣∣∣e−Y |ξ| (F [f ] (ξ)− a(ξ)g(ξ))
∣∣∣
2
dξ

=
1

2π

∫

R\[−σ,σ]

∣∣∣e−Y |ξ|
F [f ] (ξ)

∣∣∣
2
dξ 6

e−2Y σ

2πσ2r

∫

R\[−σ,σ]

ξ2r |F [f ] (ξ)|2 dξ.

I�Ä'Ë�¼�Æ2×1Ã#¼�½�Õ�Á�È�Â2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã#¼'Ý2¾2¿�Ë2Ñ�Ç	È2Êó¿zÒ2Î�Â	Ä	ÑæÂ8¼�Ã�À�Î�Ïé¿�À�È

1

2π

∫

R

∣∣∣e−Y |ξ| (F [f ] (ξ)− a(ξ)g(ξ))
∣∣∣
2
dξ

6
λ2A

2π

σ∫

−σ

ξ2r |F [f ] (ξ)|2 dξ + e−2Y σ

2π · σ2r
∫

R\[−σ,σ]

ξ2r |F [f ] (ξ)|2 dξ + λ1Aδ
2
1 .

F6À�ÎJÃ�×1ï�Î�À�Ä'¼�Å�¼�Â	Â2¿�Î!À�¾	Ó8¼�Ã�Î}Æ	Ë2È	Ã�¿�Æ	Ë2½æ¾	Ó2¿zÈ	Å�Ã�¿�Ë2Ì�Â	×6Öé¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â	×6ÖéÇ	È2À�Î}Ë
λ1
È
λ2
Ø

baÑ�À�Á�ÌåÁ�Î�¾2Î�Ó	Ì
λ̂1 = 1

Ý
λ̂2 = e−2Y σ/σ2r

Ø ]!¿z¾2¿�Ë2Â	È	Á�Î}Ë2Ì�Â2¿å¾2¿zÁ�Ó2Î�ºzÑ�Î�Ê1Ý=Ç	Á�¿�ºz×
A =

ess supξ∈[−σ,σ] S (ξ) 6 1
Ø,KM¿zÍ�Æ�¼'Ý8Ñ�Ç	È	Á�×1Ã#¼�½ÚÇ	Á�¿

1

2π

∫

R

ξ2r|F [f ] (ξ) |2dξ 6 1,

¾2¿�Ë2Ñ�Ç	È2Ê

1

2π

∫

R

∣∣∣e−Y |ξ| (F [f ] (ξ)− a(ξ)g(ξ))
∣∣∣
2
dξ 6

λ2
2π

∫

R

ξ2r |F [f ] (ξ)|2 dξ + δ21 6
e−2Y σ

σ2r
+ δ21 .

� Û�à�	

Ks¼�Ä	È2Êç¿�ºzÓ8¼�Å�¿�Ê1Ý�Î�À}Ë2ÈmÊ,Î�Á�¿�ÆmÃ�¿�À�À�Áz¼�Â2¿zÃzË8Î�Â	È	½
m
Ñ�Æ8¿zÃzË8Î�Á�Ã�¿zÓ#½	Î�ÁPÑ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê

(10)
ã
(11)

Ý'¾	Ó	È	Ç2Î�Ê
A = ess supξ∈[−σ,σ] S (ξ) 6 1

Ý	Á�¿!Æ	Ë2½�Î�Í�¿�¾2¿zÍ�Ó2Î�ï!Â2¿�À�Á�È�À�¾	Ó8¼�Ã�Î}Æ	Ë2È	Ã#¼p¿zÒ2Î�Â	Ä'¼

e(Y,W r
2 (R), δ, σ,m) 6

√
δ21 +

e−2Y σ

σ2r
.

� Û�â�	

� Áz¼�¿zÒ2Î�Â	Ä'¼�À�¿zÃ�¾8¼�Æ�¼zÎ�Á=À�¿PÅ�Â8¼�Ç2Î�Â	È2Î�ÊáÂ	È	ð�Â2Î�ÏæÍ�Ó8¼�Â	È	Ò	× ¾2¿zÍ�Ó2Î�ï!Â2¿�À�Á�È�¿z¾	Á�È2ÊT¼�Ë2Ì�Â2¿zÍ�¿�Ã�¿�À�À�Áz¼�è
Â2¿zÃzË8Î�Â	È	½

(8)
Ø

à'Ø,baÓ2¿�¼�Â8¼�Ë2È	Å�È	Ó	Ñ�Î�Ê1Ý2Ä'¼�Ä�¿�ÎJÑ�À}Ë8¿zÃ�È2ÎaÂ8¼!ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	ñ
a(ξ)

Â8¼�Ä'Ë�¼�Æ2×1Ã#¼zÎ�Á=Á�Ó2Î�º�¿zÃ#¼�Â	È2Î
S (ξ) 6

1
Ý
ξ ∈ [−σ, σ] ØTUJÊ,Î�Î�Ê1Ý2Ã�×6Æ8Î}Ë2½'½Ú¾2¿�Ë2Â	×1Ï�Ä	Ã#¼�Æ2Ó8¼�Á�Ý

S (ξ) = e−2Y |ξ|

( |1− a(ξ)|2
λ2ξ2r

+
|a(ξ)|2
λ1

)

= e−2Y |ξ|

(
λ1 + λ2ξ

2r

λ1λ2ξ2r

∣∣∣∣a(ξ)−
λ1

λ1 + λ2ξ2r

∣∣∣∣
2

+
1

λ1 + λ2ξ2r

)
6 1.

GdÁ�Ä	Ñ�Æ�¼
∣∣∣∣a(ξ)−

λ1
λ1 + λ2 ξ2r

∣∣∣∣
2

6
λ1λ2ξ

2r
((
λ1 + λ2ξ

2r
)
e2Y |ξ| − 1

)

(λ1 + λ2ξ2r)2
.
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bJ¿�Æ8À�Áz¼�Ã�È2ÊüÃ�×HºzÓ8¼�Â	Â	×HÎSÂ8¼zÊ4È�Ó8¼�Â2Î�ÎJÅ�Â8¼�Ç2Î�Â	È	½
λ̂1 = 1

È
λ̂2 =

e−2Y σ

σ2r

�

∣∣∣∣a(ξ)−
1

1 + (ξ/σ)2re−2Y σ

∣∣∣∣
2

6
e−2Y σ(ξ/σ)2r

((
1 + e−2Y σ(ξ/σ)2r

)
e2Y |ξ| − 1

)

(1 + e−2Y σ(ξ/σ)2r)2
.

ITË8Î}Æ8¿zÃ#¼�Á�Î}Ë2Ì�Â2¿	Ý	Î�À}Ë2ÈmÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½
a(·) Ñ�Æ8¿zÃzË8Î�Á�Ã�¿zÓ#½	Î�Á!Æ�¼�Â	Â2¿�Ê4Ñ=À�¿�¿zÁ�Â2¿zï�Î�Â	È	ñ�Ý�Á�¿JÆ	Ë2½�¾2¿zÍ�Ó2Î�ïPèÂ2¿�À�Á�ÈéÀ�¿�¿zÁ�Ã�Î�Á�À�Á�Ã�Ñ�ñO»�Î�Í�¿pÊ,Î�Á�¿�Æ�¼�Ã�¿�À�À�Áz¼�Â2¿zÃzË8Î�Â	È	½�À�¾	Ó8¼�Ã�Î}Æ	Ë2È	Ã#¼=¿zÒ2Î�Â	Ä'¼

(13)
Ø

â'Ø KMÎ�¾2Î�Ó	Ìê¾2Î�Ó2Î�Ï'Æ8Î�ÊûÄ_À}Ë2Ñ�Ç8¼�ñ Á�¿zÇ	Â2¿óÅ�¼�Æ�¼�Â	Â2¿zÏòÈ	Â2ÐS¿zÓ2ÊT¼�Ò	È	È
(δ = 0)

Ø LdÂ8¼�Ë8¿zÍ�È	Ç	Â2¿
¾	Ó2Î}Æ2×6Æ2Ñ�»�Î�Ê4ÑÚÀ}Ë2Ñ�Ç8¼�ñ_Ó8¼zÀ�À�Ê,¿zÁ�Ó	È2ÊüÕ�Ä�À�Á�Ó2Î�ÊT¼�Ë2Ì�Â	Ñ�ñ Å�¼�Æ�¼�Ç	Ñ)�

‖u (·, Y )−m (g) (·, Y )‖L2(R)
→ max,

∥∥∥f (r) (·)
∥∥∥
L2(R)

6 1, F [f ](·) = g(·) Æ	Ë2½Ú¾�Ø Ã2Ø
ξ ∈ [−σ, σ] .

baÓ	È2Ê,Î�Â	½'½æÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê4ÑæbOË�¼�Â	ï�Î�Ó2Î}Ë2½§Ý	¾2¿�Ë2Ñ�Ç	È2Ê1Ý'Ç	Á�¿!Ä	Ã#¼�Æ2Ó8¼�Á=Å�Â8¼�Ç2Î�Â	È	½æÕ�Á�¿zÏÚÅ�¼�Æ�¼�Ç	È�Ó8¼�Ã�Î�ÂÚÅ�Â8¼�è
Ç2Î�Â	È	ñ À}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»�Î�ÏÚÅ�¼�Æ�¼�Ç	È��

1

2π

∫

R

|e−Y |ξ| (F [f ] (ξ)− a(ξ)g(ξ)) |2dξ → max,

F [f ](·) = 0
Æ	Ë2½Ú¾�Ø Ã2Ø

ξ ∈ [−σ, σ] , 1

2π

∫

R

ξ2r |F [f ] (ξ)|2 dξ 6 1.

� Û��#	

GdÒ2Î�Â	È2ÊóÊT¼�Ä�À�È2Ê4È	Å�È	Ó	Ñ�Î�Ê4×1Ï�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È2¿zÂ8¼�ËMØTKs¼�ÄéÄ'¼�Ä
g (·) = 0

Ý
ξ ∈ R\[−σ, σ] È Y > 0

Ý	Á�¿

1

2π

∫

R

e−2Y |ξ| |F [f ] (ξ)− a(ξ)g(ξ)|2

=
1

2π

σ∫

−σ

e−2Y |ξ| · |a(ξ)− 1|2 |F [f ] (ξ)|2 dξ + 1

2π

∫

R\[−σ,σ]

e−2Y |ξ| |F [f ] (ξ)|2 dξ

6
1

2π

σ∫

−σ

|a(ξ)− 1|2 |F [f ] (ξ)|2 dξ + e−2Y σ

2πσ2r

∫

R\[−σ,σ]

ξ2r |F [f ] (ξ)|2 dξ.

bJ¿zÁ�Ó2Î�ºzÑ�Î�Ê1Ý2Ç	Á�¿�ºz×òÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½
a(·) Ñ�Æ8¿zÃzË8Î�Á�Ã�¿zÓ#½�Ë�¼pÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»�Î�Ê4ÑmÑ�À}Ë8¿zÃ�È	ñ��

|a(ξ) − 1|2 6 e−2Y σ(ξ/σ)2r, ξ ∈ [−σ, σ] .
KM¿zÍ�Æ�¼�Â2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã�¿=¾	Ó	È2Ê,Î�ÁpÃ�È'Æ

1

2π

∫

R

e−2Y |ξ| |F [f ] (ξ)− a(ξ)g(ξ)|2 6 e−2Y σ

2πσ2r

∫

R

ξ2r |F [f ] (ξ)|2 6 e−2Y σ

σ2r
.

[�Â8¼�Ç	È	Á�Ý8Î�À}Ë2ÈéÊ,Î�Á�¿�Æ�Ã�¿�À�À�Áz¼�Â2¿zÃzË8Î�Â	È	½
m
Ñ�Æ8¿zÃzË8Î�Á�Ã�¿zÓ#½	Î�ÁmÑ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê

(10)
ã
(11)

Ý�¾	Ó	È	Ç2Î�Ê

|a(ξ) − 1|2 6 e−2Y σ(ξ/σ)2r, ξ ∈ [−σ, σ] ,
Á�¿

e(Y,W r
2 (R), σ,m) 6

e−2Y σ

σ2r
.
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bJ¿�Ë2Ñ�Ç2Î�Â	Â8¼�½ç¿zÒ2Î�Â	Ä'¼éÀ�Â2¿zÃ#¼�À�¿zÃ�¾8¼�Æ�¼zÎ�ÁÉÀ�¿ÚÅ�Â8¼�Ç2Î�Â	È2Î�ÊòÂ	È	ð�Â2Î�ÏgÍ�Ó8¼�Â	È	Ò	×?¾2¿zÍ�Ó2Î�ï!Â2¿�À�Á�Èë¿z¾	Á�È'è
ÊT¼�Ë2Ì�Â2¿zÍ�¿=Ã�¿�À�À�Áz¼�Â2¿zÃzË8Î�Â	È	½

(8)
Ø

F���âOÆ8¿zÄ'¼�Å�¼�Â2¿	Ý'Ç	Á�¿JÆ	Ë2½�¾2¿zÍ�Ó2Î�ï!Â2¿�À�Á�Èæ¿z¾	Á�È2ÊT¼�Ë2Ì�Â2¿zÍ�¿!Ã�¿�À�À�Áz¼�Â2¿zÃzË8Î�Â	È	½æÀ�¾	Ó8¼�Ã�Î}Æ	Ë2È	Ã�× À}Ë8Î}è
Æ2Ñ�ñO»!È2ÎJ¿zÒ2Î�Â	Ä	È�À�Â	È	Å�Ñ)�

E (Y,W r
2 (R), δ, σ) >

√
δ21 +

e−2Y σ

σ2r
, δ > 0,

E (Y,W r
2 (R), σ) >

e−Y σ

σr
, δ = 0.

F����=¾2¿zÄ'¼�Å�¼�Â2¿	Ý2Ç	Á�¿=Î�À}Ë2ÈéÊ,Î�Á�¿�Æ
m
È2Ê,Î�Î�Á=Ã�È'Æ

m (g (·)) = Λg (·) ,
Í�Æ8Î

Λ : L2 ([−σ, σ]) → L2 (R)
Þ Ë2È	Â2Î�Ï	Â	×1Ï Â2Î�¾	Ó2Î�Ó	×1Ã�Â	×1Ïå¿z¾2Î�Ó8¼�Á�¿zÓ�Ý1Æ8Î�Ï2À�Á�Ã�È2ÎÉÄ�¿zÁ�¿zÓ2¿zÍ�¿

Ãp¿�ºzÓ8¼�Å�¼�Ö�ôPÑ�Ó	Ì�ÎaÈ2Ê,Î�Î�Á=Ã�È'Æ4�

F [Λg (·)](ξ) = a(ξ)g(ξ)e−Y |ξ|,

ÈéÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½
a(ξ)

Ñ�Æ8¿zÃzË8Î�Á�Ã�¿zÓ#½	Î�ÁæÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»!È2ÊáÑ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê �

a (·) ∈ L∞ ([−σ, σ]) ,
∣∣∣∣a(ξ)−

1

1 + (ξ/σ)2r · e−2Y σ

∣∣∣∣
2

6
e−2Y σ(ξ/σ)2r

((
1 + e−2Y σ(ξ/σ)2r

)
e2Y |ξ| − 1

)

(1 + e−2Y σ(ξ/σ)2r)2
, δ > 0;

|a(ξ)− 1| 6 e−Y σ(ξ/σ)r,
Î�À}Ë2È

δ = 0,
Á�¿!¾2¿zÍ�Ó2Î�ï!Â2¿�À�Á�ÌpÀ�¿�¿zÁ�Ã�Î�Á�À�Á�Ã�Ñ�ñO»�Î�Í�¿�Ê,Î�Á�¿�Æ�¼!Â2ÎO¾	Ó2Î�Ã�×1ï�¼zÎ�Á�Áz¼�Ä	È'Öæð!ÎOÃ�Î}Ë2È	Ç	È	ÂÚÈæÁ�Î�ÊëÀ�¼zÊ4×HÊ
¿zÂé¿z¾	Á�È2ÊT¼�Ë8Î�Â�Ø

baÓ	È	Ã�Î}Æ8Î�Êó¾	Ó	È2Ê,Î�Ó�¿z¾	Á�È2ÊT¼�Ë2Ì�Â2¿zÍ�¿pÊ,Î�Á�¿�Æ�¼'Ø
Û�Ø�ITË2Ñ�Ç8¼�Ï�Â2Î�Á�¿zÇ	Â2¿�Å�¼�Æ�¼�Â	Â2¿zÏéÈ	Â2ÐS¿zÓ2ÊT¼�Ò	È	È

(δ > 0) .f�¿�ð�Â2¿ç¾2¿zÄ'¼�Å�¼�Á�Ì2Ý6Ç	Á�¿çÊ,Î�Á�¿�ÆWÃ�È'Æ�¼
(10)

ã
(11)

Ý�Í�Æ8Î
a (ξ) = 1

1+(ξ/σ)2r ·e−2Y σ

Ý
ξ ∈ [−σ, σ] ÝÑ�Æ8¿zÃzË8Î�Á�Ã�¿zÓ#½	Î�ÁmÃ�À�Î�ÊáÁ�Ó2Î�ºzÑ�Î�Ê4×HÊóÑ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê1ØTKM¿zÍ�Æ�¼

F [m(g)] (ξ) =

{
e−Y |ξ|·g(ξ)

1+(ξ/σ)·e−2Y σ , ξ ∈ [−σ, σ] ;
0, ξ /∈ [−σ, σ] .

FêÕ�Á�¿�ÊóÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎJÃ�¿�À�À�Áz¼�Â2¿zÃzË8Î�Â	Â2¿�Î!Ó2Î�ï�Î�Â	È2ÎJÈ2Ê,Î�Î�Á=Ã�È'Æ4�

u (x, Y ) =
1

2π

σ∫

−σ

e−Y |ξ| · g (ξ)
1 + (ξ/σ)2r · e−2Y σ

eiξx dξ,

Í�Æ8Î
C = 1

1+(ξ/σ)2r ·e−2Y σ

Þ À�Í�Ë�¼�ð�È	Ã#¼�ñO»!È	ÏÉÊ4Â2¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì2Ø
à'Ø�ITË2Ñ�Ç8¼�Ï�Á�¿zÇ	Â2¿�Å�¼�Æ�¼�Â	Â2¿zÏéÈ	Â2ÐS¿zÓ2ÊT¼�Ò	È	È

(δ = 0) .ôPÑ�Â	Ä	Ò	È	½
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u (x, Y ) =
1

2π

σ∫

−σ

e−Y |ξ|g (ξ) eiξxdξ.
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