
���������	�	��
��	��
����	�	�������������������������	�	���! #"�$����
%'&�(�)�*,+�- � (�.�* ��/10� 2��� (�*,3547628�9'.'8

:�;=<?>A@�B�CED	F�>

GIHKJMLKN5LPOAQKRSJMLKTKTKL?U1JMR,VXW�RMJMQKYZV
W�RMU1JMLKTKR�[�HKLXV?\^]P_�RM`5Ja]PL 1

b?C�c=C,dfe#g7h	ikjmlon7p

qsrut�vxwxy�zX{uw�|�}�~uz���tP��|�t����������u��t����u�m��wx���2w������o����������t�yx}�r���r����x�u�����a�	��~�~���|uz���w�������t�r���t��uyx���o�=r����
�7t��uw��x�o�s�2z�y�r��u����t�y�r�z����2z�r����o����r�}�{�{�t��Z���������x|u���k��t������Z}�y�w�~��uz����uz����uz���wxy�wxr��o�Zr�z���}�|���yxt�y�w��
 ��^¡x¢^��|��uwxrut�¡'qP��t�~uz���yx��z	����{uwx�2w���t�y�z�|��x�uw���w�r�z���}�|���yxt�yxt7{uw�|�}�~uz���tA��|�t����������u��t����u�ky�r�z����2z�r����o���uz�}������
�2w�£u}�|u��r����o�1�2z�y�r���~uz��������^t�|���z�vxrX����¡

¤^¥	¦¨§'©�ªu«5©5¬�¥	­uªu®#¯�w�£u�uwxr�w�£u�uwxz�r��u�7t��uw���w��	�uw���wxwxvxrut����uzx��t�|���z�vxrut���������r�}�{�{�to������y�r�z����2z�r���t��Mt�|���z�vxrut
������|uz���w�������t�r���t��uyx��t��^r��u�7t��uw���t��2z�y�r��u��t�����r����x�u����t��	��~�~���¡

@7CP°±p7eu²Me#³k´keµ´an7¶�³kn7p7³kn7·¸ike�¹�º�»,¼'½�h	½

¾X¿	À±À	Á�Â�Ã2Ä�Å	À	Àm¿	À2ÆMÇ�Å2ÈuÉ�Ê5ËmÆ�Å2ÈuÌ�È�È�Íu¿7Ç�Á�À	Î=Á�Å7Ç�Å	À2Ä1ÈuÌ�¿7Ç�Å	À	Ã2Ä�Å	À	Î=Å7Ç^À'ËÐÏ	¿	À	É�À	Á�Å	Â!Ñ2ÈuÁ�É�È�Ò2Ó�Ô
Ä�ÕÖÑ2È�Ò2Â�Ã	À	Õ�×ÖÉ#Ç�ØmÅ	Â�ÙÚÀ	Å2ÛPÈu¿2ÆMÇ�Ü	À	Ù?È�Ì�Ä�È�Æ,Ä�Õ�¿	À	Ã2Ä�Ý�Ï�È�Æ�ÀµÕ�ÈuÑ2È�Ò7ÈuÌ�À	Ã2Ä�Ý�Ï�È�ÆÞÝ�Õ�¿2È�Ä�Å	À	ÀßÀ2Ý�ÝxÒ7ÄxÔ
à Â�Ä�Æ�Ê5Ë�Æ�Å2ÈuÌ�È�È�Íu¿7Ç�Á�À	Î�á G à Å2ÈuÎ�À	ÁÖÉ#Ç�ØmÅ	Ê5Ë�Ë�Ç�¿7Ç�Ï	Õ�Ä�¿	À2Ý�Õ�À	ÏâÏ	¿	À	É�À	Á�Å	ÊãÓ'ÉuÒ2Ó	Ä�Õ�Ý�Ó�Ï	¿	À	É�À	Á�Å7Ç
J À	Ã	Ã	À�ä�ÀßÝ�Â�å±Ä�Ý�Õ�É�Â�Ä�Õ�Ü2ÄxÒ2Ê1Î�¿#Ó à ÈuÕ�Ï	¿	Ê1Õ�Ê5ËµÑ	¿2È�Í�Ò7Ä�Æ1äoÝ�É�Ó'Á�Ç�Å	Å	Ê5ËßÝPÅ2Ä�ÎâæçÍ�È�Ò7Ä�Ä!Ñ2È à ¿2È�ÍuÅ	Â�Ù
À	Å2ÛPÈu¿2ÆMÇ�Ü	À	ÙèÑ2ÈÐé�Õ�ÈuÎÖÑ	¿2È�Í�Ò7Ä�ÆMÇ�Õ�À	Ï�ÄPÆ,È�ØmÅ2È±Å7Ç�Î	Õ�À�ä�Å7Ç�Ñ	¿	À2Æ,Ä�¿�ä'É�ê ë�ìAÀßê í�ìçîxá G à Å2ÈuÎ�À	Á�ÕuÇ�Ï	À'Ë
Ñ	¿2È�Í�Ò7Ä�Æ�Ó'ÉuÒ2Ó	Ä�Õ�Ý�ÓÖÁ�Ç à Ç�Ã7Ç!ÈuÑ	¿2Ä à ÄxÒ7Ä�Å	À	Ó�É�ÈuÁ�Æ,È�ØmÅ	Ê5ËÖÁ�Å7Ç�Ã2Ä�Å	À	ÎïÝ�À	Ì�Å7Ç�Õ�Â�¿	ÊðÏ	¿	À	É�À	Á�Å	Ê J À	Ã	Ã	À
À	Å	É#Ç�¿	À7Ç�Å	Õ�Å	Ê5ËµÆ,Ä�Õ�¿	À	ÏïÅ7Ç±Á�Ç à Ç�Å	Å2È�ÆaÈ à Å2Èu¿2È à Å2È�ÆaÑ	¿2È�Ý�Õ�¿7Ç�Å2Ý�Õ�É�ÄÖê ñ'ä7ò�ä�ó�ë�ì�á

V Èu¿2Èuô±ÈXÀ	Á�É�Ä�Ý�Õ�Ä�Å=¿#Ó à Ñ	¿	À	Å	Ü	À	Ñ	À7Ç�Ò2×�Å	Ê5Ë=¿2Ä�Á�Â�Ò2×�ÕuÇ�Õ�ÈuÉÐÉKé�Õ�È�Æ�Å7Ç�Ñ	¿7Ç�ÉuÒ7Ä�Å	À	À�ê õ'äuö2ä	ó�óxì�á Q Ç�Ô
Ñ	¿	À2Æ,Ä�¿�ä�÷ÐØïá W À'Ò2Å2Èu¿�É�¿7ÇuÍ�ÈuÕ�Ä�êøó�ë�ì1ÈuÑ	¿2Ä à ÄxÒ2À'ÒâÉ�ÈuÁ�Æ,È�ØmÅ	Ê¨Ä�Ý�À	Ì�Å7Ç�Õ�Â�¿	ÊùÈuÑ2Ä�¿7Ç�Õ�Èu¿7Ç J À	Ã	Ã	À
Ò7Ä�É�ÈuÀ	Å	É#Ç�¿	À7Ç�Å	Õ�Å	Ê5Ë�¿	À2ÆMÇ�Å2ÈuÉ�Ê5Ë�Æ,Ä�Õ�¿	À	Ï�Å7ÇÖÉ�Ý�ÄxË�Ì�¿	Â�Ñ	Ñ7Ç�Ë ] À�¿7Ç�Á�Æ,Ä�¿	Å2È�Ý�Õ�À�ä�Å2Ä!Ñ	¿2Ä�É�Ê1ômÇ�Ù^Ô
å±Ä�ÎâÕ�¿2ÄxËoá N Ý�ÕuÇ�Õ�×�Ó�Ë�ê ñ	äMò�ì \ á _ á H ¿2Ä�ÆkÒ7Ä�É�À¸úûá _ á Q À	Ï�ÈuÅ2Èu¿2ÈuÉZÑ2È�Ò2Â�Ã	À'Ò2ÀSÇ�Å7Ç�Ò7ÈuÌ�À	Ã	Å	Ê1Î
¿2Ä�Á�Â�Ò2×�ÕuÇ�Õ à Ò2ÓfÌ�¿	Â�Ñ	Ñ ] Àï¿7Ç�Á�Æ,Ä�¿	Å2È�Ý�Õ�ÀµÃ2Ä�Õ�Ê1¿2Ä�á

] Ä�É�ÈuÀ	Å	É#Ç�¿	À7Ç�Å	Õ�Å	Ê¨Ä�¿	À2ÆMÇ�Å2ÈuÉ�ÊüÆ,Ä�Õ�¿	À	Ï	À�Å7ÇfÌ�¿	Â�Ñ	Ñ7Ç�Ë ] ÀZÂ à È�ÍuÅ2ÈµÀ2Ý�ÝxÒ7Ä à ÈuÉ#Ç�Õ�×�ÉµÕ�Ä�¿2Æ�À'Ô
Å7Ç�Ë�Ý�È�ÈuÕ�É�Ä�Õ�Ý�Õ�É�Â�Ù�å!À'Ë�Æ,Ä�Õ�¿	À	Ã2Ä�Ý�Ï	À'ËsÇ�Ò2Ì�Ä�Íu¿ ] ÀSæçÝ�Æ1á�Ñ2È à ¿2È�ÍuÅ2È�Ý�Õ�À�É�ýÖóm¿7ÇuÍ�ÈuÕ�Êþê ñ�ì�À'Ò2À�É
êøó�ä7ö7äAí�ìçîxäAÑ2Èué�Õ�È�Æ�ÂµÉ à Ç�Ò2×�Å2Ä�Î	ô±Ä�Æ�ÍuÂ à Ä�ÆSÀ2Ý�Ñ2È�Ò2×�Á�ÈuÉ#Ç�Õ�×fÀ2Æ,Ä�Å	Å2È�ÕuÇ�Ï�ÈuÎ�É#Ç�¿	À7Ç�Å	Õ�À	Á�Ò7È�Ø!Ä�Å	À	Óoá
G Ñ	¿2Ä à ÄxÒ7Ä�Å	À	ÓSÀðÈ�Í�Ý�Â�Ø à Ä�Å	À2ÄµÉ�Ý�ÄxËaÅ2Ä�È�Í�Ë#È à À2Æ�Ê5ËðÅ7ÇuÆ?É à Ç�Ò2×�Å2Ä�Î	ô±Ä�ÆãÀ	Á�Ò7È�Ø!Ä�Å	À	À�Ñ2ÈuÅ	Ó'Õ�À	Î
Æ,È�ØmÅ2È=Å7Ç�Î	Õ�À�ä	Å7Ç�Ñ	¿	À2Æ,Ä�¿�ä2Ém¿7ÇuÍ�ÈuÕ�Ä�ê ñ�ì�á

[ Ò7Ä à Â�Óµ¿7ÇuÍ�ÈuÕuÇuÆIê ñ'äAò�ì�ä7Ñ2È à Ý�À	Ì�Å7Ç�Õ�Â�¿2ÈuÎ�Ý�À2Æ,Æ,Ä�Õ�¿	À	Ã2Ä�Ý�Ï�ÈuÌ�ÈfÈuÑ2Ä�¿7Ç�Õ�Èu¿7Ç A ä à Ä�Î2Ý�Õ�É�Â�Ù�å±Ä�Ì�ÈÅ7Ç
n
Ô�Æ,Ä�¿	Å2È�ÆaÄ�É�Ï'Ò2À à ÈuÉ�È�Æ¸Ñ	¿2È�Ý�Õ�¿7Ç�Å2Ý�Õ�É�Ä�ä7Æ�ÊÞÑ2ÈuÅ	À2ÆMÇuÄ�Æ¸Â�Ñ2Èu¿#Ó à ÈuÃ2Ä�Å	Å	Ê1Î�Å7ÇuÍ�Èu¿

(sgn(λ1), sgn(λ2), . . . , sgn(λn)),
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Ì à Ä λ1 6 λ2 6 . . . 6 λn �
Ý�È�Í�Ý�Õ�É�Ä�Å	Å	Ê¨ÄfÁ�Å7Ç�Ã2Ä�Å	À	ÓâÈuÑ2Ä�¿7Ç�Õ�Èu¿7Ç

A
ä�Ç

sgn(x)
ÈuÁ�Å7Ç�Ã7ÇuÄ�Õ�Á�Å7Ç�Ï

æEÉ�Ä�å±Ä�Ý�Õ�É�Ä�Å	Å2ÈuÌ�È#î1Ã	À2ÝxÒ�Ç
x
á

R å±Ä!ÉÖ¿7ÇuÍ�ÈuÕ�Ä _ á
	KÄ�Å2Ý�Ä�Å7Ç�êøó�õ�ì,ÍuÊ5Ò7È à ÈuÏ'Ç�Á�Ç�Å2È	äoÃ	Õ�ÈÖÝ�Ï'Ç�Ò2Ó'¿	Å7Ç�ÓßÏ	¿	À	É�À	Á�Å7Ç�Ñ	¿2ÈuÀ	Á�É�È�Ò2×�Å2ÈuÎ
¿7Ç�Á�¿2Ä�ô!À2Æ,ÈuÎµÆ,Ä�Õ�¿	À	Ã2Ä�Ý�Ï�ÈuÎµÅ2Ä�Â�Å	À2Æ,È à Â�Ò2Ó'¿	Å2ÈuÎßÇ�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê ] ÀfÅ2Ä�Ñ2È�Ò7È�ØmÀ	Õ�ÄxÒ2×�Å7Ç'á N Õ�Ä�Èu¿2Ä�Æ,Ämó�á �
À	Á�¿7ÇuÍ�ÈuÕ�Ê�êøó�ë�ì#÷ÐØïá W À'Ò2Å2Èu¿ à ÈuÏ'Ç�Á�Ç�Ò�ä�Ã	Õ�È�Ý�Ï'Ç�Ò2Ó'¿	Å7Ç�Ó!Ï	¿	À	É�À	Á�Å7Ç^ÕuÇ�Ï�ÈuÎ=Æ,Ä�Õ�¿	À	Ã2Ä�Ý�Ï�ÈuÎ�Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê
] À�Ý�Õ�¿2ÈuÌ�È!ÈuÕ�¿	À	Ü7Ç�Õ�ÄxÒ2×�Å7Ç'á [ Ò7Ä à ÈuÉ#Ç�Õ�ÄxÒ2×�Å2È	ä2ÈuÑ2Ä�¿7Ç�Õ�Èu¿ J À	Ã	Ã	À�ÕuÇ�Ï�ÈuÎïÇ�Ò2Ì�Ä�Íu¿	ÊðÀ2Æ,Ä�Ä�Õ!Ñ2ÈÐÏ	¿7Ç�Î'Ô
Å2Ä�Î¸Æ,Ä�¿2Ä�È à Å2È�ÈuÕ�¿	À	Ü7Ç�Õ�ÄxÒ2×�Å2È�ÄïÝ�È�Í�Ý�Õ�É�Ä�Å	Å2È�ÄfÁ�Å7Ç�Ã2Ä�Å	À2Ä�á ` È�Ò7Ä�ÄÖÕ�ÈuÌ�È	äMÉßÕ�¿2ÄxË	Æ,Ä�¿	Å2È�Æ Å2Ä�Â�Å	À'Ô
Æ,È à Â�Ò2Ó'¿	Å2È�Æ?ÝxÒ2Â�Ã7ÇuÄïÈuÑ2Ä�¿7Ç�Õ�Èu¿ J À	Ã	Ã	ÀaÀ2Æ,Ä�Ä�Õ�Å2ÄfÆ,Ä�Å2Ä�Ä à É�Â#ËâÈuÕ�¿	À	Ü7Ç�Õ�ÄxÒ2×�Å	Ê5ËaÝ�È�Í�Ý�Õ�É�Ä�Å	Å	Ê5Ë
Á�Å7Ç�Ã2Ä�Å	À	Î�êøó�ë�ì�æ Ç�Å7Ç�Ò7ÈuÌ�À	Ã	Å	Ê1Îµ¿2Ä�Á�Â�Ò2×�ÕuÇ�Õ à Ò2Ó�Ã2Ä�Õ�Ê1¿2ÄxË	Æ,Ä�¿	Å2ÈuÌ�ÈÖÝxÒ2Â�Ã7Ç�Ó�Ñ2È�Ò2Â�Ã2Ä�ÅfÉm¿7ÇuÍ�ÈuÕ�Ä=ê ò�ì�ä
Ç à Ò2ÓïÇ�Ò2Ì�Ä�Íu¿ï¿7Ç�Á�Æ,Ä�¿	Å2È�Ý�Õ�À

6 6 �
É=¿7ÇuÍ�ÈuÕ�Ä=êøó���ìçîxá
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\ Ò2Ì�Ä�Íu¿7Ç ] À Q Ä�Å	Â�Ò7Ä�É�Ê¨ÄPÝ�Ï�È�ÍuÏ	À ] À �MÝxÒ7ÈuÉ�À	ÓfÅ7Ç±Ñ7Ç�¿7ÇuÆ,Ä�Õ�¿	Ê
3A1

A2 ⊕A1 [e1, e2] = e2
A3,1 [e2, e3] = e1
A3,2 [e1, e3] = e1

ä
[e2, e3] = e1 + e2

A3,3 [e1, e3] = e1
ä
[e2, e3] = e2

A3,4 [e1, e3] = e1
ä
[e2, e3] = −e2

Ap3,5 [e1, e3] = e1
ä
[e2, e3] = pe2 0 < |p| < 1

A3,6 [e1, e3] = −e2
ä
[e2, e3] = e1

Ap3,7 [e1, e3] = pe1 − e2
ä
[e2, e3] = e1 + pe2 p > 0

A3,8
[e1, e3] = −2e2

ä
[e1, e2] = e1,

[e2, e3] = e3

A3,9
[e1, e2] = e3

ä
[e2, e3] = e1,

[e3, e1] = e2

G Õ�Æ,Ä�Õ�À2Æ1ä^Ã	Õ�ÈZÀ2Ý�ÝxÒ7Ä à ÈuÉ#Ç�Å	À2ÄßÝ�À	Ì�Å7Ç�Õ�Â�¿	Ê ÈuÑ2Ä�¿7Ç�Õ�Èu¿7Ç J À	Ã	Ã	ÀðÕ�¿2ÄxË	Æ,Ä�¿	Å	Ê5ËðÆ,Ä�Õ�¿	À	Ã2Ä�Ý�Ï	À'Ë
Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿ ] À�Éïêøó�ë�ì�Ñ	¿2ÈuÉ�Ä à Ä�Å2ÈmÉ�Ä�Ý�×�ÆMÇ!Ñ2È à ¿2È�ÍuÅ2È=É±Â�Å	À2Æ,È à Â�Ò2Ó'¿	Å2È�Æ¸ÝxÒ2Â�Ã7ÇuÄXÀfÅ2Ä�Ý�Ï�È�Ò2×�Ï�È�Æ,Ä�Å2Ä�Ä
Ñ2È à ¿2È�ÍuÅ2È �

ÉPÅ2Ä�Â�Å	À2Æ,È à Â�Ò2Ó'¿	Å2È�Æ1á L Å2ÛPÈu¿2ÆMÇ�Ü	À	ÙÞÈKÉ�ÈuÁ�Æ,È�ØmÅ2È�Ý�Õ�À�¿2Ä�Ç�Ò2À	Á�Ç�Ü	À	À�Á�Ç à Ç�Å	Å2ÈuÎ�Ý�À	Ì�Ô
Å7Ç�Õ�Â�¿	ÊâÉKÏ'Ç�Ã2Ä�Ý�Õ�É�Ä^Ý�À	Ì�Å7Ç�Õ�Â�¿	Ê¸ÈuÑ2Ä�¿7Ç�Õ�Èu¿7Ç J À	Ã	Ã	À à Ò2Ó±Å2Ä�Ï�ÈuÕ�Èu¿2ÈuÌ�ÈÐÝ�Ï'Ç�Ò2Ó'¿	Å2ÈuÌ�ÈKÑ	¿2ÈuÀ	Á�É�Ä à Ä�Å	À	Ó
Å7Ç¨Á�Ç à Ç�Å	Å2ÈuÎ!Å2Ä�Â�Å	À2Æ,È à Â�Ò2Ó'¿	Å2ÈuÎ�Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿2Ä ] À!Ñ	¿	À!Ø!ÄxÒ�Ç�Å	À	ÀmÆ,È�ØmÅ2È^À	Á�ÉuÒ7Ä�Ã	×XÀ	Á�¿2Ä�Á�Â�Ò2×�ÕuÇ�Õ�ÈuÉ±ý2ö
Ñ	¿2ÈuÜ	À	Õ�À	¿2ÈuÉ#Ç�Å	Å2ÈuÎï¿7ÇuÍ�ÈuÕ�ÊPá Q ÈÐÑ2È�Ý�Ï�È�Ò2×�Ï	ÂÖé�Õ�È!Ý�ÈuÑ	¿#Ó'Ø!Ä�Å2ÈmÝ^¿#Ó à È�Æ�Å2Ä�Â à È�Í�Ý�Õ�É2ä2Ç�É�Õ�Èu¿ÖÑ2È�Ý�Ã	À'Ô
ÕuÇ�Ò�É�ÈuÁ�Æ,È�ØmÅ	Ê¨Æ�À�Å	Â�ØmÅ	Ê¨ÆZÑ	¿2ÈuÉ�Ä�Ý�Õ�ÀfÍ�È�Ò7Ä�Ä à Ä�ÕuÇ�Ò2×�Å2È�Ä�À2Ý�ÝxÒ7Ä à ÈuÉ#Ç�Å	À2Ä�ä'¿2Ä�Á�Â�Ò2×�ÕuÇ�Õ�Ê�Ï�ÈuÕ�Èu¿2ÈuÌ�È
Ý�È�Ý�ÕuÇ�ÉuÒ2Ó'Ù�ÕÖÝ�È à Ä�¿#Ø±Ç�Å	À2ÄÐÕ�Ä�Èu¿2Ä�Æ�ÊãóXÅ7ÇuÝ�Õ�È�Ó'å±Ä�Îï¿7ÇuÍ�ÈuÕ�ÊèÀfÓ'ÉuÒ2Ó'Ù�Õ�Ý�ÓfÂ�Õ�ÈuÃ	Å2Ä�Å	À	Ó	Æ�ÀµÝ�È�ÈuÕ�É�Ä�ÕuÔ
Ý�Õ�É�Â�Ù�å!À'Ë�¿2Ä�Á�Â�Ò2×�ÕuÇ�Õ�ÈuÉ=÷ÐØïá W À'Ò2Å2Èu¿7Ç'á

N ÈuÕ�Ò2À	Ã	À2Ä^ÈuÕ�êøó�ë�ì�ä�É à Ç�Å	Å2ÈuÎÖÝ�ÕuÇ�Õ�×�Ä¨Ñ2È�ÝxÒ7Ä à ÈuÉ#Ç�Õ�ÄxÒ2×�Å2È!¿7ÇuÝ�Ý�ÆMÇ�Õ�¿	À	É#Ç�Ù�Õ�Ý�Ó�É�Ý�Ä1Õ�¿2ÄxË	Æ,Ä�¿	Å	Ê¨Ä
Å2Ä�Â�Å	À2Æ,È à Â�Ò2Ó'¿	Å	Ê¨Ä�Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê ] À

g
ÝÖÜ2ÄxÒ2×�Ù ÈuÑ	¿2Ä à ÄxÒ7Ä�Å	À	ÓâÉ�ÈuÁ�Æ,È�ØmÅ	Ê5Ë¸Ý�À	Ì�Å7Ç�Õ�Â�¿¸ÈuÑ2Ä�¿7Ç�Õ�Èu¿7Ç

J À	Ã	Ã	À à Ò2Óf¿7Ç�Á�Ò2À	Ã	Å	Ê5Ë�Ý�Ï'Ç�Ò2Ó'¿	Å	Ê5ËµÑ	¿2ÈuÀ	Á�É�Ä à Ä�Å	À	ÎßÅ7Ç g á N ÕuÇuÍ�Ò2À	Ü2ÄÖóKÂ�Ï'Ç�Á�Ç�Å	Ê É�Ý�ÄPÉ�ÈuÁ�Æ,È�Ø±ÔÅ	Ê¨Ä�Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê ] À�¿7Ç�Á�Æ,Ä�¿	Å2È�Ý�Õ�À
3
æçÈ�Í�ÈuÁ�Å7Ç�Ã2Ä�Å	À	ÓfÇ�Ò2Ì�Ä�Íu¿ ] ÀÖÝ�ÈuÌ�Ò�ÇuÝ�ÈuÉ#Ç�Å	Ê�Ý^È�Í�ÈuÁ�Å7Ç�Ã2Ä�Å	À	Ó	Æ�À�À	Á

¿7ÇuÍ�ÈuÕmê ñ�ì'À�ê ò�ìçîxä�Ç¨É�ÕuÇuÍ�Ò2À	Ü2Ä1õ¨Â�Ï'Ç�Á�Ç�ÅmÝ�Ñ	À2Ý�ÈuÏ±É�ÈuÁ�Æ,È�ØmÅ	Ê5ËmÝ�À	Ì�Å7Ç�Õ�Â�¿mÝ�À2Æ,Æ,Ä�Õ�¿	À	Ã	Å2ÈuÌ�ÈKÈuÑ2Ä�¿7Ç�Õ�È�Ô
¿7Ç1É¨Õ�¿2ÄxË	Æ,Ä�¿	Å2È�Æ�Ä�É�Ï'Ò2À à ÈuÉ�È�Æ�Ñ	¿2È�Ý�Õ�¿7Ç�Å2Ý�Õ�É�Ä�á O ÇuÆ,Ä�Õ�À2Æ1äuÃ	Õ�È¨É¨ÕuÇuÍ�Ò2À	Ü2Ä�óMÅ2Ä�Â�Å	À2Æ,È à Â�Ò2Ó'¿	Å	Ê¨Æ�À
Ó'ÉuÒ2Ó'Ù�Õ�Ý�ÓfÉ=Õ�ÈuÃ	Å2È�Ý�Õ�À�Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê

A3,2
ä
A3,3

ä
Ap3,5

ä
Ap3,7

À
A2 ⊕A1

á



� �#"��	
��2
�$A���,���	�u���x"����	����"�$	/��	�����x"����������	���������u���x"
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�h	g	»,´��kh��

[ À	Ì�Å7Ç�Õ�Â�¿7Ç [ À	Ì�Å7Ç�Õ�Â�¿7Ç

1 (−,−,−) 6 (−,+,+)

2 (−,−, 0) 7 (0, 0, 0)

3 (−,−,+) 8 (0, 0,+)

4 (−, 0, 0) 9 (0,+,+)

5 (−, 0,+) 10 (+,+,+)

G Ý�Å2ÈuÉ�Å	Ê¨Æ¸¿2Ä�Á�Â�Ò2×�ÕuÇ�Õ�È�ÆaÅ7ÇuÝ�Õ�È�Ó'å±Ä�Îµ¿7ÇuÍ�ÈuÕ�ÊÞÓ'ÉuÒ2Ó	Ä�Õ�Ý�ÓïÝxÒ7Ä à Â�Ù�åmÇ�Ó

�e#n7ike�
�h @7C��^ 2�����

g �
$A��� - � - "����ð$A�� 	$	�2� - �2 �����"�$����I�x"����	����"�$����Þ�����u���x"���	X�

g
�2


��� ���	���	/
1
*
s �

0#" - �2
�
 - ����$����s������$����� #"��Ö�2
Ö��� ���	���	/
2
4f+�- �����

s
"������	�2
� 2��������
f�	����������
'�

������$����� #"�/ - 0A��"���� - "����,���	�u�±�����=$A��� - � - " - � - ���	������"�$ - � - 0#" - �2
�
'������$	����$��
g

=� - ���f� - �����

� - � - �I���� ��#��� * �����	��
���� ���	���A�
3
$��Ö0A��"�����������$	�	�a���x" - �	� * � -�- ��
'��������
� ��������â�����u���x"��

g
* �

��� - �
����� * � -�- ��
'��������
� �������� - ������$����� #"��
s
* $���� - ���A�����µ
�$����! #"�$ 4


�h	g	»,´��kh&%

' Ý�À	Ì�Å7Ç�Õ�Â�¿	Ê
\ Ò2Ì�Ä�Íu¿7Ç ] À

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

A2 ⊕A1 − + + − − − − − − −
A3,2 + + + − − − − − − −
A3,3 + − − − − − − − − −
Ap3,5

ä
p > 0 + + + − − − − − − −

Ap3,5
ä
p < 0 − − + − − − − − − −

Ap3,7 + + + − − − − − − −

N ÝxÒ7Ä à Â�Ù�å±Ä�Æ�Ñ7Ç�¿7Ç�Ì�¿7ÇuÛPÄ¨Ñ2È à ¿2È�ÍuÅ2È!À2Ý�ÝxÒ7Ä à Â�Ù�Õ�Ý�Ó�É�Ý�Ä^Å2Ä�Â�Å	À2Æ,È à Â�Ò2Ó'¿	Å	Ê¨ÄKÇ�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê ] À�À	Á
ÕuÇuÍ�Ò2À	Ü	Êãó�ä'Ã	Õ�ÈmÑ2ÈuÁ�É�È�Ò2Ó	Ä�Õ�ÉmÏ�ÈuÅ2Ä�Ã	Å2È�ÆaÀ	Õ�ÈuÌ�ÄKÑ2È�Ò2Â�Ã	À	Õ�× à ÈuÏ'Ç�Á�Ç�Õ�ÄxÒ2×�Ý�Õ�É�È�Õ�Ä�Èu¿2Ä�Æ�Êãó�á

÷PÒ2Ó=Ñ2È�Ò2Å2ÈuÕ�ÊSÏ'Ç�¿	Õ�À	Å	Ê�Æ�ÊaÑ	¿	À	É�Ä à Ä�Æ�¿2Ä�Á�Â�Ò2×�ÕuÇ�Õ�ä2Ç�Å7Ç�Ò7ÈuÌ�À	Ã	Å	Ê1Î�Õ�Ä�Èu¿2Ä�Æ,Ä!ó�ä à Ò2Ó=Õ�¿2ÄxË	Æ,Ä�¿'Ô
Å2ÈuÌ�È=Â�Å	À2Æ,È à Â�Ò2Ó'¿	Å2ÈuÌ�È�ÝxÒ2Â�Ã7Ç�Óoä2Ï�ÈuÕ�Èu¿	Ê1Î�Ñ2È�Ò2Â�Ã2Ä�Åï÷ÐØïá W À'Ò2Å2Èu¿2È�Æ æçÝ�Æ1á�êøó�ë	äoý2öuìçîxá G Õ�Æ,Ä�Õ�À2Æ1ä
Ã	Õ�È�É�¿7ÇuÍ�ÈuÕ�Ä�êøó�ë�ì�ÍuÊ5Ò2À�À2Ý�Ñ2È�Ò2×�Á�ÈuÉ#Ç�Å	ÊÚÈ�Í�ÈuÁ�Å7Ç�Ã2Ä�Å	À	Ó à Ò2ÓßÇ�Ò2Ì�Ä�Íu¿ ] À�ä�ÈuÕ�Ò2À	Ã	Å	Ê¨ÄmÈuÕ�Õ�ÄxËoä�Ã	Õ�È
À2Ý�Ñ2È�Ò2×�Á�ÈuÉ#Ç�Å	ÊèÅ7ÇuÆ�ÀïÉ=ÕuÇuÍ�Ò2À	Ü2Ä�ó�á

÷ÐØïá W À'Ò2Å2Èu¿ à ÈuÏ'Ç�Á�Ç�ÒÚæçÝ�Æ1áâÒ7Ä�Æ,Æ�Ââö2áøófÀ¸Õ�Ä�Èu¿2Ä�Æ�Ââö2á ëßÉaêøó�ë�ìçîxä�Ã	Õ�È à Ò2ÓâÑ	¿2ÈuÀ	Á�É�È�Ò2×�Å2ÈuÎ
Õ�¿2ÄxË	Æ,Ä�¿	Å2ÈuÎ�Â�Å	À2Æ,È à Â�Ò2Ó'¿	Å2ÈuÎÞÆ,Ä�Õ�¿	À	Ã2Ä�Ý�Ï�ÈuÎ Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê ] À�Ý�Â�å±Ä�Ý�Õ�É�Â�Ä�Õ¸Èu¿	Õ�ÈuÅ2Èu¿2Æ�À	¿2ÈuÉ#Ç�Å	Å	Ê1Î
Í�Ç�Á�À2Ý {e1, e2, e3}

Ý�È=ÝxÒ7Ä à Â�Ù�å!À2Æ�ÀïÏ�È�Æ,Æ�Â�ÕuÇ�Ü	À2ÈuÅ	Ê¨Æ�ÀßÝ�È�ÈuÕ�Å2Èuô±Ä�Å	À	Ó	Æ�À)(

[e2, e3] = λ1e1, [e3, e1] = λ2e2, [e1, e2] = λ3e3.
æ�ó�î

G Õ�Æ,Ä�Õ�À2Æ1ä	Ã	Õ�È!Á�Å7Ç�Ï	ÀfÃ	À2Ý�ÄxÒ
λ1
ä
λ2
À
λ3
Ñ2È�Ò2Å2È�Ý�Õ�×�ÙIÈuÑ	¿2Ä à ÄxÒ2Ó'Ù�ÕµæEÕ�¿2ÄxË	Æ,Ä�¿	Å	Â�Ù Â�Å	À2Æ,È à Â�Ò2Ó'¿'Ô

Å	Â�ÙPî¨Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Â ] À�á Q Â�ØmÅ	Ê1Î�Å7ÇuÆS¿2Ä�Á�Â�Ò2×�ÕuÇ�Õ�÷ÐØïá W À'Ò2Å2Èu¿7Ç�É�Õ�Ä�¿2Æ�À	Å7Ç�Ë�Å7ÇuÝ�Õ�È�Ó'å±Ä�Îß¿7ÇuÍ�ÈuÕ�Ê
Á�É�Â�Ã	À	Õ�ÝxÒ7Ä à Â�Ù�å!À2ÆâÈ�Íu¿7Ç�Á�È�Æ*(


�e#n7ike�
�h+�üæ ÷ÐØïá W À'Ò2Å2Èu¿ êøó�ë�ìçî�C��^ 2�����
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g
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ñ�� � ���u��"�/1� - 
�� 4�354

g

f� - �â��� - ����� - � - �ð���� ��#��� * �����	�µ
���� ���	���A�

4
$��!0A��"�����������$	�	�����x" - �	� * � -�- ��
'��������
� ��������

�����u���x"��
g
* �ß��� - �
����� * � -�- ��
'��������
� �������� - ������$����� #"��

s
* $���� - ���A������
�$����! #"�$ 4


�h	g	»,´��kh�B

' Ý�À	Ì�Å7Ç�Õ�Â�¿	Ê
\ Ò2Ì�Ä�Íu¿7Ç ] À

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

3A1 − − − − − − + − − −
A3,1 − − + − − − − − − −
A3,4 − − + + − − − − − −
A3,6 − − + − − − − − − −
A3,8 − − + + − − − − − −
A3,9 − − + − − − − + − +

G Õ�Æ,Ä�Õ�À2Æ�ÕuÇ�Ï	Ø!Ä�ä	Ã	Õ�ÈÐÉPÒ7Ä�Æ,ÆMÇ�Ëßó�� � ÝxÒ7Ä à Â�Ù�å±Ä�Ì�ÈÐÑ7Ç�¿7Ç�Ì�¿7ÇuÛÐÇPÂ�Ý�ÕuÇ�Å7Ç�ÉuÒ2À	É#ÇuÄ�Õ�Ý�ÓfÉ�À à Â à È�Í�Ô
Å2ÈuÌ�È�Èu¿	Õ�ÈuÅ2Èu¿2Æ�À	¿2ÈuÉ#Ç�Å	Å2ÈuÌ�ÈsÍ�Ç�Á�À2Ý�Ç à Ò2ÓâÝ�È�ÈuÕ�É�Ä�Õ�Ý�Õ�É�Â�Ù�å±Ä�ÎaÅ2Ä�Â�Å	À2Æ,È à Â�Ò2Ó'¿	Å2ÈuÎðÆ,Ä�Õ�¿	À	Ã2Ä�Ý�Ï�ÈuÎ
Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê ] À�äMÕ�áMÄ�ásÂ�Ý�ÕuÇ�Å7Ç�ÉuÒ2À	É#ÇuÄ�Õ�Ý�ÓaÅ2Ä�Ï�ÈuÕ�Èu¿7Ç�Ó¸Ï'Ò�ÇuÝ�Ý�À2ÛKÀ	Ï'Ç�Ü	À	Ó¸Õ�¿2ÄxË	Æ,Ä�¿	Å	Ê5ËâÅ2Ä�Â�Å	À2Æ,È à Â#Ô
Ò2Ó'¿	Å	Ê5Ë�Æ,Ä�Õ�¿	À	Ã2Ä�Ý�Ï	À'Ë�Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿ ] À�á N Æ,Ä�Ý�Õ�Ä!Ý!Ý�È�ÈuÕ�Å2Èuô±Ä�Å	À	Ó	Æ�À¸æ�ó�î à Ò2ÓïÂ�Å	À2Æ,È à Â�Ò2Ó'¿	Å	Ê5ËßÆ,Ä�ÕuÔ
¿	À	Ã2Ä�Ý�Ï	À'ËfÇ�Ò2Ì�Ä�Íu¿ ] ÀÖé�Õ�È à ÇuÄ�Õ±Â à È�ÍuÅ	Ê1ÎÖÀ	Å2Ý�Õ�¿	Â'Æ,Ä�Å	Õ à Ò2Ó�À2Ý�ÝxÒ7Ä à ÈuÉ#Ç�Å	À	ÓÖ¿7Ç�Á�Ò2À	Ã	Å	Ê5ËÖÀ	Å	É#Ç�¿	À'Ô
Ç�Å	Õ�Å	Ê5ËZÝ�Õ�¿	Â�Ï	Õ�Â�¿ZÅ7Ç�Õ�¿2ÄxË	Æ,Ä�¿	Å	Ê5Ë�Ì�¿	Â�Ñ	Ñ7Ç�Ë ] À�á \ Å7Ç�Ò7ÈuÌ�À	Ã	Å	Ê¨Ä�Â à È�ÍuÅ	Ê¨Ä�Èu¿	Õ�ÈuÅ2Èu¿2Æ�À	¿2ÈuÉ#Ç�Å'Ô
Å	Ê¨ÄÐÍ�Ç�Á�À2Ý�Ê à Ò2ÓfÃ2Ä�Õ�ÄxË	Æ,Ä�¿	Å	Ê5ËµÆ,Ä�Õ�¿	À	Ã2Ä�Ý�Ï	À'ËßÇ�Ò2Ì�Ä�Íu¿ ] ÀµÍuÊ5Ò2ÀïÑ2È�Ò2Â�Ã2Ä�Å	ÊèÉ=¿7ÇuÍ�ÈuÕuÇ�ËZê ñ�ì�ÀZê ò�ì
æEÀ2Ý�Ñ2È�Ò2×�Á�ÈuÉ#Ç�Å	À2ÄÐé�Õ�À'ËïÍ�Ç�Á�À2Ý�ÈuÉ�Ý�Æ1áøä	Å7Ç�Ñ	¿	À2Æ,Ä�¿�ä2Éïê � ìçîxá

�AC��ßn7loh'¹#h	½'e�»,¼7¶�½'p7n�n7¶�³kn7p7³kn7·a½'e#n7ike�
�j

÷PÒ2Ó�Ï'Ç�Ø à ÈuÎ�À2Ý�ÝxÒ7Ä à Â�Ä�Æ,ÈuÎ�Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê ] ÀßÀ�Ñ	¿2ÈuÀ	Á�É�È�Ò2×�Å2ÈuÌ�ÈïÄ�Ä±Í�Ç�Á�À2Ý�Ç {fi}
Ã2Ä�¿2Ä�Á

cki,j
È�Í�È�Ô

Á�Å7Ç�Ã7Ç�Ù�Õ�Ý�ÓSÝ�Õ�¿	Â�Ï	Õ�Â�¿	Å	Ê¨ÄïÏ�ÈuÅ2Ý�ÕuÇ�Å	Õ�Ê Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê ] À¸É�é�Õ�È�Æ?Í�Ç�Á�À2Ý�Ä�æ
[fi, fj] =

∑
k c

k
i,jfk

à Ò2Ó
É�Ý�ÄxË

i, j, k
îxá W Ç�Õ�¿	À	Ü7Ç±ÈuÑ2Ä�¿7Ç�Õ�Èu¿7Ç J À	Ã	Ã	ÀïÆ,Ä�Õ�¿	À	Ã2Ä�Ý�Ï�ÈuÎ�Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê ] À�É±Á�Ç à Ç�Å	Å2È�Æ¸Èu¿	Õ�ÈuÅ2Èu¿2Æ�À'Ô

¿2ÈuÉ#Ç�Å	Å2È�ÆaÍ�Ç�Á�À2Ý�ÄKÅ7Ç�Ë#È à À	Õ�Ý�Ó�Ý�ÕuÇ�Å à Ç�¿	Õ�Å	Ê¨ÆSÈ�Íu¿7Ç�Á�È�Æ æçÝ�Æ1áøä	Å7Ç�Ñ	¿	À2Æ,Ä�¿�ä7ÛPÈu¿2Æ�Â�Ò2Âßæ�ó�î�Éïê ñ�ìçîxá
÷±Ç�Ò7Ä�ÄµÆ�Ê à Ò2Ó¸Ï'Ç�Ø à ÈuÎaÅ2Ä�Â�Å	À2Æ,È à Â�Ò2Ó'¿	Å2ÈuÎSÕ�¿2ÄxË	Æ,Ä�¿	Å2ÈuÎ�Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê ] À¸À¸Ñ	¿2ÈuÀ	Á�É�È�Ò2×�Å2ÈuÌ�È

Ý�Ï'Ç�Ò2Ó'¿	Å2ÈuÌ�ÈïÑ	¿2ÈuÀ	Á�É�Ä à Ä�Å	À	Ó�Å7ÇÖÅ2Ä�Î�Å7Ç�Î à Ä�Æ�Â à È�ÍuÅ	Ê1Î�Èu¿	Õ�ÈuÅ2Èu¿2Æ�À	¿2ÈuÉ#Ç�Å	Å	Ê1ÎâÍ�Ç�Á�À2Ý�á W Ç�Õ�¿	À	Ü7Ç
ÈuÑ2Ä�¿7Ç�Õ�Èu¿7Ç J À	Ã	Ã	ÀaÉ�ÕuÇ�Ï�È�Æ?Í�Ç�Á�À2Ý�ÄfÑ	¿	À2Æ,Ä�ÕZÑ	¿2È�Ý�Õ�ÈuÎaÉ�À à ä�Ã	Õ�È�À¸Ñ2ÈuÁ�É�È�Ò2À	Õ�ÈuÑ	¿2Ä à ÄxÒ2À	Õ�×�Ä�Ì�È
Ý�À	Ì�Å7Ç�Õ�Â�¿	Â�á

@7C��m»���e#g7ikh
A3,2

á�÷PÒ2Óf¿7ÇuÝ�Ý�ÆMÇ�Õ�¿	À	É#ÇuÄ�Æ,ÈuÎ�Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê Ý�Ñ	¿7Ç�É�Ä à Ò2À	É#Ç=ÝxÒ7Ä à Â�Ù�åmÇ�Ó
�µe�
�
�ha@7Co;m���ï0#" - �2
�
 - ����$ - � - ���	������"�$ - � - 0#" - �2
�
'������$	���

(·, ·) $��������u���x"��.	X� A3,2
�� -�

��������
� 2���
(·, ·) � - "�� - $ - "A���#" - 
���$	$	/1� �u��
��A� {fi}

� - ���A���2 ����!�2���!$A��$� ��A��
�/¨���Ö���x"2 	�A�� #"�$	/¨���
� - $A������$A�������
	

c11,3 = c22,3 = γ, c12,3 = δ,
�����

γ, δ ∈ R
*
γ > 0

�
δ > 0

4 � �x"�����$ -�* �����Z��� ��/���
'����������
'��$	$	/��ð�u�A�����
γ > 0

�
δ > 0�����u���x"�� 	X��� - ���x"2 	�A�� #"�$	/¨����� - $A������$A�������

c11,3 = c22,3 = γ
�
c12,3 = δ

�2
 - � - "
�^$��������u���x"��
	X�

A3,2
4

C
N Ê¨Í�Ä�¿2Ä�Æ Ý�Ñ2Ä�Ü	À7Ç�Ò2×�Å	Ê1Î

(·, ·) Ô�Èu¿	Õ�ÈuÅ2Èu¿2Æ�À	¿2ÈuÉ#Ç�Å	Å	Ê1ÎSÍ�Ç�Á�À2Ý {fi} à
Ò2Ó�Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê ] À

A3,2
á

¾KÈuÕ�¿2Ä�ÍuÂ�Ä�Æ1ä�Ã	Õ�È�ÍuÊ
f1 = αe2

Ñ	¿	À
α > 0

ä
f2
Ò7Ä�Ø±Ç�ÒsÉµÑ	¿2ÈuÀ	Á�É�È à Å2ÈuÎ¸Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿2Ä Lin(e1, e2)

Ç�Ò	Ô
Ì�Ä�Íu¿	Ê

A3,2
ä
f3 ∈ Lin(e1, e2, e3)

á O ÇuÆ,Ä�Å	Ó'ÓßÑ	¿	ÀßÅ2Ä�È�Í�Ë#È à À2Æ,È�Ý�Õ�À fi
Å7Ç −fi

ä
i ∈ {2, 3} ä�Æ,È�ØmÅ2È



� �#"��	
��2
�$A���,���	�u���x"����	����"�$	/��	�����x"����������	���������u���x"
	X� ñ'ó

Ý�Ã	À	ÕuÇ�Õ�×2äkÃ	Õ�ÈïÆMÇ�Õ�¿	À	Ü7Ç
A
Ñ2Ä�¿2ÄxË#È à ÇïÈuÕµÍ�Ç�Á�À2Ý�Ç {ei}

ÏZÍ�Ç�Á�À2Ý�Â {fi}
ÍuÂ à Ä�ÕïÀ2Æ,Ä�Õ�×�ÝxÒ7Ä à Â�Ù�å!À	Î

É�À à (

A =




α 0 0
β1 β2 0
γ1 γ2 γ3


 , α > 0, β2 > 0, γ3 > 0.

æ õ�î

[ Õ�¿	Â�Ï	Õ�Â�¿	Å	Ê¨ÄKÏ�ÈuÅ2Ý�ÕuÇ�Å	Õ�Ê Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê
A3,2

É=Í�Ç�Á�À2Ý�Ä {fi}
À2Æ,Ä�Ù�Õ�ÝxÒ7Ä à Â�Ù�å!À	ÎfÉ�À à (

c11,3 = c22,3 = γ3 > 0, c12,3 =
β2
α
γ3 > 0.

æ ë�î
¾KÈ�Ò7È�ØmÀ2Æ

γ = c11,3 = c22,3, δ = c12,3.
�XÝ�Å2È	ä#Ã	Õ�È

γ > 0
À
δ > 0

ä#À�Æ�Ê à ÈuÏ'Ç�Á�Ç�Ò2À�Ñ2Ä�¿	É�È�Ä¨Â�Õ�É�Ä�¿#Ø à Ä�Å	À2Ä^Ò7Ä�Æ,Æ�ÊPá�÷PÒ2Ó à ÈuÏ'Ç�Á�Ç�Õ�ÄxÒ2×�Ý�Õ�É#Ç
É�Õ�Èu¿2ÈuÌ�È�Â�Õ�É�Ä�¿#Ø à Ä�Å	À	ÓZÒ7Ä�Æ,Æ�ÊüÅ7ÇuÆ à È�Ý�ÕuÇ�Õ�ÈuÃ	Å2È à Ò2Ó�Ò2ÙXÍuÊ5Ë γ > 0

À
δ > 0

Â�Ï'Ç�Á�Ç�Õ�×ßÉ�Ä�å±ÄxÔ
Ý�Õ�É�Ä�Å	Å	Ê¨Ä±Ã	À2ÝxÒ�Ç

α > 0
ä
β1, β2 > 0, γ1

ä
γ2, γ3 > 0

ä à Ò2Ó�Ï�ÈuÕ�Èu¿	Ê5Ë�É�Ê1Ñ2È�Ò2Å2Ä�Å	ÊÚ¿7Ç�É�Ä�Å2Ý�Õ�É#Ç�æ ë�îxá
� Õ�È�ÍuÂ à Ä�ÕfÈuÁ�Å7Ç�Ã7Ç�Õ�×2äoÃ	Õ�È�Í�Ç�Á�À2Ý à Ç�Å	Å2ÈuÎ�Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê ] ÀßÑ2È�Ò2Â�Ã7ÇuÄ�Õ�Ý�ÓßÀ	Á±Ï'Ç�Å2ÈuÅ	À	Ã2Ä�Ý�Ï�ÈuÌ�ÈµÍ�Ç�Á�À2Ý�Ç
Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê ] À

A3,2
Ý�Ñ2È�Æ,Èuå!×�ÙSÅ2Ä�É�Ê1¿2È�Ø à Ä�Å	Å2ÈuÎÖÆMÇ�Õ�¿	À	Ü	ÊâÑ2Ä�¿2ÄxË#È à Ç'ä�Ã	Õ�ÈXÀmÈuÁ�Å7Ç�Ã7ÇuÄ�ÕPÀ	Á�È�Æ,Èu¿2ÛXÔ

Å2È�Ý�Õ�× à É�Â#ËïÇ�Ò2Ì�Ä�Íu¿ ] À�á G Ã2Ä�É�À à Å2È	ä7Ã	Õ�ÈmÉ=Ï'Ç�Ã2Ä�Ý�Õ�É�ÄÐÑ2È à Ë#È à Ó'å!À'ËµÁ�Å7Ç�Ã2Ä�Å	À	ÎµÏ�ÈuÅ2Ý�ÕuÇ�Å	ÕfÆ,È�ØmÅ2È
É�Ê¨Íu¿7Ç�Õ�×�ÝxÒ7Ä à Â�Ù�å!À2Ä (

α = γ, β1 = 0, β2 = δ, γ1 = γ2 = 0, γ3 = γ. �

�fikeu²�»,n���e#³k´ke2C^� �	����������
'�f������$����� #"�/ - 0A��"���� - " - 

�,���	�u�a���	������"�$	/���0#" - �2
�
'������$	�	�
$��������u���x"�� 	X�

A3,2
"������	�2
� ��Ð�����ð� - ����� - ������$����� #"�/ 
��#���

(−,−,−)
*
(−,−, 0) * (−,−,+)

*
� 4 � 4 ������$����� #"�/

1
*
2
*
3
�2
!��� ���	���	/

2
4

C
÷PÒ2Ó Æ,Ä�Õ�¿	À	Ã2Ä�Ý�Ï�ÈuÎãÇ�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê ] À

(A3,2; (·, ·))
Æ�Ê É�Ê¨Í�Ä�¿2Ä�Æ Èu¿	Õ�ÈuÅ2Èu¿2Æ�À	¿2ÈuÉ#Ç�Å	Å	Ê1ÎãÍ�Ç�Ô

Á�À2Ý {fi}
ä�Ý�Â�å±Ä�Ý�Õ�É�ÈuÉ#Ç�Å	À2Ä�Ï�ÈuÕ�Èu¿2ÈuÌ�È à ÈuÏ'Ç�Á�Ç�Å2È�É�Ò7Ä�Æ,Æ,Ä�ó�á W Ç�Õ�¿	À	Ü7Ç�ÈuÑ2Ä�¿7Ç�Õ�Èu¿7Ç J À	Ã	Ã	À RicÉmé�Õ�È�Æ¸Í�Ç�Á�À2Ý�ÄKÀ2Æ,Ä�Ä�Õ�É�À à (

Ric =




1
2δ

2 − 2γ2 −δγ 0
−δγ −2γ2 − 1

2δ
2 0

0 0 −2γ2 − 1
2δ

2


 .

[ È�Í�Ý�Õ�É�Ä�Å	Å	Ê¨ÄPÁ�Å7Ç�Ã2Ä�Å	À	ÓµÈuÑ2Ä�¿7Ç�Õ�Èu¿7ÇmÕuÇ�Ï�ÈuÉ�Ê�(

λ1 = −2γ2 +
1

2

√
δ4 + 4(γδ)2, λ2 = −2γ2 − 1

2

√
δ4 + 4(γδ)2, λ3 = −2γ2 − 1

2
δ2.

G Ã2Ä�É�À à Å2È	ä�Ã	Õ�È�Á�Å7Ç�Ï λ1
Æ,È�Ø!Ä�ÕfÍuÊ1Õ�×ÖÑ	¿2ÈuÀ	Á�É�È�Ò2×�Å	Ê¨ÆðÑ	¿	ÀßÝ�È�ÈuÕ�É�Ä�Õ�Ý�Õ�É�Â�Ù�å±Ä�ÆaÉ�Ê¨Í�Èu¿2Ä!Ñ7Ç�Ô

¿7ÇuÆ,Ä�Õ�¿2ÈuÉ
γ > 0

À
δ > 0

ä2É=Õ�ÈmÉ�¿2Ä�Æ�ÓfÏ'Ç�Ï�È�Ý�ÕuÇ�Ò2×�Å	Ê¨Ä!Ý�È�Í�Ý�Õ�É�Ä�Å	Å	Ê¨ÄÐÁ�Å7Ç�Ã2Ä�Å	À	ÓµÉ�Ý�Ä�Ì à Ç=ÈuÕ�¿	À	Ü7Ç�Ô
Õ�ÄxÒ2×�Å	ÊPá Q Ç�Ñ	¿	À2Æ,Ä�¿�ä	Ý�À	Ì�Å7Ç�Õ�Â�¿7Ç

(−,−, 0) ¿2Ä�Ç�Ò2À	Á�Â�Ä�Õ�Ý�Ó�Ñ	¿	À γ = 1
ä
δ =

√
2
√
5− 2

ä'Ý�À	Ì�Å7Ç�Õ�Â�¿7Ç
(−,−,+) �

Ñ	¿	À
γ = 1

ä
δ = 2

ä	Ý�À	Ì�Å7Ç�Õ�Â�¿7Ç
(−,−,−) �

Ñ	¿	À
γ = δ = 1

á
B

�AC��m»���e#g7ikh
A3,3

á�÷PÒ2Ó�¿7ÇuÝ�Ý�ÆMÇ�Õ�¿	À	É#ÇuÄ�Æ,ÈuÎ�Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿	ÊèÝ�Ñ	¿7Ç�É�Ä à Ò2À	É#Ç�ÝxÒ7Ä à Â�Ù�åmÇ�Ó
�µe�
�
�h �ACo;m���ï0#" - �2
�
 - ����$ - � - ���	������"�$ - � - 0#" - �2
�
'������$	���

(·, ·) $��������u���x"��.	X� A3,3
�� -�

��������
� 2���
(·, ·) � - "�� - $ - "A���#" - 
���$	$	/1� �u��
��A� {fi}

� - ���A���2 ����!�2���!$A��$� ��A��
�/¨���Ö���x"2 	�A�� #"�$	/¨���
� - $A������$A�������
	

c11,3 = c22,3 = γ,
�����

γ ∈ R
*
γ > 0

4 � �x"�����$ -�* �����a��� � - � - 
'����������
'��$	$ - � - �u�A�����
γ > 0

�����u���x"���	X�è� -
���x"2 	�A�� #"�$	/¨���µ� - $A������$A�������

c11,3 = c22,3 = γ
�2
 - � - "
�^$��������u���x"���	X�

A3,3
4



ñ�õ � ���u��"�/1� - 
�� 4�354

C
N Ê¨Í�Ä�¿2Ä�Æ Ý�Ñ2Ä�Ü	À7Ç�Ò2×�Å	Ê1Î

(·, ·) Ô�Èu¿	Õ�ÈuÅ2Èu¿2Æ�À	¿2ÈuÉ#Ç�Å	Å	Ê1ÎSÍ�Ç�Á�À2Ý {fi} à
Ò2Ó�Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê ] À

A3,3
á

¾KÈuÕ�¿2Ä�ÍuÂ�Ä�Æ1ä�Ã	Õ�È�ÍuÊ
f1 = αe2

Ñ	¿	À
α > 0

ä
f2
Ò7Ä�Ø±Ç�ÒsÉµÑ	¿2ÈuÀ	Á�É�È à Å2ÈuÎ¸Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿2Ä Lin(e1, e2)

Ç�Ò	Ô
Ì�Ä�Íu¿	Ê

A3,3
ä
f3 ∈ Lin(e1, e2, e3)

á O ÇuÆ,Ä�Å	Ó'ÓßÑ	¿	ÀßÅ2Ä�È�Í�Ë#È à À2Æ,È�Ý�Õ�À fi
Å7Ç −fi

ä
i ∈ {2, 3} ä�Æ,È�ØmÅ2ÈÝ�Ã	À	ÕuÇ�Õ�×2äkÃ	Õ�ÈïÆMÇ�Õ�¿	À	Ü7Ç

A
Ñ2Ä�¿2ÄxË#È à ÇµÈuÕµÍ�Ç�Á�À2Ý�Ç {ei}

ÏZÍ�Ç�Á�À2Ý�Â {fi}
ÍuÂ à Ä�ÕïÀ2Æ,Ä�Õ�×µÝxÒ7Ä à Â�Ù�å!À	Î

É�À à (

A =




α 0 0
β1 β2 0
γ1 γ2 γ3


 , α > 0, β2 > 0, γ3 > 0.

æEö�î

[ Õ�¿	Â�Ï	Õ�Â�¿	Å	Ê¨ÄPÏ�ÈuÅ2Ý�ÕuÇ�Å	Õ�Ê Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê
A3,3

É=Í�Ç�Á�À2Ý�Ä {fi}
À2Æ,Ä�Ù�Õ�ÝxÒ7Ä à Â�Ù�å!À	ÎïÉ�À à (

c11,3 = c22,3 = γ3 > 0.
æ � î

¾KÈ�Ò7È�ØmÀ2Æ
γ = c11,3 = c22,3.

�XÝ�Å2È	ä�Ã	Õ�È
γ > 0

ä�À±Æ�Ê à ÈuÏ'Ç�Á�Ç�Ò2À=Ñ2Ä�¿	É�È�Ä5Â�Õ�É�Ä�¿#Ø à Ä�Å	À2Ä�Ò7Ä�Æ,Æ�ÊPá�÷PÒ2Ó à ÈuÏ'Ç�Á�Ç�Õ�ÄxÒ2×�Ý�Õ�É#ÇXÉ�Õ�Èu¿2ÈuÌ�È
Â�Õ�É�Ä�¿#Ø à Ä�Å	À	ÓðÒ7Ä�Æ,Æ�Ê Å7ÇuÆ à È�Ý�ÕuÇ�Õ�ÈuÃ	Å2È à Ò2ÓaÒ2ÙXÍ�ÈuÌ�È γ > 0

Â�Ï'Ç�Á�Ç�Õ�×âÉ�Ä�å±Ä�Ý�Õ�É�Ä�Å	Å	Ê¨Ä�Ã	À2ÝxÒ�Ç
α > 0

ä
β1, β2 > 0

ä
γ1, γ2, γ3 > 0

ä à Ò2ÓSÏ�ÈuÕ�Èu¿	Ê5ËðÉ�Ê1Ñ2È�Ò2Å2Ä�Å	Ê ¿7Ç�É�Ä�Å2Ý�Õ�É#ÇÞæ � îxá � Õ�ÈsÍuÂ à Ä�Õ
ÈuÁ�Å7Ç�Ã7Ç�Õ�×2ä1Ã	Õ�È�Í�Ç�Á�À2Ý à Ç�Å	Å2ÈuÎðÇ�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê ] À¸Ñ2È�Ò2Â�Ã7ÇuÄ�Õ�Ý�Ó¸À	ÁµÏ'Ç�Å2ÈuÅ	À	Ã2Ä�Ý�Ï�ÈuÌ�ÈsÍ�Ç�Á�À2Ý�ÇZÇ�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê
] À

A3,3
ÝfÑ2È�Æ,Èuå!×�ÙþÅ2Ä�É�Ê1¿2È�Ø à Ä�Å	Å2ÈuÎ�ÆMÇ�Õ�¿	À	Ü	Ê Ñ2Ä�¿2ÄxË#È à Ç'ä5Ã	Õ�È�À¸ÈuÁ�Å7Ç�Ã7ÇuÄ�ÕZÀ	Á�È�Æ,Èu¿2ÛKÅ2È�Ý�Õ�×

à É�Â#Ë�Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿ ] À�á �XÝ�Å2È	ä�Ã	Õ�ÈïÉµÏ'Ç�Ã2Ä�Ý�Õ�É�ÄÖÑ2È à Ë#È à Ó'å!À'Ë�Á�Å7Ç�Ã2Ä�Å	À	Î�Ï�ÈuÅ2Ý�ÕuÇ�Å	Õ�Æ,È�ØmÅ2ÈµÉ�Ê¨Íu¿7Ç�Õ�×
ÝxÒ7Ä à Â�Ù�å!À2Ä (

α = β1 = β2 = γ1 = γ2 = 1, γ3 = γ. �

�fikeu²�»,n���e#³k´ke �ACP�ã�	����������
'��������$����� #"�/ - 0A��"���� - " - 
��,���	�u�Þ���	������"�$	/��¸0#" - �2
�
'����� �
$	�	�a$��Z�����u���x"�� 	X�

A3,3
"������	�2
� 2�������Þ� - ����� - ������$����� #"���
��#���

(−,−,−)
æ�������$����� #"��

1
�2


��� ���	���	/
2)
4

C
÷PÒ2ÓIÆ,Ä�Õ�¿	À	Ã2Ä�Ý�Ï�ÈuÎ?Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê ] À

(A3,3; (·, ·))
Æ�Ê É�Ê¨Í�Ä�¿2Ä�Æ Èu¿	Õ�ÈuÅ2Èu¿2Æ�À	¿2ÈuÉ#Ç�Å	Å	Ê1ÎãÍ�Ç�Ô

Á�À2Ý {fi}
äMÝ�Â�å±Ä�Ý�Õ�É�ÈuÉ#Ç�Å	À2Ä�Ï�ÈuÕ�Èu¿2ÈuÌ�È à ÈuÏ'Ç�Á�Ç�Å2È�ÉµÒ7Ä�Æ,Æ,Äïõ'á W Ç�Õ�¿	À	Ü7ÇßÈuÑ2Ä�¿7Ç�Õ�Èu¿7Ç J À	Ã	Ã	À RicÉ=é�Õ�È�Æ¸Í�Ç�Á�À2Ý�ÄKÀ2Æ,Ä�Ä�Õ=É�À à (

Ric =




−2γ2 0 0
0 −2γ2 0
0 0 −2γ2


 .

G Ã2Ä�É�À à Å2È	ä�Ã	Õ�È�Ý�Õ�È�Ó'å!À2Ä±Å7Ç à À7Ç�Ì�ÈuÅ7Ç�Ò2À�ÆMÇ�Õ�¿	À	Ü	Ê?Ý�È�Í�Ý�Õ�É�Ä�Å	Å	Ê¨ÄmÁ�Å7Ç�Ã2Ä�Å	À	Ó�ÈuÑ2Ä�¿7Ç�Õ�Èu¿7Ç J À	Ã	Ã	À
É�Ý�Ä�Ì à Ç=ÈuÕ�¿	À	Ü7Ç�Õ�ÄxÒ2×�Å	ÊPä7Å2Ä�Á�Ç�É�À2Ý�À2Æ,È�ÈuÕmÁ�Å7Ç�Ã2Ä�Å	À	Ó γ > 0

á
B

�������	�
����
��
��O ÇuÆ,Ä�Õ�À2Æ1äuÃ	Õ�È^É à Ç�Å	Å2È�ÆßÝxÒ2Â�Ã7ÇuÄ (·, ·) Ä�Ý�Õ�×XÆ,Ä�Õ�¿	À	Ï'Ç � Î	Å	ô!Õ�Ä�Î	Å7Ç'ä�Ñ2È�Ý�Ï�È�Ò2×�Ï	Â
Ric = −2γ2 · I

ä,À	Å	Ê¨Æ�ÀaÝxÒ7ÈuÉ#ÇuÆ�À�ä�ÈuÑ2Ä�¿7Ç�Õ�Èu¿ J À	Ã	Ã	À
Ric

Ñ	¿2ÈuÑ2Èu¿	Ü	À2ÈuÅ7Ç�Ò7Ä�ÅaÕ�È�Ø à Ä�Ý�Õ�É�Ä�Å	Å2È�Æ�Â
ÈuÑ2Ä�¿7Ç�Õ�Èu¿	Â

I
á

%oC��m»���e#g7ikh
Ap3,5

á�÷PÒ2Óf¿7ÇuÝ�Ý�ÆMÇ�Õ�¿	À	É#ÇuÄ�Æ,ÈuÎ�Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê Ý�Ñ	¿7Ç�É�Ä à Ò2À	É#Ç=ÝxÒ7Ä à Â�Ù�åmÇ�Ó
�µe�
�
�h+%oCX;m���S0#" - �2
�
 - ����$ - � - ���	������"�$ - � - 0#" - �2
�
'������$	���

(·, ·) $��s�����u���x"�� 	X� Ap3,5
*

0 < |p| < 1
* �� ���������
� 2���

(·, ·) � - "�� - $ - "A���#" - 
���$	$	/1� �u��
��A� {fi}
� - ���A���2 ����!�2���ï$A��$� ��A��
�/¨���

���x"2 	�A�� #"�$	/¨���µ� - $A������$A�������
	

c11,3 = γ, c22,3 = γp, c12,3 = (1− p)δ,

�����
γ, δ ∈ R

*
γ > 0

4 � �x"�����$ -�* �����Z��� ��/���
'����������
'��$	$	/��ð�u�A�����
γ > 0

�
δ 6= 0

�����u���x"��
	X��� - ���x"2 	�A�� #"�$	/¨����� - $A������$A�������

c11,3 = γ
*
c22,3 = γp

*
c12,3 = (1 − p)δ

* �2
 - � - "
�^$��������u���x"��
	X�

Ap3,5
4



� �#"��	
��2
�$A���,���	�u���x"����	����"�$	/��	�����x"����������	���������u���x"
	X� ñ�ë

C
N Ê¨Í�Ä�¿2Ä�Æ Ý�Ñ2Ä�Ü	À7Ç�Ò2×�Å	Ê1Î

(·, ·) Ô�Èu¿	Õ�ÈuÅ2Èu¿2Æ�À	¿2ÈuÉ#Ç�Å	Å	Ê1ÎðÍ�Ç�Á�À2Ý {fi} à
Ò2ÓsÇ�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê ] À

Ap3,5
á

¾KÈuÕ�¿2Ä�ÍuÂ�Ä�Æ1ä�Ã	Õ�È�ÍuÊ
f1 = αe2

Ñ	¿	À
α > 0

ä
f2
Ò7Ä�Ø±Ç�ÒsÉïÑ	¿2ÈuÀ	Á�É�È à Å2ÈuÎ¸Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿2Ä Lin(e1, e2)

Ç�Ò	Ô
Ì�Ä�Íu¿	Ê

Ap3,5
ä
f3 ∈ Lin(e1, e2, e3)

á O ÇuÆ,Ä�Å	Ó'Ó�Ñ	¿	À�Å2Ä�È�Í�Ë#È à À2Æ,È�Ý�Õ�À fi
Å7Ç −fi

ä
i ∈ {2, 3} ä�Æ,È�ØmÅ2ÈÝ�Ã	À	ÕuÇ�Õ�×2äkÃ	Õ�ÈïÆMÇ�Õ�¿	À	Ü7Ç

A
Ñ2Ä�¿2ÄxË#È à ÇïÈuÕµÍ�Ç�Á�À2Ý�Ç {ei}

ÏZÍ�Ç�Á�À2Ý�Â {fi}
ÍuÂ à Ä�ÕïÀ2Æ,Ä�Õ�×�ÝxÒ7Ä à Â�Ù�å!À	Î

É�À à (

A =




α 0 0
β1 β2 0
γ1 γ2 γ3


 , α > 0, β2 > 0, γ3 > 0.

æ ñ�î

[ Õ�¿	Â�Ï	Õ�Â�¿	Å	Ê¨ÄKÏ�ÈuÅ2Ý�ÕuÇ�Å	Õ�Ê Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê
Ap3,5

É=Í�Ç�Á�À2Ý�Ä {fi}
À2Æ,Ä�Ù�Õ�ÝxÒ7Ä à Â�Ù�å!À	ÎfÉ�À à (

c11,3 = γ3 > 0, c22,3 = γ3p, c12,3 = (1− p)
β1
α
γ3.

æ ò�î

¾KÈ�Ò7È�ØmÀ2Æ

γ = c11,3, δ =
c12,3
1− p

.

�XÝ�Å2È	ä�Ã	Õ�È
γ > 0

äuÀmÆ�Ê à ÈuÏ'Ç�Á�Ç�Ò2À=Ñ2Ä�¿	É�È�Ä�Â�Õ�É�Ä�¿#Ø à Ä�Å	À2Ä5Ò7Ä�Æ,Æ�ÊPá�÷PÒ2Ó à ÈuÏ'Ç�Á�Ç�Õ�ÄxÒ2×�Ý�Õ�É#ÇKÉ�Õ�Èu¿2ÈuÌ�È
Â�Õ�É�Ä�¿#Ø à Ä�Å	À	Ó�Ò7Ä�Æ,Æ�ÊüÅ7ÇuÆ à È�Ý�ÕuÇ�Õ�ÈuÃ	Å2È à Ò2ÓZÒ2ÙXÍuÊ5Ë γ > 0

À
δ 6= 0

Â�Ï'Ç�Á�Ç�Õ�×ßÉ�Ä�å±Ä�Ý�Õ�É�Ä�Å	Å	Ê¨Ä
Ã	À2ÝxÒ�Ç

α > 0
ä
β1, β2 > 0

ä
γ1, γ2, γ3 > 0

ä à Ò2ÓïÏ�ÈuÕ�Èu¿	Ê5ËµÉ�Ê1Ñ2È�Ò2Å2Ä�Å	ÊI¿7Ç�É�Ä�Å2Ý�Õ�É#Ç�æ ò�îxá � Õ�È�ÍuÂ à Ä�Õ
ÈuÁ�Å7Ç�Ã7Ç�Õ�×2ä1Ã	Õ�È�Í�Ç�Á�À2Ý à Ç�Å	Å2ÈuÎðÇ�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê ] ÀaÑ2È�Ò2Â�Ã7ÇuÄ�Õ�Ý�Ó¸À	ÁïÏ'Ç�Å2ÈuÅ	À	Ã2Ä�Ý�Ï�ÈuÌ�ÈâÍ�Ç�Á�À2Ý�ÇZÇ�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê
] À

Ap3,5
Ý�Ñ2È�Æ,Èuå!×�Ù Å2Ä�É�Ê1¿2È�Ø à Ä�Å	Å2ÈuÎðÆMÇ�Õ�¿	À	Ü	ÊûÑ2Ä�¿2ÄxË#È à Ç'ä5Ã	Õ�ÈßÀaÈuÁ�Å7Ç�Ã7ÇuÄ�ÕZÀ	Á�È�Æ,Èu¿2ÛKÅ2È�Ý�Õ�×

à É�Â#ËZÇ�Ò2Ì�Ä�Íu¿ ] À�á �XÝ�Å2È	äkÃ	Õ�ÈïÉµÏ'Ç�Ã2Ä�Ý�Õ�É�Ä�Ñ2È à Ë#È à Ó'å!À'ËZÁ�Å7Ç�Ã2Ä�Å	À	ÎsÏ�ÈuÅ2Ý�ÕuÇ�Å	Õ�Æ,È�ØmÅ2È�É�Ê¨Íu¿7Ç�Õ�×
ÝxÒ7Ä à Â�Ù�å!À2Ä (

α = γ, β1 = δ, β2 = 1, γ1 = γ2 = 0, γ3 = γ. �

�fikeu²�»,n���e#³k´ke %oCA�s�	����������
'��������$����� #"�/ - 0A��"���� - " - 
��,���	�u�ï���	������"�$	/��=0#" - �2
�
'������$	�	�
$������������A����
'�Ö�����u���x"!	X�

Ap3,5
0#"��

p > 0
"������	�2
� ��Ð�����¸� - ����� - ������$����� #"�/ü
��#���

(−,−,−)
*

(−,−, 0) * (−,−,+)
æ�������$����� #"�/

1
*
2
*
3
�2
���� ���	���	/

1)
* �ï0#"��

p < 0
"������	�2
� ���������� - ����� -

������$����� #"��
(−,−,+)

æ�������$����� #"��
3
�2
±��� ���	���	/

1)
4

C
÷PÒ2Ó Æ,Ä�Õ�¿	À	Ã2Ä�Ý�Ï�ÈuÎãÇ�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê ] À

(Ap3,5; (·, ·))
Æ�Ê É�Ê¨Í�Ä�¿2Ä�Æ Èu¿	Õ�ÈuÅ2Èu¿2Æ�À	¿2ÈuÉ#Ç�Å	Å	Ê1ÎãÍ�Ç�Ô

Á�À2Ý {fi}
ä�Ý�Â�å±Ä�Ý�Õ�É�ÈuÉ#Ç�Å	À2Ä�Ï�ÈuÕ�Èu¿2ÈuÌ�È à ÈuÏ'Ç�Á�Ç�Å2È�É�Ò7Ä�Æ,Æ,Äïë'á W Ç�Õ�¿	À	Ü7Ç�ÈuÑ2Ä�¿7Ç�Õ�Èu¿7Ç J À	Ã	Ã	À RicÉmé�Õ�È�Æ¸Í�Ç�Á�À2Ý�ÄKÀ2Æ,Ä�Ä�Õ�É�À à (

Ric =




1
2(p− 1)2δ2 − γ2(1 + p) δγ(p− 1) 0
δγ(p− 1) − 1

2(p− 1)2δ2 − γ2(1 + p)p 0
0 0 −1

2(1− p)2δ2 − γ2(1 + p2)


.

G Ã2Ä�É�À à Å2È	ä2Ã	Õ�È=Ý�È�Í�Ý�Õ�É�Ä�Å	Å2È�ÄPÁ�Å7Ç�Ã2Ä�Å	À2Ä −1
2(1− p)2δ2 − γ2(1 + p2)

É�Ý�Ä�Ì à Ç=ÈuÕ�¿	À	Ü7Ç�Õ�ÄxÒ2×�Å2È�Ä�á
J ÇuÝ�Ý�Æ,ÈuÕ�¿	À2Æ

(2× 2)
Ô�ÆMÇ�Õ�¿	À	Ü	Â�ä2Ñ2È�Ò2Â�Ã2Ä�Å	Å	Â�ÙIÀ	ÁPÆMÇ�Õ�¿	À	Ü	Ê ÈuÑ2Ä�¿7Ç�Õ�Èu¿7Ç J À	Ã	Ã	ÀïÑ	Â�Õ�Ä�ÆsÂ à Ç�Ò7Ä�Å	À	Ó

Õ�¿2Ä�Õ�×�Ä�ÎZÝ�Õ�¿2ÈuÏ	À�À�Õ�¿2Ä�Õ�×�Ä�Ì�ÈïÝ�Õ�È�Ò7ÍuÜ7Ç'á G Í�ÈuÁ�Å7Ç�Ã	À2ÆèÄ�Ä
Ric3

á [ Ò7Ä à é�Õ�ÈuÎ�ÆMÇ�Õ�¿	À	Ü	ÊÚÀ2Æ,Ä�Ä�ÕïÉ�À à
trace(Ric3) = −γ2(1+ p)2 ä#Á�Å7Ç�Ã	À	Õ�ä	ÈuÅÖÈuÕ�¿	À	Ü7Ç�Õ�ÄxÒ7Ä�Å�á L Ý�Ë#È à ÓÖÀ	Á^Õ�ÈuÌ�È	ä�Ã	Õ�ÈÐÝxÒ7Ä à ÆMÇ�Õ�¿	À	Ü	Êð¿7Ç�ÔÉ�Ä�Å�Ý�Â'Æ,Æ,Ä!Ä�ÄÐÝ�È�Í�Ý�Õ�É�Ä�Å	Å	Ê5ËµÁ�Å7Ç�Ã2Ä�Å	À	Î�äoÆ�Ê Æ,È�Ø!Ä�ÆðÝ�Ï'Ç�Á�Ç�Õ�×2ä�Ã	Õ�È�È à Å2ÈÖÀ	Á!Ý�È�Í�Ý�Õ�É�Ä�Å	Å	Ê5ËµÃ	À2Ý�ÄxÒ
ÆMÇ�Õ�¿	À	Ü	Ê

Ric3
ÈuÕ�¿	À	Ü7Ç�Õ�ÄxÒ2×�Å2È	ä¨Ç'ä�Á�Å7Ç�Ã	À	Õ�ä5ÈuÕ�¿	À	Ü7Ç�Õ�ÄxÒ2×�Å2È�Ä�å±ÄfÈ à Å2È�À	ÁïÝ�È�Í�Ý�Õ�É�Ä�Å	Å	Ê5Ë¸Á�Å7Ç�Ã2ÄxÔ

Å	À	Î�À2Ý�Ë#È à Å2ÈuÌ�ÈïÈuÑ2Ä�¿7Ç�Õ�Èu¿7Ç Ric
á U Ç�Ï	À2Æ�È�Íu¿7Ç�Á�È�Æ1ä�Ï'Ç�Ï�Æ�À	Å	À2Æ�Â'Æ à É#Ç�Ý�È�Í�Ý�Õ�É�Ä�Å	Å	Ê5ËßÁ�Å7Ç�Ã2Ä�Å	À	Ó

ÈuÑ2Ä�¿7Ç�Õ�Èu¿7Ç
Ric

ÈuÕ�¿	À	Ü7Ç�Õ�ÄxÒ2×�Å	ÊPá
G Ý�ÕuÇ�É�ô±Ä�Ä�Ý�Ó�Ý�È�Í�Ý�Õ�É�Ä�Å	Å2È�Ä¨Á�Å7Ç�Ã2Ä�Å	À2Ä^Æ,È�Ø!Ä�ÕPÀ2Æ,Ä�Õ�×KÒ2ÙXÍ�ÈuÎmÁ�Å7Ç�Ï=Ñ	¿	À=Ý�È�ÈuÕ�É�Ä�Õ�Ý�Õ�É�Â�Ù�å±Ä�Æ�É�Ê5Ô

Í�Èu¿2Ä
γ > 0

À
δ
ä�Ä�ÝxÒ2À

p > 0
á�÷!Ä�Î2Ý�Õ�É�À	Õ�ÄxÒ2×�Å2È	ä à È�Ý�ÕuÇ�Õ�ÈuÃ	Å2È�Á�ÇuÆ,Ä�Õ�À	Õ�×2ä�Ã	Õ�È¸æçÈuÑ	¿2Ä à ÄxÒ2À	Õ�ÄxÒ2×

ÆMÇ�Õ�¿	À	Ü	Ê
Ric3

î

det(Ric3) =
1

4

(
4(1 + p)2pγ4 − 2(1− p)2(1 + p2)γ2δ2 − (1− p)4δ4

)



ñ�ö � ���u��"�/1� - 
�� 4�354

Éïé�Õ�È�Æ�ÝxÒ2Â�Ã7ÇuÄ=Æ,È�Ø!Ä�ÕµÑ	¿	À	Å	À2ÆMÇ�Õ�×µÏ'Ç�ÏZÑ2È�Ò7È�ØmÀ	Õ�ÄxÒ2×�Å	Ê¨Ä�ÕuÇ�Ï�ÀZÈuÕ�¿	À	Ü7Ç�Õ�ÄxÒ2×�Å	Ê¨Ä�æ Ç'ä�ÝxÒ7Ä à ÈuÉ#Ç�Ô
Õ�ÄxÒ2×�Å2È	ä	ÀfÅ	Â�Ò7Ä�É�È�Ä�î�Á�Å7Ç�Ã2Ä�Å	À	ÓïÑ	¿	ÀfÑ2È à Ë#È à Ó'å!À'Ë γ > 0

À
δ
á R ÝxÒ2ÀïØ!Ä

p < 0
ä'Õ�ÈmÈuÑ	¿2Ä à ÄxÒ2À	Õ�ÄxÒ2×

ÆMÇ�Õ�¿	À	Ü	Ê
Ric3

É�Ý�Ä�Ì à ÇZÈuÕ�¿	À	Ü7Ç�Õ�ÄxÒ7Ä�Å�ä¨ÝxÒ7Ä à ÈuÉ#Ç�Õ�ÄxÒ2×�Å2È	ä^ÈuÅ7ÇaæEÀ�ä1Ý�È�ÈuÕ�É�Ä�Õ�Ý�Õ�É�Ä�Å	Å2È	ä Ric î±É�Ý�Ä�Ì à ÇÀ2Æ,Ä�Ä�Õ�È à Å2È¨Ñ2È�Ò7È�ØmÀ	Õ�ÄxÒ2×�Å2È�Ä5Ý�È�Í�Ý�Õ�É�Ä�Å	Å2È�ÄMÁ�Å7Ç�Ã2Ä�Å	À2ÄXæçÝ�¿�ákÝ,Ñ	¿2Ä à Ò7È�Ø!Ä�Å	À2Ä�Æsó�õ5À	ÁM¿7ÇuÍ�ÈuÕ�ÊSê ò�ìçîxá
BB�C��m»���e#g7ikh

Ap3,7
á�÷PÒ2Óf¿7ÇuÝ�Ý�ÆMÇ�Õ�¿	À	É#ÇuÄ�Æ,ÈuÎ�Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê Ý�Ñ	¿7Ç�É�Ä à Ò2À	É#Ç=ÝxÒ7Ä à Â�Ù�åmÇ�Ó

�µe�
�
�h?B�CX;m���S0#" - �2
�
 - ����$ - � - ���	������"�$ - � - 0#" - �2
�
'������$	���
(·, ·) $��s�����u���x"�� 	X� Ap3,7

*
p > 0,

�� ���������
� 2���
(·, ·) � - "�� - $ - "A���#" - 
���$	$	/1� �u��
��A� {fi}

� - ���A���2 ����!�2���Ð$A��$� ��A��
�/¨�������x"2 	�-�
�� #"�$	/¨���ï� - $A������$A�������
	

c11,3 = γ(p+ β), c21,3 = −γδ, c22,3 = γ(p− β), c12,3 =
β2γ

δ
,

�����
γ, δ, β ∈ R

*
γ > 0

�
δ > 0

4 � �x"�����$ -�* �����f��� ��/��f
'����������
'��$	$	/��Z�u�A�����
γ > 0

*
β
�
δ > 0�����u���x"�� 	X�¸� - ���x"2 	�A�� #"�$	/¨����� - $A������$A�������

c11,3 = γ(p + β)
*
c21,3 = −γδ * c22,3 = γ(p − β)

*

c12,3 =
β2γ
δ

�2
 - � - "
�^$��=�����u���x"���	X�
Ap3,7

4

C
N Ê¨Í�Ä�¿2Ä�Æ Ý�Ñ2Ä�Ü	À7Ç�Ò2×�Å	Ê1Î

(·, ·) Ô�Èu¿	Õ�ÈuÅ2Èu¿2Æ�À	¿2ÈuÉ#Ç�Å	Å	Ê1ÎSÍ�Ç�Á�À2Ý {fi} à
Ò2Ó�Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê ] À

Ap3,5
á

¾KÈuÕ�¿2Ä�ÍuÂ�Ä�Æ1ä�Ã	Õ�È�ÍuÊ
f1 = αe2

Ñ	¿	À
α > 0

ä
f2
Ò7Ä�Ø±Ç�ÒsÉµÑ	¿2ÈuÀ	Á�É�È à Å2ÈuÎ¸Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿2Ä Lin(e1, e2)

Ç�Ò	Ô
Ì�Ä�Íu¿	Ê

Ap3,5
ä
f3 ∈ Lin(e1, e2, e3)

á O ÇuÆ,Ä�Å	Ó'ÓßÑ	¿	ÀßÅ2Ä�È�Í�Ë#È à À2Æ,È�Ý�Õ�À fi
Å7Ç −fi

ä
i ∈ {2, 3} ä�Æ,È�ØmÅ2ÈÝ�Ã	À	ÕuÇ�Õ�×2äkÃ	Õ�ÈïÆMÇ�Õ�¿	À	Ü7Ç

A
Ñ2Ä�¿2ÄxË#È à ÇµÈuÕµÍ�Ç�Á�À2Ý�Ç {ei}

ÏZÍ�Ç�Á�À2Ý�Â {fi}
ÍuÂ à Ä�ÕïÀ2Æ,Ä�Õ�×µÝxÒ7Ä à Â�Ù�å!À	Î

É�À à (

A =




α 0 0
β1 β2 0
γ1 γ2 γ3


 , α > 0, β2 > 0, γ3 > 0.

æ � î

[ Õ�¿	Â�Ï	Õ�Â�¿	Å	Ê¨ÄPÏ�ÈuÅ2Ý�ÕuÇ�Å	Õ�Ê Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê
Ap3,7

É=Í�Ç�Á�À2Ý�Ä {fi}
À2Æ,Ä�Ù�Õ�ÝxÒ7Ä à Â�Ù�å!À	ÎïÉ�À à (

c11,3 = γ3(p+ β1), c21,3 = −γ3α, c22,3 = γ3(p− β1), c12,3 =
β21γ3
α

.
æ í�î

[ Õ�ÈuÃ	Å2È�Ý�Õ�×�Ù à ÈmÑ2Ä�¿2Ä�È�Í�ÈuÁ�Å7Ç�Ã2Ä�Å	À	Î¸æ α = δ
ä
γ3 = γ

ä
β1 = β

î�é�Õ�È=ÀïÄ�Ý�Õ�×�Â�Ï'Ç�Á�Ç�Å	Å	Ê¨ÄPÉ�ÛPÈu¿2Æ�Â#Ô
Ò2À	¿2ÈuÉ�Ï�Ä�Ò7Ä�Æ,Æ�Êâ¿7Ç�É�Ä�Å2Ý�Õ�É#Ç'á �XÝ�Å2È	äuÃ	Õ�È

c12,3 > 0
ä
c21,3 < 0

ÀmÆ�Ê à ÈuÏ'Ç�Á�Ç�Ò2À=Ñ2Ä�¿	É�È�Ä�Â�Õ�É�Ä�¿#Ø à Ä�Å	À2Ä
Ò7Ä�Æ,Æ�ÊPá

÷PÒ2Ó à ÈuÏ'Ç�Á�Ç�Õ�ÄxÒ2×�Ý�Õ�É#Ç�É�Õ�Èu¿2ÈuÌ�ÈÖÂ�Õ�É�Ä�¿#Ø à Ä�Å	À	Ó�Ò7Ä�Æ,Æ�ÊIÅ7ÇuÆ à È�Ý�ÕuÇ�Õ�ÈuÃ	Å2È à Ò2ÓïÒ2ÙXÍuÊ5Ë γ > 0
ä

β
À
δ > 0

Â�Ï'Ç�Á�Ç�Õ�×�É�Ä�å±Ä�Ý�Õ�É�Ä�Å	Å	Ê¨ÄfÃ	À2ÝxÒ�Ç
α > 0

ä
β1, β2 > 0

ä
γ1, γ2, γ3 > 0

ä à Ò2ÓsÏ�ÈuÕ�Èu¿	Ê5Ë
É�Ê1Ñ2È�Ò2Å2Ä�Å	Ê�¿7Ç�É�Ä�Å2Ý�Õ�É#Ç�æ í�îxá � Õ�È!ÍuÂ à Ä�Õ!ÈuÁ�Å7Ç�Ã7Ç�Õ�×2ä'Ã	Õ�È!Í�Ç�Á�À2Ý à Ç�Å	Å2ÈuÎfÇ�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê ] ÀÖÑ2È�Ò2Â�Ã7ÇuÄ�Õ�Ý�Ó
À	Á¨Ï'Ç�Å2ÈuÅ	À	Ã2Ä�Ý�Ï�ÈuÌ�È!Í�Ç�Á�À2Ý�ÇPÇ�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê ] À

Ap3,5
Ý5Ñ2È�Æ,Èuå!×�ÙðÅ2Ä�É�Ê1¿2È�Ø à Ä�Å	Å2ÈuÎ�ÆMÇ�Õ�¿	À	Ü	Ê¸Ñ2Ä�¿2ÄxË#È à Ç'ä

Ã	Õ�È¨À!ÈuÁ�Å7Ç�Ã7ÇuÄ�Õ�À	Á�È�Æ,Èu¿2ÛKÅ2È�Ý�Õ�× à É�Â#ËÐÇ�Ò2Ì�Ä�Íu¿ ] À�á �XÝ�Å2È	ä�Ã	Õ�È¨É^Ï'Ç�Ã2Ä�Ý�Õ�É�Ä�Ñ2È à Ë#È à Ó'å!À'Ë!Á�Å7Ç�Ã2Ä�Å	À	Î
Ï�ÈuÅ2Ý�ÕuÇ�Å	Õ�Æ,È�ØmÅ2È=É�Ê¨Íu¿7Ç�Õ�×�ÝxÒ7Ä à Â�Ù�å!À2Ä (

α = δ, β1 = β, β2 = 1, γ1 = γ2 = 0, γ3 = γ. �

�fikeu²�»,n���e#³k´ke�B�CA���	����������
'��������$����� #"�/ - 0A��"���� - " - 
��,���	�u�ï���	������"�$	/��=0#" - �2
�
'������$	�	�
$��������u���x"�� 	X�

Ap3,7
"������	�2
� ��Ð������� - ����� - ������$����� #"�/ 
��#���

(−,−,−)
*
(−,−, 0) * (−,−,+)

*
� 4 � 4 ������$����� #"�/

1
*
2
*
3
�2
±��� ���	���	/

2
4

C
÷PÒ2ÓIÆ,Ä�Õ�¿	À	Ã2Ä�Ý�Ï�ÈuÎ?Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê ] À

(Ap3,7; (·, ·))
Æ�Ê É�Ê¨Í�Ä�¿2Ä�Æ Èu¿	Õ�ÈuÅ2Èu¿2Æ�À	¿2ÈuÉ#Ç�Å	Å	Ê1ÎãÍ�Ç�Ô

Á�À2Ý {fi}
ä'Ý�Â�å±Ä�Ý�Õ�É�ÈuÉ#Ç�Å	À2ÄXÏ�ÈuÕ�Èu¿2ÈuÌ�È à ÈuÏ'Ç�Á�Ç�Å2È±ÉÐÒ7Ä�Æ,Æ,ÄXö2á W Ç�Õ�¿	À	Ü7Ç±ÈuÑ2Ä�¿7Ç�Õ�Èu¿7Ç J À	Ã	Ã	À�É±é�Õ�È�Æ

Í�Ç�Á�À2Ý�ÄKÀ2Æ,Ä�Ä�Õ�É�À à (

Ric =




−1
2γ

2δ2 + 1
2
β4γ2

δ2
− 2γ2p(p+ β) −γ2β2(β+p)

δ − γ2δ(β − p) 0

−γ2β2(β+p)
δ − γ2δ(β − p) 1

2γ
2δ2 − 1

2
β4γ2

δ2
− 2γ2p(p− β) 0

0 0 A


 ,



� �#"��	
��2
�$A���,���	�u���x"����	����"�$	/��	�����x"����������	���������u���x"
	X� ñ �

Ì à Ä

A = −γ
2(4p2δ2 + 2β2δ2 + δ4 + β4)

2δ2
.

¾KÈuÅ	Ó'Õ�Å2È	ä�Ã	Õ�ÈÐé�Ò7Ä�Æ,Ä�Å	Õ
A
ÆMÇ�Õ�¿	À	Ü	Ê

Ric
ä�ÍuÂ à Â�Ã	À�Ä�Ä�Ý�È�Í�Ý�Õ�É�Ä�Å	Å	Ê¨Æ�Á�Å7Ç�Ã2Ä�Å	À2Ä�Æ1ä	É�Ý�Ä�Ì à Ç!ÈuÕ�¿	À	Ü7Ç�Ô

Õ�ÄxÒ7Ä�Å�á H Ç�Ï!ÀÐÉ^Ñ	¿2Ä à Ê à Â�å±Ä�Æ�ÝxÒ2Â�Ã7ÇuÄ�äu¿7ÇuÝ�Ý�Æ,ÈuÕ�¿	À2Æ (2×2)
Ô�ÆMÇ�Õ�¿	À	Ü	Â�ä�Ñ2È�Ò2Â�Ã2Ä�Å	Å	Â�ÙâÀ	Á�À2Ý�Ë#È à Å2ÈuÎ

ÆMÇ�Õ�¿	À	Ü	Ê ÈuÑ2Ä�¿7Ç�Õ�Èu¿7Ç J À	Ã	Ã	À�Ñ	Â�Õ�Ä�ÆâÂ à Ç�Ò7Ä�Å	À	ÓïÕ�¿2Ä�Õ�×�Ä�ÎßÝ�Õ�¿2ÈuÏ	ÀµÀïÕ�¿2Ä�Õ�×�Ä�Ì�ÈÖÝ�Õ�È�Ò7ÍuÜ7Ç'á G Í�ÈuÁ�Å7Ç�Ô
Ã	À2Æ�Ä�Ì�È

Ric3
á [ Ò7Ä à é�Õ�ÈuÎ�ÆMÇ�Õ�¿	À	Ü	ÊPä trace(Ric3) = −4γ2p2

äoÈuÕ�¿	À	Ü7Ç�Õ�ÄxÒ7Ä�Å�á U Ç�Ï	À2ÆÞÈ�Íu¿7Ç�Á�È�Æ1ä
È à Å2ÈZÀ	ÁßÝ�È�Í�Ý�Õ�É�Ä�Å	Å	Ê5ËaÃ	À2Ý�ÄxÒ�ÆMÇ�Õ�¿	À	Ü	Ê Ric3

ÈuÕ�¿	À	Ü7Ç�Õ�ÄxÒ2×�Å2È	ä�Ç'ä5Á�Å7Ç�Ã	À	Õ�ä�ÈuÕ�¿	À	Ü7Ç�Õ�ÄxÒ2×�Å2ÈsÄ�å±Ä
È à Å2ÈßÀ	ÁfÝ�È�Í�Ý�Õ�É�Ä�Å	Å	Ê5ËsÁ�Å7Ç�Ã2Ä�Å	À	Î¸À2Ý�Ë#È à Å2ÈuÌ�ÈZÈuÑ2Ä�¿7Ç�Õ�Èu¿7Ç Ric

á U ¿2Ä�Õ�×�ÄfÝ�È�Í�Ý�Õ�É�Ä�Å	Å2È�ÄfÁ�Å7Ç�Ã2Ä�Å	À2Ä
ÈuÑ2Ä�¿7Ç�Õ�Èu¿7Ç J À	Ã	Ã	ÀµÆ,È�Ø!Ä�Õ�À2Æ,Ä�Õ�×±Ò2ÙXÍ�ÈuÎfÁ�Å7Ç�Ï�áM¾X¿2Èuå±ÄXÉ�Ý�Ä�Ì�ÈmÂ'Í�Ä à À	Õ�×�Ý�ÓfÉ±é�Õ�È�Æ1ä	Ñ2ÈuÏ'Ç�Á�Ç�É2ä2Ã	Õ�È
ÈuÑ	¿2Ä à ÄxÒ2À	Õ�ÄxÒ2×µÆMÇ�Õ�¿	À	Ü	Ê Ric3

Æ,È�Ø!Ä�ÕïÀ2Æ,Ä�Õ�×fÑ	¿2ÈuÀ	Á�É�È�Ò2×�Å	Ê1Î�Á�Å7Ç�Ï�áÐ¾KÈuÅ	Ó'Õ�Å2È	ä�Ã	Õ�ÈÖÑ	¿	À
β = 0Ñ2È�Ò2Â�Ã7ÇuÄ�Æâ¿7Ç�É�Ä�Å2Ý�Õ�É�È

det(Ric3) =
γ4

4
(16p4 − 4p2δ2 − δ4).

O Å7Ç�Ã	À	Õ�ä�Ñ	¿	À�¿7Ç�Á�Ò2À	Ã	Å	Ê5ËZÁ�Å7Ç�Ã2Ä�Å	À	Ó�Ë
δ > 0

æEÀZÑ	¿	À�Ñ	¿2ÈuÀ	Á�É�È�Ò2×�Å2È�ÆIÛKÀ	Ï�Ý�À	¿2ÈuÉ#Ç�Å	Å2È�Æ
γ
î�Á�Å7Ç�Ï

det(Ric3)
Æ,È�Ø!Ä�ÕÖÍuÊ1Õ�×=Ñ	¿2ÈuÀ	Á�É�È�Ò2×�Å	Ê¨Æ1ä7Ã	Õ�ÈmÀfÕ�¿2Ä�Í�ÈuÉ#Ç�Ò7È�Ý�×2á

B

>AC��m»���e#g7ikh
A2 ⊕A1

ák÷PÒ2Ó�¿7ÇuÝ�Ý�ÆMÇ�Õ�¿	À	É#ÇuÄ�Æ,ÈuÎ�Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê Ý�Ñ	¿7Ç�É�Ä à Ò2À	É#Ç=ÝxÒ7Ä à Â�Ù�åmÇ�Ó
�µe�
�
�hß>AC	;m���=0#" - �2
�
 - ����$ - � - ���	������"�$ - � - 0#" - �2
�
'������$	���

(·, ·) $��¨"���
�� - �m�2� - �µ�����u���x"��	X�
A2 ⊕A1

�� ���������
� 2���
(·, ·) � - "�� - $ - "A���#" - 
���$	$	/1� �u��
��A� {ei}

� - ���A���2 ����!�2���f$A��$� ��A��
�/¨���
���x"2 	�A�� #"�$	/¨���µ� - $A������$A�������
	

c21,2 = α, c31,2 = γ,

�����
α, γ ∈ R

*
α > 0

4 � �x"�����$ -�* ��������� ��/���
'����������
'��$	$	/��a�u�A�����
γ, α > 0

�����u���x"�� 	X�â� -
���x"2 	�A�� #"�$	/¨���µ� - $A������$A�������

c21,2 = α
*
c31,2 = γ

* �2
 - � - "
�^$��=�����u���x"���	X�
A2 ⊕A1

4

C
N Ê¨Í�Ä�¿2Ä�ÆßÝ�Ñ2Ä�Ü	À7Ç�Ò2×�Å	Ê1Î

(·, ·) Ô�Èu¿	Õ�ÈuÅ2Èu¿2Æ�À	¿2ÈuÉ#Ç�Å	Å	Ê1Î�Í�Ç�Á�À2Ý {ei} à
Ò2Ó±Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê ] À

A2⊕A1
á

N Ê¨Í�Ä�¿2Ä�ÆSÉ�Ä�Ï	Õ�Èu¿
e3 ∈ A1 = (0,R) ⊂ A2 ⊕ A1

Ý�ÈÖÝ�É�ÈuÎ2Ý�Õ�É�È�Æ
(e3, e3) = 1

À�¿7ÇuÝ�Ý�Æ,ÈuÕ�¿	À2Æ
p �

(·, ·) Ô�Èu¿	Õ�ÈuÌ�ÈuÅ7Ç�Ò2×�Å2È�Ä à ÈuÑ2È�Ò2Å2Ä�Å	À2ÄÖÏ R · e3 = A1
É
A2 ⊕ A1

á J ÇuÝ�Ý�Æ,ÈuÕ�¿	À2ÆIÕ�Ä�Ñ2Ä�¿	×�Ò2À	Å2Ä�Î	Å2È�Ä
ÈuÕ�È�Íu¿7Ç�Ø!Ä�Å	À2Ä

L : p → A2
ä2Ó'ÉuÒ2Ó'Ù�å±Ä�Ä�Ý�ÓµÑ	¿2È�Ä�Ï	Ü	À2Ä�ÎßÉ à È�Ò2× (0,R)

á �XÝ�Å2È	ä�Ã	Õ�È
L �

Ò2À	Å2Ä�Î	Å	Ê1Î
À	Á�È�Æ,Èu¿2ÛKÀ	Á�Æ1á G Ñ	¿2Ä à ÄxÒ2À2ÆùÅ7ÇsÇ�Ò2Ì�Ä�Íu¿2Ä ] À

A2
Ý�Ï'Ç�Ò2Ó'¿	Å2È�Ä�Ñ	¿2ÈuÀ	Á�É�Ä à Ä�Å	À2Ä 〈·, ·〉 ÕuÇ�Ï�ä^Ã	Õ�È�ÍuÊÉ�Ê1Ñ2È�Ò2Å	Ó�Ò7È�Ý�×�¿7Ç�É�Ä�Å2Ý�Õ�É�È

(X,Y ) = 〈L(X), L(Y )〉 à Ò2Ó�É�Ý�ÄxË X,Y ∈ p
á

÷PÒ2ÓÐÆ,Ä�Õ�¿	À	Ã2Ä�Ý�Ï�ÈuÎ�Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê ] À
A2
Ý�Â�å±Ä�Ý�Õ�É�Â�Ä�ÕXÈu¿	Õ�ÈuÅ2Èu¿2Æ�À	¿2ÈuÉ#Ç�Å	Å	Ê1Î=Í�Ç�Á�À2Ý {f1, f2}

ÝMÏ�È�ÆkÔ
Æ�Â�ÕuÇ�Ü	À2ÈuÅ	Å	Ê¨ÆùÝ�È�ÈuÕ�Å2Èuô±Ä�Å	À2Ä�Æ

[f1, f2] = αf2
Ñ	¿	ÀSÅ2Ä�Ï�ÈuÕ�Èu¿2È�ÆüÉ�Ä�å±Ä�Ý�Õ�É�Ä�Å	Å2È�Æ

α > 0
áð÷PÒ2Ó

i = 1, 2
Ñ2È�Ò7È�ØmÀ2Æ

ei = L−1(fi)
á�¾KÈuÅ	Ó'Õ�Å2È	ä�Ã	Õ�È

e1 = f1 + ke3
ä
e2 = f2 + le3

à Ò2ÓïÅ2Ä�Ï�ÈuÕ�Èu¿	Ê5Ë
k, l ∈ R

á �XÝ�Å2ÈÖÕuÇ�Ï	Ø!Ä�äoÃ	Õ�ÈÖÉ�Ä�Ï	Õ�Èu¿	Ê
e1
ä
e2
ä
e3
È�Íu¿7Ç�Á�Â�Ù�Õ

(·, ·) Ô�Èu¿	Õ�ÈuÅ2Èu¿2Æ�À	¿2ÈuÉ#Ç�Å	Å	Ê1ÎsÍ�Ç�Á�À2Ý!É
A2 ⊕A1

á Q Ä�Å	Â�Ò7Ä�É�Ê¨ÄPÝ�Õ�¿	Â�Ï	Õ�Â�¿	Å	Ê¨ÄKÏ�ÈuÅ2Ý�ÕuÇ�Å	Õ�Ê Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê ] À
A2 ⊕A1

É±é�Õ�È�Æ¸Í�Ç�Á�À2Ý�ÄKÕuÇ�Ï�ÈuÉ�Ê�(

c21,2 = α, c31,2 = −α · l. æ�ó���î

¾KÈ�Ò7È�ØmÀ2Æ
α = c21,2, γ = c31,2.

�XÝ�Å2È	ä'Ã	Õ�È
α > 0

ä�ÀïÆ�Ê à ÈuÏ'Ç�Á�Ç�Ò2ÀïÑ2Ä�¿	É�È�ÄKÂ�Õ�É�Ä�¿#Ø à Ä�Å	À2ÄXÒ7Ä�Æ,Æ�ÊPá
¾XÂ�Ý�Õ�×�Õ�Ä�Ñ2Ä�¿	×

s �
Ç�Ò2Ì�Ä�Íu¿7Ç ] À�ä,À2Æ,Ä�Ù�åmÇ�ÓsÍ�Ç�Á�À2Ý

(f1, f2, f3)
Ý�Ä à À	Å2Ý�Õ�É�Ä�Å	Å	Ê¨ÆÚÅ2Ä�Õ�¿	À	É�À'Ô

Ç�Ò2×�Å	Ê¨Æ?Ï�È�Æ,Æ�Â�ÕuÇ�Õ�Èu¿2È�Æ
[f1, f2] = αf2 + γf3

ä5Ì à Ä α, γ ∈ R
ä
α > 0

á�¾KÈ�Ò�Ç�Ì�Ç�Ó
e1 = 1

αf1
ä

e2 = f2 +
γ
αf3

ä
e3 = f3

ä2Æ�ÊèÑ2È�Ò2Â�Ã7ÇuÄ�Æ¸Å2ÈuÉ�Ê1Î�Í�Ç�Á�À2Ý à Ò2Ó s
ÝPÄ à À	Å2Ý�Õ�É�Ä�Å	Å	Ê¨ÆSÅ2Ä�Õ�¿	À	É�À7Ç�Ò2×�Å	Ê¨Æ

Ï�È�Æ,Æ�Â�ÕuÇ�Ü	À2ÈuÅ	Å	Ê¨ÆIÝ�È�ÈuÕ�Å2Èuô±Ä�Å	À2Ä�Æ
[e1, e2] = e2

á U Ç�Ï	À2ÆèÈ�Íu¿7Ç�Á�È�Æ1ä
s
À	Á�È�Æ,Èu¿2ÛKÅ7ÇµÇ�Ò2Ì�Ä�Íu¿2Ä ] À

A2 ⊕A1
á
B

�fikeu²�»,n���e#³k´ke�>ACP�ã�	����������
'��������$����� #"�/ - 0A��"���� - " - 
��,���	�u�Þ���	������"�$	/��â0#" - �2
�
'����� �
$	�	��$��������u���x"���	X�

s = A2 ⊕ A1
"������	�2
� ��Ð�����Z� - ����� - ������$����� #"�/I
��#���

(−,−, 0) * (−,−,+)æ�������$����� #"�/
2
�
3
�2
±��� ���	���	/

2)
4
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C
÷PÒ2ÓsÆ,Ä�Õ�¿	À	Ã2Ä�Ý�Ï�ÈuÎaÇ�Ò2Ì�Ä�Íu¿	Ê ] À

s = A2 ⊕ A1
Æ�ÊüÉ�Ê¨Í�Ä�¿2Ä�ÆIÈu¿	Õ�ÈuÅ2Èu¿2Æ�À	¿2ÈuÉ#Ç�Å	Å	Ê1ÎSÍ�Ç�Ô

Á�À2Ý {fi}
ä'Ý�Â�å±Ä�Ý�Õ�É�ÈuÉ#Ç�Å	À2ÄXÏ�ÈuÕ�Èu¿2ÈuÌ�È à ÈuÏ'Ç�Á�Ç�Å2È±ÉÐÒ7Ä�Æ,Æ,Ä � á W Ç�Õ�¿	À	Ü7Ç±ÈuÑ2Ä�¿7Ç�Õ�Èu¿7Ç J À	Ã	Ã	À�É±é�Õ�È�Æ

Í�Ç�Á�À2Ý�ÄKÀ2Æ,Ä�Ä�Õ�É�À à (

Ric =




−α2 − 1
2γ

2 0 0
0 −α2 − 1

2γ
2 0

0 0 1
2γ

2


 .

G Ã2Ä�É�À à Å2È	ä�Ã	Õ�È à É#ÇµÀ	ÁfÝ�Õ�È�Ó'å!À'Ë�Å7Ç à À7Ç�Ì�ÈuÅ7Ç�Ò2À¸ÆMÇ�Õ�¿	À	Ü	Ê Ý�È�Í�Ý�Õ�É�Ä�Å	Å	Ê5ËâÁ�Å7Ç�Ã2Ä�Å	À	ÓâÈuÑ2Ä�¿7Ç�Õ�È�Ô
¿7Ç J À	Ã	Ã	À�É�Ý�Ä�Ì à ÇÖÈuÕ�¿	À	Ü7Ç�Õ�ÄxÒ2×�Å	ÊPä�Ñ	¿	À	Ã2Ä�ÆðÑ	¿	À γ = 0

¿2Ä�Ç�Ò2À	Á�Â�Ä�Õ�Ý�Ó�Ý�À	Ì�Å7Ç�Õ�Â�¿7Ç
(−,−, 0) äoÑ	¿	À

γ > 0 �
Ý�À	Ì�Å7Ç�Õ�Â�¿7Ç

(−,−,+)
äoÀ�Å	À	Ï'Ç�Ï	À'Ë à ¿	Â�Ì�À'Ë�Ý�À	Ì�Å7Ç�Õ�Â�¿�ÈuÑ2Ä�¿7Ç�Õ�Èu¿ J À	Ã	Ã	À�À2Æ,Ä�Õ�×ïÅ2ÄmÆ,È�Ô

Ø!Ä�Õ�á
B
¾KÈuÅ	Ó'Õ�Å2È	ä2Ã	Õ�È à ÈuÏ'Ç�Á�Ç�Å	Å	Ê¨ÄPÉ�Ê1ô±ÄKÑ	¿2Ä à Ò7È�Ø!Ä�Å	À	Ó�ó�� � ÉuÒ7Ä�Ï	Â�Õ=Õ�Ä�Èu¿2Ä�Æ�Â�ó�á
������������	
����
�������������������������������������������� �"!�#$!�%&��'(������������) �*��+�������	
�,����������	.-�������������������������	
�
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