
Сибирский математический журнал
Март—апрель, 2017. Том 58, № 2

УДК 512.542

КОНЕЧНЫЕ ГРУППЫ, ЯВЛЯЮЩИЕСЯ

ПРОИЗВЕДЕНИЕМ ДВУХ НОРМАЛЬНЫХ

СВЕРХРАЗРЕШИМЫХ ПОДГРУПП

С. Тан, Ю. Е, В. Го

Аннотация. Пусть P1 — класс всех конечных групп, являющихся произведением
двух нормальных сверхразрешимых подгрупп. Пусть P — класс всех несверхраз-
решимых P1-групп G таких, что все собственные P1-подгруппы группы G и все
нетривиальные фактор-группы группы G сверхразрешимы. В настоящей работе
получена классификация P-групп.
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1. Введение

Все группы в данной статье конечны. На протяжении всей статьи G обо-
значает конечную группу, p — простое число и Fp — конечное поле из p эле-
ментов. Через |G| обозначается порядок группы G и через π(G) — множество
всех простых делителей числа |G|. Группа G называется p-замкнутой, если ее
силовская p-подгруппа нормальна.

Хорошо известно, что произведение двух нормальных разрешимых под-
групп разрешимо и произведение двух нормальных нильпотентных подгрупп
нильпотентно. Однако произведение двух нормальных сверхразрешимых под-
групп не обязательно сверхразрешимо. Таким образом, возникают следующие
вопросы.

Проблема 1.1. При каких условиях произведение двух (нормальных)
сверхразрешимых подгрупп снова будет сверхразрешимо?

Проблема 1.2 (см. [1, гл. II, проблема 6.34]). Каково строение несверх-
разрешимой группы, являющейся произведением двух (нормальных) сверхраз-
решимых подгрупп?

Проблема 1.1 изучалась во многих работах, например, в [2–14]. В частно-
сти, Бэр доказал, что если G — произведение двух нормальных сверхразреши-
мых подгрупп и [G,G] нильпотентна, то G сверхразрешима [2]. Фризен показал,
что группа G, являющаяся произведением двух нормальных сверхразрешимых
подгрупп M и N , сверхразрешима, если индексы |G : M | и |G : N | взаимно
просты [3].
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Недавно В. Го и А. С. Кондратьев в [4, 5] описали строение минималь-
ной несверхразрешимой группы, являющейся произведением двух нормальных
сверхразрешимых подгрупп. Они доказали, что конечная минимальная несверх-
разрешимая группа G раскладывается в произведение двух нормальных сверх-
разрешимых подгрупп тогда и только тогда, когда G/F (G) — примарная мини-
мальная неабелева группа.

Пусть P1 — класс всех групп, являющихся произведением двух нормаль-
ных сверхразрешимых подгрупп. Пусть P — класс всех несверхразрешимых
P1-группG таких, что все собственные P1-подгруппы и нетривиальные фактор-
группы группы G сверхразрешимы. Естественным образом возникает следую-
щий вопрос.

Проблема 1.3. Каково строение P-групп?
Основная цель данной работы — решить проблему 1.3. А именно, полу-

чить классификацию P-групп (см. теорему 3.6). В качестве следствия полу-
чено необходимое и достаточное условие сверхразрешимости P1-группы (см.
следствие 4.1).

Все необъясненные обозначения и понятия стандартны и могут быть при
необходимости найдены в [15, 16].

2. Предварительные сведения

Нам потребуются следующие хорошо известные результаты.

Лемма 2.1 (см. [17, теорема 1.8.17]). Предположим, что M — нормальная
нильпотентная подгруппа группы G и M∩�(G) = 1. Тогда M является прямым
произведением минимальных нормальных подгрупп группы G.

Напомним, что G — группа Фробениуса с дополнением H, если H — нетри-
виальная собственная подгруппа группы G такая, что H ∩Hg = 1 для любого
g ∈ G\H (см. [18, гл. V, определение 8.1]). В этом случае множество

K =
(
G\

( ⋃
g∈G

Hg
))

∪ {1}

является нормальной подгруппой группы G и называется фробениусовым ядром
группы G, соответствующим дополнению H. Более того, G = K oH.

Лемма 2.2 (см. [18, гл. V, теорема 8.7]). Пусть G = KH — группа Фро-
бениуса с ядром K и дополнением H. Если p > 2, то силовские p-подгруппы
группы H циклические. Если p = 2, то силовские p-подгруппы группы H либо
циклические, либо обобщенные кватернионные. В частности, если H абелева,
то H циклическая.

Напомним, что группа A действует на G регулярно, если A нетривиальна
и CG(〈a〉) = {g | g ∈ G, ga = g} = 1 для любого 1 6= a ∈ A. Если A — груп-
па автоморфизмов группы G и A действует на G регулярно, то A называется
регулярной группой автоморфизмов группы G.

Следующая лемма дана как упражнение в книге Горенстейна [16, гл. 2,
упражнение 17]. Для удобства читателя приводим доказательство.

Лемма 2.3. Если A — регулярная группа автоморфизмов группы G, то
полупрямое произведение G o A является группой Фробениуса с ядром G и
дополнением A.
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Доказательство. Если ga ∈ G o A\A, где g ∈ G и a ∈ A, то ясно, что
g 6= 1. Предположим, что A ∩ Aga 6= 1. Тогда существует 1 6= b ∈ A ∩ Aga.
Следовательно, существует c ∈ A такой, что b = cga, т. е. b = a−1g−1cga. От-
сюда вытекает, что gc = g. Значит, c = 1, поскольку g 6= 1 и A действует на G
регулярно. Тогда b = 1; противоречие. Таким образом, A∩Aga = 1 для любого
ga ∈ G o A\A. Это означает, что G o A — группа Фробениуса с дополнени-
ем A. Поскольку G — нормальное дополнение к A в GoA, получаем, что G —
фробениусово ядро группы GoA. �

3. Основной результат

Пусть Ep(1, 1, 1) = 〈a, b | c = [a, b], ap = bp = cp = [a, c] = [b, c] = 1〉,
p > 2, и Mp(n, 1) = 〈a, b | apn = bp = 1, ab = a1+pn−1〉, n ≥ 2. Отметим, что
любая максимальная подгруппа группы Mp(n, 1) содержит 〈ap〉 = Z(Mp(n, 1))
в качестве максимальной подгруппы. Следовательно, Mp(n, 1) — минимальная
неабелева группа.

Начнем с построения четырех серий групп, которые являются P-группами,
и затем в теореме 3.6 покажем, что других P-групп нет.

Пример 3.1. Пусть p и q — простые числа такие, что q | p − 1 и q > 2, и
пусть P = Fpv1 + Fpv2 + · · ·+ Fpvq — q-мерное векторное пространство над Fp.
Пусть ω — первообразный корень степени q из единицы в Fp. Положим

α =


ω

ω
. . .

ω


q×q

, β =


1

ω
. . .

ωq−1


q×q

,

γ =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
. . . . . .

...

0 0 0
. . . 1

1 0 0 · · · 0


q×q

и Q = 〈α, β, γ〉, где Q порождается α, β, γ относительно матричного умножения.
Тогда Q ' Eq(1, 1, 1). Пусть G = P oQ, M = P o 〈α, β〉 и N = P o 〈α, γ〉. Тогда
M и N — нормальные сверхразрешимые подгруппы группы G и G = MN .
Однако G несверхразрешима. Обозначим группу G через E(p, q, 1).

Пример 3.2. Пусть p и q — простые числа такие, что qn | p− 1 для n ≥ 2.
Пусть P = Fpv1 + Fpv2 + · · · + Fpvq — q-мерное векторное пространство над
Fp. Пусть ω и θ — первообразные корни из единицы в Fp степеней q и qn

соответственно. Положим

β =


θ

θω1

. . .
θωq−1


q×q

, γ =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
. . . . . .

...

0 0 0
. . . 1

1 0 0 · · · 0


q×q

и Q = 〈β, γ〉. Тогда Q ' Mq(n, 1). Пусть G = P o Q, M = P o 〈β〉 и N =
P o 〈βq, γ〉. Тогда M и N — нормальные сверхразрешимые подгруппы группы
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G и G = MN . Ясно, что G несверхразрешима. Обозначим группу G через
M(p, q, n, θ, ω).

Пример 3.3. Пусть p — простое число, 4 | p − 1 и P = Fpv1 + Fpv2 —
двумерное векторное пространство над Fp. Пусть θ — первообразный корень
четвертой степени из единицы в Fp. Положим

β =
(
θ 0
0 −θ

)
, γ =

(
0 1
−1 0

)
и Q = 〈β, γ〉. Тогда Q ' Q8. Пусть G = PoQ, M = Po〈β〉 и N = Po〈γ〉. Тогда
M и N — нормальные сверхразрешимые подгруппы группы G и G = MN . При
этом G — несверхразрешимая группа Фробениуса с ядром P и дополнением Q.
Обозначим группу G через Q(p, 2).

Пример 3.4. Пусть p — простое число, 4 - p − 1 и P = Fpv1 + Fpv2 —
двумерное векторное пространство над Fp. Положим

α =
(
−1 0
0 −1

)
, β =

(
1 0
0 −1

)
, γ =

(
0 1
1 0

)
и Q = 〈α, β, γ〉. Тогда Q ' D4. Пусть G = PoQ, M = Po〈α, β〉 и N = Po〈α, γ〉.
Тогда M и N — нормальные сверхразрешимые подгруппы группы G и G = MN .
Ясно, что G несверхразрешима. Обозначим группу G через D(p, 2).

Группы E(p, q, 1), M(p, q, n, θ, ω), Q(p, 2) и D(p, 2) являются P-группами.
Действительно, с одной стороны, P — единственная минимальная нормальная
подгруппа групп E(p, q, 1), M(p, q, n, θ, ω), Q(p, 2) и D(p, 2). Из этого следует,
что любая нетривиальная фактор-группа групп E(p, q, 1), M(p, q, n, θ, ω), Q(p, 2)
и D(p, 2) сверхразрешима. С другой стороны, E(p, q, 1), M(p, q, n, θ, ω) и Q(p, 2)
несверхразрешимы, поскольку любая собственная подгруппа группы Q — абе-
лева группа, период которой делит p− 1. (Отметим, что если G = PQ, где P —
нормальная абелева силовская p-подгруппа группы G такая, что CG(P ) = P ,
и Q — силовская q-подгруппа группы G, q 6= p, то G сверхразрешима тогда
и только тогда, когда Q абелева и ее период делит p − 1.) В случае группы
D(p, 2) у Q есть единственная собственная подгруппа A = 〈βγ〉, не являющаяся
абелевой группой периода, делящего p − 1, поэтому все собственные подгруп-
пы группы D(p, 2), кроме P o A, сверхразрешимы. Отметим, что P o A не
P1-группа. Следовательно, любая собственная P1-подгруппа групп E(p, q, 1),
M(p, q, n, θ, ω), Q(p, 2) и D(p, 2) сверхразрешима.

Предложение 3.5. Пусть θk и ωr — первообразные корни из единицы сте-
пеней qn и p соответственно в поле Fp. Тогда M(p, q, n, θ, ω) 'M(p, q, n, θk, ωr).

Доказательство. Будем придерживаться обозначений из примера 3.2.
Поскольку θ и θk являются первообразными корнями степени qn из единицы
в Fp, существует натуральное число a такое, что (θk)a = θ и (a, q) = 1. В силу
того, что

M(p, q, n, θk, ωr) = P o 〈β̄, γ̄〉 = P o 〈(β̄)a, γ̄〉
'M(p, q, n, θka, ωra) = M(p, q, n, θ, ωra),

где P , β̄, γ̄ аналогичны P , β, γ из примера 3.2 соответственно, достаточно
показать, что M(p, q, n, θ, ω) 'M(p, q, n, θ, ωm) для любого 1 ≤ m ≤ q − 1.
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Пусть P ′ = Fpv′1 + Fpv′2 + · · ·+ Fpv′q, где (v′1, v′2, . . . , v′q) — базис для P ′, и

β′ =


θ

θωm
. . .

θω(q−1)m


q×q

, γ′ =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
. . . . . .

...

0 0 0
. . . 1

1 0 0 · · · 0


q×q

.

Пусть Q′ = 〈β′, γ′〉 и G′ = P ′oQ′ = M(p, q, n, θ, ωm). Вернемся к M(p, q, n, θ, ω).
Пусть vi = vri , где 1 ≤ ri ≤ q и q | i−ri для любого i > q. Поскольку viγ = vi+1,
получаем, что viγm = vi+m. Отметим, что (v1, v1+m, . . . , v1+(q−1)m) — базис для
P . Тогда P = Fpv1 + Fpv1+m + · · · + Fpv1+(q−1)m и β и γm имеют следующие
матрицы в базисе (v1, v1+m, . . . , v1+(q−1)m):

β =


θ

θωm
. . .

θω(q−1)m


q×q

, γm =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
. . . . . .

...

0 0 0
. . . 1

1 0 0 · · · 0


q×q

.

Таким образом,

M(p, q, n, θ, ω) = P o 〈β, γ〉 = P o 〈β, γm〉 ' P ′ o 〈β′, γ′〉 = M(p, q, n, θ, ωm).

Следовательно, M(p, q, n, θ, ω) ' M(p, q, n, θ, ωm) для любого 1 ≤ m ≤ q − 1.
Предложение доказано. �

В силу предложения 3.5 вместо M(p, q, n, θ, ω) можно писать M(p, q, n).
В оставшейся части статьи A(p− 1) обозначает класс всех абелевых групп,

период которых делит p− 1.

Теорема 3.6. Пусть G — P-группа. Тогда |π(G)| = 2 и G изоморфна одной
из групп E(p, q, 1), M(p, q, n), Q(p, 2) и D(p, 2).

Доказательство. Поскольку G — P-группа, G является несверхразреши-
мой P1-группой и все собственные P1-подгруппы и все нетривиальные фактор-
группы группы G сверхразрешимы. Пусть G = MN , где M и N — две нормаль-
ные сверхразрешимые подгруппы группы G. Доказательство будет состоять из
следующих шагов.

(1) �(G) = 1.
Допустим, что �(G) 6= 1. Из условия на G следует, что G/�(G) сверхраз-

решима. Тогда G сверхразрешима; противоречие.
(2) В G есть единственная минимальная нормальная подгруппа K и G/K

сверхразрешима.
Пусть K — минимальная нормальная подгруппа группы G. В силу условия

на G группа G/K сверхразрешима. Предположим, что H — другая минималь-
ная нормальная подгруппа группы G. Тогда G/H сверхразрешима. Из этого
следует, что G сверхразрешима; противоречие. Таким образом, единственность
доказана.

(3) Пусть p — наибольшее простое число в π(G). Тогда G p-замкнута и
K = F (G) = Op(G).
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Группы M и N p-замкнуты, поскольку они сверхразрешимы. Значит, G
тоже p-замкнута, так как M,N — нормальные подгруппы группы G и G = MN .
Следовательно, достаточно показать, что K = F (G). В силу (1) и леммы 2.1
имеет место разложение F (G) = A1×· · ·×Ak, где Ai — минимальная нормальная
подгруппа группы G для 1 ≤ i ≤ k. С учетом (2) получаем, что k = 1 и
F (G) = K, и (3) выполнено.

(4) M/K ∈ A(p− 1), N/K ∈ A(p− 1) и G/K — неабелева q-группа, причем
q | p− 1.

Из (3) следует, что F (M) = K. Поскольку M сверхразрешима, получаем,
что M/K абелева. В силу (1) выполнено �(M) = 1. По лемме 2.1 имеем K =
A1 × · · · ×Ar, где Ai, 1 ≤ i ≤ r, — минимальная нормальная подгруппа группы
M . Из сверхразрешимости группы M вытекает, что M/CM (Ai) ∈ A(p − 1),
1 ≤ i ≤ r. Значит, M/(CM (A1) ∩ · · · ∩ CM (Ar)) ∈ A(p− 1). Отметим, что

CM (A1) ∩ · · · ∩ CM (Ar) = CM (K) = CM (F (M)) ≤ F (M) = K.

Следовательно, M/K ∈ A(p − 1). По тем же соображениям N/K ∈ A(p − 1).
Предположим, что |π(G/K)| 6= 1. Пусть q ∈ π(G/K) и Q1/K, Q2/K — силов-
ские q-подгруппы групп M/K, N/K соответственно. Ясно, что Q1 и Q2 — нор-
мальные сверхразрешимые подгруппы группы G и (Q1Q2)/K — нормальная си-
ловская q-подгруппа группы G/K. Значит, Q1Q2 — собственная P1-подгруппа
группы G. Из условия на G следует, что Q1Q2 сверхразрешима. Поскольку
K = F (G) = F (Q1Q2), получаем, что (Q1Q2)/K абелева. Тогда G/K абеле-
ва, так как каждая силовская подгруппа группы G/K абелева и нормальна в
G/K. Показали, что G/K абелева, M/K ∈ A(p − 1) и N/K ∈ A(p − 1). Следо-
вательно, G/K ∈ A(p − 1). По [19, гл. 1, теорема 1.4] группа K циклическая.
Тогда G сверхразрешима; противоречие. Таким образом, |π(G/K)| = 1, и, зна-
чит, G/K — q-группа для некоторого простого числа q 6= p. Ясно, что G/K
неабелева и q | p− 1, и (4) доказано.

(5) Пусть M1 ≥M и N1 ≥ N — две максимальные нормальные подгруппы
группы G. Тогда M1 и N1 сверхразрешимы, M1/K и N1/K абелевы и 1 6=
M1/K ∩N1/K — циклическая группа.

Ясно, что M1 = MN ∩M1 = M(N ∩M1) и M , N ∩M1 — две нормальные
сверхразрешимые подгруппы группы M1. Из условия на G следует, что M1
сверхразрешима. Тогда в силу равенств K = F (G) = F (M1) группа M1/K
абелева. По тем же соображениям N1 сверхразрешима и N1/K абелева.

Пусть Q — силовская q-подгруппа группы G. Из (3) и (4) вытекает, что
G = KQ. Поскольку K — минимальная нормальная подгруппа группы G и
Q — дополнение к K в G, получаем, что Q — максимальная подгруппа группы
G. Более того, M1 = M1 ∩ KQ = K(Q ∩M1) и N1 = N1 ∩ KQ = K(Q ∩ N1).
В силу того, что M1/K и N1/K абелевы, Q∩M1 и Q∩N1 — различные абелевы
максимальные подгруппы группы Q. Пусть

Q′ = (Q ∩M1) ∩ (Q ∩N1).

Если Q′ = 1, то Q абелева и, значит, G/K абелева; противоречие. Следова-
тельно, 1 6= Q′ ≤ Z(Q). Покажем, что действие группы Q′ на K сопряжением
регулярно. Предположим противное. Найдутся 1 6= α ∈ Q′ и 1 6= k ∈ K такие,
что kα = k. Тогда CG(〈α〉) ≥ 〈Q, k〉 = G, так как Q — максимальная подгруппа
группы G. Следовательно, 〈α〉 E G, что противоречит (2). Таким образом, Q′

действует на K регулярно. Поскольку K = F (G), группа Q′ действует на K
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точно. Значит, Q′ можно рассматривать как регулярную группу автоморфиз-
мов группы K. Применяя лемму 2.3, получаем, что KQ′ — группа Фробениуса
с дополнением Q′. По лемме 2.2 группа Q′ циклическая. Следовательно, груп-
па M1/K ∩N1/K = (M1 ∩N1 ∩Q)K/K = Q′K/K 6= 1 тоже циклическая, и (5)
выполнено.

Без потери общности можно считать, что M и N — максимальные нор-
мальные подгруппы группы G. Пусть Q — силовская q-подгруппа группы G.
До конца доказательства фиксируем q-группы Q1 и Q2 такие, что Q1 = M ∩Q и
Q2 = N ∩Q. Тогда M = KQ1 и N = KQ2. Из (5) получаем, что Q1 и Q2 — абе-
левы максимальные подгруппы группы Q и 1 6= Q1∩Q2 — циклическая группа.
Пусть Q1 ∩Q2 = 〈α〉. Тогда 〈α〉 ≤ Z(Q) и |Q/〈α〉| ≤ q2.

(6) 〈α〉 = Z(Q) и Q/〈α〉 ' Zq × Zq.
Если хотя бы одно из указанных утверждений неверно, то Q/Z(Q) — цик-

лическая группа. Это означает, что Q абелева. Тогда G/K абелева, но это
противоречит (4). Следовательно, (6) выполнено.

Очевидно, что K — элементарная абелева p-группа и может рассматри-
ваться как векторное пространство над Fp. В силу равенства K = F (G) груп-
пы CG(K) = K и Q могут рассматриваться как линейные преобразования на
K. Действие группы Q на K сопряжением превращает K в неприводимый
Q-модуль. Поскольку M сверхразрешима, по теореме Машке [16, гл. 3, теоре-
ма 3.1] в K есть базисM такой, что любой элемент из Q1 имеет диагональную
матрицу в базисе M . Тогда

α =


a1In1

a2In2

. . .
akInk ,

 ,

где ai, 1 ≤ i ≤ k, — попарно различные элементы.
(7) k = 1, т. е. α — скалярное преобразование на K.
Пусть V = {v | v ∈ K, vα = a1v}. Тогда V — нетривиальный Q-подмодуль

модуля K, поскольку α ∈ Z(Q). Так как K — неприводимый Q-модуль, полу-
чаем, что V = K и, значит, (7) верно.

В силу (6) для любого β ∈ Q1\〈α〉 выполнено βq ∈ 〈α〉. С учетом (7) имеем

β =


bIm1

bωk2−1Im2

. . .
bωkr−1Imr ,

 ,

где ω — первообразный корень степени q из единицы в Fp и 1 ≤ ki 6= kj ≤ q − 1
при i 6= j.

(8) r > 1.
Если r = 1, то β ∈ Z(Q) = 〈α〉; противоречие. Значит, (8) доказано.
Из (8) и равенства Q1 = 〈α, β〉 следует, что K можно рассматривать как Q1-

модуль с r компонентами Веддерберна (см. [16, с. 72]) V1, V2, . . . , Vr, r > 1 (на
самом деле Vi — собственное подпространство, соответствующее собственному
числу bωki−1 преобразования β).

(9) r = q и m1 = m2 = · · · = mq = n для некоторого n ≥ 1.
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Пусть γ ∈ Q\Q1. По теореме Клиффорда [16, гл. 3, теорема 4.1] группа 〈γ〉
индуцирует транзитивное подстановочное действие на множестве {V1, V2, . . . , Vr},
так как Q1 E Q, Q = Q1〈γ〉 и K — неприводимый Q-модуль. Следовательно,
m1 = m2 = · · · = mr = n для некоторого n ≥ 1. Поскольку γq ∈ 〈α〉 в силу
(6) и Vi — Q1-модуль для 1 ≤ i ≤ r, получаем, что r = q. Таким образом, (9)
доказано.

Пусть γ ∈ Q\Q1. Как показано в доказательстве утверждения (9), в K есть
базис

(
v1
1 , . . . , v

n
1 , v

1
2 , . . . , v

n
2 , . . . , v

1
q , . . . , v

n
q

)
такой, что α, β и γ имеют следующие

матрицы в этом базисе:

α =


aIn

aIn
. . .

aIn


qn×qn

, β =


b̄In

b̄ωk
′
1In

. . .
b̄ωk

′
q−1In


qn×qn

,

γ =


0 In 0 · · · 0
0 0 In · · · 0
...

...
. . . . . .

...

0 0 0
. . . In

C 0 0 · · · 0


qn×qn

,

где 1 ≤ k′i ≤ q − 1 и k′i, 1 ≤ i ≤ q − 1, попарно различны.

(10) n = 1 и существует k такое, что (k, q) = 1 и q | k′i − ik для всех
1 ≤ i ≤ q − 1.

Отметим, что γq ∈ 〈α〉. Следовательно, C = cIn, где c ∈ F∗p. Тогда
〈
v1
1
〉
×〈

v1
2
〉
× · · · ×

〈
v1
q

〉
— Q-подмодуль модуля K. Значит,

〈
v1
1
〉
×

〈
v1
2
〉
× · · · ×

〈
v1
q

〉
= K

и n = 1. Из (6) получаем, что [β, γ] ∈ 〈α〉 имеет порядок q, так как [β, γ]q =
[βq, γ] = 1. Непосредственные вычисления показывают, что существует k такое,
что (k, q) = 1 и q | k′i − ik для всех 1 ≤ i ≤ q − 1. Значит, (10) верно.

Без потери общности можно считать, что k′i = i для 1 ≤ i ≤ q−1. В против-
ном случае в качестве первообразного корня степени q из единицы в Fp можно
взять ω′ = ωk.

(11) Заключение.

Случай I. Обе группы Q1 и Q2 не являются циклическими.
В этом случае можно выбрать β ∈ Q1 и γ ∈ Q2, оба порядка q. Пред-

положим, что |α| > q. Пусть A = K〈αq, β, γ〉, B = K〈αq, β〉 и C = K〈αq, γ〉.
Тогда F (A) = K и B, C — нормальные сверхразрешимые подгруппы груп-
пы A. Поскольку K = F (A) и группа A/K ' 〈αq, β, γ〉 неабелева, A не является
сверхразрешимой, что противоречит условию на G, так как A — собственная
P1-подгруппа группы G. Значит, |α| = q. Тогда α, β, γ имеют следующие
матричные представления:

α =


ω

ω
. . .

ω


q×q

, β =


1

ω
. . .

ωq−1


q×q

,
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γ =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
. . . . . .

...

0 0 0
. . . 1

1 0 0 · · · 0


q×q

,

где ω — первообразный корень степени q из единицы в Fp. Тогда G ' K o
〈α, β, γ〉. Более того, если q 6= 2, то G ' E(p, q, 1).

Случай II. Одна из групп Q1 и Q2 циклическая, а другая нет.
Без потери общности можно считать, что Q1 = 〈β〉, Q2 = 〈α〉 × 〈γ〉, где

|α| = qn, n ≥ 1 и |γ| = q. Тогда |β| = qn+1 и β, γ имеют следующие матричные
представления:

β =


θ

θω
. . .

θωq−1


q×q

, γ =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
. . . . . .

...

0 0 0
. . . 1

1 0 0 · · · 0


q×q

,

где θ и ω — первообразные корни из единицы в Fp степеней qn+1 и q соответ-
ственно. Значит, G ' K o 〈β, γ〉 = M(p, q, n+ 1), n ≥ 1.

Случай III. Обе группы Q1 и Q2 циклические.
Предположим, что существует элемент a ∈ Q\Q1 порядка q. Отметим, что

〈α, a〉 ∈ A(p − 1) и [Q,Q] ≤ 〈α〉 в силу (6). Значит, A = K〈α, a〉 — нормальная
сверхразрешимая подгруппа группы G и G = MA. Таким образом, этот случай
сводится к случаю II, поскольку можно заменить N на A.

Следовательно, можно считать, что в Q есть только одна подгруппа поряд-
ка q. Это означает, что Q является либо циклической группой, либо обобщенной
кватернионной. Из неабелевости группы Q вытекает, что Q — обобщенная ква-
тернионная группа и q = 2, т. е.

Q ' 〈a, b | a2n = 1, a2n−1
= b2, ab = a−1〉,

где n ≥ 2. Получаем, что |Z(Q)|=2. Тогда |Q| = 8 в силу равенства Q/Z(Q) '
Zq ×Zq, установленного в (6). Значит, Q ' Q8, и можно выбрать β и γ так, что
Q1 = 〈β〉, Q2 = 〈γ〉 и β, γ имеют следующие матричные представления:

β =
(
θ 0
0 −θ

)
, γ =

(
0 1
−1 0

)
,

где θ — первообразный корень четвертой степени из единицы в Fp. Таким
образом, G ' K o 〈β, γ〉 = Q(p, 2).

Допустим, что q = 2 в случае I. Если 4 | p − 1, то этот случай сводится к
случаю II, поскольку можно положитьQ1 = Q′

1 = 〈βγ〉 иQ2 = Q′
2 = 〈α, γ〉 (M ′ =

KQ′
1 и N ′ = KQ′

2 — две нормальные сверхразрешимые подгруппы группы G
и G = M ′N ′), и тогда G ' M(p, 2, 2). Предположим, что 4 - p − 1. Тогда
рассматриваемый случай не сводится к случаю II, так как KQ′

1 не является
сверхразрешимой, и G ' D(p, 2). Следовательно, в случае I при q = 2 группа G
изоморфна одной из групп M(p, 2, 2) и D(p, 2).

Таким образом, G изоморфна одной из групп E(p, q, 1), M(p, q, n), Q(p, 2) и
D(p, 2). Теорема доказана. �
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4. Некоторые приложения теоремы 3.6

Пусть A — группа. Говорят, что в G есть A-секция, если в ней есть под-
группы H и K такие, что K E H и H/K ' A.

Следующее утверждение, непосредственно вытекающее из теоремы 3.6, да-
ет необходимое и достаточное условие того, что P1-группа сверхразрешима.

Следствие 4.1. Пусть G = MN , где M и N — нормальные сверхразре-
шимые подгруппы группы G. Тогда G сверхразрешима в том и только в том
случае, когда в G нет A-секций для любой A из групп E(p, q, 1), M(p, q, n),
Q(p, 2) и D(p, 2).

Отметим, что коммутанты групп E(p, q, 1), M(p, q, n), Q(p, 2) и D(p, 2) не
нильпотентны. Из следствия 4.1 очевидным образом вытекает

Следствие 4.2 [2]. Пусть G = MN , где M и N — нормальные сверхразре-
шимые подгруппы группы G. Если [G,G] нильпотентна, то G сверхразрешима.

Следствие 4.3 [3]. Пусть M и N — нормальные сверхразрешимые под-
группы группы G. Если индексы |G : M | и |G : N | взаимно просты, то G
сверхразрешима.

Доказательство. Из взаимной простоты индексов |G : M | и |G : N |
следует, что G = MN . Если G несверхразрешима, то по следствию 4.1 в G
есть секция H/K, изоморфная одной из групп E(p, q, 1), M(p, q, n), Q(p, 2) и
D(p, 2). Индексы |H : H ∩ M | и |H : H ∩ N | взаимно просты, поскольку
|H : H

⋂
M | = |HM : M | и |H : H ∩ N | = |HN : N |. Следовательно, трой-

ка (H,H ∩M,H ∩ N) удовлетворяет посылке следствия. При этом ясно, что
H несверхразрешима. Без потери общности можно считать, что H = G. От-
метим, что индексы |G/K : MK/K| и |G/K : NK/K| взаимно просты. Зна-
чит, MK/K = G/K или NK/K = G/K, так как |π(G/K)| = |π(H/K)| = 2
и G/K = H/K содержит единственную минимальную нормальную подгруппу,
которая является силовской подгруппой группы G/K. Тогда G/K сверхразре-
шима, т. е. H/K сверхразрешима; противоречие. �

Если H — элементарная абелева группа и |H| = pn для простого числа p,
то будем говорить, что H имеет ранг n, и положим r(H) = n.

Теорема 4.4. Пусть G = MN , где M и N — нормальные сверхразрешимые
подгруппы группы G. Пусть q — наименьшее простое число в π(M)∩π(N). Если
r(H/K) < q для любого главного фактора H/K группы G, содержащегося в
M ∩N , то G сверхразрешима.

Доказательство. Если π(M) ∩ π(N) = ∅, то M ∩ N = 1 и G = M × N .
В этом случае G сверхразрешима. Значит, можно считать, что π(M)∩π(N) 6= ∅.
Предположим, что теорема неверна, и пусть G — контрпример наименьшего
порядка. Тогда выполнены следующие утверждения.

(1) �(G) ∩M = �(G) ∩N = 1.
Если это не так, то �(G) ∩ M 6= 1 или �(G) ∩ N 6= 1. Без потери общ-

ности можно считать, что �(G) ∩M 6= 1. Пусть A = �(G) ∩M . Поскольку
M/A

⋂
NA/A = (M ∩N)A/A и π(M/A)∩π(NA/A) ⊆ π(M)∩π(N), условие тео-

ремы выполнено для (G/A,M/A,NA/A). В силу выбора группы G получаем,
что G/A сверхразрешима. Следовательно, G сверхразрешима; противоречие.

(2) Пусть K ≤M — минимальная нормальная подгруппа группы G. Тогда
K — единственная минимальная нормальная подгруппа группы G, содержаща-
яся в M или в N , K = F (M) = F (N) и G/K сверхразрешима.
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Поскольку M/K
⋂
NK/K = (M ∩N)K/K и π(M/K)∩π(NK/K) ⊆ π(M)∩

π(N), условие теоремы выполнено для (G/K,M/K,NK/K). Из минимальности
группы G следует, что G/K сверхразрешима. Значит, в G есть единственная
минимальная нормальная подгруппа K, содержащаяся в M . В силу (1) и лем-
мы 2.1 получаем, что F (M) = K. Предположим, что A ≤ N — минимальная
нормальная подгруппа группы G. Аналогичным образом показываем, что A —
единственная минимальная нормальная подгруппа группы G, содержащаяся в
N , G/A сверхразрешима и A = F (N). Группа G несверхразрешима, поэтому
A = K. Значит, (2) выполнено.

(3) Пусть p — наибольшее простое число в π(G). Тогда G p-замкнута, K =
Op(G) и F (G) = K × Z(G).

Поскольку M и N сверхразрешимы, они p-замкнуты. Из (2) и равенства
G = MN получаем, что K = Op(G) = Op(M)Op(N) — силовская p-подгруппа
группы G. Следовательно, G тоже p-замкнута, и F (G) = K × Op′(F (G)). Из
(2) вытекает, что Op′(F (G))∩M = Op′(F (G))∩N = 1. Ясно, что K

⋂
Z(G) = 1.

Значит, F (G) = K × Z(G), и (3) доказано.
(4) Пусть A ≤M и B ≤ N — две нормальные подгруппы группы G. Тогда

условие теоремы выполнено для (AB,A,B).
Пусть q′ — наименьшее простое число в π(A)∩π(B) (если π(A)∩π(B) = ∅,

то также считаем, что условие выполнено для (AB,A,B), поскольку в этом
случае AB сверхразрешима). Тогда q′ ≥ q. Если это не так, то A ∩B содержит
главный факторH/K группы AB такой, что r(H/K) ≥ q′. Отметим, что A∩B —
нормальная подгруппа группы G, содержащаяся в M ∩ N . По операторной
теореме Жордана — Гёльдера M ∩N содержит главный фактор H ′/K ′ группы
G такой, что r(H ′/K ′) ≥ r(H/K) ≥ q′ ≥ q. Это противоречит условию теоремы,
и (4) доказано.

(5) M/K ∈ A(p− 1), N/K ∈ A(p− 1), G/K — неабелева q-группа и q | p− 1.
Из (1) получаем, что �(M) = �(N) = 1. Рассуждая так же, как на шаге (4)

доказательства теоремы 3.6, выводим, что M/K ∈ A(p − 1) и N/K ∈ A(p − 1).
Предположим, что |π(G/K)| ≥ 2. Пусть r ∈ π(G/K) и R1/K, R2/K — силов-
ские r-подгруппы групп M/K, N/K соответственно. Тогда R1 ≤M , R2 ≤ N —
нормальные сверхразрешимые подгруппы группы G и (R1R2)/K — нормальная
силовская r-подгруппа группы G/K. В силу (4) группа R1R2 сверхразрешима,
так как R1R2 — собственная подгруппа группы G. Тогда R1R2Z(G) тоже сверх-
разрешима. Следовательно, (R1R2)Z(G)/(K×Z(G)) абелева, поскольку F (G) =
K×Z(G) = F (R1R2Z(G)) по (3). Отметим, что (R1R2)Z(G)/(K×Z(G)) — нор-
мальная силовская r-подгруппа группы G/(K × Z(G)). Тогда G/(K × Z(G))
абелева, поскольку любая силовская подгруппа группы G/(K × Z(G)) абелева
и нормальна в G/(K×Z(G)). Таким образом, M/K ∈ A(p−1), N/K ∈ A(p−1),
и G/(K × Z(G)) абелева. Следовательно, G/(K × Z(G)) ∈ A(p − 1). Ясно, что
(K × Z(G))/Z(G) — минимальная нормальная подгруппа группы G/Z(G) и

(G/Z(G))/((K × Z(G))/Z(G)) ' G/(K × Z(G)) ∈ A(p− 1).

По [19, гл. 1, теорема 1.4] группа (K × Z(G))/Z(G) циклическая и, значит, K
тоже циклическая. Следовательно, G сверхразрешима; противоречие. Значит,
|π(G/K)| = 1 и G/K — r-группа для некоторого простого числа r 6= p. Ясно,
что G/K неабелева и r | p−1. Если r = q, то (5) выполнено. Предположим, что
r 6= q. Тогда p = q, поскольку π(G) = {p, r}. Отметим, что p > r. Это означает,
что r /∈ π(M)∩π(N). Следовательно, G = N или G = M , так как K — силовская
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p-подгруппа группы G, содержащаяся в M и в N по (3), и G = MN . Получаем,
что G сверхразрешима; противоречие. Таким образом, (5) доказано.

Теперь готовы прийти к противоречию, завершающему доказательство.
В (5) показано, что π(G) = {p, q}. Отметим, что K — минимальная нор-

мальная подгруппа группы G, содержащаяся в M ∩ N . По условию теоремы
r(K) < q и, значит, |K| < pq. В силу (5) и следствия 4.1 в G есть секция
H/J , изоморфная одной из групп E(p, q, 1), M(p, q, n), Q(p, 2) и D(p, 2) (если
H/J изоморфна Q(p, 2) или D(p, 2), то q = 2). Силовские p-подгруппы группы
H/K имеют порядок pq, поэтому |K| ≥ pq, так как K — силовская p-подгруппа
группы G; противоречие. Теорема доказана. �

Пусть G — группа и |G| = pα1
1 pα2

2 . . . pαnn , где p1 > p2 > · · · > pn — про-
стые числа и α1, α2, . . . , αn — натуральные числа. Напомним, что G называется
группой с силовской башней, если в G есть нормальный ряд

1 = G0 < G1 < · · · < Gn = G

такой, что |Gi/Gi−1| = pαii , i = 1, . . . , n.

Следствие 4.5. Пусть G = MN , где M и N — нормальные сверхразреши-
мые подгруппы группы G. Пусть q — наименьшее простое число в π(M)∩π(N).
Если r(P/�(P )) < q для любой силовской подгруппы P группы M ∩ N , то G
сверхразрешима.

Доказательство. Если π(M)∩π(N) = ∅, то G = M ×N и G сверхразре-
шима. Значит, можно считать, что π(M) ∩ π(N) 6= ∅. Отметим, что M ∩N —
нормальная подгруппа группы G, обладающая силовской башней, т. е. если
|M ∩ N | = pβ1

1 pβ2
2 . . . pβnn , где p1 > p2 > · · · > pn, то в M ∩ N есть нормальный

ряд
1 = A0 < A1 < · · · < An = M ∩N

такой, что |Ai/Ai−1| = pβii , i = 1, . . . , n. Поскольку Ai, i = 0, 1, . . . , n, — харак-
теристические подгруппы группы M ∩N , они нормальны в G.

Предположим, что G несверхразрешима. Тогда существует 1 ≤ i ≤ n такое,
что G/Ai сверхразрешима и G/Ai−1 несверхразрешима. Пусть Pi — силовская
pi-подгруппа группы M ∩N . Тогда Ai/Ai−1 ' Pi. Пусть H/Ai−1 = �(Ai/Ai−1).
Ясно, что H нормальна в G и r(Ai/H) = r(Pi/�(Pi)) < q. Отметим, что если
π(M/H) ∩ π(N/H) = ∅, то G/H сверхразрешима. С другой стороны, предпо-
ложим, что π(M/H) ∩ π(N/H) 6= ∅, и пусть q′ — наименьшее простое число
в π(M/H) ∩ π(N/H). Тогда q′ ≥ q и r(Ai/H) < q′. Поскольку G/Ai сверх-
разрешима и r(Ai/H) < q′, тройка (G/H,M/H,N/H) удовлетворяет условию
теоремы 4.4 по теореме Жордана — Гёльдера, поэтому G/H сверхразреши-
ма. Значит, в любом случае G/H сверхразрешима. Но тогда в силу того, что
H/Ai−1 = �(Ai/Ai−1) ≤ �(G/Ai−1) и группа (G/Ai−1)/(H/Ai−1) ' G/H сверх-
разрешима, G/Ai−1 тоже сверхразрешима; противоречие. Значит, G сверхраз-
решима. �
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