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§ 1. Введение

В работе рассматриваются кратные тригонометрические ряды вида
∞∑

m1=1

∞∑
m2=1

· · ·
∞∑

mn=1

am1,m2,...,mne
i(m1x1+m2x2+···+mnxn), (1)

где am1,...,mn ≥ 0, am1,...,mn → 0 при m1 + · · ·+mn →∞.

Обозначим x = (x1, x2, . . . , xn), m = (m1,m2, . . . ,mn), xm =
n∑
i=1

mixi.

Пусть Sm(x) =
m1∑
k1=1

· · ·
mn∑
kn=1

akeikx — прямоугольная частичная сумма ряда (1).

Если существует конечный предел

lim
min

1≤i≤n
mi→∞

Sm(x),

то ряд (1) называется сходящимся по Прингсхейму в точке x.
Вопросы сходимости общих тригонометрических рядов и рядов Фурье рас-

сматривались в работах Л. В. Жижиашвили [1], Б. И. Голубова [2], С. В. Коня-
гина [3], Феффермана [4], Н. Р. Тевзадзе [5] и многих других авторов. Имеются
и статьи, посвященные рядам вида (1), о которых упомянем ниже.

Работа выполнена первым автором при финансовой поддержке Министерства образова-
ния и науки Республики Казахстан (грант 4080/ГФ4), вторым автором — при финансовой
поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (код проекта 15–01–01236) и
Совета по грантам президента РФ и государственной поддержке ведущих научных школ (код
проекта НШ–3682.2014.1), третьим автором — при финансовой поддержке Министерства об-
разования и науки Республики Казахстан (гранты 4080/ГФ4, 3311/ГФ4).

c© 2017 Джумабаева Д. Г., Дьяченко М. И., Нурсултанов Е. Д.



О сходимости кратных тригонометрических рядов 271

Пусть E = {ε = (ε1, ε2, . . . , εn) : εi = 0 или εi = 1, i = 1, 2, . . . , n}. Для
вектора ε ∈ E и n-кратной последовательности чисел {am}∞m=1 определим раз-
ность

4εam = 4ε1(4ε2 . . . (4εnam1,m2,...,mn) . . . ),
где

4εibm =
{
bm для εi = 0,
bm − bm1,...,mi+1,...,mn для εi = 1.

Обозначим Ek = {ε ∈ E : |ε| = ε1 + · · ·+ εn = k}.
Последовательность неотрицательных чисел {am}m∈Nn будем называть

k-монотонной, если 4εam ≥ 0 для любого ε ∈ Ek. При k = 1 это определение
совпадает с монотонностью по каждому индексу, т. е. am ≥ ak при mi ≤ ni,
i = 1, 2, . . . , n. В случае k = n k-монотонность совпадает с монотонностью по
Харди. В одномерном случае рассматривалась и дробная монотонность. Так,
ряды с α-монотонными коэффициентами при α ∈ (0, 1) изучались в [6].

Определим Mk как множество рядов вида (1) с k-монотонными коэффи-
циентами. Имеет место соотношение Mk+1 ⊂ Mk, т. е. ряды с монотонными
по Харди коэффициентами образуют самое узкое, а монотонные по каждому
переменному — самое широкое из множеств в этой шкале.

Изучению рядов из M1 либо из Mn также посвящено много работ. Здесь
отметим работы Гейрингера [7], Морица [8], М. И. Дьяченко [9–11] и др. В тех
случаях, когда коэффициенты Фурье интегрируемой функции f обладают свой-
ством Mk, будем писать f ∈Mk. Гейрингером [12] установлено, что тригономет-
рические ряды изMn сходятся всюду на (0, 2π)n. В [10] доказано, что из условия
f ∈ Lp[0, 2π]n ∩M1 следует сходимость ряда Фурье функции f по Прингсхейму
всюду на (0, 2π)n только при p > n.

Целью данной статьи является изучение поточечной сходимости по Принг-
схейму кратных тригонометрических рядов с k-монотонными коэффициентами.

Пусть p = (p1, . . . , pn), где 1 < pi < ∞. Пространство Lp[0, 2π]n, называе-
мое пространством Лебега со смешанной метрикой, определяется как множе-
ство измеримых на [0, 2π]n функций, для которых конечна величина

‖f‖Lp =

 2π∫
0

. . .

 2π∫
0

|f(x1, . . . , xn)|p1dx1


p2
p1

. . . dxn

 1
pn

.

В § 3 будет установлена справедливость следующих утверждений.

Теорема 1. Пусть 1 ≤ k ≤ n, 1 < p1, . . . , pn <∞ и 1
p1

+ · · ·+ 1
pn

< k. Если
дан ряд из Mk и для его коэффициентов имеет место

sup
1≤mi<∞,

1≤i≤n

m
p1−1
p1

1 . . .m
pn−1
pn

n am1...mn <∞, (2)

то этот ряд сходится по Прингсхейму всюду на (0, 2π)n.

Следствие 1. Пусть 1 ≤ k ≤ n, p = (p1, . . . , pn), где 1 < p1, . . . , pn < ∞ и
1
p1

+ · · ·+ 1
pn

< k. Если f ∈ Lp[0, 2π]n ∩Mk, то ряд Фурье функции f сходится
по Прингсхейму всюду на (0, 2π)n.

Неулучшаемость данных утверждений в некотором смысле показывает

Теорема 2. Пусть 1 ≤ k < n, 1 < p1, . . . , pn < ∞ и 1
p1

+ · · · + 1
pn

= k.
Тогда существует ряд из Mk, удовлетворяющий условию (2), но расходящийся
по кубам в точке (π, π, . . . , π).
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§ 2. Леммы

Лемма 1 (преобразование Абеля). Пусть {ak}k∈Nn , {bk}k∈Nn — n-кратные
последовательности действительных чисел. Тогда для любого m ∈ Nn справед-
ливо равенство

∑
1≤ri≤mi,
i=1,...,n

arbr =
∑
ε∈E

m1−ε1∑
k1=(1−ε1)m1+ε1

· · ·
mn−εn∑

kn=(1−εn)mn+εn

(
4ε ak

k1∑
l1=1

· · ·
kn∑
ln=1

bl

)
.

Доказательство проводится с использованием индукции и одномерного
преобразования Абеля. �

Также справедлива

Лемма 2. Пусть 1 ≤ k ≤ n, 1
p1

+ · · · + 1
pn

< k. Eсли последовательность
{am}m∈Nn k-монотонна и удовлетворяет условию (2), то сходится ряд

∞∑
m1=1

· · ·
∞∑

mn=1

|41am1,...,mn |.

Здесь и далее 1 = (1, . . . , 1).

Доказательство. При k = n утверждение леммы очевидно. Пусть k ≤
n − 1 и Pn — множество всех перестановок последовательности {1, 2, . . . , n}.
Тогда

∞∑
m1=1

· · ·
∞∑

mn=1

|41am1,...,mn | ≤
∑
σ∈Pn

∞∑
mσn=1

∞∑
mσn−1=mσn

· · ·
∞∑

mσ1=mσ2

|41am1,...,mn |.

Поэтому достаточно доказать для произвольного σ ∈ Pn сходимость ряда

∞∑
mσn=1

∞∑
mσn−1=mσn

· · ·
∞∑

mσ1=mσ2

|41am1,...,mn |. (3)

Пусть σ ∈ Pn, тогда найдется ε ∈ Ek такое, что εσ1 = · · · = εσk = 1 и εσj = 0
при j > k. Из определения |41am1,...,mn | имеем

|41am1,...,mn | ≤
∑

ν∈E, ν⊥ε

|4εam+ν |,

где ν⊥ε означает, что
n∑

j=1
νjεj = 0, т. е. νσj = 0, 1 ≤ j ≤ k.

Соответственно перестановке σ введем обозначение bmσ1 ,...,mσn
:= am1,...,mn ,

и пусть ε′ = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0) ∈ Ek. Таким образом, учитывая k-монотонность,
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оценим ряд (3):∑
ν∈E,
ν⊥ε

∞∑
mσn=1

∞∑
mσn−1=mσn

· · ·
∞∑

mσ1=mσ2

|4εam+ν |

=
∑
ν∈E,
ν⊥ε

∞∑
mσn=1

∞∑
mσn−1=mσn

· · ·
∞∑

mσ1=mσ2

4εam+ν

=
∑
ν∈E,
ν⊥ε

∞∑
mσn=1

∞∑
mσn−1=mσn

· · ·
∞∑

mσ1=mσ2

4εbmσ1+ν1,...,mσn+νn

=
∑
ν∈E,
ν⊥ε

∞∑
mσn=1

· · ·
∞∑

mσk+1=mσk+2

bmσk+1 ,...,mσk+1 ,mσk+1+νk+1,...,mσn+νn

≤ 2n−k
∞∑

mσn=1

· · ·
∞∑

mσk+1=mσk+2

bmσk+1 ,...,mσk+1 ,mσk+2 ,...,mσn

.
∞∑

mσn=1

· · ·
∞∑

mσk+1=mσk+2

m
1

pσn
−1

σn . . .m
( 1
pσk+1

+···+ 1
pσ1

)−k−1
σk+1

.
∞∑

m=1

m
1
p1

+ 1
p2

+···+ 1
pn
−k−1

(здесь при k = n− 1 остается только внешнее суммирование по mσn от 1 до ∞).
Cогласно условию леммы последний ряд сходящийся. �

Лемма 3. Пусть 1 ≤ k ≤ n, p = (p1, . . . , pn), где 1 < p1, . . . , pn < ∞. Если
f ∈ Lp[0, 2π]n ∩M1, то для соответствующей последовательности коэффициен-
тов имеет место условие

sup
1≤mi<∞,

1≤i≤n

m
p1−1
p1

1 . . .m
pn−1
pn

n am1...mn <∞.

Доказательство. Пусть f ∈ Lp[0, 2π]n∩M1, f∗1,...,∗n(t1, . . . , tn) — повтор-
ная невозрастающая перестановка функции f , полученная путем применения
невозрастающей перестановки последовательно по переменным x1, x2, . . . , xn,
причем в каждом случае остальные переменные считаются фиксированными.

Получим сначала оценку

sup
0<tj≤2π

t1/p1
1 · · · t1/pnn f∗1,...,∗n(t1, . . . , tn) ≤ ‖f‖Lp[0,2π]n . (4)

В случае n = 1 из невозрастания функции f∗(t) имеем

sup
0<t≤2π

t1/pf∗(t) = sup
0<t≤2π

 t∫
0

ds

1/p

f∗(t)

≤ sup
0<t≤2π

 t∫
0

(f∗(s))p ds

1/p

= ‖f‖Lp[0,2π].
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Предположим, что для n неравенство (4) верно. Тогда аналогично одно-
мерному случаю

sup
0<tj≤2π

t1/p1
1 . . . t

1/pn+1
n+1 f∗1,...,∗n(t1, . . . , tn+1)

≤ sup
0<tj≤2π

t1/p1
1 . . . t1/pnn

 2π∫
0

(f∗1,...,∗n+1(t1, . . . , tn, sn+1))pn+1 dsn+1

1/pn+1

= sup
0<tj≤2π

 2π∫
0

(
t1/p1
1 . . . t1/pnn f∗1,...,∗n(t1, . . . , tn, xn+1)

)pn+1 dxn+1

1/pn+1

.

Применяя к подынтегральной функции при фиксированном xn+1 предположе-
ние индукции, получим (4).

Из [13], в частности, имеем

sup
1≤mi<∞,

1≤i≤n

m
− 1
p1

1 . . .m
− 1
pn

n

m1∑
l1=1

· · ·
mn∑
ln=1

al1...ln

. sup
0<tj≤2π

t1/p1
1 . . . t1/pnn f∗1,...,∗n(t1, . . . , tn) ≤ ‖f‖Lp[0,2π]n .

Учитывая, что k-монотонность влечет 1-монотонность, получим

sup
1≤mi<∞,

1≤i≤n

m
p1−1
p1

1 . . .m
pn−1
pn

n am1...mn

≤ sup
1≤mi<∞,

1≤i≤n

m
− 1
p1

1 . . .m
− 1
pn

n

m1∑
l1=1

· · ·
mn∑
ln=1

al1...ln . ‖f‖Lp[0,2π]n . �

В дальнейшем для натуральных r обозначим

Dr(t) =
r∑

k=1

eikt.

§ 3. Сходимость кратных тригонометрических
рядов с монотонными коэффициентами

Приступим к доказательствам теоремы 1 и следствия 1.
Доказательство теоремы 1. Как было отмечено, из условия принад-

лежности ряда множеству Mk следует, что при |ε| ≤ k имеет место

4εam ≥ 0. (5)

Рассмотрим частичную сумму SN(x) ряда (1) и применим к ней преобра-
зование Абеля (см. лемму 1):

SN(x) =
∑
ε∈E

N1−ε1∑
m1=(1−ε1)N1ε1

· · ·
Nn−εn∑

mn=(1−εn)Nn+εn

(
4ε am

n∏
i=1

Dmi(xi)

)
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=
k∑

d=0

∑
ε∈Ed

N1−ε1∑
m1=(1−ε1)N1+ε1

· · ·
Nn−εn∑

mn=(1−εn)Nn+εn

(
4ε am

n∏
i=1

Dmi(xi)

)

+
n−1∑

d=k+1

∑
ε∈Ed

N1−ε1∑
m1=(1−ε1)N1+ε1

· · ·
Nn−εn∑

mn=(1−εn)Nn+εn

(
4ε am

n∏
i=1

Dmi(xi)

)

+
N1−1∑
m1=1

· · ·
Nn−1∑
mn=1

(
41 am

n∏
i=1

Dmi(xi)

)
= B1

N(x) +B2
N(x) +B3

N(x). (6)

Рассмотрим слагаемые суммы (6) отдельно. Для x ∈ (0, 2π)n, используя условие
(5), имеем

∣∣B1
N(x)

∣∣ = ∣∣∣∣∣
k∑

d=0

∑
ε∈Ed

N1−ε1∑
m1=(1−ε1)N1+ε1

· · ·
Nn−εn∑

mn=(1−εn)Nn+εn

(
4ε am

n∏
i=1

Dmi(xi)

)∣∣∣∣∣
≤ πn

n∏
i=1

min(xi, 2π − xi)

k∑
d=0

∑
ε∈Ed

N1−ε1∑
m1=(1−ε1)N1+ε1

· · ·
Nn−εn∑

mn=(1−εn)Nn+εn

(4εam)

≤ πn

n∏
i=1

min(xi, 2π − xi)

k∑
d=0

∑
ε∈Ed

aN1(1−ε1)+ε1,N2(1−ε2)+ε2,...,Nn(1−εn)+εn −→ 0

при min
1≤i≤n

Ni →∞. Затем для x ∈ (0, 2π)n получим

∣∣B2
N(x)

∣∣ = ∣∣∣∣∣
n−1∑

d=k+1

∑
ε∈Ed

N1−ε1∑
m1=(1−ε1)N1+ε1

· · ·
Nn−εn∑

mn=(1−εn)Nn+εn

(
4ε am

n∏
i=1

Dmi(xi)

)∣∣∣∣∣
≤ πn

n∏
i=1

min(xi, 2π − xi)

n−1∑
d=k+1

∑
ε∈Ed

N1−ε1∑
m1=(1−ε1)N1+ε1

· · ·
Nn−εn∑

mn=(1−εn)Nn+εn

| 4ε am|

=
πn

n∏
i=1

min(xi, 2π − xi)

n−1∑
d=k+1

∑
ε∈Ed

Aε
N.

Докажем стремление к нулю Aε
N, когда ε = (1, 1, . . . , 1, 0, 0, . . . , 0), где |ε| = d,

k < d < n. Для остальных ε ∈ E таких, что |ε| > k и |ε| 6= n, стремление
к нулю будет доказываться аналогично в силу симметричности индексов mi,
i = 1, 2, . . . , n.

Обозначим через Pd всевозможные перестановки чисел из (1, 2, . . . , d). То-
гда

Aε
N =

N1−1∑
m1=1

N2−1∑
m2=1

· · ·
Nd−1∑
md=1

| 4ε am1,m2,...,md,Nd+1,...,Nn |

≤
∞∑

m1=1

∞∑
m2=1

· · ·
∞∑

md=1

| 4ε am1,m2,...,md,Nd+1,...,Nn |

≤
∑
σ∈Pd

∞∑
mσ1=1

∞∑
mσ2=mσ1

· · ·
∞∑

mσd
=mσd−1

| 4ε am1,m2,...,md,Nd+1,...,Nn |.
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Применяя метод доказательства леммы 2 к каждому слагаемому последней сум-
мы, получим

Aε
N ≤ d!2d−k

∞∑
m1=1

m
( 1
p1

+ 1
p2

+···+ 1
pd

)−k−1
1 N

1
pd+1

−1

d+1 . . . N
1
pn
−1

n −→ 0

при min
1≤i≤n

Ni →∞.

Что касается B3
N(x), то она является прямоугольной частичной суммой

ряда
∞∑

m1=1

· · ·
∞∑

mn=1

(
41 am

n∏
i=1

Dmi(xi)
)
,

который по лемме 2 сходится абсолютно на (0, 2π)n, что и требовалось дока-
зать. �

Доказательство следствия 1 непосредственно следует из теоремы 1 и
леммы 3. �

4. Расходимость кратных тригонометрических
рядов с монотонными коэффициентами

Пусть k ∈ N, 1 ≤ k ≤ n, и 1
p1

+ · · ·+ 1
pn

= k. Для ε ∈ Ek и r ∈ Z+ определим
множества Sr =

{
m = (m1,m2, . . . ,mn) ∈ Zn

+ : |m| = m1 + m2 + · · · + mn =
r, mi ∈ Z+, i = 1, 2, . . . , n

}
, Dε

r =
{
m ∈ Zn

+ : m⊥(1− ε), |m| = r
}
.

Пусть
∣∣Dε

r

∣∣ — число элементов в множестве Dε
r . Величина

∣∣Dε
r

∣∣ зависит
только от r и k, поэтому обозначим ее через dr,k. Заметим, что

dr,k :=
∣∣Dε

r

∣∣ � (r + 1)k−1, (7)

|Sr| � (r + 1)n−1, (8)

причем
dr+1,k − dr,k � (r + 1)k−2, dr,1 = 1. (9)

Пусть 1 ≤ k < n, r ≥ 1. Определим последовательность

bl =

{
− 1

d2r,k+1rn−k
, l ∈ S2r,

1
d2r,k+1rn−k

, l ∈ S2r+1.

Она не зависит от перестановки индексов, т. е. для любой перестановки σ ∈ Pn
верно bl1,...,ln = blσ1 ,...,lσn

.
Для ε ∈ Ek+1 определим последовательность

am =

m1
1−ε1∑
l1=m1

m2
1−ε2∑
l2=m2

· · ·

mn
1−εn∑
ln=mn

bl1,l2,...,ln , m ∈ Nn, (10)

где
mi

1− εi
=
{ ∞, εi = 1,
mi, εi = 0.

Учитывая изложенное выше, заметим, что правая часть (10) не зависит от вы-
бора ε из Ek+1.

Приступим к доказательству теоремы 2.
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Доказательство теоремы 2. Рассмотрим ряд
∞∑

m1=1

· · ·
∞∑

mn=1

am1,...,mne
i(m1x1+···+mnxn),

где коэффициенты ряда a = {am}m∈Nn определяются согласно (10). Пока-
жем, что это ряд из Mk и соответствующие коэффициенты удовлетворяют усло-
вию (2).

Рассмотрим ε = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0) ∈ Ek+1, тогда

am =
∞∑

l1=m1

∞∑
l2=m2

· · ·
∞∑

lk+1=mk+1

bl1,l2,...,lk+1,mk+2,...,mn

=
∞∑
r=j

( ∑
l∈Dε

2r−2j

bm+l +
∑

l∈Dε
2r+1−2j

bm+l

)
.

Будем учитывать, что если l ∈ Dε
N−|m|, то m + l ∈ SN , поэтому для |m| = 2j

am =
∞∑
r=j

(
−
d2r−|m|,k+1

d2r,k+1rn−k
+
d2r+1−|m|,k+1

d2r,k+1rn−k

)
.

Используя (7) и (9), имеем

0 ≤ am .
∞∑
r=j

1
rn−k+1 �

1
|m|n−k

.

Если |m| = 2j + 1, то аналогично получим

0 ≤ am = bm +
∞∑

r=j+1

(
−
d2r−|m|,k+1

d2r,k+1rn−k
+
d2r+1−|m|,k+1

d2r,k+1rn−k

)
.

1
|m|n−k

.

Отметим, что попутно доказана корректность определения коэффициентов ря-
да. Таким образом,

sup
1<mi<∞,

1≤i≤n

m
1
p′1
1 m

1
p′2
2 . . .m

1
p′n
n am ≤ C1 sup

1<mi<∞,
1≤i≤n

m
1
p′1
1 m

1
p′2
2 . . .m

1
p′n
n

(m1 +m2 + · · ·+mn)n−k

≤ C1 sup
1<mi<∞,

1≤i≤n

|m|k−( 1
p1

+···+ 1
pn

) = C1.

Также имеем

4εam =
∞∑

s1=m1

∞∑
s2=m2

· · ·
∞∑

sk+1=mk+1

4εbs1,s2,...,sk+1,mk+2,...,mn = bm. (11)

Пусть ε′ ∈ Ek. В силу симметрии, не уменьшая общности, можно считать,
что ε′ имеет вид ε′ = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

k

, 0, . . . , 0). Если |m| = 2j, то

4ε′ am =
∞∑

l1=m1

∞∑
l2=m2

· · ·
∞∑

lk+1=mk+1

4ε′bl1,l2,...,lk+1,mk+2,...,mn

=
∞∑

lk+1=mk+1

bm1,...,mk,lk+1,mk+2,...,mn

=
∞∑
r=j

(
− 1
d2r,k+1rn−k

+
1

d2r,k+1rn−k

)
= 0.
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Если |m| = 2j + 1, то

4ε′am =
1

d2j,k+1jn−k
+

∞∑
r=j+1

(
− 1
d2r,k+1rn−k

+
1

d2r,k+1rn−k

)
=

1
d2j,k+1jn−k

> 0.

Тем самым построенный ряд принадлежит Mk и последовательность {am}m∈Nn

удовлетворяет условию (2).
Остается показать, что ряд (1) с коэффициентами (10) расходится по кубам

в точке (π, π, . . . , π). Опять пусть ε ∈ Ek+1, ε = (1, 1, . . . , 1,︸ ︷︷ ︸
k+1

0, . . . , 0). Обозначим

V k+1 = {ν = (ν1, ν2, . . . , νk+1) : νi = 0 или νi = 1, i = 1, . . . , k + 1},

|ν| = ν1 + ν2 + · · ·+ νk+1.
Применим преобразование Абеля по первым k + 1 переменным:

SN(x) =
N∑

m1=1

· · ·
N∑

mn=1

ame
imx

=
∑

ν∈V k+1

N−ν1∑
m1=(1−ν1)N+ν1

· · ·
N−νk+1∑

mk+1=(1−νk+1)N+νk+1

N∑
mk+2=1

· · ·
N∑

mn=1

4νam

×

(
k+1∏
j=1

Dmj (xj)

)
ei(mk+2xk+2+···+mnxn)

=
N−1∑
m1=1

· · ·
N−1∑

mk+1=1

N∑
mk+2=1

· · ·
N∑

mn=1

4εam

(
k+1∏
j=1

Dmj (xj)

)
ei(mk+2xk+2+···+mnxn)

+
k∑

d=0

∑
ν∈V k+1:|ν|=d

N−ν1∑
m1=(1−ν1)N+ν1

· · ·
N−νk+1∑

mk+1=(1−νk+1)N+νk+1

N∑
mk+2=1

· · ·
N∑

mn=1

4νam

×

(
k+1∏
j=1

Dmj (xj)

)
ei(mk+2xk+2+···+mnxn) = B1

N (x) +B2
N (x). (12)

Рассмотрим отдельно слагаемые суммы (12). Используя k-монотонность коэф-
фициентов и оценку

0 ≤ am .
1

|m|n−k
,

получим

∣∣B2
N (x)

∣∣ ≤ πn

n∏
j=1

min(xi, 2π − xi)

k∑
d=0

∑
ν∈V k+1:|ν|=d

· · ·
N−ν1∑

m1=(1−ν1)N+ν1

· · ·
N−νk+1∑

mk+1=(1−νk+1)N+νk+1

N∑
mk+2=1

· · ·
N∑

mn=1

| 4ν am|

=
πn

n∏
j=1

min(xi, 2π − xi)

k∑
d=0

∑
ν∈V k+1:|ν|=d
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· · ·
N−ν1∑

m1=(1−ν1)N+ν1

· · ·
N−νk+1∑

mk+1=(1−νk+1)N+νk+1

N∑
mk+2=1

· · ·
N∑

mn=1

4νam

=
πn

n∏
j=1

min(xi, 2π − xi)

k∑
d=0

∑
ν∈V k+1:|ν|=d

· · ·
N∑

mk+2=1

· · ·
N∑

mn=1

a(1−ν1)N+ν1,...,(1−νk+1)N+νk+1,mk+2,...,mn

.
πn

n∏
j=1

min(xi, 2π − xi)

∞∑
mk+2=1

· · ·
∞∑

mn=1

1
(N +mk+2 + · · ·+mn)n−k

→ 0

при N →∞.
Стало быть, сходимость ряда (1) по кубам эквивалентна сходимости B1

N (x).
Для ядра Дирихле Dm(x) в точке x = π имеем

Dm(x) =
{ −1, если m нечетное,

0, если m четное.

Значит, функция ψm(x) =
(

k+1∏
j=1

Dmj (xj)
)
ei(mk+2xk+2+···+mnxn) в точке x0 =

(π, . . . , π) имеет вид

ψm(x0) =
{

(−1)|m|, когда все mj нечетные, 1 ≤ j ≤ k + 1,
0 в остальных случаях.

(13)

Тем самым

B1
N (x0) =

N−1∑
m1=1

· · ·
N−1∑

mk+1=1

N∑
mk+2=1

· · ·
N∑

mn=1

(4εam)ψm(x0)

=
N−1∑
m1=1

· · ·
N−1∑

mk+1=1

N∑
mk+2=1

· · ·
N∑

mn=1

bmψm(x0).

Из определения чисел {bm} и (13) видим, что все слагаемые в последней
сумме неположительны. Следовательно,

∣∣B1
N (x0)

∣∣ = N−1∑
m1=1

· · ·
N−1∑

mk+1=1

N∑
mk+2=1

· · ·
N∑

mn=1

|bmψm(x0)|.

Пусть S′r = {m ∈ Sr : mj нечетные, 1 ≤ j ≤ k + 1}. Тогда

∣∣B1
N (x0)

∣∣ ≥ N∑
r=n+1

( ∑
m∈S′2r

|bm|+
∑

m∈S′2r+1

|bm|
)
≥

N∑
r=n+1

|S′2r|
d2r,k+1rn−k

�
N∑

r=n+1

1
r
.

Последнee выражение расходится при N → ∞. Таким образом, теорема дока-
зана. �
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