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О СУЩЕСТВОВАНИИ УНИВЕРСАЛЬНОЙ

ФУНКЦИИ ДЛЯ КЛАССА Lp[0, 1], p ∈ (0, 1)

М. Г. Григорян, А. А. Саргсян

Аннотация. Доказано, что для любого числа p ∈ (0, 1) существуют функция
g ∈ L1[0, 1] (универсальная функция) и сходящийся к ней ряд Фурье — Уолша
со строго убывающими коэффициентами ck(g) такие, что для каждой функции
f ∈ Lp[0, 1] можно найти числа δk = ±1, 0 и возрастающую последовательность

натуральных чисел Nq такие, что ряд
+∞∑
k=0

δkck(g)Wk ({Wk} — система Уолша) и

подпоследовательность σ
(α)
Nq

, α ∈ (−1, 0), ee чезаровских средних сходятся к f в
метрике Lp[0, 1].
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1. Введение

Пусть Lp[0, 1], p > 0, — класс всех измеримых на отрезке [0, 1] функций,
для которых

1∫
0

|f(x)|p dx <∞,

и пусть {ϕk(x)}∞k=0 — полная ортонормированная система на [0, 1].
Определение. Будем говорить, что функция g ∈ L1[0, 1] универсальна

для класса Lp[0, 1], p ∈ (0, 1), относительно коэффициентов Фурье по системе
{ϕk}, если для каждой функции f ∈ Lp[0, 1] можно найти числа δk = ±1, 0
такие, что ряд

∞∑
k=0

δkck(g)ϕk(x), где ck(g) =
1∫

0

g(x)ϕk(x) dx,

сходится к f в метрике Lp[0, 1].
Замечание. Каковы бы ни были число p ≥ 1 и полная ограниченная ор-

тонормированная система {ϕk}, не существует функции g ∈ L1[0, 1], которая
была бы универсальной для класса Lp[0, 1] относительно коэффициентов Фу-
рье по этой системе.

Нетрудно убедиться, что, допустив обратное, приходим к противоречию.
Действительно, если при некоторых p ≥ 1 и полной ограниченной ортонорми-
рованной системе {ϕk} для класса Lp[0, 1] существует определенная нами уни-
версальная функция g ∈ L1[0, 1], то для любого натурального числа k0 > 1
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такого, что ck0(g) 6= 0, для функции k0ck0(g)ϕk0(x) найдутся числа δk = ±1, 0
такие, что

lim
m→∞

∥∥∥∥∥
m∑
k=0

δkck(g)ϕk − k0ck0(g)ϕk0

∥∥∥∥∥
Lp

= 0.

Отсюда сразу получим δk0 = k0.

Здесь и в дальнейшем || · ||Lp =
( 1∫

0
(·)p dx

) 1
p

— норма пространства Lp[0, 1],

p ≥ 1.
Для системы Уолша {Wn(x)}∞n=0 верна

Теорема 1. Для любого числа p ∈ (0, 1) существует функция g ∈ L1[0, 1],
универсальная для класса Lp[0, 1] относительно ee коэффициентов Фурье по
системе Уолша.

Оказывается, что универсальную функцию g ∈ L1[0, 1] можно построить со
сходящимся к ней по норме L1[0, 1] рядом Фурье — Уолша со строго убываю-
щими коэффициентами. Более того, справедлива

Теорема 2. Для любого числа p ∈ (0, 1) существуют такие функция g ∈
L1[0, 1] и сходящийся к ней ряд Фурье — Уолша со строго убывающими коэф-
фициентами ck(g), что для каждой функции f ∈ Lp[0, 1] можно найти такие
числа δk = ±1, 0 и возрастающую последовательность натуральных чисел Nq,

что ряд
+∞∑
k=0

δkck(g)Wk и подпоследовательность σ(α)
Nq

, α ∈ (−1, 0), ee чезаровских

средних сходятся к f в метрике Lp[0, 1].

Отметим, что чезаровский метод суммирования (C,α) (см. [1]) при α ∈
(−1, 0) не является регулярным (см. [2]).

Существование функций, универсальных в том или ином смысле в раз-
личных классах функций, изучены, например в [3–6]. По сути, первый тип
универсальной функции был рассмотрен Биркхофом [3]:

Теорема (Биркхоф). Существует целая функция g(z), которая универ-
сальна относительно сдвигов, т. е. для любых целой функции f(z) и числа r > 0
существует возрастающая последовательность натуральных чисел {nk}∞k=1 та-
кая, что последовательность сдвигов {g(z+nk)}∞k=1 равномерно сходится к f(z)
на круге |z| ≤ r.

В 1952 г. Маклейн [4] доказал аналогичный результат для другого типа
универсальности.

Теорема (Маклейн). Существует целая функция g(z), которая универ-
сальна относительно производных, т. е. для любых целой функции f(z) и чис-
ла r > 0 можно найти возрастающую последовательность натуральных чисел
{nk}∞k=1 такие, что последовательность производных {g(nk)(z)}∞k=1 равномерно
сходится к f(z) на круге |z| ≤ R.

В 1987 г. Гроссе-Эрдман [5] доказал существование функции с универсаль-
ным рядом Тейлора.

Теорема (Гроссе-Эрдман). Существует функция g(x) ∈ C∞(R) с g(0) = 0,
ряд Тейлора которой в точке x = 0 локально равномерно универсален в C(R),
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т. е. для любых функции f(x) ∈ C(R) с f(0) = 0 и числа r > 0 существует
подпоследовательность

Snk(g, 0) =
nk∑
m=1

g(m)(0)
m!

xm

частичных сумм ряда Тейлора функции g(x), которая равномерно сходится к
f(x) на отрезке |x| ≤ r.

Заметим, что ряд Фурье определенной нами универсальной функции явля-
ется универсальным рядом в соответствующем смысле.

Вопросам существования рядов по разным классическим ортогональным
системам, универсальных относительно подпоследовательностей частичных сумм,
перестановок, подрядо́в, знаков коэффициентов и т. д., посвящено много работ.
Наиболее общие результаты были получены Д. Е. Меньшовым, А. А. Талаля-
ном, П. Л. Ульяновым и их учениками (см. [7–20]).

В связи с доказываемыми в работе теоремами возникает следующий вопрос,
ответ на который нам неизвестен.

Вопрос. Верна ли теорема 2 (или хотя бы теорема 1) для других полных
ортонормированных систем: тригонометрической системы, системы Франклина
и т. д.?

2. Основные леммы

Напомним определение системы Уолша {Wn(x)}∞n=0. Функции системы Уо-
лша определяются функциями системы Радемахера

Rn(x) = sign(sin 2nπx), x ∈ [0, 1], n = 1, 2, . . . ,

следующим образом (см. [21]): W0(x) ≡ 1, а для n ≥ 1

Wn(x) =
p∏
i=1

Rki+1(x),

где n = 2k1 + 2k2 + · · ·+ 2kp (k1 > k2 > · · · > kp).
Известно (см. [21]), что для любого натурального числа m

2m+1−1∑
k=2m

Wk(x) =


2m, если x ∈ [0, 2−m−1),
−2m, если x ∈ (2−m−1, 2−m),
0, если x ∈ (2−m, 1].

Очевидно, что∥∥∥∥∥
2m+1−1∑
k=2m

Wk

∥∥∥∥∥
L1

= 1,

∥∥∥∥∥
2m+1−1∑
k=2m

Wk

∥∥∥∥∥
L2

= 2
m
2 , (1)

∥∥∥∥∥
M∑

k=2m
akWk

∥∥∥∥∥
L1

≤

∥∥∥∥∥
2m+1−1∑
k=2m

akWk

∥∥∥∥∥
L2

, (2)

где M ∈ [2m, 2m+1) и {ak}2
m+1−1
k=2m — произвольные числа.

Обозначим через µE меру Лебега измеримого множества E ⊂ [0, 1], а через
χE(x) — ee характеристическую функцию.

В дальнейшем будем пользоваться следующей леммой, доказанной в [22].
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Лемма 1. Для любого двоичного промежутка � =
[
i

2σ ; i+1
2σ
)
, 0 ≤ i < 2σ,

и для любого натурального числа m > σ такого, что m−σ
2 целое, существует

многочлен по системе Уолша

P (x) =
2m+1−1∑
k=2m

αkWk(x)

такой, что
1) |αk| = 2−

m+σ
2 при 2m ≤ k < 2m+1,

2) P (x) = 1, если x ∈ E1, µE1 = 1
2µ�,

3) P (x) = −1, если x ∈ E2, µE2 = 1
2µ�,

4) P (x) = 0, если x 6∈ �, где E1 и E2 суть конечные объединения двоичных
промежутков.

Основным средством при доказательстве теоремы 2 является лемма 3, для
доказательства которой сначала докажем лемму 2.

Лемма 2. Пусть p ∈ (0, 1). Каковы бы ни были натуральное число n0 и
двоичный интервал � ⊂ [0, 1], для любых чисел ε > 0, l 6= 0 и натурального
числа q существуют многочлены по системе Уолша

Pq(x) =
2nq−1∑
k=2n0

akWk(x), Hq(x) =
2nq−1∑
k=2n0

δkakWk(x), δk = ±1, 0,

такие, что Hq(x) = 0 вне �,
1) 0 < ak+1 ≤ ak < ε для всех k ∈ [2n0 , 2nq − 1),

2)
1∫
0
|lχ�(x)−Hq(x)|p dx = 2q(p−1)|l|pµ�,

3) max
2n0≤M<2nq

1∫
0

∣∣∣∣ M∑
k=2n0

δkakWk(x)
∣∣∣∣p dx < 2q|l|p(µ�)

p
2 ,

4) max
2n0≤M<2nq

1∫
0

∣∣∣∣ M∑
k=2n0

akWk(x)
∣∣∣∣ dx < ε.

Доказательство проведем по индукции относительно числа q. Пусть � =[
i

2σ ,
i+1
2σ
]
⊂ [0, 1]. Выберем натуральное число σ1 > σ так, что

|l|2−
σ1+1

2 <
ε

2
. (3)

Интервал � представим в виде объединения двоичных промежутков: � =
N1⋃
i=1

�(1)
i , с мерой µ�(1)

i = 2−σ1−1, i = 1, N1. Очевидно, что N1 = 2σ1−σ+1.

Полагая σ(1)
0 ≡ n0− 1, для каждого натурального числа i ∈ [1, N1] выберем

натуральное число σ(1)
i > σ(1)

i−1 (σ(1)
1 > σ1) так, чтобы выполнились следующие

условия:

(a) σ(1)
i −σ1−1

2 целое,

(b)
(
σ(1)
i − σ(1)

i−1
)
|l|2−

σ
(1)
i

+σ1+1
2 < ε

4N1
,

(c) 2|l|2−
σ
(1)
i

+1
2 < ε

2 .
Из (3) непосредственно следует, что

|l|2−
σ
(1)
1 +σ1+1

2 < ε. (4)
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Последовательно применив лемму 1 для каждого из промежутков �(1)
i , i =

1, N1, и соответствующего числа σ(1)
i , найдем полиномы по системе Уолша

H
(1)
i (x) =

2σ
(1)
i

+1−1∑
k=2σ

(1)
i

ākWk(x), i = 1, N1,

такие, что

āk = ±l2−
σ
(1)
i

+σ1+1
2 при k ∈ [2σ

(1)
i , 2σ

(1)
i +1), (5)

H
(1)
i (x) =


−l при x ∈ Ei

(1) ⊂ �(1)
i ,

l при x ∈ Ei
(1)

⊂ �(1)
i ,

0 при x /∈ �(1)
i ,

µEi
(1)

=
µ�(1)

i

2
, µEi

(1)
=

µ�(1)
i

2
.

Отсюда, полагая

H1(x) =
N1∑
i=1

H
(1)
i (x),

получим

H1(x) =


−l при x ∈ E1 ⊂ �,

l при x ∈ � \ E1,

0 при x /∈ �,

µE1 =
µ�

2
. (6)

Так как полином H
(1)
i (x) есть линейная комбинация функций σ(1)

i -й группы
системы Уолша, ясно, что множество E1 можно представить в виде объединения

некоторого числа N2 двоичных интервалов: E1 =
N2⋃
i=1

�(2)
i , с мерой µ�(2)

i =

2−σ
(1)
N1
−1, i = 1, N2.

Для каждого натурального числа i ∈ [1, N1], полагая

āk = l2−
σ
(1)
i

+σ1+1
2 при k ∈ [2σ

(1)
i−1+1, 2σ

(1)
i ),

δ̄k =

{
0 при k ∈ [2σ

(1)
i−1+1, 2σ

(1)
i ),

1 при k ∈ [2σ
(1)
i , 2σ

(1)
i +1),

ak = |āk| δk = δ̄k ·
āk
|āk|

, k ∈ [2n0 , 2σ
(1)
N1

+1),

(7)

убедимся, что полиномы

P1(x) =
2
σ
(1)
N1

+1
−1∑

k=2n0

akWk(x), H1(x) =
2
σ
(1)
N1

+1
−1∑

k=2n0

δkakWk(x)

удовлетворяют всем утверждениям леммы 2 при q = 1. Действительно, утвер-
ждение 1 следует из (4), (5), (7) и монотонности чисел σ(1)

i , i = 1, N1. Утвержде-
ние 2 сразу вытекает из (6). Утверждение 3 следует из (1), (2), (6) и неравенства
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Гёльдера, так как для любого натурального числа M ∈ [2n0 , 2σ
(1)
N1

+1)

1∫
0

∣∣∣∣∣
M∑

k=2n0

δkakWk(x)

∣∣∣∣∣
p

dx ≤

 1∫
0

∣∣∣∣∣
M∑

k=2n0

δkakWk(x)

∣∣∣∣∣
2

dx


p
2

≤

 1∫
0

|H1(x)|2 dx


p
2

= (l2µ(� \ E1) + l2µE1)
p
2 < 2|l|p(µ�)

p
2 .

Для доказательства утверждения 4 представим натуральное число M ∈
[2n0 , 2σ

(1)
N1

+1) в виде M = 2n̄ + j, j ∈ [0, 2n̄), где n̄ ∈
(
σ(1)
m−1, σ

(1)
m

]
для некоторого

m ∈ [1, N1]. Для каждого натурального числа n ∈
[
n0, σ

(1)
N1

]
обозначим bn =

ak, k ∈ [2n, 2n+1) (коэффициенты ak функций n-й группы системы Уолша равны
между собой). Учитывая (1)–(3), (5), (7) и условие (b) выбора σ(1)

i , имеем

σ(1)
N1∑

n=n0

bn =
N1∑
i=1

σ(1)
i∑

n=σ(1)
i−1+1

bn =
N1∑
i=1

(
σ(1)
i − σ(1)

i−1
)
|l|2−

σ
(1)
i

+σ1+1
2 <

ε

4
;

1∫
0

∣∣∣∣∣
M∑

k=2n0

akWk(x)

∣∣∣∣∣ dx ≤
n̄−1∑
n=n0

bn +
1∫

0

∣∣∣∣∣
2n̄+j∑
k=2n̄

akWk(x)

∣∣∣∣∣ dx
≤

σ(1)
N1∑

n=n0

bn +

 1∫
0

∣∣∣∣∣
2n̄+1−1∑
k=2n̄

bn̄Wk(x)

∣∣∣∣∣
2
 1

2

<
ε

4
+ |l|2−

σ
(1)
m +σ1+1

2 2
n̄
2 < ε.

Допустим, что для q > 1 уже выбраны натуральные числа σ(1)
1 < · · · <

σ(1)
N1

< · · · < σ(q−1)
1 < · · · < σ(q−1)

Nq−1
, множествo Eq−1 ⊂ � и полиномы

Pq−1(x) =
2
σ
(q−1)
Nq−1

+1
−1∑

k=2n0

akWk(x), Hq−1(x) =
2
σ
(q−1)
Nq−1

+1
−1∑

k=2n0

δkakWk(x),

которые удовлетворяют следующим условиям:

(a′)
σ(ν)
i −σ(ν−1)

Nν−1
−1

2 целое (σ(0)
N0

≡ σ1),

(b′)
(
σ(ν)
i − σ(ν)

i−1
)
2ν−1|l|2−

σ
(ν)
i

+σ(ν−1)
Nν−1

+1

2 < ε
2ν+1Nν

,

(c′) 2ν |l|2−
σ
(ν)
i

+1
2 < ε

2 ,

ak = 2ν−1|l|2−
σ
(ν)
i

+σ(ν−1)
Nν−1

+1

2 при k ∈ [2σ
(ν)
i−1+1, 2σ

(ν)
i +1), (8)

σ(ν)
0 ≡

{
σ(ν−1)
Nν−1

при ν > 1,
n0 − 1 при ν = 1,

для любых натуральных чисел i ∈ [1, Nν ] и ν ∈ [1, q − 1]. Кроме того,

σ(q−1)
Nq−1∑
n=n0

bn <
q−1∑
k=1

ε

2k+1 , где bn ≡ ak, k ∈ [2n, 2n+1), (9)
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Hq−1(x) =


−(2q−1 − 1)l при x ∈ Eq−1,

l при x ∈ � \ Eq−1,

0 при x /∈ �,

µEq−1 =
µ�

2q−1 , (10)

и множество Eq−1 можно представить как объединение Nq двоичных проме-
жутков

Eq−1 =
Nq⋃
i=1

�(q)
i с мерой µ�(q)

i = 2−σ
(q−1)
Nq−1

−1
, i = 1, Nq.

Для каждого натурального числа i ∈ [1, Nq] выберем натуральное число
σ(q)
i > σ(q)

i−1 (σ(q)
0 ≡ σ(q−1)

Nq−1
) так, чтобы выполнились следующие условия:

(a′′)
σ(q)
i −σ(q−1)

Nq−1
−1

2 целое,

(b′′)
(
σ(q)
i − σ(q)

i−1
)
2q−1|l|2−

σ
(q)
i

+σ(q−1)
Nq−1

+1

2 < ε
2q+1Nq

,

(c′′) 2q|l|2−
σ
(q)
i

+1
2 < ε

2 .

Последовательно применив лемму 1 для каждого из �(q)
i ⊂ Eq−1, i = 1, Nq,

и соответствующего числа σ(q)
i , найдем полиномы по системе Уолша

H
(q)
i (x) =

2σ
(q)
i

+1−1∑
k=2σ

(q)
i

ākWk(x), i = 1, Nq,

такие, что

āk = ±2q−1l2−
σ
(q)
i

+σ(q−1)
Nq−1

+1

2 при k ∈ [2σ
(q)
i , 2σ

(q)
i +1), (11)

H
(q)
i (x) =


−2q−1l при x ∈ Ei

(q) ⊂ �(q)
i ,

2q−1l при x ∈ Ei
(q)

⊂ �(q)
i ,

0 при x /∈ �(q)
i ,

µEi
(q)

=
µ�(q)

i

2
, µEi

(q)
=

µ�(q)
i

2
.

Отсюда, полагая

Hq(x) = Hq−1(x) +
Nq∑
i=1

H
(q)
i (x)

и учитывая (10), получим

Hq(x) =


−(2q − 1)l при x ∈ Eq ⊂ Eq−1,

l при x ∈ � \ Eq,
0 при x /∈ �,

µEq =
µ�

2q
. (12)

Для каждого i ∈ [1, Nq], полагая

āk = 2q−1l2−
σ
(q)
i

+σ(q−1)
Nq−1

+1

2 , k ∈ [2σ
(q)
i−1+1, 2σ

(q)
i ),

δ̄k =

{
0 при k ∈ [2σ

(q)
i−1+1, 2σ

(q)
i ),

1 при k ∈ [2σ
(q)
i , 2σ

(q)
i +1),

ak = |āk|, δk = δ̄k ·
āk
|āk|

, k ∈ [2n0 , 2σ
(q)
Nq

+1),

(13)
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убедимся, что полиномы

Pq(x) =
2nq−1∑
k=2n0

akWk(x), Hq(x) =
2nq−1∑
k=2n0

δkakWk(x),

где nq ≡ σ(q)
Nq

+ 1, удовлетворяют всем утверждениям леммы 2. Действительно,

утверждениe 1 следует из (4), (8), (11), (13) и монотонности чисел σ(ν)
i , i ∈

[1, Nν ], ν ∈ [1, q]. Утверждение 2 сразу вытекает из (11), утверждение 3 — из
(1), (2), (12) и неравенства Гёльдера, так как для любого натурального числа
M ∈ [2n0 , 2nq )

1∫
0

∣∣∣∣∣
M∑

k=2n0

δkakWk(x)

∣∣∣∣∣
p

dx ≤

 1∫
0

∣∣∣∣∣
M∑

k=2n0

δkakWk(x)

∣∣∣∣∣
2

dx


p
2

≤

 1∫
0

|Hq(x)|2 dx


p
2

< (l2µ(� \ Eq) + l222qµEq)
p
2 < 2q|l|p(µ�)

p
2 .

Для доказательства утверждения 4 представим натуральное число M ∈
[2n0 , 2nq ) в виде M = 2n̄ + j, j ∈ [0, 2n̄). Рассмотрим только случай n̄ ∈(
σ(q−1)
Nq−1

, σ(q)
Nq

]
, так как остальные рассматриваются на предыдущих шагах ин-

дукции. Пусть n̄ ∈
(
σ(q)
m−1, σ

(q)
m

]
для некоторого m ∈ [1, Nq]. Для каждого нату-

рального числа n ∈
[
n0, σ

(q)
Nq

]
, полагая bn ≡ ak при k ∈ [2n, 2n+1) и учитывая (1),

(2), (9), (11), (13), условие (c′) выбора σ(q−1)
Nq−1

и условие (b′′) выбора σ(q)
i , имеем

1∫
0

∣∣∣∣∣
M∑

k=2n0

akWk(x)

∣∣∣∣∣ dx ≤
n̄−1∑
n=n0

bn +
1∫

0

∣∣∣∣∣
2n̄+j∑
k=2n̄

akWk(x)

∣∣∣∣∣ dx
≤

σ(q−1)
Nq−1∑
n=n0

bn +
Nq∑
i=1

σ(q)
i∑

n=σ(q)
i−1+1

bn +

 1∫
0

∣∣∣∣∣
2n̄+1−1∑
k=2n̄

bn̄Wk(x)

∣∣∣∣∣
2
 1

2

≤
q−1∑
k=1

ε

2k+1 +
Nq∑
i=1

(
σ(q)
i −σ(q)

i−1
)
2q−1|l|2−

σ
(q)
i

+σ(q−1)
Nq−1

+1

2 +2q−1|l|2−
σ
(q)
m +σ(q−1)

Nq−1
+1

2 2
n̄
2 < ε.

Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Пусть даны числа p ∈ (0, 1), n0 ∈ N, 0 < ε < 1 и полином f(x)
по системе Уолша. Тогда можно найти полиномы по системе Уолша вида

P (x) =
2n−1∑
k=2n0

akWk(x), H(x) =
2n−1∑
k=2n0

δkakWk(x), δk = ±1, 0,

удовлетворяющие следующим условиям:
1) 0 < ak+1 < ak < ε, k ∈ [2n0 , 2n − 1),

2)
1∫
0
|f(x)−H(x)|p dx < ε,

3) max
2n0≤M<2n

1∫
0

∣∣∣∣ M∑
k=2n0

δkakWk(x)
∣∣∣∣p dx ≤ 4

1∫
0
|f(x)|p dx,



О существовании универсальной функции 1029

4) max
2n0≤M<2n

1∫
0

∣∣∣∣ M∑
k=2n0

akWk(x)
∣∣∣∣ dx < ε.

Доказательство. Представим функцию f(x) в виде

f(x) =
ν̄0∑
m=1

l̄mχ�m
(x),

где l̄m 6= 0, m ∈ [1, ν̄0], и {�m}ν̄0m=1 — попарно не пересекающиеся двоичные
промежутки, содержащиеся в [0, 1]. Выберем натуральное число q так, что

max
1≤m≤ν̄0

{|l̄m|2q(p−1)} < min

ε

2
,

1∫
0

|f(x)|p dx

 . (14)

Разобьем
ν̄0⋃
m=1

�m на более мелкие двоичные промежутки {�j}ν0j=1 (µ�j <

minm{µ�m}), равные по длине и попарно не пересекающиеся, так, что

max
1≤j≤ν0

{2q|lj |p(µ�j)
p
2 } <

1∫
0

|f(x)|p dx, (15)

где lj = l̄m при �j ⊂ �m, и представим f(x) в виде

f(x) =
ν0∑
j=1

ljχ�j (x).

Последовательно применяя лемму 2 для каждого из �j , j = 1, ν0, и учиты-
вая (14) и (15), найдем полиномы по системе Уолша

P
(j)
q (x) =

2nj−1∑
k=2nj−1

ā(j)
k Wk(x), H

(j)
q (x) =

2nj−1∑
k=2nj−1

δ(j)k ā(j)
k Wk(x), δ(j)k = ±1, 0,

такие, что H
(j)
q (x) = 0 вне �j ,

0 < ā(1)
k+1 ≤ ā(1)

k <
ε

2
для всех k ∈ [2n0 , 2n1 − 1),

0 < ā(j)
k+1 ≤ ā(j)

k < ā(j−1)
2nj−1−1 для всех k ∈ [2nj−1 , 2nj − 1) и j ∈ [2, ν0];

(16)

1∫
0

∣∣ljχ�j (x)−H
(j)
q (x)

∣∣p dx = 2q(p−1)|lj |pµ�j < min

ε

2
,

1∫
0

|f(x)|p dx

µ�j ; (17)

max
2nj−1≤M<2nj

1∫
0

∣∣∣∣∣
M∑

k=2nj−1

δ(j)k ā(j)
k Wk(x)

∣∣∣∣∣
p

dx < 2q|lj |p(µ�j)
p
2 <

1∫
0

|f(x)|p dx; (18)

max
2nj−1≤M<2nj

1∫
0

∣∣∣∣∣
M∑

k=2nj−1

ā(j)
k Wk(x)

∣∣∣∣∣ dx < ε

2j+1 . (19)
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Положим

P (x) =
ν0∑
j=1

P
(j)
q (x) =

2nν0−1∑
k=2n0

ākWk(x), H(x) =
ν0∑
j=1

H
(j)
q (x) =

2nν0−1∑
k=2n0

δkākWk(x),

где āk = ā(j)
k и δk = δ(j)k при k ∈ [2nj−1 , 2nj ). Из (16) и (17) следует, что

0 < āk+1 ≤ āk <
ε

2
для всех k ∈ [2n0 , 2nν0 ), (20)

1∫
0

|f(x)−H(x)|p dx =
ν0∑
k=1

1∫
0

∣∣lkχ�k(x)− H̄(k)
q (x)

∣∣p dx < ε

2
ν0µ�ν0 ≤

ε

2
. (21)

Далее, пусть M ∈ [2n0 , 2nν0 ) — произвольное натуральное число. Тогда
M ∈ [2nj−1 , 2nj ) для некоторого j ∈ [1, ν0]. Учитывая (17)–(19), имеем

1∫
0

∣∣∣∣∣
M∑

k=2n0

δkākWk(x)

∣∣∣∣∣
p

dx ≤
1∫

0

∣∣∣∣∣
j−1∑
m=1

H
(m)
q (x)

∣∣∣∣∣
p

dx+
1∫

0

∣∣∣∣∣
M∑

k=2nj−1

δ(j)k a(j)
k Wk(x)

∣∣∣∣∣
p

dx

≤
j−1∑
m=1

1∫
0

∣∣lmχ�m(x)−H
(m)
q (x)

∣∣p dx+
1∫

0

∣∣∣∣∣
j−1∑
m=1

lmχ�m(x)

∣∣∣∣∣
p

dx+
1∫

0

|f(x)|p dx

< ν0µ�ν0

1∫
0

|f(x)|p dx+
j−1∑
m=1

|lm|pµ�m +
1∫

0

|f(x)|p dx < 3
1∫

0

|f(x)|p dx, (22)

1∫
0

∣∣∣∣∣
M∑

k=2n0

ākWk(x)

∣∣∣∣∣ dx ≤
ν0∑
j=1

max
2nj−1≤N<2nj

1∫
0

∣∣∣∣∣
N∑

k=2nj−1

ā(j)
k Wk(x)

∣∣∣∣∣ dx < ε

2
. (23)

Таким образом, полиномы P (x) и H(x) удовлетворяют всем утверждениям
леммы 3, за исключением утверждения 1. Чтобы получить строгие неравенства
между коэффициентами, подберем натуральное число N0 так, что

2−pN0 < min

ε

2
,

1∫
0

|f(x)|p dx

 , (24)

и положим

P (x) =
2nν0−1∑
k=2n0

akWk(x), H(x) =
2nν0−1∑
k=2n0

δkakWk(x),

где
ak = āk + 2−(N0+k). (25)

Нетрудно убедиться, что полиномы P (x) и H(x) удовлетворяют всем утвер-
ждениям леммы 3. Действительно, утверждение 1 сразу следует из (20), (24) и
(25). Далее, из (21)–(25) вытекает, что

1∫
0

|f(x)−H(x)|p dx ≤
1∫

0

|f(x)−H(x)|p dx+
1∫

0

∣∣∣∣∣
2nν0−1∑
k=2n0

δk2−(N0+k)Wk(x)

∣∣∣∣∣
p

dx

<
ε

2
+

1∫
0

(
2nν0−1∑
k=2n0

2−(N0+k)

)p

dx <
ε

2
+ 2−pN0 < ε;
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1∫
0

∣∣∣∣∣
M∑

k=2n0

δkakWk(x)

∣∣∣∣∣
p

dx ≤
1∫

0

∣∣∣∣∣
M∑

k=2n0

δkākWk(x)

∣∣∣∣∣
p

dx

+
1∫

0

∣∣∣∣∣
M∑

k=2n0

δk2−(N0+k)Wk(x)

∣∣∣∣∣
p

dx ≤ 3
1∫

0

|f(x)|p dx+
1∫

0

(
M∑

k=2n0

2−(N0+k)

)p

dx

< 3
1∫

0

|f(x)|p dx+ 2−pN0 < 4
1∫

0

|f(x)|p dx;

1∫
0

∣∣∣∣∣
M∑

k=2n0

akWk(x)

∣∣∣∣∣ dx ≤
1∫

0

∣∣∣∣∣
M∑

k=2n0

ākWk(x)

∣∣∣∣∣ dx
+

1∫
0

(
M∑

k=2n0

2−(N0+k)

)
dx <

ε

2
+ 2−N0 < ε

справедливы для любого натурального числа M ∈ [2n0 , 2nν0 ).
Лемма 3 доказана.

3. Доказательство теоремы 2

Пусть p ∈ (0, 1) и
{fm(x)}∞m=1, x ∈ [0, 1], (26)

есть последовательность всевозможных полиномов по системе Уолша с рацио-
нальными коэффициентами.

Пусть n0 — фиксированное натуральное число. Применяя лемму 3, можно
найти полиномы по системе Уолша вида

Pm(x) =
2nm−1∑
k=2nm−1

a(m)
k Wk(x), Hm(x) =

2nm−1∑
k=2nm−1

δ(m)
k a(m)

k Wk(x), δ(m)
k = ±1, 0,

которые для каждого натурального числа m удовлетворяют следующим усло-
виям:

0 < a(1)
k+1 < a(1)

k ∀k ∈ [2n0 , 2n1 − 1),

0 < a(m)
k+1 < a(m)

k < min
{
2−m, a(m−1)

2nm−1−1

}
∀k ∈ [2nm−1 , 2nm − 1), m > 1;

(27)

1∫
0

|Hm(x)− fm(x)|p dx < 2−m; (28)

max
2nm−1≤M<2nm

1∫
0

∣∣∣∣∣
M∑

k=2nm−1

δ(m)
k a(m)

k Wk(x)

∣∣∣∣∣
p

dx < 4
1∫

0

|fm(x)|p dx; (29)

max
2nm−1≤M<2nm

1∫
0

∣∣∣∣∣
M∑

k=2nm−1

a(m)
k Wk(x)

∣∣∣∣∣ dx < 2−m. (30)
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Из (30) непосредственно следует, что

1∫
0

∣∣∣∣∣
∞∑
m=1

Pm(x)

∣∣∣∣∣ dx ≤
∞∑
m=1

∈ t10|Pm(x)| dx <∞. (31)

Положим

g(x) ≡
∞∑
m=1

Pm(x) +
2n0−1∑
k=0

akWk(x) =
∞∑
k=0

akWk(x), (32)

где
ak = a(m)

k , если k ∈ [2nm−1 , 2nm), m ≥ 1, (33)

а для k ∈ [0, 2n0) числа al произвольны, монотонно убывают, положительны и
такие, что a2n0−1 > a2n0 . Очевидно, ak ↘ 0 (см. (27) и (33)).

Из соотношений (31) и (32) следует, что g ∈ L1[0, 1], стало быть,

ak = ak(g) =
1∫

0

g(t)Wk(t) dt, k = 0, 1, . . . .

Далее, для каждой функции f ∈ Lp[0, 1] можно выбрать полином fν1(x) из
последовательности (26) такой, что

1∫
0

|f(x)− fν1(x)|p dx < 2−1.

Отсюда, полагая N1 = 2nν1−1 , Ñ1 = 2nν1 и учитывая (28) и (29), имеем

1∫
0

|f(x)−Hν1(x)|p dx ≤
1∫

0

|f(x)− fν1(x)|p dx+
1∫

0

|Hν1(x)− fν1(x)|p dx < 1,

max
N1≤M<Ñ1

1∫
0

∣∣∣∣∣
M∑

k=N1

δ(ν1)k a(ν1)
k Wk(x)

∣∣∣∣∣
p

dx < 4
1∫

0

|fν1(x)|p dx.

Допустим, что уже выбраны числа ν1 < ν2 < · · · < νq−1 и полиномы
Hν1(x), . . . ,Hνq−1(x), q > 1, удовлетворяющие условиям

1∫
0

∣∣∣∣∣f(x)−
n∑
j=1

Hνj (x)

∣∣∣∣∣
p

dx < 2−n+1 ∀n ∈ [1, q − 1]; (34)

max
Nj≤M<Ñj

1∫
0

∣∣∣∣∣
M∑

k=Nj

δ
(νj)
k a

(νj)
k Wk(x)

∣∣∣∣∣
p

dx < 4
1∫

0

|fνj (x)|p dx ∀j ∈ [1, q − 1], (35)

где Nj = 2nνj−1 и Ñj = 2nνj .
На основе (27) выберем число νq > νq−1 и функцию fνq (x) из последова-

тельности (26) так, что

Nq = 2nνq−1 > 2qÑq−1Vq, где Vq =
q∑

j=1

(Ñj−1∑
k=Nj

a
(νj)
k

)
; (36)



О существовании универсальной функции 1033

1∫
0

∣∣∣∣∣
[
f(x)−

q−1∑
j=1

Hνj (x)

]
− fνq (x)

∣∣∣∣∣
p

dx < 2−q. (37)

Учитывая (28), (34), (35) и (37), находим
1∫

0

∣∣∣∣∣f(x)−
q∑

j=1

Hνj (x)

∣∣∣∣∣
p

dx ≤
1∫

0

∣∣∣∣∣
[
f(x)−

q−1∑
j=1

Hνj (x)

]
− fνq (x)

∣∣∣∣∣
p

dx

+
1∫

0

|Hνq (x)− fνq (x)|p dx < 2−q + 2−νq < 2−q+1;

1∫
0

|fνq (x)|p dx ≤
1∫

0

∣∣∣∣∣
[
f(x)−

q−1∑
j=1

Hνj (x)

]
− fνq (x)

∣∣∣∣∣
p

dx

+
1∫

0

∣∣∣∣∣f(x)−
q−1∑
j=1

Hνj (x)

∣∣∣∣∣
p

dx < 2−q + 2−q+2 < 2−q+3;

max
Nq≤M<Ñq

1∫
0

∣∣∣∣∣
M∑

k=Nq

δ
(νq)
k a

(νq)
k Wk(x)

∣∣∣∣∣
p

dx < 4
1∫

0

|fνq (x)|p dx < 2−q+5,

откуда следует, что, продолжая этот процесс до бесконечности, получим ряд

∞∑
k=0

δkakWk(x), где δk =


δ
(νq)
k = ±1, 0 при k ∈ [Nq, Nq),

0 при k /∈
q⋃

j=1
[Nj , N j),

q ∈ N,

который сходится к f в метрике Lp[0, 1], т. е.

lim
N→∞

1∫
0

|SN (x)− f(x)|p dx = 0, где SN (x) =
N−1∑
k=0

δkakWk(x). (38)

Зафиксируем любое α ∈ (−1, 0). Так как SN (x) = SÑq−1
(x) для всех N ∈

[Ñq−1, Nq], q = 1, 2, . . . , учитывая, что (см. [2])

σ(δ)
n =

1

A(δ)
n

n∑
k=0

A(δ−1)
n−k Sk, δ 6= −1,−2, . . . , n = 0, 1, . . . ,

где A(δ)
0 = 1 и A(δ)

n = (δ+1)(δ+2)...(δ+n)
n! =

n∑
k=0

A(δ−1)
k , n ≥ 1, — числа Чезаро, имеем

σ(α)
Nq

(x)− f(x) = σ(α)
Nq

(x)− SÑq−1
(x) + SÑq−1

(x)− f(x)

=
1

A(α)
Nq

Nq∑
N=0

A(α−1)
Nq−N (SN (x)− SÑq−1

(x)) + (SÑq−1
(x)− f(x))

=
1

A(α)
Nq

Ñq−1∑
N=0

A(α−1)
Nq−N (SN (x)− SÑq−1

(x)) + (SÑq−1
(x)− f(x)).
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Используя оценку B1(δ)nδ ≤ A(δ)
n ≤ B2(δ)nδ, δ > −1, n ≥ 1 (см. [1, гл. III,

§ 1]), где B1(δ) и B2(δ) — положительные константы, зависящие только от δ, и
учитывая тот факт, что отношение Ñq−1/Nq стремится к нулю при возрастании
q (см. (36)), для достаточно больших q имеем∣∣A(α)

Nq−Ñq−1
−A(α)

Nq

∣∣∣∣A(α)
Nq

∣∣ < B(α)
Ñq−1

Nq

(B(α) — положительная константа, зависящая только от α), следовательно,

∣∣σ(α)
Nq

(x)− f(x)
∣∣ ≤

∣∣A(α)
Nq−Ñq−1

−A(α)
Nq

∣∣∣∣A(α)
Nq

∣∣ Vq + |SÑq−1
(x)− f(x)|

< B(α)
Ñq−1

Nq
Vq + |SÑq−1

(x)− f(x)|,

откуда, применяя (36) и (38), получаем сходимость σ(α)
Nq

к f в метрике Lp[0, 1].
Теорема 2 доказана.
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