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Аннотация. Изучается p-адическая модель твердых сфер (ТС) с тремя состоя-
ниями на дереве Кэли. При k = 2 исследованы трансляционно-инвариантные и
периодические p-адические меры Гиббса для модели ТС. Доказано, что при p 6= 2
любая p-адическая мера Гиббса ограничена. В частности, показано несуществова-
ние сильного фазового перехода для модели ТС на дереве Кэли порядка k.
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1. Определения и факты

В [1, 2] были изучены вещественные гиббсовские меры для модели ТС с тре-
мя состояниями на дереве Кэли порядка k ≥ 1. В данной работе изучим p-
адический аналог этой модели.

Известно, что p-адические модели в физике не могут быть описаны c ис-
пользованием обычной теории вероятностей [3–5]. В [3] абстрактная p-ади-
ческая теория вероятностей была развита посредством теории неархимедовых
мер [6]. Вероятностные процессы на поле p-адических чисел изучались многими
авторами (см. [7–12]). Неархимедов аналог теоремы Колмогорова был доказан
в [10, 13, 14].

Описание предельных мер Гиббса для данного гамильтониана является од-
ной из основных задач в теории гиббсовских мер. Полный анализ множества
таких мер довольно трудоемкий, поэтому большая часть работ по этой тематике
посвящена изучению гиббсовских мер на дереве Кэли [1, 15–18].

В [19] изучена p-адическая модель ТС с тремя состояниями на дереве Кэли
порядка k. Было доказано, что если k2 − 4 6≡ 0(mod p), то существует един-
ственная трансляционно-инвариантная p-адическая мера Гиббса для модели
ТС. В данной работе исследуем случай k2 − 4 ≡ 0(mod p). В этом случае бу-
дет показана неединственность p-адических мер Гиббса для модели ТС. Также
рассмотрим проблему ограниченности p-адических мер Гиббса при любом k.

1.1. p-Адические числа и меры. Каждое рациональное число x 6= 0
может быть представлено в виде x = pr nm , где r, n ∈ Z, m — положительное
число, (n,m) = 1, причем m и n не делятся на p, и p — фиксированное простое
число. p-Адическая норма |x|p определяется по формуле

|x|p =
{
p−r, если x 6= 0,
0, если x = 0.

c© 2016 Хакимов О. Н.



p-Адическая модель твердых сфер 929

Она удовлетворяет сильному неравенству треугольника:

|x+ y|p ≤ max{|x|p, |y|p}.

Это свойство показывает неархимедовость нормы. Из него непосредственно
вытекают следующие свойства p-адической нормы:

1) если |x|p 6= |y|p, то |x− y|p = max{|x|p, |y|p};
2) если |x|p = |y|p, то |x− y|p ≤ |x|p.
Пополнение поля рациональных чисел Q по p-адической норме приводит к

полю p-адических чисел Qp для каждого простого p [20].
Начиная с поля рациональных чисел Q, можно получить либо поле веще-

ственных чисел R, либо одно из полей p-адических чисел Qp (теорема Ост-
ровского). Каждое p-адическое число x 6= 0 имеет единственное каноническое
разложение

x = pγ(x)(x0 + x1p+ x2p
2 + . . . ), (1.1)

где γ = γ(x) ∈ Z и xj — целые числа, 0 ≤ xj ≤ p − 1, x0 > 0, j = 0, 1, 2, . . . ,
(см. [5, 20, 21]). В этом случае |x|p = p−γ(x).

Теорема 1 [5]. Уравнение x2 = a, 0 6= a = pγ(a)(a0+a1p+. . . ), 0 ≤ aj ≤ p−1,
a0 > 0, имеет решение x ∈ Qp тогда и только тогда, когда

1) γ(a) четное
2) y2 ≡ a0(mod p) разрешимо, если p 6= 2, и a1 = a2 = 0, если p = 2.

Множество Zp = {x ∈ Qp : |x|p ≤ 1} называется множеством целых p-
адических чисел, Z∗p = {x ∈ Qp : |x|p ≤ 1} — множеством p-адических единиц.

Следующая теорема известна как лемма Гензеля.

Теорема 2 [20]. Пусть F (x) = c0 + c1x+ · · ·+ cnxn — многочлен с целыми
p-адическими коэффициентами, а F ′(x) = c1 +2c2x+3c3x2 + · · ·+ncnxn−1 — его
производная. Предположим, что a0 − целое p-адическое число, для которого
F (a0) ≡ 0(mod p), а F ′(a0) 6≡ 0(mod p). Тогда существует единственное целое
p-адическое число a такое, что

F (a) = 0 и a ≡ a0(mod p).

Для a ∈ Qp и r > 0 обозначим

B(a, r) = {x ∈ Qp : |x− a|p < r}.

p-Адический логарифм определяется как ряд

logp(x) = logp(1 + (x− 1)) =
∞∑
n=1

(−1)n+1 (x− 1)n

n
,

который сходится для x ∈ B(1, 1), p-адическая экспонента — как ряд

expp(x) =
∞∑
n=0

xn

n!
,

сходящийся для x ∈ B(0, p−1/(p−1)).
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Лемма 1. Пусть x ∈ B(0, p−1/(p−1). Тогда

| expp(x)|p = 1, | expp(x)− 1|p = |x|p, | logp(1 + x)|p = |x|p,

logp(expp(x)) = x, expp(logp(1 + x)) = 1 + x.

Более подробно об основах p-адического анализа и p-адической математи-
ческой физики можно найти в [5, 20, 21].

Пусть (X,B) — измеримое пространство, где B — алгебра подмножеств
в X. Функция µ : B → Qp называется p-адической мерой, если для любого
набора A1, . . . , An ∈ B такого, что Ai ∩Aj = ∅, i 6= j, имеет место

µ

(
n⋃
j=1

Aj

)
=

n∑
j=1

µ(Aj).

p-Адическая мера µ называется вероятностной, если µ(X) = 1 (см. [13]). p-
Адическая мера µ называется ограниченной, если {|µ(A)|p : A ∈ B} < ∞ (см.
[3]).

1.2. Дерево Кэли. Дерево Кэли � k = (V,L) порядка k ≥ 1 есть беско-
нечное дерево (граф без циклов), из каждой вершины которого выходит ровно
k + 1 ребер, V — множество вершин и L — множество ребер. Две вершины x и
y называют ближайшими соседями, если существует ребро l ∈ L, соединяющее
их, при этом пишут l = 〈x, y〉. Расстояние d(x, y) — число ребер кратчайшего
пути, соединяющего x и y.

Пусть x0 ∈ V — фиксированная точка. Введем следующие обозначения:

Wn = {x ∈ V : d(x, x0) = n}, Vn =
n⋃

m=1

Wm,

S(x) = {y ∈Wn+1 : d(x, y) = 1}, x ∈Wn.

1.3. Модель ТС. Рассмотрим модель ТС с тремя состояниями на дереве
Кэли. В этой модели каждой вершине x ∈ V ставится в соответствие одно из
значений σ(x) ∈ {0, 1, 2}. Соотношение σ(x) ∈ {1, 2} означает, что вершина
x ∈ V «занята», а σ(x) = 0 — что x ∈ V «вакантна». Конфигурация σ =
{σ(x), x ∈ V } на дереве Кэли есть функция из V в {0, 1, 2}. Конфигурация в
Vn определяется аналогично.

Конфигурация σ называется допустимой на дереве Кэли, если σ(x)+σ(y) /∈
{0, 3} для любой пары ближайших соседей x и y в V . Обозначим через � и �n

множества всех допустимых конфигураций на V и Vn.
Для фиксированной λ = (λ0, λ1, λ2) ∈ Q3

p определим p-адический гамиль-
тониан модели ТС на Vn:

Hλ(σ) =
∑
x∈Vn

logp λσ(x), σ ∈ �n. (1.2)

2. Построение p-адической меры Гиббса

Построим p-адическую меру Гиббса для модели (1.2). Так как в определе-
нии p-адической меры Гиббса используется expp(x), все следующие ниже вели-
чины должны принадлежать множеству

Ep = {x ∈ Qp : |x|p = 1, |x− 1|p < p−1/(p−1)}.
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Как и в классическом случае, рассмотрим специальный класс меры Гиббса.
Для σ ∈ �n определим #σ =

∑
x∈Vn

1(σ(x) ≥ 1)) (т. е. #σ — число занятых

вершин в σ).
Пусть z : x → zx = (z0,x, z1,x, z2,x) ∈ E 3

p — векторнозначная функция на
V . Рассмотрим случай, когда λ0 = 1 и λ1 = λ2 = λ. Для λ ∈ Ep рассмотрим
p-адическое вероятностное распределение µ(n)

z на �n, которое определяется как

µ(n)
z (σ) = Z−1

z,nλ
#σ

∏
x∈Wn

zσ(x),x, σ ∈ �n, (2.1)

где Zz,n — нормирующая константа:

Zz,n =
∑
ω∈�n

λ#ω
∏

x∈Wn

zω(x),x. (2.2)

Говорят, что p-адическое вероятностное распределение µ(n)
z согласовано, ес-

ли для всех n ≥ 1 и σ ∈ �n ∑
ω∈�n+1:
ω|�n≡σ

µ(n+1)
z (ω) = µ(n)

z (σ). (2.3)

В этом случае аналогично теореме Колмогорова [13] (см. также [10, 14]) суще-
ствует единственная мера µz на � такая, что µz({ω|�n ≡ σ}) = µ(n)

z (σ) для всех
n и σ ∈ �n.

Определение 1. Мера µ(n)
z , определенная равенством (2.1) и удовлетво-

ряющая (2.3), называется p-адической мерой Гиббса для модели (1.2), соответ-
ствующей функции z : x ∈ V \ {x0} → zx.

Если существуют две p-адические меры Гиббса µz и µt такие, что только
одна из них ограничена, то говорят, что существует фазовый переход. Более
того, если существует последовательность множеств {An} такая, что An ∈ �n и
|µz(An)|p → 0, |µt(An)|p → ∞ при n → ∞, то говорят, что существует сильный
фазовый переход. Если существуют две ограниченные p-адические меры Гиббса,
то говорят, что существует квазифазовый переход [18].

Следующая теорема дает условие на zx, гарантирующее согласованность
распределения µ(n)

z .

Теорема 3 [19]. Вероятностное распределение µ(n)
z , n = 1, 2, . . . , заданное

формулой (2.1), согласовано тогда и только тогда, когда для любого x ∈ V
имеют место следующие равенства:

z′i,x = λ
∏

y∈S(x)

1 + z′i,y
z′1,y + z′2,y

, i = 1, 2, (2.4)

где z′i,x = λzi,x/z0,x ∈ Ep, i = 1, 2.

3. Трансляционно-инвариантная мера Гиббса

Решение вида zx = (z1, z2) ∈ E 2
p , x 6= x0, системы уравнений (2.4) называет-

ся трансляционно-инвариантным. Соответствующая p-адическая мера Гибб-
са трансляционно-инвариантного решения системы уравнений (2.4) называется
трансляционно-инвариантной мерой Гиббса.
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Для того чтобы найти трансляционно-инвариантные p-адические меры
Гиббса для модели ТС, рассмотрим следующие уравнения:

zi = λ

(
1 + zi
z1 + z2

)k
, i = 1, 2. (3.1)

Теорема 4 [19]. 1. Пусть p = 2. Если k делится на 4, то для модели (1.2)
существует единственная трансляционно-инвариантная 2-адическая мера Гибб-
са.

2. Пусть p 6= 2. Если k2− 4 не делится на p, то для модели (1.2) существует
единственная трансляционно-инвариантная p-адическая мера Гиббса.

Замечание 1. Условия теоремы 4 не являются необходимыми для един-
ственности трансляционно-инвариантных p-адических мер Гиббса [19]. Возни-
кает естественный вопрос: существует ли фазовый переход для модели (1.2) на
дереве Кэли порядка k? Очевидно, что при k = 2 условие теоремы 4 не выпол-
няется для любого простого числа p. В [19] показано, что при k = 2 и p = 3
существуют три трансляционно-инвариантные p-адические меры Гиббса.

В этой работе исследуем трансляционно-инвариантные p-адические меры
Гиббса для модели (1.2) на дереве Кэли порядка два.

Утверждение 1. Пусть k = 2 и p > 3. Тогда система уравнений (3.1)
имеет единственное решение на инвариантном множестве

{
z ∈ E 2

p : z1 = z2
}
.

Доказательство. Пусть zi = t, i = 1, 2. Тогда из (3.1) получим

4t3 − λ(t+ 1)2 = 0.

Функция f(t) = 4t3 − λ(t + 1)2 является многочленом с целыми p-адическими
коэффициентами. Учитывая, что λ ∈ Ep и p > 3, из f(1) = 4(1 − λ) и f ′(1) =
8 + 4(1 − λ) имеем f(1) ≡ 0(mod p) и f(1) 6≡ 0(mod p). В силу леммы Гензеля
существует единственное число t∗ ∈ Ep такое, что f(t∗) = 0. Это означает, что
функциональное уравнение (3.1) имеет единственное решение z∗ = (t∗, t∗) на
множестве

{
z ∈ E 2

p : z1 = z2
}
. �

Обозначим Mp = {a ∈ N : a — квадратичный вычет по модулю p}.

Утверждение 2. Пусть k = 2 и p > 3. Если

λ ∈
⋃

a∈Mp

⋃
n∈N

{x ∈ Ep : |16x− 16− 3ap2n|p < p−2n},

то система уравнений (3.1) имеет два решения на инвариантном множестве
{
z ∈

E 2
p : z1 6= z2

}
.

Доказательство. Вычитая второе уравнение (3.1) из первого, получим

(z1 − z2)
(

1− λ
(2 + z1 + z2)
(z1 + z2)2

)
= 0.

Так как z1 6= z2, имеем

(z1 + z2)2 − λ(z1 + z2)− 2λ = 0. (3.2)

Решив квадратное уравнение (3.2), выводим

z1 + z2 =
λ±

√
λ(λ+ 8)
2

. (3.3)
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Поскольку λ ∈ Ep и p > 3, имеем

λ = 1 + λ1p+ λ2p
2 + . . . , λ+ 8 = 9 + λ1p+ λ2p

2 + . . . .

В силу теоремы 1 существуют числа
√
λ и

√
λ+ 8 в Qp. С другой стороны, z1 и

z2 должны удовлетворять |z1 + z2 − 2|p < 1. Заметив, что√
λ(λ+ 8) = 3 + λ′1p+ λ′2p

2 + . . . ,

получим для z1 + z2 = λ+
√
λ(λ+8)
2

|z1 + z2 − 2|p = |λ+
√
λ(λ+ 8)− 4|p = |(λ1 + λ′2)p+ . . . |p < 1

и для z1 + z2 = λ−
√
λ(λ+8)
2

|z1 + z2 − 2|p = |λ−
√
λ(λ+ 8)− 4|p = | − 6 + (λ′1 − λ′2)p+ . . . |p = 1.

Подставляя z1 + z2 = λ+
√
λ(λ+8)
2 в (3.1), найдем

z =
(

2(1 + z)√
λ+

√
λ+ 8

)2

, (3.4)

откуда

z± =
(
√
λ+

√
λ+ 8)(2

√
λ±

√
2(λ− 4 +

√
λ(λ+ 8)))

8
. (3.5)

Мы должны проверить существование
√

2(λ− 4 +
√
λ(λ+ 8)) в Qp и z± ∈

Ep. В силу теоремы 1 число
√

2(λ− 4 +
√
λ(λ+ 8)) существует тогда и только

тогда, когда существуют n ∈ N, a ∈M и ε ∈ Zp такие, что

2(λ− 4 +
√
λ(λ+ 8)) = p2n(a+ εp).

Отсюда найдем

λ = 1 +
3a
16
p2n + εp2n+1, где |ε|p ≤ 1,

что эквивалентно |16λ − 16 − 3ap2n|p < p−2n. Теперь проверим, что z± ∈ Ep.
Пусть |16λ−16−3ap2n|p < p−2n для некоторого натурального числа n и a ∈Mp.
Тогда

|z± − 1|p = |(
√
λ+

√
λ+ 8)(2

√
λ±

√
2(λ− 4 +

√
λ(λ+ 8)))− 8|p

= |(4 + αp)(2 + βp± γpn)− 8|p < 1, где α, β, γ ∈ Zp.

Это означает, что z± ∈ Ep. Таким образом, функциональное уравнение (3.1)
имеет два решения z(1) = (z+, z−) и z(2) = (z−, z+) на множестве

{
z ∈ E 2

p : z1 6=
z2
}
, если |16λ− 16 + 3ap2n|p < p−2n. �

Из утверждений 1 и 2 следует
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Теорема 5. Пусть k = 2 и p > 3. Тогда верны следующие утверждения:
1) если

λ /∈
⋃

a∈Mp

⋃
n∈N

{x ∈ Ep : |16x− 16− 3ap2n|p < p−2n},

то существует единственная трансляционно-инвариантная p-адическая мера
Гиббса для модели (1.2);

2) если

λ ∈
⋃

a∈Mp

⋃
n∈N

{x ∈ Ep : |16x− 16− 3ap2n|p < p−2n},

то существуют три трансляционно-инвариантные p-адические меры Гиббса для
модели (1.2).

Замечание 2. Теорему 5 можно считать полным описанием множества
всех трансляционно-инвариантных p-адических мер Гиббса для модели (1.2)
при k = 2.

4. Периодическая мера Гиббса

В этом пункте исследуем периодические p-адические меры Гиббса для моде-
ли (1.2) и используем групповую структуру дерева Кэли. Пусть Gk — свободное
произведение k + 1 циклических групп {e, ai} второго порядка с образующими
a1, a2, . . . , ak+1 соответственно, т. е. a2

i = e.
Существует взаимно однозначное соответствие между множеством вершин

V дерево Кэли порядка k и группой Gk (см. [22]).
Это соответствие строится следующим образом. Произвольной фиксиро-

ванной вершине x0 ∈ V поставим в соответствие единичный элемент e группы
Gk. Так как рассматриваемый граф без ограничения общности можно считать
плоским, каждой соседней вершине точки x0 (т. е. e) поставим в соответствие
образующую ai, i = 1, 2, . . . , k + 1, по положительному направлению.

Теперь в каждой вершине ai определим слово длины два aiaj соседних
вершин ai. Поскольку одна из соседних вершин вершины ai есть e, положим
aiai = e и тогда нумерация остальных соседних вершин ai производится одно-
значно по вышеприведенному правилу нумерации. Далее, для соседних вершин
вершины aiaj определим слово длины три следующим образом. Так как одна
из соседних для aiaj вершин есть ai, положим aiajaj = ai и тогда нумерация
остальных соседних вершин производится однозначно и они имеют вид aiajal,
i, j, l = 1, 2, . . . , k + 1. Это соответствие согласуется с предыдущим шагом, так
как aiajaj = aia2

j = ai. Таким образом, можно установить взаимно однозначное
соответствие между множеством вершин дерева Кэли �k и группой Gk.

Представление, построенное выше, называется правым, так как в этом слу-
чае если x и y — соседние вершины, а g и h ∈ Gk — соответствующие им
элементы группы, то либо g = hai, либо h = gaj для некоторых i или j. Анало-
гично определяется левое представление. Для удобства будем писать x вместо
g, если x 7→ g.

Рассмотрим в группе Gk (соответственно на дереве Кэли) преобразование
левого (правого) сдвига, определяемое следующим образом: для y ∈ Gk поло-
жим

τy(x) = yx для всех x ∈ Gk.
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Определение 2 [15]. Пусть G̃k — нормальная подгруппа группы Gk. Мно-
жество z = {zx : x ∈ Gk} называется G̃k-периодическим, если zτy(x) = zx для
любых x ∈ Gk и y ∈ G̃k. Соответствующая p-адическая мера Гиббса µz назы-
вается G̃k-периодической.

Очевидно, что Gk-периодическая мера трансляционно-инвариантна. Обо-
значим G(2)

k = {x ∈ Gk : длина слова x четная}. Это множество является нор-
мальной подгруппой индекса два [22].

Следующая теорема характеризует множество всех периодических p-адиче-
ских мер Гиббса для модели (1.2).

Теорема 6. Пусть G̃k — нормальная подгруппа конечного индекса в Gk.
Тогда любая G̃k-периодическая p-адическая мера Гиббса для модели (1.2) либо
трансляционно-инвариантная, либо G(2)

k -периодическая.
Доказательство. Рассмотрим функцию F : E 2

p → E 2
p , определенную как

F (z) = (F1(z), F2(z)), где Fi(z) =
1 + zi
z1 + z2

, i = 1, 2.

Легко проверить, что Fi(z) = Fi(t), i = 1, 2, в том и только в том случае,
если z = t. Следовательно, F (z) = F (t) тогда и только тогда, когда z = t.
Из этого свойства, как в доказательстве теоремы 2 в [1], следует, что любая
G̃k-периодическая мера Гиббса либо трансляционно-инвариантная, либо G(2)

k -
периодическая. �

Согласно теореме 6 для нахождения периодических (не трансляционно-
инвариантных) мер Гиббса для модели (1.2) достаточно исследовать следую-
щую систему уравнений:

z1 = λ

(
1 + t1
t1 + t2

)k
, z2 = λ

(
1 + t2
t1 + t2

)k
, t1 = λ

(
1 + z1
z1 + z2

)k
, t2 = λ

(
1 + z2
z1 + z2

)k
,

z1 6= t1, z2 6= t2. (4.1)

Рассмотрим (4.1) при k = 2. Предположим, что z1 = z2 = z. Тогда из (4.1)
получим

z = f(f(z)), где f(z) = λ

(
1 + z

2z

)2

.

Заметим, что всякое решение уравнения f(z)−z = 0 является решением уравне-
ния f(f(z))− z = 0. Но нас интересуют только периодические (не являющиеся
трансляционно-инвариантными) решения. Поэтому рассмотрим уравнение

f(f(z))− z

f(z)− z
= 0,

которое эквивалентно уравнению
λz2 − 2(2− λ)z + λ = 0. (4.2)

Это уравнение имеет в Qp решения

z± =
2− λ± 2

√
1− λ

λ
,

если в Qp существует
√

1− λ.
Для того чтобы решения z± уравнения (4.2) были искомыми, надо прове-

рить, что z± ∈ Ep и f(z±)− z∗ 6= 0. Сначала исследуем, при каких λ ∈ Ep число√
1− λ существует в Qp. Затем проверим, что z± ∈ Ep и f(z±)− z∗ 6= 0.



936 О. Н. Хакимов

Лемма 2. Пусть λ ∈ Ep. Число
√

1− λ существует в Qp тогда и только
тогда, когда

λ ∈
⋃

a∈Mp

⋃
n∈N

{x ∈ Ep : |x− 1 + ap2n|p < p−2n}, если p > 2, (4.3)

λ ∈
⋃
n∈N

{x ∈ E2 : |x− 1 + 22n|2 < 2−2n−2}, если p = 2. (4.4)

Доказательство. Пусть p = 2. Тогда из λ ∈ E2 получим

λ = 1 + λ222 + λ323 + . . . , где λi ∈ {0, 1}, i = 2, 3, . . . .

Отсюда в силу теоремы 1 имеем уравнение

1− λ = 22n(1 + λ′2n+32
3 + λ′2n+42

4 + . . . ), n ∈ N,

которое эквивалентно |λ− 1 + 22n|2 < 2−2n−2.
Пусть p > 2. Тогда из λ ∈ Ep следует, что

λ = 1 + λ1p+ λ2p
2 + . . . , где λi ∈ {0, 1, . . . , p− 1}, i = 1, 2, . . . .

Тогда ввиду теоремы 1

1− λ = p2n(a+ λ′2n+1p+ λ′2n+2p
2 + . . . ), n ∈ N, a ∈Mp.

Следовательно, |λ− 1 + ap2n|p < p−2n. �

Теперь проверим, что z± ∈ Ep. Заметив, что |λ|p = 1 и |1 − λ|p = p−2n, и
использовав свойство p-адической нормы, получим

|z± − 1|p =
|2(1− λ±

√
1− λ)|p

|λ|p
= |2pn|p < p−1/(p−1).

Это означает, что z± ∈ Ep.
Покажем, что f(z±)− z± 6= 0:

f(z±)− z± = λ

(
1 + z±

2z+

)2

− z± =
−4
√

1− λ(1±
√

1− λ)2

λ2 .

Так как 0 < |1− λ|p < 1, имеем |f(z±)− z±|p 6= 0. Следовательно, z = (z+, z−),
t = (z−, z+) и z = (z−, z+), t = (z+, z−) являются решениями (4.1) при k = 2.

Таким образом, доказано

Утверждение 3. Пусть k = 2. Тогда (4.1) имеет по крайней мере два
решения на E 4

p , если имеют место (4.3) и (4.4).

Из этого утверждения вытекает следующая

Теорема 7. Пусть имеет место (4.3) при p > 2 или (4.4) при p = 2. Тогда
для модели (1.2) существуют по крайней мере две периодические p-адические
меры Гиббса на дереве Кэли порядка два.
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5. Ограниченность p-адических мер Гиббса

В этом пункте будем исследовать ограниченность p-адических мер Гиббса
для модели (1.2). Напомним, что p-адическая вероятностная мера может быть
неограниченной.

Лемма 3. Пусть µz — p-адическая мера Гиббса для модели (1.2). Тогда
для нормирующей константы (2.2) имеет место следующая рекуррентная фор-
мула:

Zz,n+1 = Az,nZz,n, n = 1, 2, . . . ,

где Az,n определяется по формуле (5.2).
Доказательство. Пусть функция z′ : x → z′x = (z′1,x, z′2,x) ∈ E 2

p удо-
влетворяет функциональному уравнению (2.4). Тогда для любого z0,x ∈ Ep

существует функция az(x), x ∈ V , такая, что∏
y∈S(x)

(λz1,y+λz2,y) = az(x)z0,x,
∏

y∈S(x)

(z0,y+λzi,y) = az(x)zi,x, i = 1, 2, (5.1)

где zi,x = z0,xz′i,x/λ, i = 1, 2. Для любой конфигурации σ ∈ �n имеет место∏
x∈Wn

∏
y∈S(x),
σ(x)=0

(λz1,y + λz2,y)
∏

y∈S(x),
σ(x)=1

(z0,y + λz1,y)
∏

y∈S(x),
σ(x)=2

(z0,y + λz2,y)

=
∏

x∈Wn

az(x)zσ(x),x = Az,n
∏

x∈Wn

zσ(x),x, где Az,n =
∏

x∈Wn

az(x). (5.2)

Учитывая (2.1) и (2.2), из (5.2) получаем

1 =
∑

ω∈�n+1

µ(n+1)
z (ω) =

∑
ω∈�n+1

1
Zz,n+1

λ#ω
∏

x∈Wn+1

zω(x),x

=
Az,n

Zz,n+1

∑
σ∈�n

λ#σ
∏

x∈Wn

zσ(x),x =
Az,n

Zz,n+1
Zz,n.

Отсюда Zz,n+1 = Az,nZz,n. �

Теорема 8. p-Адическая мера Гиббса для модели (1.2) ограничена тогда
и только тогда, когда p 6= 2.

Доказательство. Пусть z′ = (z′1,x, z′2,x) ∈ E 2
p — решение функционально-

го уравнения (2.4) и µz — p-адическая мера Гиббса соответствующей функции
z =

(
z0,x,

z0,xz
′
1,x

λ ,
z0,xz

′
2,x

λ

)
, где z0,x ∈ Ep. Тогда в силу леммы 3 при всех n ≥ 1

имеем
Zz,n =

∏
x∈Vn−1

az(x), где az(x) = zk−1
0,x (z′1,x + z′2,x)

k.

Так как z0,x, z′1,x, z
′
2,x ∈ Ep, то

|az(x)|p =
{

1, если p 6= 2,
2−k, если p = 2.

Следовательно,

|Zz,n|p =
{

1, если p 6= 2,
2−k|Vn−1|, если p = 2.
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Отсюда для любой конфигурации σ ∈ � получим

∣∣µ(n)
z (σ)

∣∣
p

=

∣∣λ#σ
∏

x∈Wn

zσ(x),x
∣∣
p

|Zz,n|p
=
{

1, если p 6= 2,
2k|Vn−1|, если p = 2.

Это означает, что мера µz ограничена тогда и только тогда, когда p 6= 2. �

Следствие 1. Для модели (1.2) не существует фазового перехода. В част-
ности, не существует сильного фазового перехода.

Следствие 2. Пусть k = 2 и p > 3. Если

λ ∈
⋃

a∈Mp

⋃
n∈N

{x ∈ Ep : |16x− 16− 3ap2n|p < p−2n},

то для модели (1.2) существует квазифазовый переход.
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