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ЧАСТИЧНЫЙ КЛОН ЛИНЕЙНЫХ ТЕРМОВ

К. Денеке

Аннотация. В качестве обобщения линейного выражения над векторным про-
странством терм произвольного типа τ называют линейным, если каждая пере-
менная, входящая в терм, встречается в нем только один раз. Вместо обычной
суперпозиции термов тотального многосортного клона всех термов в случае ли-
нейных термов определены операция частичной многосортной суперпозиции и ча-
стичный многосортный клон, удовлетворяющий суперассоциативному закону как
слабому тождеству. Расширения линейных гиперподстановок являются слабыми
эндоморфизмами этого частичного клона. Для многообразия V односортных то-
тальных алгебр типа τ определен многосортный частичный линейный клон этого
многообразия как частичная фактор-алгебра частичных многосортных клонов всех
линейных термов по множеству всех линейных тождеств V . Доказано, что слабые
тождества этого клона соответствуют линейным гипертождествам многообразия V .
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Посвящается памяти Х.-Й. Хёнке
по случаю его 90-летнего юбилея в октябре 2015 г.

1. Предварительные сведения

Всюду в статье предполагаем, что {fi | i ∈ I}— индексированное множество
символов операций вида τ = (ni)i∈I , где символ fi ni-арен для ni ∈ N+ :=
N\{0}, и 0-арные символы отсутствуют. СимволомWτ (X) обозначим множество
всех термов, образованных с помощью алфавитаX = {x1, x2, x3, . . . } и символов
операций из {fi | i ∈ I}. Также используем множество Wτ (Xn) всех n-арных
термов, образованных с помощью конечного алфавита Xn = {x1, . . . , xn} для
каждого n ∈ N+, определенных с использованием следующих шагов.

(i) Всякая переменная xi ∈ Xn есть n-арный терм типа τ .
(ii) Если t1, . . . , tni — n-арные термы типа τ и fi — символ ni-арной опера-

ции, то fi(t1, . . . , tni) — n-арный терм типа τ .
ТогдаWτ (Xn) — наименьшее множество, содержащее x1, . . . , xn; это множе-

ство замкнуто относительно конечного применения (ii) иWτ (X) =
⋃

n∈N+
Wτ (Xn).

В настоящей статье используем то же самое обозначение для многосортного
множества Wτ (X) := (Wτ (Xn))n∈N+ , т. е. для бесконечной последовательно-
сти (Wτ (X1),Wτ (X2), . . . ,Wτ (Xn), . . . ). Сорта представляют собой множества
n-арных термов типа τ для всех n ∈ N+.

На этом многосортном множестве операции многосортной суперпозиции
Snm, m,n ∈ N+, могут быть определены как отображения

Snm : Wτ (Xn)× (Wτ (Xm))n →Wτ (Xm)
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такие, что
(i) Snm(xi, t1, . . . , tn) := ti для 1 ≤ i ≤ n,
(ii) Snm(fi(s1, . . . , sni), t1 . . . , tn):=fi

(
Snm(s1, t1, . . . , tn), . . . , Snm(sni , t1, . . . , tn)

)
.

Тогда многосортная алгебра, клон всех термов типа τ , может быть опреде-
лена формулой

clone τ :=
(
(Wτ (Xn))n∈N+ ;

(
Snm

)
m,n∈N+ , (xi)i≤n∈N+

)
.

Эта многосортная алгебра удовлетворяет следующим тождествам:
(C1) S̃pm

(
Z̃, S̃nm(Ỹ1, X̃1, . . . , X̃n), . . . , S̃nm(Ỹp, X̃1, . . . , X̃n)

)
≈ S̃nm

(
S̃pn(Z̃, Ỹ1, . . . ,

Ỹp), X̃1, . . . , X̃n

)
, m,n, p ∈ N+,

(C2) S̃nm(λj , X̃1, . . . , X̃n) ≈ X̃i, m = 1, 2, . . . , 1 ≤ i ≤ n, n ∈ N+,
(C3) S̃nn(Ỹ , λ1, . . . , λm) ≈ Ỹ , n ∈ N+.
Здесь Z̃, Ỹ1, . . . , Ỹp, X̃1, . . . , X̃n — переменные для термов, S̃nm — символы

операций и λi, i = 1, . . . ,m, — символы 0-арных операций.
Для m = n = 1 (C1) — ассоциативный закон с S̃1

1 в качестве бинарной
ассоциативной операции.

Произвольная многосортная алгебра того же типа, что и clone τ , удовле-
творяющая аксиомам (C1)–(C3), называется абстрактным клоном. Другой
элемент многообразия абстрактных клонов — клон многообразия V односорт-
ных тотальных алгебр типа τ , определяемый как многосортная фактор-алгебра
clone τ по множеству всех тождеств IdV := (Idn V )n∈N+ , выполненных в V .
Здесь Idn V — множество всех n-арных тождеств s ≈ t с s, t ∈ Wτ (Xn), выпол-
ненных в V : cloneV := clone τ/ IdV .

Понятие клона является одним из ведущих алгебраических понятий. Вся-
кий абстрактный клон изоморфен конкретному клону, т. е. клону операций,
определенных на множестве. Клон может рассматриваться как категория. Ка-
тегории, двойственные таким категориям, являются так называемыми теори-
ями Ловира (см. [1]). По случаю 4-й конференции молодых алгебраистов в
Потсдаме в 1988 г. Хёнке поставил вопрос о нахождении характеризации типа
Кэли для частичных операций. Бёрнер в [2] дал ответ на этот вопрос на уровне
универсальной алгебры. В собственном ответе Хёнке использовал обогащенные
декартово-замкнутые категории, так называемые dht-симметричные категории
(категории Хёнке). В [3] подведены итоги в этой области. В настоящей ра-
боте сделан еще один шаг и введено понятие частичного клона как частичной
многосортной алгебры.

Гиперподстановка типа τ — это отображение σ : {fi | i ∈ I} → Wτ (X),
переводящее каждый символ ni-арной операции типа τ в ni-арный терм того же
типа. Всякая гиперподстановка σ определяет отображение σ̂ : Wτ (X) →Wτ (X),
определяемое следующим индуктивным образом:

(i) σ̂[xi] := xi,
(ii) σ̂[fi(t1, . . . , tni)] := Snim (σ(fi), σ̂[t1], . . . , σ̂[tni ]).
Будем использовать обозначение Hyp(τ) для множества всех гиперподста-

новок типа τ . Для произвольных двух гиперподстановок σ1 и σ2 положим
σ1 ◦h σ2 := σ̂1 ◦ σ2, где ◦ — обычная композиция функций. Это дает ассоци-
ативную бинарную операцию ◦h на Hyp(τ), и отображение σid, отображающее
каждый символ операции fi в терм fi(x1, . . . , xni), действует как тождественный
элемент для ◦h. Таким образом, имеем моноид Hyp(τ) = (Hyp(τ); ◦h, σid).

Так как гиперподстановки сохраняют арности, весьма естественно рассмат-
ривать их как многосортные отображения. Пусть In ⊆ I, где n ∈ N+, — мно-
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жество всех индексов таких, что fj , j ∈ In, n-арен, и пусть Fnτ := {fj | j ∈ In}.
Тогда σn, где σn

(
Fnτ

)
⊆Wτ (Xn), — это та часть σ, которая отображает n-арные

символы операций в n-арные термы. Таким образом всякая гиперподстановка
типа τ становится многосортным множеством функций σ := (σn)n∈N+ . Пусть
теперь Hypn(τ) — множество всех σn, и пусть Hyp(τ) := (Hypn(τ))n∈N+ — мно-
госортное множество всех гиперподстановок типа τ .

Известно (см. ссылки ниже), что расширение σ̂ := (σ̂n)n∈N+ (многосортной)
гиперподстановки типа τ является эндоморфизмом clone τ .

Если V — многообразие алгебр типа τ и s ≈ t — тождество в V , где
s, t ∈ Wτ (Xn), то говорят, что s ≈ t — гипертождество в V , если σ̂n[s] ≈ σ̂n[t]
для всех σn ∈ Hypn(τ). Как доказано Тейлором в [4], гипертождества в V соот-
ветствуют тождествам в cloneV . По поводу ссылок и дополнительных сведений
о гипертождествах и клонах см. [5–13].

Если рассматривать векторное пространство над полем K как двухсорт-
ную алгебру, то линейное выражение

t = a1x1 + a2x2 + · · ·+ alxl + c

является термом типа векторных пространств, в который каждая переменная
входит только один раз. Это может быть обобщено на произвольные типы.
Пусть t — терм (односортного) типа τ , и пусть var(t) — множество переменных,
входящих в t.

Определение 1.1. n-Арный терм типа τ определяется по индукции сле-
дующим образом.

(i) Для любого j ∈ {1, . . . , n} xj ∈ Xn есть n-арный линейный терм типа τ .
(ii) Если t1, . . . , tni — n-арные линейные термы типа τ и var(tj)∩var(tk) = ∅

для всех 1 ≤ j < k ≤ ni, то fi(t1, . . . , tni) — n-арный линейный терм типа τ .
(iii) Множество W lin

τ (Xn) всех n-арных линейных термов типа τ есть наи-
меньшее множество, содержащее x1, . . . , xn и замкнутое относительно конечного
применения (ii).

Обычно W lin
τ (X) обозначает объединение всех W lin

τ (Xn) для n ∈ N+, но
здесь определяем W lin

τ (X) :=
(
W lin
τ (Xn)

)
n∈N+ как многосортное множество всех

линейных термов типа τ .
В качестве примера рассмотрим тип τ = (2) с бинарным символом опера-

ции f . Тогда

W lin
τ (X1) = {x1}, W lin

τ (X2) = {x1, x2, f(x1, x2), f(x2, x1)},

W lin
τ (X3) = {x1, x2, x3, f(x1, x2), f(x2, x1), f(x1, x3), f(x3, x1), f(x2, x3),
f(x3, x2), f(x1, f(x2, x3)), f(x1, f(x3, x2)), f(x2, f(x1, x3)), f(x2, f(x3, x1)),

f(x3, f(x1, x2)), f(x3, f(x2, x1)), f(f(x1, x2), x3), f(f(x2, x1), x3), f(f(x2, x3), x1),
f(f(x3, x2), x1), f(f(x1, x3), x2), f(f(x3, x1), x2)},

и т. д.
Мотивация изучения линейных термов восходит к работе Коусейру и Лех-

тонена [13]. В этой статье авторы изучают структурно-алгебраические свойства
термовых операций в алгебре A , индуцированной линейными термами. Если
A — алгебра типа τ , то каждый терм t типа τ индуцирует термовую опера-
цию tA над A . Пусть (Wτ (X))A — множество всех таких термовых опера-
ций. Тогда (Wτ (X))A является клоном операций на A, т. е. это множество
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замкнуто относительно суперпозиций и содержит все проекции. Эквивалент-
ное описание клона дается операциями Мальцева ∗, ξ, τ и �. Тогда клон есть
множество операций, определенных на данном множестве, которое замкнуто
относительно ∗, ξ, τ , � и содержит все проекционные операции [14]. Множество(
W lin
τ (X)

)A не является клоном, поскольку оно не замкнуто относительно опе-
рации � удвоения первого входа. Задача состоит в описании алгебраической
структуры

(
W lin
τ (X)

)A . Нетрудно видеть, что это множество замкнуто отно-
сительно ∗, ξ и τ . В [15] доказана его замкнутость относительно операции ∇,
что означает забвение первого входа, и порождается проекциями. Кроме то-
го, в [15] описана связность Галуа, характеризующая множества функций вида(
W lin
τ (X)

)A подобно тому, как связность Галуа Pol-Inv характеризует клоны.
Наш подход открывает другой путь рассмотрения

((
W lin
τ (Xn)

)A )
n∈N+ как ал-

гебраической структуры, именно, как многосортного частичного клона.

2. Суперпозиция линейных термов

Множества W lin
τ (Xn) не замкнуты относительно операций суперпозиции,

как показывает следующий пример. Пусть τ = (2, 2) с бинарными операциями
символов f и g. Тогда f(x1, x2) и g(x2, x1) — линейные термы, но f(g(x2, x1),
f(x1, x2)) нелинеен. Однако справедливо

Предложение 2.1. Если fi(t1, . . . , tni) ∈ W lin
τ (Xn), s1, . . . , sn ∈ W lin

τ (Xm)
и var(sj) ∩ var(sk) = ∅ для 1 ≤ j < k ≤ n, то Snm(fi(t1, . . . , tni), s1, . . . , sn) ∈
W lin
τ (Xm).

Доказательство. Поскольку

Snm(fi(t1, . . . , tni), s1, . . . , sn) = fi
(
Snm(t1, s1, . . . , sn), . . . , Snm(tni , s1, . . . , sn)

)
,

нужно показать, что
1) Snm(tj , s1, . . . , sn) ∈W lin

τ (Xm) для всех 1 ≤ j ≤ ni,
2) var

(
Snm(tj , s1, . . . , sn)

)
∩ var

(
Snm(tk, s1, . . . , sn)

)
= ∅ для всех 1 ≤ j < k ≤

ni.
1. Так как tj линеен, переменные из Xn входят только один раз в tj ,

1 ≤ j ≤ ni. Для этих переменных заменим термы из {s1, . . . , sn}. Но по пред-
положению в множестве {s1, . . . , sn} каждая переменная из Xm входит только
один раз, т. е. Snm(tj , s1, . . . , sn) переменных из Xm входят только раз, и потому
Snm(tj , s1, . . . , sn) линеен.

2. Поскольку fi(t1, . . . , tni) ∈ W lin
τ (Xn), имеем var(tj) ∩ var(tk) = ∅ для

1 ≤ j < k ≤ ni, т. е. в Snm(tj , s1, . . . , sn) и в Snm(tk, s1, . . . , sn) для различных
переменных подставляются различные термы из s1, . . . , sn, содержащие 1 ≤ j <
k ≤ n различных переменных ввиду var(sj) ∩ var(sk) = ∅. �

Вследствие предложения 2.1 можно определить многосортные частичные
отображения

S
n
m : W lin

τ (Xn)×
(
W lin
τ (Xm)

)n
(→W lin

τ (Xm)

формулой

S
n
m(t, s1, . . . , sn):=


Snm(t, s1, . . . , sn), если var(sj) ∩ var(sk)=∅

для всех 1 ≤ j < k ≤ n,

не определено иначе



Частичный клон линейных термов 759

для m,n ∈ N+ и многосортовую частичную алгебру:

clonelin τ :=
((
W lin
τ (Xn)

)
n∈N+ ,

(
S
n
m

)
m,n∈N+ , (xi)i≤n,n∈N+

)
.

Напомним некоторые основные понятия, касающиеся частичных алгебр.
Для частичных алгебр имеется несколько возможностей определить гомомор-
физмы, подалгебры или тождества. Если A ,B — частичные алгебры одно-
го типа с индексированными множествами

{
fAi | i ∈ I

}
,

{
fBi | i ∈ I

}
ча-

стичных операций на A и B соответственно в качестве основных операций, то
отображение h : A → B называется слабым гомоморфизмом, если для всех
основных операций выполняется следующее: если (a1, . . . , ani) ∈ dom fAi , то
(h(a1), . . . , h(ani)) ∈ dom fBi , и тогда

h
(
fAi (a1, . . . , ani)

)
= fBi (h(a1), . . . , h(ani)), i ∈ I,

где dom fAi — область определения операции fAi . Для многосортных частичных
алгебр понятия слабого гомоморфизма определяется аналогично, но тогда h —
многосортовое отображение, отображающее множества определенного сорта в
многосортном множестве A в соответствующие множества того же сорта много-
сортно множестве B. Говорят, что уравнение s ≈ t в термах над многосортной
частичной алгеброй A есть слабое тождество в A , если после вычисления
одна и другая части определены и они равны.

3. Свойства clonelin τ

Положим F
n
τ := {fi(x1, . . . , xn) | i ∈ In, n ∈ N+}. Ясно, что F

n
τ ⊆W lin

τ (Xn).

Лемма 3.1.
(
F
n
τ

)
n∈N+ — порождающая система clonelin τ .

Доказательство. Используя индукцию по сложности линейного терма,
покажем, что

(
W lin
τ (Xn)

)
n∈N+ порождается

(
F
n
τ

)
n∈N+ . Пусть m,n — произволь-

ные натуральные числа из N+, и пусть xi ∈ Xn. Поскольку переменные принад-
лежат типу clonelin τ , они порождены. Предположим, что t1, . . . , tn ∈W lin

τ (Xm)
порождены и t = fi(t1, . . . , tn) ∈W lin

τ (Xm). Тогда

S
n
m(fi(x1, . . . , xn), t1, . . . , tn) = Snm(fi(x1, . . . , xn), t1, . . . , tn) = fi(t1, . . . , tn),

поскольку var(tj) ∩ var(tk) = ∅ для 1 ≤ j < k ≤ n и потому (fi(x1, . . . , xn), t1,
. . . , tn) принадлежит области S

n
m. Это показывает, что fi(t1, . . . , tn) порожде-

на. �

Говорят, что алгебра свободна относительно себя, если она имеет порожда-
ющую систему и всякое отображение из порождающей системы в универсум ал-
гебры (подстановка) продолжается до эндоморфизма. Для частичной алгебры
clonelin τ — это слабый эндоморфизм. Покажем теперь, что clonelin τ обладает
этим свойством.

Лемма 3.2. Многосортная частичная алгебра clonelin τ свободна относи-
тельно себя и свободно порождается

(
F
n
τ

)
n∈N+ .

Доказательство. Покажем, что всякое многосортное отображение

(ϕn)n∈N+ :
(
F
n
τ

)
n∈N+ →

(
W lin
τ (Xn)

)
n∈N+

продолжается до слабого эндоморфизма clonelin τ . Определим продолжение
(ϕn)n∈N+ по индукции с помощью следующих шагов:
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1) ϕn(xi) := xi для xi ∈ Xn, n ∈ N+,
2) ϕm(fi(t1, . . . , tn)) := S

n
m(ϕn(fi(x1, . . . , xn)), ϕ̄m(t1), . . . , ϕ̄m(tn)), m,n ∈

N+, i ∈ In, в предположении, что ϕm(tj), j = 1, . . . , n, уже определены.
Ясно, что ϕn продолжает ϕn. Для любого терма s ∈ W lin

τ (Xn) получа-
ем var(ϕn(s)) ⊆ var(s). Для переменных это ясно в силу шага 1 определе-
ния ϕn. Если s = fi(s1, . . . , sn) ∈ W lin

τ (Xn) и предположим по индукции, что
var(ϕn(sj)) ⊆ var(sj) для j = 1, . . . , n, то

var(ϕn(fi(s1, . . . , sn))) = var
(
S
n
m(ϕn(fi(x1, . . . , xn)), ϕ̄n(s1), . . . , ϕ̄n(sn))

)
⊆

n⋃
j=1

var(ϕn(sj)) ⊆
n⋃
j=1

var(sj) = var(fi(s1, . . . , sn))

в силу шага 2 нашего определения. Отсюда имеем

var(tj) ∩ var(tk) = ∅ ⇒ var(ϕn(tj)) ∩ var(ϕn(tk)) = ∅ (∗)

для tj , tk ∈W lin
τ (Xn). Если fi(t1, . . . , tn) ∈W lin

τ (Xm), то (ϕn(fi(x1, . . . , xn)), ϕ(t1),
. . . , ϕm(tn)) ∈ domS

n
m в силу (∗), и тогда ϕm

(
S
n
m(fi(x1, . . . , xn), t1, . . . , tn)

)
=

S
n
m(ϕn(fi(x1, . . . , xn)), ϕ̄m(t1), . . . , ϕ̄m(tn)).

Это показывает, что (ϕn)n∈N+ — слабый эндоморфизм, продолжающий
(ϕn)n∈N+ . �

Будем называть отображения вида ϕ = (ϕn)n∈N+ подстановками линей-
ного клона. Для подстановок линейного клона ϕ = (ϕn)n∈N+ и ψ = (ψn)n∈N+

определим многосортную композицию ◦S формулой ψ ◦S ϕ := ψ̄ ◦ ϕ, где ◦ —
обычная композиция многосортных отображений:(

F
n
τ

)
n∈N+

ϕ→
(
W lin
τ (Xn)

)
n∈N+

ψ̄→
(
W lin
τ (Xn)

)
n∈N+ ,

т. е. ψ ◦S ϕ снова является подстановкой линейного клона. Пусть Substlin τ :=(
Substnlin τ

)
n∈N+ , где Substnlin τ := {ϕn | n ∈ N+} и F

n
τ

ϕn→ W lin
τ (Xn) — мно-

жество всех подстановок линейного клона. Так как операция ◦S ассоциатив-
на, вместе с тождественной подстановкой id получаем моноид, именно, моноид
(Substlin τ ; ◦S , id) всех подстановок линейного клона типа τ .

Проверим теперь выполнение тождеств (C1)–(C3) в clonelin τ .
(C1) Заменим переменные в (C1) произвольными линейными термами

t1, . . . , tn ∈ W lin
τ (Xm), s1, . . . , sp ∈ W lin

τ (Xn), u ∈ W lin
τ (Xp), m,n, p ∈ N+, а сим-

волы операций — частичными основными операциями clonelin τ и получим

S
p
m

(
u, S

n
m(s1, t1, . . . , tn), . . . , S

n
m(sp, t1, . . . , tn)

)
≈ S

n
m

(
S
p
n(u, s1, . . . , sp), t1, . . . , tn

)
.

Если var(sj) ∩ var(sk) = ∅ для 1 ≤ j < k ≤ p и var(tj) ∩ var(tk) = ∅ для 1 ≤
j < k ≤ n, то правая часть определена и равна Snm

(
Spn(u, s1, . . . , sp), t1, . . . , tn

)
.

Тогда также S
n
m(sj , t1, . . . , tn), j = 1, . . . , p, определены и равны Snm(sj , t1, . . . , tn)

и, кроме того,

var
(
S
n
m(sj , t1, . . . , tn)

)
∩ var

(
S
n
m(sk, t1, . . . , tn)

)
= ∅, 1 ≤ j < k ≤ p.

Тем самым правая часть определена и равна

Spm
(
u, Snm(s1, t1, . . . , tn), . . . , Snm(sp, t1, . . . , tn)

)
.
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(C2) Заменим S̃nm на S
n
m, λi — на xi ∈ Xn и X̃1, . . . , X̃n — на произвольные

m-арные линейные термы t1, . . . , tn и получим S
n
m(xi, t1, . . . , tn). Если var(tj) ∩

var(tk) = ∅, 1 ≤ j < k ≤ n, то этот терм существует и S
n
m(xi, t1, . . . , tn) =

Snm(xi, t1, . . . , tn) = ti.
Наши рассуждения показывают, что (C1) и (C2) — слабые тождества в

clonelin τ , поскольку если после вычисления обе части равенства существуют, то
они равны.

(C3) Заменим S̃nn на S
n
n, Ỹ — на произвольные линейные термы s ∈W lin

τ (Xn).
Тогда S

n
n(s, x1, . . . , xn) = Snn(s, x1, . . . , xn) = s. Поэтому (C3) также выполнено

как слабое тождество в clonelin τ , но даже и в более сильном смысле.
В итоге доказано следующее утверждение.

Теорема 3.3. clonelin τ удовлетворяет (C1)–(C3) как слабым тождествам.

4. Линейный клон многообразия

Пусть V — многообразие алгебр типа τ . Тождество s ≈ t в V называется
линейным, если s, t ∈ W lin

τ (Xn) для некоторого n ≥ 1. Например, ассоциатив-
ный закон является линейным тождеством в многообразии полугрупп. Пусть
Idlin V — множество всех линейных тождеств в V . Если положить

Idlin
n V :=

{
s ≈ t | s, t ∈W lin

τ (Xn) и s ≈ t ∈ IdV
}
,

то
(
Idlin
n V

)
n∈N+ — многосортное отношение эквивалентности на W lin

τ (Xn)n∈N+ .
Очевидно, что

(
Idlin
n V

)
n∈N+ не является эквациональной теорией типа τ , по-

скольку она не замкнута относительно подстановки.
Используем следующее понятие конгруэнции на частичной алгебре с уни-

версумом A и частичными операциями
(
fAj

)
j∈J . Пусть θ — отношение экви-

валентности на A. Тогда θ называется конгруэнцией на частичной алгебре A ,
если для всех j ∈ J и всех (a1, b1), . . . , (anj , bnj ) ∈ θ выполняется следующее: ес-
ли (a1, . . . , anj ) ∈ dom fAj и (b1, . . . , bnj ) ∈ dom fAj , то

(
fAj (a1, . . . , anj ), fAj (b1, . . . ,

bnj )
)
∈ θ [16]. Из соответствующего определения для многосортных частичных

алгебр вытекает

Теорема 4.1. Пусть V — многообразие (тотальных односортных алгебр)
типа τ . Тогда

(
Idlin
n V

)
n∈N+ — конгруэнция на clonelin τ .

Доказательство. Предположим, что s ≈ t ∈ Idlin
n V и s1 ≈ t1, . . . , sn ≈

tn ∈ Idlin
m V . Если var(sj)∩ var(sk) = ∅ и var(tj)∩ var(tk) = ∅ для 1 ≤ j < k ≤ n,

т. е. если (s, s1, . . . , sn), (t, t1, . . . , tn) ∈ domS
n
m, то

S
n
m(s, s1, . . . , sn) = Snm(s, s1, . . . , sn) ≈ Snm(t, t1, . . . , tn) = S

n
m(t, t1, . . . , tn).

Ясно, что
(
Idlin
n V

)
n∈N+ также сохраняется постоянными основными операциями

clonelin τ . �

Теперь можно построить частичную многосортную алгебру

clonelin V := clonelin τ/
(
Idlin
n V

)
n∈N+ ,

которую назовем линейным клоном многообразия V . Здесь частичные много-
сортные основные операции клона clonelin V определяются следующим образом:

Ŝnm : W lin
τ (Xn)/ Idlin

n V ×
(
W lin
τ (Xm)/ Idlin

m V
)n →W lin

τ (Xm)/ Idlin
m V,
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где Ŝnm([t]Idlin
n V , [t1]Idlin

m V , . . . , [tn]Idlin
m V ) полагается равным [s]Idlin

m V тогда и толь-
ко тогда, когда существуют термы t′i ∈W lin

τ (Xm), t′ ∈W lin
τ (Xn), s′ ∈W lin

τ (Xm),
i = 1, . . . , n, такие, что (t′, t′1, . . . , t′n) ∈ domSnm, [t′i]Idlin

m V = [ti]Idlin
m V , i = 1, . . . , n,

[t′]Idlin
n V = [t]Idlin

n V , [s′]Idlin
m V = [s]Idlin

m V и Snm(t′, t′1, . . . , t′n) = s′.
Заметим, что многосортное отображение

natlin Idlin V :
(
W lin
τ (Xn)

)
n∈N+ →

(
W lin
τ (Xn)

)
n∈N+/

(
Idlin
n V

)
n∈N+ ,

переводящее произвольное t в [t]Idlin
n V , является слабым гомоморфизмом

natlin Idlin τ : clonelin τ → clonelin V,

который назовем естественным гомоморфизмом.
Установим некоторые полезные свойства clonelin V .

Лемма 4.2. Пусть V — многообразие тотальных односортных алгебр типа
τ . Всякое многосортное отображение

ϕ :
(
F
n
τ

)
n∈N+ →

(
W lin
τ (Xn)

)
n∈N+/

(
Idlin
n V

)
n∈N+

можно продолжить до слабого гомоморфизма

ϕ : clonelin τ → clonelin V.

Доказательство. Всякое отображение ϕ разлагается в композицию ϕ =
natlin Idlin V ◦ ψ, где ψ :

(
F
n
τ

)
n∈N+ →

(
W lin
τ (Xn)

)
n∈N+ и ψn(fi(x1, . . . , xn)) = t,

если ϕn(fi(x1, . . . , xn)) = [t]Idlin
n V .

В силу леммы 3.2 отображение ψ можно продолжить до слабого эндомор-
физма ψ̄ : clonelin τ → clonelin τ . Так как natlin Idlin V — слабый гомоморфизм,
то ϕ := natlin Idlin V ◦ ψ̄ — слабый гомоморфизм, продолжающий ϕ. �

Отметим, что подлинным основанием для леммы 4.2 может служить тот
факт, что алгебра clonelin τ не только свободна относительно себя, но также
относительно более широкого класса многосортных частичных алгебр, содер-
жащего clonelin τ и clonelin V .

Положим F̂nτ := {[fi(x1, . . . , xn)]Idlin
n V | i ∈ In}. Ясно, что

(
F̂nτ

)
n∈N+ —

порождающая система для clonelin V .

Лемма 4.3.
(
F̂nτ

)
n∈N+ — порождающая система для clonelin V .

Доказательство. Система ([xi])i≤n,n∈N+ может быть порождена, так как
ее элементы принадлежат основным операциям clonelin V . Пусть [t]Idlin

m V , где t =
fi(t1, . . . , tn) ∈W lin

τ (Xm), и предположим по индукции, что [t1]Idlin
m V , . . . , [tn]Idlin

m V

могут быть порождены. Тогда

[t]Idlin
m V = [fi(t1, . . . , tn)]Idlin

m V =
[
Snm(fi(x1, . . . , xn), t1, . . . , tn)

]
Idlin
m V

= Ŝnm([fi(x1, . . . , xn)]Idlin
n V , [t1]Idlin

m V , . . . , [tn]Idlin
m V ),

потому что var(tj) ∩ var(tk) = ∅ для 1 ≤ j < k ≤ n. �

Ясно также, что clonelin V , будучи слабым гомоморфным образом clonelin τ ,
удовлетворяет (C1)–(C3) как слабым тождествам.
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5. Линейные гиперподстановки

Линейные гиперподстановки типа τ введены в [17] и являются отображе-
ниями из множества {fi | i ∈ I} всех символов операций типа τ в множество
W lin
τ (X) всех линейных термов этого типа и сохраняют арности. Поэтому опре-

делим линейные гиперподстановки как многосортные отображения (σn)n∈N+ ,
где σn : Fnτ → W lin

τ (Xn). Пусть Hyplin
n (τ) — множество всех σn, и пусть(

Hyplin
n (τ)

)
n∈N+ — многосортное множество всех линейных гиперподстановок.

По определению
σ̂n[xi] := xi,

σ̂n[fi(t1, . . . , tn)] := S
n
n(σn(fi), σ̂n[t1], . . . , σ̂n[tn]) = Snn(σn(fi), σ̂n[t1], . . . , σ̂n[tn]),

и получаем продолжение σn, поскольку var(σ̂n[tj ])∩ var(σ̂n[tk]) = ∅ для 1 ≤ j <
k ≤ n (см. [17]).

Как и в односортном случае, можно определить композицию σ1n ◦hn σ2n :=
σ̂1n ◦n σ2n, Fnτ

σ2n→ W lin
τ (Xn)

σ̂1n→ W lin
τ (Xn). Вместе с отображением σidn : Fnτ →

F
n
τ , определенным по формуле σidn(fi) = fi(x1, . . . , xn) для i ∈ In, получаем

многосортный моноид((
Hyplin

n (τ)
)
n∈N+ ;

(
◦hn

)
n∈N+ , (σidn)n∈N+

)
.

Для этого определения необходимо, чтобы продолжение σ̂n отображало линей-
ные термы в линейные. Это показано в [17]. Для краткости здесь будем исполь-
зовать следующее обозначение: Hyplin(τ) :=

(
Hyplin

n (τ)
)
n∈N+ , ◦h :=

(
◦hn

)
n∈N+ и

σid := (σidn)n∈N+ .
То, что Hyplin(τ) образует многосортный моноид, также является следстви-

ем изоморфизма моноидов подстановок линейного клона и линейных гиперпод-
становок. Для доказательства этого изоморфизма нужна

Лемма 5.1. Для произвольной подстановки линейного клона η имеет ме-
сто равенство

(η ◦ σid)∧[t] = η̄[t]

для всех линейных термов t.

Доказательство. Предположим, что t ∈ W lin
τ (Xn), и продолжим по ин-

дукции по сложности t. Если t = xi ∈ Xn, то (η ◦σid)∧n [xi] = xi = η̄n[xi] по опре-
делению продолжения подстановки линейного клона в 3. Для t = fi(t1, . . . , tn),
i ∈ In, в предположении, что

(η ◦ σid)∧n [ti] = η̄n[ti], i = 1, . . . , n,

имеем

(η ◦ σid)∧n [fi(t1, . . . , tn)] = S
n
n

(
(η ◦ σid)n(fi), (η ◦ σid)∧n [t1], . . . , (η ◦ σid)∧n [tn]

)
= S

n
n(ηn(fi(x1, . . . , xn)), η̄n[t1], . . . , η̄n[tn]) = η̄n

[
S
n
n(fi(x1, . . . , xn), t1, . . . , tn)

]
= η̄n

[
Snn(fi(x1, . . . , xn), t1, . . . , tn)

]
(так как var(tj) ∩ var(tk) = ∅ для 1 ≤ j < k ≤ n)

= η̄n(fi(t1, . . . , tn)) = η̄n[t]. �
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Теорема 5.2. Многосортные моноиды подстановок линейного клона и ли-
нейных гиперподстановок типа τ изоморфны.

Доказательство. Пусть ϕ = (ϕn)n∈N+ , где ϕn : F
n
τ → W lin

τ (Xn) — под-
становка линейного клона типа τ . Семейство σ := (σn)n∈N+ , определенное как

σn : Fnτ
σidn→ F

n
τ
ϕn→ W lin

τ (Xn),

т. е. σn := ϕn ◦ σidn, является линейной гиперподстановкой. Пусть ψ :=
(ψn)n∈N+ , где ψn : Substnlin(τ) → Hyplin

n (τ), ψn(ϕn) := ϕn ◦ σidn, — многосорт-
ное отображение. Покажем, что ψ биективно, т. е. что каждое ψn, n ∈ N+,
биективно. В самом деле, ψn инъективно, поскольку ψn(ϕn) = ψn(πn), т. е. из
ϕn ◦n σidn = πn ◦n σidn следует, что ϕn = πn в силу инъективности σidn. Отоб-
ражение ψn также сюръективно, так как для σn ∈ Hyplin

n (τ) имеется n-арная
подстановка линейного клона, именно

σn ◦n σ−1
idn : F

n
τ

σ−1
idn→ Fnτ

σn→W lin
τ (Xn),

где ψn
(
σn ◦n σ−1

idn

)
= σn ◦n σ−1

idn ◦n σidn = σn, отображаемая в σn. Наконец, ψ
совместимо с операциями обоих моноидов, поскольку

ψ(ϕ ◦S π) = (ϕ ◦S π) ◦ σid = (ϕ ◦ π) ◦ σid = ϕ ◦ (π ◦ σid)

= (ϕ ◦ σid)∧ ◦ (π ◦ σid) = (ϕ ◦ σid) ◦h (π ◦ σid) = ψ(ϕ) ◦h ψ(π)

с учетом того факта, что продолжение гиперподстановки ϕ ◦ σid равно продол-
жению подстановки клона ϕ (лемма 5.1). �

В качестве следствия леммы 3.2 и теоремы 5.2 имеем следующее утвержде-
ние.

Теорема 5.3. Продолжение произвольной линейной гиперподстановки яв-
ляется слабым эндоморфизмом clonelin τ .

6. Линейные гипертождества

Пусть V — многообразие односортных тотальных алгебр типа τ , и пусть
Hyplin(τ) — многосортный моноид линейных подстановок типа τ . Линейное
тождество s ≈ t на V называется линейным гипертождеством в V , если σ̂n[s] ≈
σ̂n[t] ∈ Idn V для s, t ∈ W lin

τ (Xn) для всех σn ∈ Hyplin
n (τ) и n ∈ N+ (см. [17]).

Положим

H Idlin
n V :=

{
s ≈ t | s, t ∈W lin

τ (Xn), σ̂n[s] ≈ σ̂n[t] ∈ Idn V

для всех σn ∈ Hyplin
n (τ)

}
.

Тогда
(
H Idlin

n V
)
n∈N+ является многосортным отношением эквивалентности на(

W lin
τ (Xn)

)
n∈N+ и, кроме того, справедлива

Теорема 6.1. Пусть V — многообразие типа τ . Тогда
(
H Idlin

n V
)
n∈N+ —

слабая вполне инвариантная конгруэнция на clonelin τ .
Доказательство. Предположим, что s ≈ t ∈ H lin Idn V , s1 ≈ t1, . . . , sn ≈

tn ∈ H lin Idm V . Это означает, что σ̂n[s] ≈ σ̂n[t] ∈ Idlin
n V и σ̂m[s1] ≈ σ̂m[t1], . . . ,

σ̂m[sn] ≈ σ̂m[tn] ∈ Idlin
m V для всех многосортных линейных гиперподстановок

σ ∈
(
Hyplin

n (τ)
)
n∈N+ .
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Если S
n
m(s, s1, . . . , sn) и S

n
m(t, t1, . . . , tn) определены, т. е. если var(sj) ∩

var(sk) = ∅ и var(tj) ∩ var(tk) = ∅ для 1 ≤ j < k ≤ n, то также var(σ̂m[sj ]) ∩
var(σ̂m[sk]) = ∅ и var(σ̂m[tj ]) ∩ var(σ̂m[tk]) = ∅ для 1 ≤ j < k ≤ n в силу
леммы 5.3 из [17]. Тогда

S
n
m(σ̂n[s], σ̂m[s1], . . . , σ̂m[sn]) = Snm(σ̂n[s], σ̂m[s1], . . . , σ̂m[sn])

и
S
n
m(σ̂n[t], σ̂m[t1], . . . , σ̂m[tn]) = Snm(σ̂n[t], σ̂m[t1], . . . , σ̂m[tn])

определены и

S
n
m(σ̂n[s], σ̂m[s1], . . . , σ̂m[sn]) = Snm(σ̂n[s], σ̂m[s1], . . . , σ̂m[sn])

≈ Snm(σ̂n[t], σ̂m[t1], . . . , σ̂m[tn]) = S
n
m(σ̂n[t], σ̂m[t1], . . . , σ̂m[tn]) ∈ Idlin

m V

для всех σ ∈
(
Hyplin

n (τ)
)
n∈N+ , тем самым

σ̂m
[
S
n
m(s, s1, . . . , sn)

]
≈ σ̂m

[
S
n
m(t, t1, . . . , tn)

]
∈ Idlin

m V для всех σm ∈ Hyplin
m (τ),

так как σ̂ является слабым изоморфизмом clonelin τ . Значит,
(
H Idlin

n V
)
n∈N+

есть конгруэнция на clonelin τ .
Доказательство того, что эта конгруэнция вполне инварианта, означает до-

казательство того, что для всех линейных подстановок ϕ из s ≈ t ∈ H Idlin
n V

вытекает, что ϕn(s) ≈ ϕn(t) ∈ H Idlin
n V , где ϕ — продолжение ϕ. По лемме 5.1

можно вместо ϕn(s) ≈ ϕn(t) написать (ϕ ◦ σid)∧n [s] ≈ (ϕ ◦ σid)∧n [t]. Чтобы дока-
зать, что это линейное гипертождество в V , мы должны показать, что для всех
σn ∈ Hyplin

n (τ) следует

σ̂n
(
(ϕ ◦ σid)∧n

)
[s] ≈ σ̂n

(
(ϕ ◦ σid)∧n

)
[t] ∈ Idlin

n V.

Но по свойствам гиперподстановок (см. [5]) имеем σ̂1 ◦ σ̂2 = (σ1 ◦h σ2)∧ и потому

(σn ◦h (ϕ ◦ σid)n)∧[s] ≈ (σn ◦h (ϕ ◦ σid)n)∧[t]

является тождеством в V , поскольку линейные подстановки образуют моноид.
Тем самым ϕ̂n(s) ≈ ϕ̂n(t) — линейное гипертождество в V . �

Подобно тому, как определили линейный клон clonelin V многообразия V
как фактор-алгебру clonelin τ/

(
Idlin
n V

)
n∈N+ , можно определить частичную мно-

госортную алгебру

Hclonelin V := clonelin τ/
(
H Idlin

n V
)
n∈N+ ,

которую назовем линейным гиперклоном V .
Обсудим связь между слабыми тождествами в clonelin V и линейными ги-

пертождествами в V . В силу леммы 4.2 линейное тождество s ≈ t ∈ Idlin
n V ,

n ∈ N+, является слабым тождеством в clonelin V тогда и только тогда, когда
для всех ϕ :

(
F
n
τ

)
n∈N+ →

(
W lin
τ (Xn)

)
n∈N+/

(
Idlin
n V

)
n∈N+ выполняется следую-

щее: ϕ(s) существует, ϕ(t) существует и ϕ(s) = ϕ(t), где ϕ : clonelin τ → clonelin V
— слабый гомоморфизм, продолжающий ϕ. Используем следующее разложение
ϕ:

ϕ =
(
natn Idlin

n V
)
n∈N+ ◦ (σn)n∈N+ ◦

(
σ−1

idn

)
n∈N+ .
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Его продолжение ϕ=
(
natn Idlin

n V
)
n∈N+ ◦ (̂σn)n∈N+ ◦ (̂σidn)

−1

n∈N+ , для краткости

ϕ=nat Idlin V ◦σ̂ ◦
(̂
σ−1

id

)
, устроено следующим образом:

(
W lin
τ (Xn)

)
n∈N+

σ̂−1
id→

(
W lin
τ (Xn)

)
n∈N+

σ̂→
(
W lin
τ (Xn)

)
n∈N+

nat Idlin V→
(
W lin
τ (Xn)/ Idlin

n V
)
n∈N+ .

Тогда ϕ(s) = ϕ(t) означает, что(
nat Idlin V ◦ σ̂ ◦

(̂
σ−1

id

))
[s] =

(
nat Idlin V ◦ σ̂ ◦ (̂σ−1

id )
)
[t],

т. е.
ϕ(s) = (nat Idlin V ◦ σ̂)[s] = (nat Idlin V ◦ σ̂)[t] = ϕ(t),

так как σ̂−1
id — тождественное отображение.

Это дает следующий результат.

Теорема 6.2. Пусть V — многообразие типа τ , и пусть s ≈ t ∈ Idlin
n V при

n ≥ 1. Тогда s ≈ t есть слабое тождество в clonelin V тогда и только тогда, когда
оно является линейным гипертождеством в V .

Доказательство. Пусть s ≈ t — слабое тождество в clonelin V . Тогда для
всех подстановок

ϕ :
(
F
n
τ

)
n∈N∗ →

(
W lin
τ (Xn)

)
n∈N∗/

(
Idlin
n V

)
n∈N∗

имеем ϕ(s) = ϕ(t). Теорема 5.2 дает биекцию между подстановками линейного
клона и линейными гиперподстановками, и ϕ(s) = ϕ(t) означает, что

natn Idlin
n V (σ̂n[s]) = natn Idlin

n V (σ̂n[t])

и тем самым σ̂n[s] ≈ σ̂n[t] ∈ Idlin
n V для всех σ ∈

(
Hyplin

n (τ)
)
n∈N∗ . Обратное тоже

верно. �

7. Заключительные замечания

Хотя суперпозиция линейных термов дает, вообще говоря, нелинейный терм
и линейные тождества в многообразии не образуют эквациональную теорию,
вводя частичные операции суперпозиции S

n
m и частичные клоны clonelin τ и

clonelin V и используя понятия частичных многосортных алгебр, получаем ре-
зультаты, подобные ситуации обычных клонов.

1. Подстановки линейных клонов, т. е. подстановки частичного клона ли-
нейных членов, соответствуют линейным гиперподстановкам.

2. Слабые тождества частичных клонов линейных членов соответствуют
линейным гипертождествам в многообразии V тотальных односортных алгебр.
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