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1. Введение

Одним из хорошо известных и используемых алгебраических объектов в со-
временной математической физике является классическая алгебра Теплица T ,
т. е. C∗-алгебра на пространстве Харди H2 на единичной окружности S1, по-
рожденная операторами Теплица с непрерывными символами. В работах мно-
гих авторов исследуются как сама эта алгебра, так и различные ее модифика-
ции, изучаются свойства полученных алгебр [1–6]. Данная статья также посвя-
щена одному из обобщений алгебры Теплица, которое возникает при исследо-
вании C∗-алгебр, порожденных инверсными подполугруппами бициклической
полугруппы.

Ранее авторами было начато изучение C∗-подалгебр алгебры Теплица T ,
порожденных мономами, индекс которых кратен числу m. Такая C∗-алгебра
была обозначена через Tm, и было показано, что она состоит из неподвижных
точек относительно конечной подгруппы группы S1 порядка m. Были описа-
ны все неприводимые бесконечномерные представления этой C∗-алгебры (см.
[7, 8]), было дано полное описание всех инвариантных идеалов алгебры Tm (см.
[9]). Также доказано, что если J — инвариантный идеал C∗-алгебры Tm и
J 6= Km, то она может быть представлена в виде прямой суммы Tm ∼= Tn ⊕ J
для некоторого n < m.

В [10] дано описание автоморфизмов классической алгебры Теплица. Ос-
новной целью данной статьи является исследование автоморфизмов подалгебр
алгебры Теплица — C∗-алгебр T (m) и Tm. Также полностью описывается груп-
па автоморфимов Aut(Km) алгебры компактных операторов в Tm.

Авторы выражают глубокую признательность рецензенту за вниматель-
ное прочтение статьи и сделанные ценные замечания, что позволило улучшить
текст.
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2. Необходимые сведения

Пусть C(S1) — C∗-алгебра непрерывных функций на единичной окружно-
сти S1, наделенная равномерной нормой

‖f‖∞ = sup
eiθ∈S1

|f(eiθ)|.

Обозначим через L2 и H2 соответственно пространства Лебега и Харди на S1.
Каждая функция f из C(S1) определяет оператор-мультипликатор Mf на L2:
Mfg = f · g. Отображение f → Mf есть *-вложение C(S1) в B(L2) — алгебру
линейных ограниченных операторов на L2. Оператор Теплица обозначается
через Tf и определяется следующим образом: Tf (·) = PMfP (·), где P : L2 →
H2 — ортопроектор. Функция f называется символом оператора Теплица Tf .
Так как Mf̄ = M∗

f — мультипликатор, сопряженный к Mf , то Tf̄ = T ∗f .
Алгеброй Теплица называется равномерно замкнутая подалгебрa T алгеб-

ры B(H2), порожденная операторами Tf , f ∈ C(S1). Используя теорию рядов
Фурье, можно показать, что алгебра Теплица порождается двумя операторами
Tz и Tz̄, где z — тождественная функция: z(eiθ) = eiθ. Отметим, что Tz̄ = T ∗z —
оператор, сопряженный к оператору Tz. В дальнейшем оператор Tz будем обо-
значать через T . Семейство функций {zn}∞n=0 образует ортонормированный
базис в H2, и Tzk = zk+1. Поэтому T называется оператором одностороннего
сдвига. Сдвиги на C(S1) порождают представление π : S1 → Aut(T ) группы
S1 в группу автоморфизмов алгебры T :

π(eiτ )(Tf ) = Tfτ , где fτ (eiθ) = f(ei(θ+τ)).

С помощью подгруппы Gm = {eiθ ∈ S1 : eimθ = 1} группы S1 определим две по-
далгебры алгебры T : алгебру T (m), порожденную операторами из множества

{Tf : π(eiτ )(Tf ) = Tf для всех eiτ ∈ Gm},

и алгебру
Tm = {A ∈ T : π(eiτ )(A) = A для всех eiτ ∈ Gm}.

Если f ∈ C(S1) — функция такая, что π(eiτ )(Tf ) = Tf для всех eiτ ∈ Gm,

то f аппроксимируется полиномами вида
n∑

k=−n
αkzkm. Поэтому алгебра T (m)

порождается операторами Tm и T ∗m и, следовательно, изоморфна алгебре Теп-
лица T . Чуть позже увидим, что T (m) ( Tm. В данной статье исследуются
автоморфизмы этих алгебр.

Из определения алгебры T следует, что конечные линейные комбинации
операторов вида T kT ∗l, k, l ∈ Z+, плотны в C∗-алгебре T . Оператор T kT ∗l

называется мономом, a число l − k — индексом монома T kT ∗l и обозначается
через ind(T kT ∗l). Заметим, что ind(T kT ∗l) есть индекс Фредгольма оператора
T kT ∗l.

Каждый элемент A из T представляется в виде формального ряда:

A '
∑

k,l∈Z+

αk,lT
kT ∗l, αk,l ∈ C,

где αk,l = (Azl, zk), a (·, ·) — скалярное произведение в H2.
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Так как π(eiτ )(T kT ∗l) = eiτ(l−k)T kT ∗l, то C∗-алгебру Tm можно определить
как подалгебру алгебры Теплица, порожденную мономами, индекс которых кра-
тен числуm. Следовательно, любой элемент A из Tm можно представить в виде
формального ряда:

A '
∑

k,l∈Z+,l−k∈mZ
αk,lT

kT ∗l,

а если A из T (m), то
A '

∑
k,l∈mZ+

αk,lT
kT ∗l.

Определим отображение γk : T → T , полагая γk(A) = T kAT ∗k, где k ∈ Z+.
Из равенства T ∗T = I следует, что γk — эндоморфизм и γk ◦ γl = γk+l. Так как
ind γn(T kT ∗l) = l− k и сужение γn на Tm также является эндоморфизмом, Tm
как векторное пространство представляется в виде прямой суммы

Tm = T (m)⊕ γ(T (m))⊕ · · · ⊕ γm−1(T (m)),

где γi(T (m))γj(T (m)) = 0, если i 6= j (см. [9]).
Пусть K (m), Km, K — подалгебры компактных операторов в алгебрах

T (m), Tm, T соответственно. Тогда существуют короткие точные последова-
тельности:

0 // K ′ τ ′ // T ′ π′ // C(S1) // 0,

где T ′ — одна из приведенных выше алгебр, а K ′ — содержащийся в ней идеал
компактных операторов, τ ′ — вложение, π′ — фактор-отображение. Диаграмма

0 // K (m)

ϕ1

��

// T (m)

ϕ1

��

// C(S1)

id

��

// 0

0 // Km

ϕ2

��

// Tm

ϕ2

��

// C(S1)

ψ

��

// 0

0 // K // T // C(S1) // 0

коммутативна, где ϕ1 : T (m) → Tm, ϕ2 : Tm → T — вложения, а ψ — эндо-
морфизм алгебры C(S1), т. е. ψf(z) = f(zm) (см. [8, 9]).

В заключение этого раздела приведем некоторые утверждения, полученные
в [7–9].

Представим пространство Харди H2 в виде прямой суммы:

H2 = H2
0 ⊕H2

1 ⊕ · · · ⊕H2
m−1, (1)

где H2
j — замкнутое подпространство, порожденное базисом {zj+km}∞k=1.

Пространства H2
j , j = 0, . . . ,m − 1, инвариантны относительно мономов,

индекс которых кратен числу m. Поэтому они инвариантны и относительно
алгебр T (m), Tm. Каждый оператор из Tm однозначно представляется в виде

A = A0 ⊕A1 ⊕ · · · ⊕Am−1.

Пусть Pj = T jT ∗j , 1 ≤ j ≤ m − 1, тогда C∗-алгебра Tm порождается
алгеброй T (m) и проекторами P1, P2, . . . , Pm−1. Кроме того,

Pj |H2
i

=

{
I|H2

i
, i ≥ j,

TmT ∗m|H2
i
, i < j.

(2)
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Определим унитарный оператор uj : H2
j → H2, 0 ≤ j ≤ m − 1, полагая на

базисных элементах uj(ej+km) = ek. Так как H2
j — инвариантные пространства

для C∗-алгебр Tm, унитарный оператор u = u0 ⊕ · · · ⊕ um−1 : H2
0 ⊕H2

1 ⊕ · · · ⊕

H2
m−1 →

m−1⊕
j=0

H2 порождает вложение

ρ : Tm →
m−1⊕
j=0

B(H2), ρ(A) = uAu∗, где A ∈ Tm.

Поскольку Tmei+km = ei+(k+1)m, оператор ρ(Tm) = T ⊕ · · · ⊕ T представляет
собой m копий оператора сдвига T . Алгебра T (m) порождается операторами
Tm и T ∗m, следовательно, для любого A ∈ T (m) найдется такой оператор
B ∈ T , что

ρ(A) = B ⊕ · · · ⊕B.

Очевидно, верно и обратное: для любого B ∈ T найдется оператор A ∈ T (m)
такой, что ρ(A) = B ⊕ · · · ⊕B. Поэтому

ρ(T (m)) = mT =
{
A ∈

m⊕
T : A = B ⊕B ⊕ · · · ⊕B, B ∈ T

}
,

где через
m⊕
T обозначена прямая сумма m экземпляров алгебры Теплица T .

Из формулы (2) получаем, что ρ(Pi) = TT ∗ ⊕ · · · ⊕ TT ∗ ⊕ I ⊕ · · · ⊕ I.
Всюду в дальнейшем алгебру T (m) будем отождествлять с алгеброй mT ,

а проекторы Pi, 1 ≤ i ≤ m − 1, — с проекторами ρ(Pi). Отсюда, в частности,
получается, что подалгебру компактных операторов Km в алгебре Tm можно
отождествить с алгеброй

ρ(Km) =
m⊕
K ,

где через
m⊕
K обозначена прямая сумма m экземпляров подалгебры компакт-

ных операторов K в алгебре Теплица T .
Из вышеизложенного следует, что алгебра Tm может быть отождествлена

с алгеброй{
A ∈

m⊕
T : A = (B +K1)⊕ · · · ⊕ (B +Km), B ∈ T , K1, . . . ,Km ∈ K

}
.

Наконец, алгебра Tm может быть представлена в виде Tm = mT ⊕ Ji, где
Ji = K ⊕· · ·⊕K ⊕0⊕K ⊕· · ·⊕K — идеал в Tm, i-я координата которого есть
нуль. Доказательства приведенных здесь утверждений можно найти в [7–9].

3. Автоморфизмы алгебры Km

В данном разделе опишем группу автоморфизмов Aut(Km). Напомним,
что группа автоморфизмов Aut(K ) полностью описывается группой унитарных
операторов, т. е. для любого ϕ ∈ Aut(K ) найдется унитарный оператор U ∈
B(H2), такой, что ϕ(A) = UAU∗ (см. [11]).

Напомним, что Km представляется в виде прямой суммы:

Km = K ⊕K ⊕ · · · ⊕K .

Каждый компактный оператор B из Km представляется в виде B = B0 ⊕
B1 ⊕ · · · ⊕Bm−1, где Bi ∈ K , 0 ≤ i ≤ m− 1.
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Пусть ϕ0, . . . , ϕm−1 ∈ Aut(K ), тогда понятно, что (ϕ0 ⊕ · · · ⊕ ϕm−1) ∈
Aut(Km). Пусть Sm — группа перестановок m чисел. Для любого γ ∈ Sm
обозначим через Vγ оператор, который действует следующим образом: Vγ(K0⊕
· · · ⊕Km−1) = Kγ(0) ⊕ · · · ⊕Kγ(m−1).

Теорема 3.1. Для любого автоморфизма σ ∈ Aut(Km) существуют такие
ϕ0, . . . , ϕm−1 ∈ Aut(K ) и γ ∈ Sm, что σ = Vγ ◦ (ϕ0 ⊕ · · · ⊕ ϕm−1).

Доказательство. В [9] описано семейство всех максимальных идеалов
алгебры Km:

Ji = {A ∈ Km : Ai = 0}
= {A ∈ Km : A = K0 ⊕ · · · ⊕Ki−1 ⊕ 0⊕Ki+1 ⊕ · · · ⊕Km−1, Kj ∈ K }.

Так как σ ∈ Aut(Km), то σ сохраняет семейство максимальных идеалов,
т. е. σ : Ji → Jγ(i) для некоторой перестановки γ ∈ Sm. По полученной переста-
новке построим Vγ , действующий следующим образом:

Vγ(K0 ⊕ · · · ⊕Km−1) = Kγ(0) ⊕ · · · ⊕Kγ(m−1).

Понятно, что Vγ ∈ Aut(Km) и автоморфизм τ = Vγ−1 ◦ σ сохраняет все мак-
симальные идеалы и, следовательно, их пересечения. В частности, это верно

для минимальных идеалов Ii =
m−1⋂

j=0,j 6=i
Jj . Поэтому существуют ϕ0, . . . , ϕm−1 ∈

Aut(K ) такие, что τ = ϕ0 ⊕ · · · ⊕ ϕm−1 и σ = Vγ ◦ (ϕ0 ⊕ · · · ⊕ ϕm−1). �

Отметим, что обратное к теореме 3.1 утверждение тривиально.

4. Автоморфизмы алгебры T (m)

Напомним структуру автоморфизмов классической алгебры Теплица. Так
как Tf ·g − Tf · Tg — компактный оператор для любых функций f и g из C(S1)
(см. [2]), в короткой точной последовательности

0 // K // T
π // C(S1) // 0

фактор-отображение π восстанавливает символ оператора Теплица Tf , т. е.
π(Tf ) = f .

Пусть ϕ : T → T — автоморфизм. Поскольку ϕ(K) = K, следующая
диаграмма коммутативна:

T
ϕ−−−−→ T

π

y yπ
C(S1) τ−−−−→ C(S1) ,

где τ — автоморфизм алгебры C(S1). Этот автоморфизм порождает сохраня-
ющий ориентацию гомеоморфизм σ : S1 → S1 такой, что

(τf)(eiθ) = f(σ(eiθ)) для f ∈ C(S1).

Верно и обратное: каждый сохраняющий ориентацию гомеоморфизм σ : S1 →
S1 порождает некоторый автоморфизм классической алгебры Теплица (см. [10]),
т. е. для каждого гомеоморфизма σ : S1 → S1 существует автоморфизм алгеб-
ры Теплица ϕ : T → T такой, что ϕ(Tf ) = Tf◦σ + K, где K — компактный
оператор, зависящий от f .
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Опишем автоморфизмы C∗-алгебры T (m), порожденной операторами Tmz ,
T ∗mz . Отметим, что Tm = Tmz на каждом Hi в разложении (1) действует как
оператор сдвига T = Tz, т. е. Tmz = Tz ⊕ · · · ⊕ Tz (см. [9]). Поскольку

ϕ
(
Tmz

)
= ϕ(Tz ⊕ · · · ⊕ Tz) = ϕ(Tz)⊕ · · · ⊕ ϕ(Tz)

= (Tz◦σ +K)⊕ · · · ⊕ (Tz◦σ +K) = Tz◦σ ⊕ · · · ⊕ Tz◦σ +K ⊕ · · · ⊕K,

автоморфизм алгебры T (m) имеет аналогичное представление как автомор-
физмы алгебры Теплица. Если ϕ ∈ Aut(T (m)), то ϕ

(
Tmz

)
= mTz◦σ +mK, где

mK ∈ K (m), mTz◦σ = Tz◦σ ⊕ · · · ⊕ Tz◦σ ∈ T (m).
Поскольку фактор-алгебру T (m)/K (m) в нашем представлении можно

рассматривать какm копий алгебры C(S1), вышеприведенная конструкция поз-
воляет утверждать следующее: каждый автоморфизм ϕ : T (m) → T (m) по-
рождает m копий гомеоморфизмомов m копий окружности S1. Обратно, m
копий гомеоморфизмомов

mσ = σ ⊕ · · · ⊕ σ : mS1 → mS1

порождают с точностью до компактного оператора mK = K ⊕ · · · ⊕K ∈ K (m)
автоморфизм ϕ : T (m) → T (m) такой, что

ϕ
(
Tmz

)
= Tz·σ ⊕ · · · ⊕ Tz·σ +K ⊕ · · · ⊕K.

5. Автоморфизмы алгебры Tm

Два автоморфизма алгебры Теплица ψ1, ψ2 ∈ Aut(T ) назовем эквивалент-
ными и обозначим через ψ1 ∼ ψ2, если ψ1(T ) = ψ2(T ) +K, где K — некоторый
компактный оператор из K .

Разобьем Aut(T ) на классы эквивалентности. Будем обозначать через {δ}
класс эквивалентности автоморфизма δ. Если π ∈ {δ}, то π(T ) = δ(T )+K ′, где
K ′ ∈ K . Эти классы эквивалентности образуют группу. Действительно, рас-
смотрим {π1}, {π2} — два класса эквивалентности автоморфизмов из Aut(T ),
и пусть σ1 ∈ {π1}, σ2 ∈ {π2}. Тогда

(σ1σ2)(T ) = σ1(T ) · σ2(T ) = (π1(T ) +K1)(π2(T ) +K2)
= π1(T )π2(T ) +K3 = (π1π2)(T ) +K3,

где K1,K2,K3 ∈ K , что означает σ1 · σ2 ∈ {π1π2}. Далее, если σ1 ∈ {π} и
σ2 ∈ {π−1}, то (σ1σ2)(T ) = ππ−1(T ) + K = I + K, т. е. σ1σ2 ∈ {I}. Таким
образом, классы эквивалентности образуют группу в Aut(T ).

Теорема 5.1. Любой автоморфизм алгебры Tm имеет вид

τ = Vγ ◦ (σ0 ⊕ σ1 ⊕ · · · ⊕ σm−1)

для некоторых эквивалентных автоморфизмов σ0, σ1, . . . , σm−1 ∈ Aut(T ) и пе-
рестановки γ ∈ Sm.

Доказательство. Докажем предварительно следующую лемму.



672 Е. В. Липачева, К. Г. Овсепян

Лемма 5.1. Пусть σ : Tm → Tm — автоморфизм алгебры Tm такой, что
σ(Ji) = Ji, где Ji = {A : A = K ⊕ · · · ⊕ K ⊕ 0 ⊕ K ⊕ · · · ⊕ K }. Тогда σ
представляется в виде σ = σ0 ⊕ · · · ⊕ σm−1, где σi : T → T , i = 0, . . . ,m− 1, —
эквивалентные автоморфизмы алгебры Теплица.

Доказательство. Поскольку каждое пространство H2
j , 0 ≤ j ≤ m − 1, в

равенстве (1) инвариантно относительно алгебры Tm и сужение этой алгебры
на H2

j есть алгебра Теплица, справедливо включение Tm ⊂ T ⊕ · · · ⊕T . Пусть
σ(Tm) = σ(T ⊕ · · · ⊕ T ) = B0 ⊕ · · · ⊕Bm−1, где B0 ⊕ · · · ⊕Bm−1 ∈ Tm. Покажем
сначала, что отображения σi : T → T , σi(T ) = Bi, i = 0, . . . ,m − 1, опре-
деленные на образующих, расширяются до гомоморфизмов алгебры Теплица.
Действительно, пусть T lT ∗k ∈ T , тогда T lT ∗k ⊕ · · · ⊕ T lT ∗k ∈ T (m) и

σ(T lT ∗k ⊕ · · · ⊕ T lT ∗k) =
(
Bl0B

∗k
0 ⊕ · · · ⊕Blm−1B

∗k
m−1

)
.

Отсюда получается, что σi(T lT ∗k) = BliB
∗k
i , i = 0, . . . ,m− 1. Это означает, что

выше определенные σi, i = 0, . . . ,m − 1, являются гомоморфизмами алгебры
Теплица.

Таким образом, для любого mB ∈ T (m) верно следующее представление:

σ(mB) = σ0(B)⊕ · · · ⊕ σm−1(B).

Покажем, что приведенное выше представление автоморфизма σ также
верно для элементов алгебры Tm, т. е. σ(A) = σ0(A0) ⊕ · · · ⊕ σm−1(Am−1) для
любого A = A0⊕· · ·⊕Am−1 ∈ Tm. Действительно, зафиксировав i-ю координату
элемента A, представим его в следующем виде:

A = mAi + (A0 −Ai)⊕ · · · ⊕ 0⊕ · · · ⊕ (Am−1 −Ai)
= mAi +K0 ⊕ · · · ⊕ 0⊕ · · · ⊕Km−1, (3)

где (K0 ⊕ · · · ⊕ 0 ⊕ · · · ⊕ Km−1) ∈ Ji. Применяя σ к (3) и используя то, что
σ(Ji) = Ji, получаем

σ(A) = σ(mAi) + σ(K0 ⊕ · · · ⊕ 0⊕ · · · ⊕Km−1)

= σ0(Ai)⊕ · · · ⊕ σm−1(Ai)⊕ (K̃0 ⊕ · · · ⊕ 0⊕ · · · ⊕ K̃m−1)

= (σ0(Ai)⊕ K̃0)⊕ · · · ⊕ σi(Ai)⊕ · · · ⊕ (σm−1(Ai)⊕ K̃m−1).

С другой стороны, σ(A) = B0⊕· · ·⊕Bm−1 ∈ Tm. Из вышеизложенного следует,
что Bi = σi(Ai). Значит, меняя фиксированную i-ю координату, получим

σ(A) = σ0(A0)⊕ · · · ⊕ σm−1(Am−1).

Покажем теперь, что Ker(σi) = {0}, i = 0, 1, . . . ,m − 1. Действительно, пусть
σi(C) = 0 для некоторого C ∈ T , тогда σ(mC) = σ0(C) ⊕ · · · ⊕ σi(C) ⊕ · · · ⊕
σm−1(C) ∈ Ji, т. е. mC ∈ Ji и C = 0. Таким образом, Ker(σi) = {0}, i =
0, 1, . . . ,m− 1.

Покажем, что σi, i = 0, 1, . . . ,m − 1, сюръективны. Пусть D ∈ T , тогда
mD ∈ T (m) ⊂ Tm. Так как σ — автоморфизм алгебры Tm, существует элемент
D0⊕ · · · ⊕Dm−1 ∈ Tm такой, что σ(D0⊕ · · · ⊕Dm−1) = mD. С другой стороны,

σ(D0 ⊕ · · · ⊕Dm−1) = σ0(D0)⊕ · · · ⊕ σi(Di)⊕ · · · ⊕ σm−1(Dm−1) = mD.

Таким образом, для любого элемента D ∈ T существует Dj ∈ T такой, что
σi(Dj) = D. Следовательно, вышеопределенные отображения σi, i = 0, . . . ,m−
1, являются автоморфизмами алгебры Теплица.
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Осталось показать, что σi, i = 0, 1, . . . ,m − 1, — эквивалентные автомор-
физмы алгебры Теплица. Действительно, так как

σ(Tm) = σ(T ⊕T ⊕· · ·⊕T ) = σ0(T )⊕· · ·⊕σm−1(T ) = (A+K0)⊕· · ·⊕(A+Km−1),

получаем, что σi(T )−σj(T ) — компактный оператор. Таким образом, σ0, σ1, . . . ,
σm−1 — эквивалентные автоморфизмы. �

Докажем теорему. Пусть τ ∈ Aut(Tm). Тогда τ отображает семейство иде-
алов {Ji}, i = 0, . . . ,m− 1, в себя, откуда, как показано в теореме 3.1, получаем
перестановку γ ∈ Sm. Она задает автоморфизм Vγ , действующий следующим
образом: Vγ(A0 ⊕ · · · ⊕ Am−1) = Aγ(0) ⊕ · · · ⊕ Aγ(m−1). Обозначим его через
σ = Vγ−1 ◦ τ . Очевидно, что σ есть автоморфизм алгебры Tm, причем σ отоб-
ражает каждый максимальный идеал Ji, i = 0, 1, . . . ,m − 1, в себя, посколь-
ку σ(Ji) = Vγ−1 ◦ τ(Ji) = Vγ−1(Jγ(i)) = Ji. Таким образом, имеют место все
условия леммы 5.1, следовательно, согласно лемме 5.1 σ представляется в виде
σ = σ0 ⊕ · · · ⊕ σm−1, где σi, i = 0, . . . ,m − 1, — эквивалентные автоморфизмы
алгебры Теплица. Таким образом,

τ = Vγ ◦ (σ0 ⊕ σ1 ⊕ · · · ⊕ σm−1).

Обратно, пусть заданы m эквивалентных автоморфизмов σ0, σ1, . . . , σm−1 ∈
Aut(T ), γ ∈ Sm и Vγ . Покажем что τ = Vγ ◦ (σ0 ⊕ σ1 ⊕ · · · ⊕ σm−1) является
автоморфизмом алгебры Tm. Пусть для определенности σ0, . . . , σm−1 ∈ {δ}, δ ∈
Aut(T ). Тогда для любого A ∈ T

σ0(A) = δ(A) +K0, . . . , σm−1(A) = δ(A) +Km−1,

где K0, . . . ,Km−1 ∈ K . Положим ξ = σ0 ⊕ · · · ⊕ σm−1. Понятно, что

ξ(A) = (δ(A) +K0)⊕ · · · ⊕ (δ(A) +Km−1)

= (δ(A)⊕ · · · ⊕ δ(A)) + (K0 ⊕ · · · ⊕Km−1) = mδ(A) +K ′,

где mδ(A) = δ(A) ⊕ · · · ⊕ δ(A) ∈ T (m), а K ′ = K0 ⊕ · · · ⊕Km−1 ∈ Km, следо-
вательно, ξ(A) ∈ Tm. Если ξ(A) = 0, то σi(A) = 0, i = 0, 1, . . . ,m − 1, значит,
A = 0 и Ker(ξ) = {0}. Таким образом, ξ ∈ Aut(Tm). Так как Vγ ∈ Aut(Tm), то
τ = Vγ ◦ ξ ∈ Aut(Tm). �

Естественно возникает вопрос: является ли сужение автоморфизма алгеб-
ры Tm на T (m) автоморфизмом алгебры T (m)? Справедливо

Следствие 5.1. Автоморфизм ϕ алгебры Tm не обязательно сохраняет
алгебру T (m).

Доказательство. Предположим обратное: пусть ϕ|T (m) ∈ Aut(T (m)).
Согласно теореме 5.1 ϕ = Uγ ◦ (σ1 ⊕ · · · ⊕ σm), где σi ∈ Aut(T ). Тогда ϕ(Tm) =
Uγ(σ1(T ) ⊕ · · · ⊕ σm(T )). По результатам разд. 4 ϕ|T (m) ∈ Aut(T (m)) тогда
и только тогда, когда σ1 = σ2 = · · · = σm. Следовательно, в общем случае
автоморфизм алгебры Tm не обязательно сохраняет алгебру T (m). �
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