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Аннотация. В терминах сэндвичевых алгебр получена классификация симметри-
ческих простых лиевых пучков над алгебраически замкнутым полем характеристи-
ки нуль.
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Конструкция лиевых пучков была введена в [1]. Она связана с нахождением
первых интегралов некоторых гамильтоновых систем [2, 3]. А именно, если L =
〈e, . . . , en〉R — алгебра Ли над полем действительных чисел с базисом e1, . . . , en,

умножение в котором определяется набором констант
{
ckij

}
: eiej =

n∑
k=1

ckijek, то

на двойственном пространстве L∗ определена скобка Пуассона

{F,H} =
n∑

i,j,k=1

ckijxk
∂F

∂xi

∂H

∂xj
,

где x1, . . . , xn — координатные функции из L∗, а F , H — функции на L∗. Тогда
система дифференциальных уравнений

dx

dt
= {x,H}, или

dxi
dt

=
n∑

j,k=1

ckijxk
∂H

∂xj
, i = 1, . . . , n, (1)

в качестве первых интегралов имеет функции, являющиеся центральными от-
носительно скобки Пуассона { , }C , C =

{
ckij

}
. Пусть на пространстве L =

〈e1, . . . , en〉R имеются другие лиевы умножения, определенные набором
{
c̄kij

}
и согласованные с первоначальным умножением (определение согласованности
см. далее). Тогда на двойственном пространстве возникают согласованные
скобки Пуассона { , }C , C =

{
c̄kij

}
. Центральные функции относительно каждой

из этих скобок являются первыми интегралами исходной системы дифференци-
альных уравнений, если существуют функции HC такие, что система (1) имеет
вид

dx

dt
= {x.HC}C .

Перейдем к точным определениям. Пусть L — конечномерное векторное
пространство над полем P . Обозначим через K пространство всех билинейных
кососимметрических отображений из L× L в L.
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Определение 1. Векторное пространство L над полем P называется ли-
евым пучком, если существует подпространство S из K такое, что для любого
s ∈ S выполняется соотношение

(asb)sc+ (bsc)sa+ (csa)sb = 0, a, b, c ∈ L. (2)

(Здесь xsy — образ пары (x, y) ∈ L× L при отображении s.)
Иначе говоря, линейная комбинация любых двух лиевых умножений из S

снова является лиевым умножением. Это наблюдение позволяет сформулиро-
вать определение 1 следующим образом.

Определение 2. Векторное пространство L над полем P называется лие-
вым пучком, если существует подпространство S из K такое, что для любых s
и s′ из S имеет место соотношение

J(a, b, c, s, s′) + J(a, b, c, s′, s) = 0, a, b, c ∈ L,

где J(a, b, c, s, s′) = (asb)s′c+ (bsc)s′a+ (csa)s′b.
Если dimP S = n, то лиев пучок часто будем называть n-кратным лиевым

пучком и обозначать через L(S).
Определение 2 с заменой термина «n-кратный лиев пучок» термином «n-

кратная алгебра Ли» использовалось в [4, 5]. Для этих алгебр в [5] доказаны
аналоги теорем Ли и Энгеля. Заметим, что если в определении операции у
n-арной алгебры Ли (см. [6]) n − 2 аргументов считать фиксированными, то
получим пример m-кратного лиева пучка, где m = (n− 2) dimL.

Кроме того, конструкция n-кратной алгебры Ли при n = 2 под названием
бигамильтоновой операды рассматривалась в [7].

Определим некоторые понятия для лиевых пучков, аналогичные соответ-
ствующим понятиям для обычных алгебр Ли. Если U и V — два подпростран-
ства в L(S), то символ UV будет обозначать пространство 〈usv, u ∈ U , v ∈ V ,
s ∈ S〉P . Будем говорить, что лиев пучок L = L(S) разрешим, если существует
натуральное k такое, что L(k) = 0, где L(i+1) = L(i)L(i), i ≥ 0, L(0) = L. Со-
ответственно лиев пучок L = L(S) нильпотентен, если Lk = 0 для некоторого
натурального k, где Li+1 = LiL, i ≥ 1, L1 = L. В частности, лиев пучок абелев,
если L2(S) = 0.

Подпространство I в лиевом пучке L(S) назовем идеалом, если xsy ∈ I
для любых x ∈ I, y ∈ L, s ∈ S. Лиев пучок называется простым, если он не
содержит нетривиальных идеалов и L2(S) 6= 0. Подпространство U в лиевом
пучке L(S) назовем подалгеброй, если xsy ∈ U при x, y ∈ U , s ∈ S. Под-
пространство H в L(S) назовем картановской подалгеброй лиева пучка L(S),
если H — нильпотентная подалгебра, совпадающая со своим нормализатором
NL(S)(H) = {x ∈ L | hxs ∈ H ∀h ∈ H, ∀s ∈ S}.

В [5] показано, что любой лиев пучок L(S) содержит картановскую по-
далгебру H, которая является нульпространством L0 относительно регулярной
пары (x0, s0) ∈ L × S, т. е. L0 = L0(x0, s0) = {x ∈ L | (ads0 x0)kx = 0, k ∈ N},
где ads0 — оператор левого умножения, определенный элементом s0 ∈ S. (Пара
(x0, s0) ∈ L× S называется регулярной, если dimP L0(x0, s0) минимальна.) Раз-
мерность нулькомпоненты L0(x0, s0) регулярной пары (x0, s0) назовем рангом
лиева пучка L(S) и обозначим через rL(S).

Определение 3. Лиев пучок L(S) называется симметрическим, если
J(a, b, c, s, s′) = 0 для любых a, b, c ∈ L и любых s, s′ ∈ S.



652 Н. А. Корешков

Описание простых симметрических лиевых пучков получим в терминах
сэндвичевых алгебр.

Определение 4. Сэндвичевой алгеброй Mr(L, S) называется пара прост-
ранств L, S, содержащихся в пространстве матриц Mr (r — порядок соответ-
ствующих матриц), удовлетворяющих условию asb − bsa ∈ L, когда a, b ∈ L,
s ∈ S. (Здесь asb и bsa — обычные произведения матриц.)

Заметим, что для любого фиксированного s ∈ S отображение (a, b) →
asb − bsa задает билинейное кососимметрическое отображение из L × L в L,
удовлетворяющее тождеству Якоби. Следовательно, сэндвичева алгебра удо-
влетворяет определению 1, т. е. является лиевым пучком.

Теорема. Любой простой симметрический лиев пучок L(S) ранга один над
алгебраически замкнутым полем P характеристики нуль совпадает с одним из
следующих.

1. L(S) = M3(R,U), где R — пространство всех кососимметрических мат-
риц в M3(P ), U — любое подпространство в пространстве всех симметрических
матриц в M3(P ), содержащее 〈E〉 (E — единичная матрица). В частности, когда
U = 〈E〉, пучок L(S) — это простая трехмерная алгебра Ли.

2. L(S) = M2(I, It), где I — минимальный левый идеал в алгебре матриц
M2(P ), It = {A ∈ M2(P ) | At ∈ I} (здесь At — матрица, транспонированная к
A).

Доказательство. Как показано в [5], множество пар U = {(x0, s0), x0 ∈
L, s0 ∈ S}, для которых dimL0(x0, s0) = rL(S), образует непустое открытое в
топологии Зарисского множество в L× S.

С другой стороны, в [8] показано, что в любом простом лиевом пучке L(S)
множество пар (x, s), для которых оператор ads x полупрост, образует непустое
в топологии Зарисского множество в L×S. Следовательно, существуют карта-
новские подалгебры, содержащие ненулевые полупростые элементы. Если ранг
L(S) равен единице, то существует картановская подалгебра H, совпадающая
с тором T (S′), являющимся абелевой алгеброй, для любого элемента x которой
оператор ads x, s ∈ S′, полупрост.

Пусть H = T = 〈h〉P . Легко видеть, что H будет картановской подалгеброй
в алгебре Ли L(s0), определяемой таким умножением s0, для которого пара
(h, s0) регулярна, а элемент h будет регулярным элементом для алгебры Ли
L(s0).

Рассмотрим разложение алгебры Ли L(s0) в прямую сумму корневых про-
странств относительно ads0 h, т. е.

L(s0) = H ⊕
∑
α6=0

Lα, (3)

где Lα = Lα(s0) = {x ∈ L | (ads0 h)x = α(h)x}, H = L0 = {x ∈ L | (ads0 h)x = 0},
α(h) ∈ P .

I. Обозначим через � совокупность всех ненулевых корней для оператора
ads0 h. Предположим, что для любого α ∈ � функция −α не является корнем.
Тогда подпространство L1(s0) =

⊕
α6=0

Lα — нильпотентная подалгебра в алгебре

Ли L(s0). Действительно, так как eαs0eβ ∈ Lα+β , когда eα ∈ Lα, eβ ∈ Lβ , из
условия α+β 6= 0 вытекает, что L1(s0) — подалгебра. Поскольку характеристика
поля P равна нулю, все функции α + tβ, t ∈ N, различны. Следовательно, в
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силу конечности числа корней для любых α, β ∈ � существует t ∈ N такое,
что α + tβ ∈ �, но α + (t + 1)β /∈ �, т. е. (ads0 eβ)t+1eα = 0. Отсюда следует,
что для любого β ∈ � оператор ads0 eβ нильпотентен. Так как объединение
всех корневых пространств Lα, α ∈ �, образует множество Ли, т. е. замкнуто
относительно операции s0, по теореме Энгеля в форме Джекобсона (см. [9])
алгебра Ли L1(s0) нильпотентна.

Обозначим через M1 = Z(L1(s0)) центр алгебры L1(s0). Пусть M2 = {x ∈
L1 | xs0L1 ⊂M1}. Поскольку M2 инвариантно относительно ads0 h, разложение
(3) индуцирует соответствующее разложение в

M2 = M2 ∩ L1 =
⊕
α6=0

M2
α, M2

α =
〈
e2α ∈M2 | hs0e2α = α(h)e2α

〉
P
.

Так как M1 ⊂ M2, имеем M2 = M̃2 ⊕ M1, где M̃2 — дополнительное к M1
подпространство с системой образующих ẽ2α = e2α, для которых e2α /∈ M1. Если
уже построено пространство Mk, то Mk+1 = {x ∈ L1 | xs0L1 ⊂ Mk}, которое,
как и выше, можно представить в виде

Mk+1 = M̃k+1⊕Mk, M̃k+1 =
〈
ek+1
α ∈Mk+1 | hs0ek+1

α = α(h)ek+1
α , ek+1

α /∈Mk

〉
P
.

Если L1 = Mm, то, переобозначая Mk через Lm+1−k, k = 1, . . . ,m, получим
цепочку в L1: L1 ⊃ L2 ⊃ · · · ⊃ Lm ⊃ 0, где Lm = Z(L1(s0)) — центр алгебры
L1(s0) и Lk−1 = {x ∈ L1 | xs0L1 ⊂ Lk}, причем

Lk−1 = L̃k−1 ⊕ Lk, L̃k−1 =
〈
ek−1
α ∈ Lk−1 | hs0ek−1

α = α(h)ek−1
α , ek−1

α /∈ Lk
〉
P
.

Если emβ ∈ Lm = Z(L1(s0)), то eiαs0e
m
β = 0, когда i ≥ 1. Пусть s еще какое-

либо умножение из S. Из соотношения J
(
eiα, e

m
β , h, s0, s

)
= 0, которое должно

выполняться для любого умножения s ∈ S, следует (α + β)(h)eiαsemβ = 0. Так
как α + β 6= 0, то emβ принадлежит Z(L1(s)), аннулятору пространства L1(s).
Из соотношения J

(
eiα, e

m
β , h, s, s0

)
= 0 вытекает, что(

− λβmh−
∑

γ∈�, k≥1

akγe
k
γ

)
s0e

i
α +

(
λαi h+

∑
γ∈�, k≥1

bkγe
k
γ

)
s0e

m
β = 0,

где

hseiα = λαi h+
∑
γ,k

bkγe
k
γ , hsemβ = λβmh+

∑
γ,k

akγe
k
γ , akγ , b

k
γ ∈ P, ekγ ∈ L1.

Так как ekγs0e
m
β = 0 при k ≥ 1, то

λβmα(h)eiα +
∑
γ,k

akγ
(
ekγs0e

i
α

)
− λαi β(h)emβ = 0.

По определению пространств L̃k имеем ekγs0e
i
α ∈ Lt, t > max(k, i). Следова-

тельно, λβm = 0 и
∑
γ,k

akγ
(
ekγs0e

i
α

)
≡ 0 (mod Lm) для любых eiα из L1. Тогда∑

γ,k
akγe

k
γ ∈ Lm−1, т. е. hsemβ ∈ Lm−1, согласно определению подпространств Li.

Пусть уже доказано, что hsetβ ∈ Lt−1 при t ≥ k > m. Тогда из соотношения
J
(
e1α, e

k−1
β , h, s0, s

)
= 0 получим, что e1αse

k−1
β ∈ Lk−1. Рассмотрим соотношение

J
(
e1α, e

k−1
β , h, s, s0

)
= 0. Поскольку(

ek−1
β sh

)
s0e

1
α =

(
λβk−1h+

∑
γ,q≥1

aqγe
q
γ

)
s0e

1
α = λβk−1α(h)e1α +

∑
γ,k≥1

aqγ
(
eqγs0e

1
α

)
,
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hse1α

)
s0e

k−1
β =

(
λα1h+

∑
γ,k≥1

bqγe
q
γ

)
s0e

k−1
β ≡ λα1 β(h)ek−1

β (mod Lk),

(
e1αse

k−1
β

)
s0h ≡ 0 (mod Lk−1),

рассуждая, как и выше, получим λβk−1 = 0 и aqγ = 0, когда q ≤ k − 3. Таким
образом, hsek−1

β ∈ Lk−2, т. е. для всех k, удовлетворяющих условию m ≥ k ≥ 2,
выполняются включения hsekβ ∈ Lk−1 и e1αse

k−1
β ∈ Lk−1. Последнее означает,

что пространство L1 является алгеброй Ли относительно умножения s ∈ S, а
L1(S) — лиевым пучком.

Обозначим через P ′ = P (x0, x1, . . . , xn−1) поле рациональных функций от
x0, x1, . . . , xn−1. Пусть L′ = P ′⊗

P
L. Если s0, s1, . . . , sn−1 — базис пространства

S, то рассмотрим отображение s′ =
n−1∑
i=0

xisi из L′ × L′ в L′, определенное пра-
вилом

(f ⊗ l)s′(g ⊗ l̂) =
n−1∑
i=0

fgxi ⊗ (lsi l̂),

где f, g ∈ P ′, l, l̂ ∈ L, f⊗l, g⊗ l̂ ∈ L′. Легко проверить, что отображение s′ задает
на L′ структуру алгебры Ли. Очевидно, что алгебра Ли L′ имеет разложение

L′ =
m⊕
i=0

L̃′i, L̃i = P ′ ⊗ L̃i, L̃′0 = 〈h′〉, h′ = 1⊗ h, L′i =
⊕
j≥i

L̃′j .

Если L1S〈h〉 ⊂ L1, то L1(S) — идеал пучка L(S), что противоречит простоте
последнего. Следовательно, L̃′1s′h′ 6⊂ L′1, т. е. L̃′1 = 〈x′1〉⊕ Ũ ′

1, где U ′
1 = {x′ ∈ L′1 |

x′s′h′ ∈ L′1}, и U ′
1 = Ũ ′

1 ⊕ L′2, причем h′s′x′1 ≡ µ0h′ (mod L′1), µ0 6= 0, µ0 ∈ P ′.
Пространство U ′

1 является идеалом в алгебре L′1, а W1 = {x′ ∈ L̃′1 | h′s′x′1 ≡ µ0h′

(mod L′1), µ0 6= 0} образует открытое в топологии Зарисского множество.
Если L2S〈h〉 ⊂ L2, то L2(S) — идеал пучка L(S) и, как выше, имеем L̃′2s

′h′ 6⊂
L′2, откуда L̃′2 = 〈x′2〉 ⊕ Ũ ′

2, где U ′
2 = {x′ ∈ L′2 | x′s′h′ ∈ U ′

1}, U ′
2 = Ũ ′

2 ⊕ L′3,
причем h′s′x′2 ≡ µ1x′1 (mod U ′

1), µ1 6= 0, µ1 ∈ P ′ и множество таких x′2 образует
открытое в топологии Зарисского множество W2 ⊂ L̃′2. С другой стороны,
Ŵ2 = {x′2 ∈ L̃′2 | ads′ h′(x′2) ∈ W1} также образует открытое в L̃′2 множество.
Следовательно, для элемента x′2 ∈W2 ∩ Ŵ2 выполнено сравнение h′s′x′2 ≡ µ1x′1
(mod U ′

1), µ1 6= 0, причем для элемента x′1 имеет место h′s′x′1 ≡ µ0h′ (mod L′1),
µ0 6= 0, и, кроме того, x′1s′x′2 ≡ λ2x′2 (mod U ′

2). Заметим, что U ′
2 является

идеалом алгебры L′1.
Через m шагов получим последовательность элементов x′i, i = 1, . . . ,m, и

последовательность идеалов U ′
i , i = 1, . . . ,m, алгебры L′1 таких, что x′1s

′x′i ≡
λix′i (mod U ′

i), λi ∈ P ′, h′s′x′i ≡ µi−1x′i−1 (mod U ′
i−1), µi−1 6= 0, µi−1 ∈ P ′,

h′s′U ′
i ⊂ U ′

i−1, i ≥ 2.
Имеют место соотношения

(x′1s
′x′i)s

′h′ ≡ −λiµi−1x
′
i−1 (mod U ′

i−1),

(x′is
′h′)s′x′1 ≡ λi−1µi−1x

′
i−1 (mod U ′

i−1),

(h′s′x′1)s
′x′i ≡ µ0µi−1x

′
i−1 (mod U ′

i−1).

Из соотношения J(x′1, x′i, h′, s′, s′) = 0 получаем λi = λi−1 + µ0, i > 2, λ2 =
µ0. Таким образом, λi = (i − 1)µ0, i ≥ 2. В частности, λm = (m − 1)µ0. Но
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x′1s
′x′m = 0, так как x′m принадлежит центру алгебры L′1, т. е. m = 1, поэтому

L1 = Z(L1(S)).
Предположим, что dimL1 > 1. Пусть y′ и y′′ — два собственных от-

носительно ads0 h линейно независимых элемента из L1. Тогда имеют место
следующие формулы умножения: hs0y′ = α′y′, hs0y′′ = α′′y′′, α′, α′′ 6= 0,
hsy′ ≡ µ′h (mod L1), hsy′′ ≡ µ′′h (mod L1) и соотношение J(y′, y′′, h, s, s0) = 0
дает µ′α′′y′′ − µ′′α′y′ = 0, т. е. µ′ = µ′′ = 0. Следовательно, L1(S) является
идеалом пучка L(S).

Таким образом, остается случай, когда dimL(S) = 2. Тогда, как показано
в [10], лиев пучок L(S) можно отождествить с сэндвичевой алгеброй M2(I, It),
где I — минимальный левый идеал в алгебре матриц M2(P ).

II. Пусть среди ненулевых корней α ∈ � имеются такие, что −α ∈ �, но
eαs0e−α = 0 для любых eα ∈ Lα и e−α ∈ L−α. Тогда опять для любого β ∈ � опе-
ратор ads0 eβ нильпотентен и, следовательно, алгебра Ли L1(s0) нильпотентна.
Для изучения этого случая рассмотрим ситуацию с операторами ads x, s ∈ S,
x ∈ L.

Пусть e1, . . . , em — базис в L, а s1, . . . , sn — базис в S. Тогда любой опе-

ратор ads x можно представить в виде
m∑
i=1

n∑
k=1

xiαk adsk ei, если x =
m∑
i=1

xiei,

s =
n∑

k=1
αksk, xi, αk ∈ P. Пусть

(adsk ei)ej =
m∑
r=1

Aikrjer, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , n, Aikrj ∈ P.

Тогда

(ads x)ej =
m∑
r=1

m∑
i=1

n∑
k=1

xiαkAikrjer, j = 1, . . . ,m,

т. е. оператор ads x в базисе e1, . . . , em задается матрицей B = (Bjr), где

Bjr =
m∑
i=1

n∑
j=1

xiαkAikrj , j = 1, . . . ,m, r = 1, . . . ,m.

Обозначим через W пространство 〈ads x, s ∈ S, x ∈ L〉P = 〈adsk ei, i =
1, . . . ,m, k = 1, . . . , n〉P . Пространство W ненулевое, так как в противном слу-
чае L(S) — абелев пучок, что противоречит его простоте. Пусть W̃ — сово-
купность всех ненулевых операторов вида ads x, s ∈ S, x ∈ L, в алгебре всех
линейных операторов EndP (L). Так как L(S) — простой лиев пучок, алгебра
AssW (ассоциативная алгебра, порожденная множеством W ) действует непри-
водимо на пространстве L. В силу алгебраической замкнутости поля P алгебра
AssW совпадает с полной матричной алгеброй Mm(P ).

Обозначим через ar = ar(x1, . . . , xm, α1, . . . , αn) коэффициенты характе-
ристического многочлена матрицы B, элементы которой являются линейными
функциями от x1, . . . , xm, α1, . . . , αm. Тогда множество нулей системы уравне-
ний ar = (−1)rσr(λ1, . . . , λm), r = 1, . . . ,m, где σr(λ1, . . . , λm) — элементарные
симметрические многочлены от λ1, . . . , λm, определяет аффинное многообразие
M в пространстве P 2m+n. В [8] показано, что множество полупростых (диа-
гонализирумых) операторов из W̃ определяет непустое открытое в топологии
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Зарисского множество N в аффинном многообразии M . Так как один из ха-
рактеристических корней оператора ads x всегда равен нулю, полагая λ1 = 0 и
добавляя условия λi 6= 0, i = 2, . . . ,m, λi + λj 6= 0, 2 ≤ i < j ≤ m, определя-
ем новое непустое открытое подмножество Ñ , соответствующее полупростым
операторам с добавленными условиями, в аффинном многообразии M .

С другой стороны, условие, что пространство, натянутое на собственные
векторы оператора ads x и отвечающее ненулевым собственным значениям, об-
разует нильпотентную подалгебру коразмерности один и задается системой ал-
гебраических уравнений относительно {xi}, {αi}, {λk}. Множество решений
этой системы является замкнутым подмножеством M̃ многообразия M . В си-
лу замечания в начале п. II пересечение Ñ ∩ M̃ непусто, т. е. существует пара
(h, s0), для которой у оператора ads0 h имеется нильпотентная подалгебра L1 ко-
размерности один, натянутая на собственные векторы этого оператора, причем
все собственные значения λi оператора ads0 h|L1 и их суммы λi + λj ненулевые.

Следовательно, в рассматриваемой ситуации лиев пучок L(S) имеет вид
M2(I, It).

III. Далее рассмотрим случай, когда в системе корней � существует корень
α такой, что −α ∈ �, причем существуют векторы eα ∈ Lα и e−α ∈ L−α такие,
что eαs0e−α 6= 0. Так как eαs0eα ∈ L0 = {x ∈ L | (ads0 h)x = 0} = H = 〈h〉, в
этом случае алгебра Ли L(s0) содержит простую трехмерную алгебру Ли sl2(P ).
Согласно теореме Леви любую алгебру Ли над полем нулевой характеристики
можно представить в виде прямой суммы ее радикала и полупростой алгебры.
Поскольку ранг алгебры L(s0) равен единице, полупростая компонента алгеб-
ры L(s0) совпадает с простой трехмерной алгеброй Ли sl2(P ). Выберем стан-
дартный базис в sl2(P ) из элементов e, h, f с таблицей умножения hs0e = 2e,
hs0f = −2f , es0f = h. Рассматривая алгебру Ли L(s0) как модуль над sl2(P )
относительно присоединенного действия, в силу его полной приводимости по-
лучим, что L(s0) = sl2(P )⊕ L1(s0), L1(s0) =

⊕
λ
Vλ, где каждое слагаемое Vλ —

неприводимый sl2(P )-модуль с базисом v0, v1, . . . , vm, m = λ(h), m+ 1 = dimVλ
и следующей таблицей действий:

hs0vk = (m− 2k)vk, k = 0, . . . ,m,
fs0vk = vk+1, k = 0, . . . ,m− 1, fs0vm = 0,

es0v0 = 0, es0vk = (mk − k(k − 1))vk−1, k = 1, . . . ,m.

Если m = 2t четно, то hs0vt = 0 и L0(h) ⊃ 〈vt, h〉, что противоречит условию
L0(h) = 〈h〉. Таким образом, в сумме L1(s0) =

⊕
λ
Vλ имеются только неприво-

димые модули четных размерностей. Из условия Vλs0Vµ ⊂ Vλ+µ следует, что
Vλs0Vµ = 0, так как λ(h) + µ(h) четно для нечетных λ(h) и µ(h). Это означает,
что L1(s0) — коммутативная алгебра Ли.

Предположим, что в L1(s0) имеются по крайней мере два неприводимых
sl2(P )-модуля Vλ и Vµ (λ и µ могут совпадать). Обозначим через vλi , i = 0, . . . ,m,
m + 1 = dimVλ базисные векторы из Vλ, а через vµj , j = 0, . . . ,m, m + 1 =
dimVµ — базисные векторы из Vµ. Из соотношения J

(
vλj , v

µ
i , h, s0, s

)
= 0 имеем

[(m+m)−2(i+j)]vλsvµ = 0. Таким образом, для любого вектора vµj существует
вектор vλi ∈ Vλ такой, что vµj sv

λ
i = 0.

Для таких векторов рассмотрим соотношение J
(
vλi , v

µ
j , v0, s, s0

)
= 0, где v0
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— любой элемент из V0 = sl2(P ). Если vµj sv0 = ṽ0 +
∑
γ
vγ , vλi sv0 = v̂0 +

∑
γ
v̂γ , где

ṽ0, v̂0 ∈ V0, vγ , v̂γ ∈ Vγ , то из приведенного соотношения имеем ṽ0s0vλi − v̂0s0v
µ
j =

0. Каждое из слагаемых последнего соотношения принадлежит различным мо-
дулям, поэтому каждое из них равно нулю. Так как каждый элемент из V0
ненулевым образом действует на неприводимом sl2(P )-модуле Vµ, то v̂0 = 0,
т. е. VµsV0 ⊂ L1 для любого слагаемого Vµ из L1.

Поскольку vks0vr = 0, из соотношения J(vk, vr, h, s0, s) = 0 получим vksvr =
0, когда r+k 6= m. Пусть visvm−i ≡ Aie+Bih+Cif (mod L1). Тогда из соотно-
шения J(vi, vm−i, h, s, s0) ≡ 0 (mod L1) вытекает Ai = Ci = 0, а из соотношения
J(vi, vm−i, e, s, s0) ≡ 0 (mod L1) — Bi = 0. Повторяя аналогичные рассуждения
с элементами vλj и vµi , имеем vλj sv

µ
i ∈ L1. Таким образом, L1 — идеал пучка

L(〈s0, s〉). Так как это справедливо для любого s ∈ S, то L1 — идеал пучка
L(S). Следовательно, L1 = Vλ = 〈v0, . . . , vm〉.

Из приведенных рассуждений следует, что и в этом случае L1(s) — подал-
гебра в алгебре Ли L(s), а соотношения J(vi, h, e, s, s0) = 0, J(vi, h, f, s, s0) = 0,
J(vi, e, f, s, s0) = 0 позволяют проверить, что visx ∈ L1 для любого x ∈ V0 =
sl2(P ). Таким образом, L1 — идеал пучка L(〈s0, s〉).

Приведенное рассуждение справедливо для любого s ∈ S, стало быть, L1(S)
— идеал пучка L(S). Следовательно, dimL = 3, а L(s0) ∼= sl2(P ). Из результа-
тов в [10] получаем, что L(S) = M3(R,U), где R — пространство всех кососим-
метрических матриц в M3(P ), U — любое подпространство в пространстве всех
симметрических матриц в M3(P ), содержащее 〈E〉. �
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