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Аннотация. На многообразии с контактной метрической структурой (ϕ, ~ξ, η, g,X,
D) вводится понятие N -продолженной связности (связности в векторном расслое-
нии (D,π,X)), где N — эндоморфизм распределения D. Показывается, что тензор
кривизны N -продолженной связности при подходящем выборе эндоморфизма N
совпадает с тензором кривизны Вагнера.
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§ 1. Введение

К тензору кривизны Вагнера [1, 2] приводят условия интегрируемости тен-
зорных дифференциальных уравнений для неголономного многообразия. В ра-
боте показано, что в случае контактного многообразия тензор кривизны Вагне-
ра совпадает с тензором кривизны некоторой связности в векторном расслое-
нии, пространством которого является распределение контактной структуры. В
построении связности, называемой ниже N -продолженной связностью, участ-
вует подходящий для этого эндоморфизм N : D → D распределения контактной
структуры. Выбором эндоморфизма N : D → D обеспечивается возможность
задания связности в векторном расслоении с нужными свойствами. Предлагае-
мая конструкция N -продолженной связности одновременно представляет собой
метод наведения на пространстве расслоения (D,π,X) (продолженной) структу-
ры почти контактного метрического пространства. Истоки используемых идей
можно обнаружить в геометрии касательных расслоений.

Изучение геометрии касательных расслоений начинается с основополагаю-
щей работы Сасаки [3], опубликованной в 1958 г. Сасаки, используя риманову
метрику g, заданную на гладком многообразии X, определяет риманову мет-
рику G на касательном расслоении TX многообразия X. Конструкция Сасаки
основана на естественном расщеплении (имеющем место благодаря существова-
нию на римановом многообразии связности Леви-Чивиты) касательного рассло-
ения TTX многообразия TX в прямую сумму вертикального и горизонтально-
го распределений, слои которых изоморфны слоям расслоения TX. Нечетным
аналогом касательного расслоения является распределение D почти контактной
метрической структуры (ϕ, ~ξ, η, g). Так же, как и расслоение TTX, касательное
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расслоение TD благодаря заданию связности над распределением [4] (а затем
и N -продолженной связности — связности в векторном расслоении (X,D)) рас-
щепляется в прямую сумму вертикального и горизонтального распределений.
Как показано в [4, 5], на многообразии D естественным образом определяет-
ся почти контактная метрическая структура, позволяющая, например, придать
инвариантный характер аналитическому описанию механики со связями. В [5]
на многообразии D определяется геодезическая пульверизация связности над
распределением, являющаяся аналогом геодезической пульверизации, которая
задана на пространстве касательного расслоения TX, и имеющая ясную фи-
зическую интерпретацию: проекции интегральных кривых геодезической пуль-
веризации связности над распределением совпадают с допустимыми геодезиче-
скими (траекториями движения механической системы со связями).

Предлагаемая работа посвящена развитию двух идей: обобщения конструк-
ции Сасаки на случай нечетной размерности [3], а также продолжения внутрен-
ней связности.

Работа устроена следующим образом. В § 2 два пункта. В п. 2.1 содержат-
ся краткие сведения о внутренней геометрии почти контактных метрических
пространств. Более подробно соответствующий материал излагается в [6]. В
п. 2.2 вводится понятие N -продолженной метрической связности. Внутренняя
связность задает параллельный перенос допустимых векторов (т. е. векторов,
принадлежащих распределению D) вдоль допустимых кривых. Всякая соот-
ветствующая ей N -продолженная связность является связностью в векторном
расслоении (D,π,X), определяемой внутренней связностью и эндоморфизмом
N : D → D. От выбора эндоморфизма N : D → D зависят свойства продолжен-
ной связности, а также свойства (продолженной) почти контактной метрической
структуры, возникающей на пространстве D векторного расслоения (D,π,X).
Центральной в этом пункте является теорема о существовании и единственно-
сти N -продолженной метрической связности с нулевым кручением.

В § 3 на многообразии с почти контактной метрической структурой опре-
деляется N -связность. Исследуются простейшие свойства N -связности, в част-
ности, указывается на отношение N -связности к N -продолженной связности.

В § 4 на многообразии D с продолженной метрической связностью опреде-
ляется продолженная почти контактная метрическая структура. Приводятся
некоторые свойства продолженной почти контактной метрической структуры.

§ 2. Внутренняя и N-продолженная связности

2.1. Основные сведения из внутренней геометрии почти контакт-
ных метрических пространств. Пусть X — гладкое многообразие нечетной
размерности n = 2m+ 1 и �TX — C∞(X)-модуль гладких векторных полей на
X. Все многообразия, тензорные поля и другие геометрические объекты пред-
полагаются гладкими класса C∞. Почти контактной метрической структу-
рой на X называется совокупность (ϕ, ~ξ, η, g) тензорных полей на X, где ϕ —
тензор типа (1, 1), называемый структурным эндоморфизмом, ~ξ и η — вектор и
ковектор, называемые соответственно структурным вектором и контактной
формой, g — (псевдо)риманова метрика. При этом

η(~ξ) = 1, ϕ(~ξ) = 0, η ◦ ϕ = 0, ϕ2 ~X = − ~X + η( ~X)~ξ,

g(ϕ ~X,ϕ~Y ) = g( ~X, ~Y )− η( ~X)η(~Y ), dη( ~X, ~ξ) = 0, ~X, ~Y ∈ �TX.
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Кососимметрический тензор �( ~X, ~Y ) = g( ~X,ϕ~Y ) называется фундамен-
тальной формой структуры. Многообразие, на котором фиксирована почти
контактная метрическая структура, называется почти контактным метриче-
ским многообразием. В случае, когда � = dη, почти контактная метрическая
структура называется контактной метрической структурой. Почти контакт-
ная метрическая структура называется нормальной, если Nϕ + 2dη ⊗ ~ξ = 0, где
Nϕ — кручение Нейенхейса, образованное тензором ϕ. Нормальная контактная
метрическая структура называется сасакиевой структурой. Многообразие с за-
данной на нем сасакиевой структурой называется сасакиевым многообразием.
Пусть D — гладкое распределение коразмерности 1, определяемое формой η, и
D⊥ = Span(~ξ) — его оснащение. Если ограничение формы ω = dη на распре-
делении D дает невырожденную форму, то в этом случае вектор ~ξ однозначно
определяется из условий η(~ξ) = 1, kerω = Span(~ξ) и называется вектором Риба.

Будем называть почти контактную метрическую структуру почти нор-
мальной, если выполняется условие

Nϕ + 2(dη ◦ ϕ)⊗ ~ξ = 0. (1)

Почти нормальное почти контактное метрическое пространство в дальней-
шем назовем почти контактным кэлеровым пространством, если его фун-
даментальная форма замкнута. Почти контактное метрическое пространство
назовем почти K-контактным метрическим пространством, если L~ξg = 0.
Последнее равенство чаще используется в случае, когда форма ω имеет макси-
мальный ранг, тогда соответствующее пространство называют K-контактным.

Почти нормальная контактная метрическая структура очевидным образом
является сасакиевой структурой. Сасакиевы пространства пользуются большой
популярностью у исследователей почти контактных метрических пространств
по двум основным причинам. С одной стороны, существует большое количе-
ство интересных и содержательных примеров сасакиевых структур, с другой
стороны, многообразия Сасаки обладают очень важными и естественными свой-
ствами. В тоже время почти контактные кэлеровы пространства наследуют ряд
важных свойств сасакиевых пространств, что оказывается очень существенным
в тех случаях, когда почти контактное метрическое пространство в принципе
не может быть сасакиевым пространством [6].

Карту K(xα) (α, β, γ = 1, . . . , n; a, b, c, e = 1, . . . , n− 1) многообразия X бу-
дем называть адаптированной к неголономному многообразию D, если D⊥ =
Span

(
∂

∂xn

)
[6]. Пусть P : TX → D — проектор, определяемый разложением

TX = D ⊕ D⊥, и K(xα) — адаптированная карта. Векторные поля P (∂a) =
~ea = ∂a − �na ∂n линейно независимы и в области определения соответствующей
карты порождают распределение D: D = Span(~ea). Таким образом, мы име-
ем на многообразии X неголономное поле базисов (~ea, ∂n) и соответствующее
ему поле кобазисов

(
dxa, θn = dxn + �na dx

a
)
. Непосредственно проверяется, что

[~ea~eb] = Mn
ab∂n, где компоненты Mn

ab образуют так называемый тензор неголо-
номности [2]. Если потребовать, чтобы во всех используемых адаптированных
картах выполнялось равенство ~ξ = ∂n, то, в частности, окажется справедли-
вым равенство [~ea~eb] = 2ωba∂n, где ω = dη. Адаптированным будем называть
также базис ~ea = ∂a − �na ∂n как базис, определяемый адаптированной картой.
Заметим, что имеет место равенство ∂n�na = 0. Пусть K(xα) и K(xα

′
) — адапти-

рованные карты, тогда при условии, что ~ξ = ∂n, получаем следующие формулы
преобразования координат: xα = xα(xα

′
), xn = xn

′
+ xn(xα

′
).
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Тензорное поле типа (p, q), заданное на почти контактном метрическом мно-
гообразии, назовем допустимым (к распределению D), если его координатное
представление в адаптированной карте имеет вид

t = t
a1...ap
b1...bq

~ea1 ⊗ · · · ⊗ ~eap ⊗ dxb1 ⊗ · · · ⊗ dxbq .

Из определения почти контактной структуры следует, что аффинор ϕ яв-
ляется допустимым тензорным полем типа (1, 1). Поле аффинора ϕ, учитывая
его свойства, называем допустимой почти комплексной структурой. Форму
ω = dη, также являющуюся допустимой формой, уместно в таком случае на-
звать допустимой симплектической формой.

Преобразование компонент допустимого тензорного поля в адаптирован-
ных координатах подчиняется следующему закону: tab = Aa

a′Ab′

b t
a′

b′ , где Aa
a′ =

∂xa

∂xa′ .

Замечание 1. Из формул преобразования компонент допустимого тензор-
ного поля следует, что производные ∂ntab являются вновь компонентами допу-
стимого тензорного поля. Кроме того, обращение в нуль производных ∂ntab не
зависит от выбора адаптированных координат. Последнее обстоятельство под-
крепляется тем фактом, что (L~ξt)

a
b = ∂ntab .

Замечание 2. Допустимую тензорную структуру, для которой выполня-
ется равенство ∂ntab = 0, будем называть проектируемой (в литературе можно
встретить и другие термины, обращенные к структурам с подобным свойством:
«базисные», «полубазисные» и т. д.). Как будет следовать из дальнейшего,
допустимые проектируемые структуры естественным образом могут рассмат-
риваться как структуры, заданные на многообразии меньшей размерности.

Используя адаптированные координаты, введем следующие допустимые
тензорные поля:

hab =
1
2
∂nϕ

a
b , Cab =

1
2
∂ngab, Ca

b = gdaCdb, ψba = gdaωda.

Будем использовать следующие обозначения для связности и коэффициентов
связности Леви-Чивиты тензора g: ∇̃, �̃αβγ . В результате непосредственных
вычислений убеждаемся в справедливости следующей теоремы.

Теорема 1. Коэффициенты связности Леви-Чивиты почти контактного
метрического пространства в адаптированных координатах имеют вид

�̃ cab = � cab, �̃nab = ωba − Cab, �̃ ban = �̃ bna = Cb
a − ψba, , �̃nna = 0, �̃ ann = 0,

где

� abc =
1
2
gad(~ebgcd + ~ecgbd − ~edgbc).

2.2. N-продолженная метрическая связность. Под внутренней линей-
ной связностью на многообразии с почти контактной метрической структурой
[6] понимается отображение ∇ : �D × �D → �D, удовлетворяющее следующим
условиям:

1) ∇f1 ~u1+f2 ~u2 = f1∇ ~u1 + f2∇ ~u2 ,
2) ∇~uf~v = f∇~u~v + (~uf)~v,

где �D — модуль допустимых векторных полей. Коэффициенты линейной связ-
ности определятся из соотношения ∇~ea~eb = � cab~ec.
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Кручение внутренней линейной связности S по определению полагается
равным S( ~X, ~Y ) = ∇ ~X

~Y − ∇~Y
~X − P [ ~X, ~Y ]. Таким образом, в адаптированных

координатах имеем Scab = � cab − � cba.
Действие внутренней линейной связности естественным образом продолжа-

ется на произвольные допустимые тензорные поля. Важным примером внутрен-
ней линейной связности является внутренняя метрическая связность, однознач-
но определяемая условиями ∇g = 0, S = 0 [2]. В адаптированных координатах
имеем

� abc =
1
2
gad(~ebgcd + ~ecgbd − ~edgbc). (2)

Заметим, что � abc = �̃ abc (см. теорему 1).
Так же, как и связность в объемлющем пространстве, внутренняя линейная

связность может быть определена заданием горизонтального распределения над
пространством некоторого векторного расслоения. В случае внутренней связно-
сти в качестве такого расслоения выступает распределение D. Говорят, что над
распределением D задана связность, если D̃ = π−1

∗ (D), где π : D → X разбива-
ется в прямую сумму вида D̃ = HD ⊕ V D, V D — вертикальное распределение
на тотальном пространстве D.

Введем на D структуру гладкого многообразия, сопоставив каждой адапти-
рованной карте K(xα) на многообразии X сверхкарту K̃(xα, xn+a) на многооб-
разии D, где xn+a — координаты допустимого вектора в базисе ~ea = ∂a − �na ∂n.
Построенную сверхкарту также будем называть адаптированной. Задание
связности над распределением эквивалентно заданию объекта Ga

b (x
α, xn+a) та-

кого, что HD = Span(~εa), где ~εa = ∂a − �na ∂n − Gb
a∂n+b. В случае, когда

Ga
b (x

a, xn+a) = � abc(x
a)xn+c, связность над распределением определяется внут-

ренней линейной связностью. В [4] введено понятие продолженной связности.
Продолженная связность всегда рассматривается относительно некоторой связ-
ности над распределением и определяется разложением TD = H̃D ⊕ V D, где
HD ⊂ H̃D. Продолженная связность является связностью в векторном рас-
слоении. Как следует из определения продолженной связности, для ее задания
(при условии уже существующей связности над распределением) достаточно
задать векторное поле ~u на многообразии D, имеющее координатное представ-
ление ~u = ∂n −Na

b x
n+b∂n+a, где эндоморфизм N : D → D может быть выбран

произвольно. Будем называть кручением продолженной связности кручение
исходной внутренней связности. В дальнейшем продолженную связность будем
называть N -продолженной связностью.

В [2] допустимое тензорное поле, определяемое равенством

R(~u,~v)~w = ∇~u∇~u ~w −∇~v∇~u ~w −∇p[~u,~v] ~w − p[q[~u,~v]~w],

названо Вагнером первым тензором кривизны Схоутена. Координатное пред-
ставление тензора Схоутена в адаптированных координатах имеет вид Rd

abc =
2~e[a� db]c + 2� d[a|e|�

e
b]c. В случае, когда распределение D не содержит интегриру-

емого распределения размерности n − 2, обращение в нуль тензора кривизны
Схоутена равносильно тому, что параллельный перенос допустимых векторов
вдоль допустимых кривых не зависит от пути переноса [2]. Назовем тензор
Схоутена тензором кривизны распределения D, а распределение D в случае об-
ращения в нуль тензора Схоутена — распределением нулевой кривизны. Нетруд-
но установить, что частные производные ∂n� abc = P a

bc являются компонентами
допустимого тензорного поля [2].
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Замечание 3. Для (почти) K-контактных пространств тензор кривизны
Схоутена наделен теми же свойствами, что и тензор кривизны риманова мно-
гообразия. В более общем случае это не так.

Векторные поля
(
~εa = ∂a−�na ∂n−Gb

acx
n+c∂n+b, ~u = ∂n−Ga

n∂n+a, ∂n+a
)

опре-
деляют на D неголономное (адаптированное) поле базисов, а формы

(
dxa, θn =

dxn + �na dx
a, θn+a = dxn+a + � abcdx

b +Na
b x

n+bdxn
)

— соответствующее поле ко-
базисов. Проводя необходимые вычисления, получаем следующие структурные
уравнения:

[~εa, ~εb] = 2ωba~u+ xn+d(2ωbaN c
d +Rc

bad

)
∂n+c, (3)

[~εa, ~u] = xn+d(∂n� cad −∇aN
c
d

)
∂n+c, (4)

[~εa, ∂n+b] = � cab∂n+c. (5)

Из (3), (4) следует выражение для тензора кривизны продолженной связ-
ности:

K(~u,~v)~w = 2ω(~u,~v)N ~w +R(~u,~v)~w, (6)

K(~ξ, ~u)~v = P (~u,~v)− (∇~uN)~v, (7)

где ~u,~v ∈ �D.

Теорема 2. Существует N -продолженная метрическая связность, одно-
значно определяемая следующими условиями:

1) ~Zg( ~X, ~Y ) = g(∇~Z
~X, ~Y ) + g( ~X,∇~Z

~Y ) (свойство метричности),
2) ∇ ~X

~Y −∇~Y
~X − p[ ~X, ~Y ] = 0 (отсутствие кручения),

3) N — симметрический оператор такой, что

g(N ~X, ~Y ) =
1
2
L~ξg( ~X, ~Y ), (8)

где ~X, ~Y , ~Z ∈ �D — сечения распределения D, P : TX → D — проектор.

Доказательство. Первые два условия теоремы однозначно определяют
внутреннюю метрическую связность [2]. Альтернируя вторую ковариантную
производную, получаем ∇[e∇a]gbc = 2ωea∂ngbc − gdcRd

eab − gbdRd
eac.

Сравнивая полученный результат с (8), находим явное выражение для эн-
доморфизма N :

Nf
b =

1
4(n− 1)

ωea
(
Rf
eab + gbdg

cfRd
eac

)
.

Если ∂ngab = 0, то полагаем N = 0. Тем самым теорема доказана.

Будем называть N -продолженную связность, наделенную свойствами тео-
ремы 2, N -продолженной метрической связностью.

Будем использовать следующее обозначение для продолженной связности:
∇N = (∇, N). В частном случае ∇1 = (∇, 0). Не требуя выполнения условия (8)
и сопоставляя равенство ∇[e∇a]gbc = 2ωea∂ngbc− gdcRd

eab− gbdRd
eac с равенством

∇ngab = ∂ngab −N c
agcb −N c

b gac, заключаем, что справедлива

Теорема 3. Тензор кривизны Вагнера совпадает с тензором кривизны N -
продолженной метрической связности при условии, что Nd

b = 1
4(n−1)ω

caRd
cab.
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§ 3. Специальные связности на многообразиях
с почти контактной метрической структурой

Э. Картан (см. [7–9]) первым рассмотрел линейную метрическую связ-
ность с кручением вместо связности Леви-Чивиты. Наибольшим интересом сре-
ди метрических связностей с кручением пользуется полусимметрическая связ-
ность, систематическое исследование которой проведено Яно в [10]. Четверть-
симметрическая связность определена в 1975 г. Голабом [11]. Большое коли-
чество работ посвящено как метрическим, так и неметрическим связностям с
кручением, заданным на многообразиях с почти контактной метрической струк-
турой. Остановимся здесь лишь на работе Бежанку [12]. В ней определяется
связность ∇B на многообразии Сасаки с помощью формулы

∇B
~X

= ∇̃ ~X
~Y − η( ~X)∇̃~Y

~ξ − η(~Y )∇̃ ~X
~ξ + (ω + c)( ~X, ~Y )~ξ.

В адаптированных координатах отличными от нуля компонентами �Bαβγ связно-
сти ∇B являются �Babc = � abc = 1

2g
ad(~ebgcd +~ecgbd−~edgbc). Построенная Бежанку

связность, вообще говоря, не является метрической в более общем случае почти
контактной метрической структуры, чем структура Сасаки. Действительно,
так как ∇B

n gab = ∂ngab, то метричность связности Бежанку эквивалентна по-
чти K-контактности почти контактной метрической структуры. Определим на
многообразии с почти контактной метрической структурой связность ∇N с по-
мощью равенства ∇N

~X
= ∇B

~X
~Y + η( ~X)N~Y , где N — эндоморфизм из теоремы 2.

Назовем введенную связность N -связностью. Отличными от нуля компонента-
ми N -связности самое большее будут

�Na
bc = � abc =

1
2
gad(~ebgcd + ~ecgbd − ~edgbc), �Na

nc = Na
c .

Кручение N -связности определяется равенством

SN ( ~X, ~Y ) = 2ω( ~X, ~Y )~ξ + η( ~X)N~Y − η(~Y )N ~X

. Непосредственными вычислениями в адаптированных координатах проверя-
ется справедливость следующего утверждения.

Теорема 4. N -связность является метрической связностью.

§ 4. N-продолженная связность как почти
контактная метрическая структура

Пусть на многообразии X задана контактная метрическая структура (D,ϕ,
~ξ, η, g,X). Определим на распределении D как на гладком многообразии почти
контактную метрическую структуру (D̃, J, ~u, λ = η ◦ π∗, g̃, D), полагая

g̃(~εa, ~εb) = g̃(∂n+a, ∂n+b) = g(~ea, ~eb), g̃(~εa, ∂n+b) = g̃(~εa, ~u) = g̃(~u, ∂n+b) = 0,

J(~εa) = ∂n+a, J(∂n+a) = −~εa.
Векторные поля

(
~εa = ∂a − �na ∂n − Gb

acx
n+c∂n+b, ~u = ∂n − Ga

n∂n+a, ∂n+a
)

опре-
деляются здесь продолженной связностью. Полученную структуру будем на-
зывать продолженной почти контактной метрической структурой. Пусть
ω̃ = dλ. Непосредственно проверяется, что отличные от нуля компоненты фор-
мы ω̃ определяются равенствами ω̃ab = ωab. Таким образом, rk ω̃ = n−1

2 . Отсю-
да, в частности, следует, что построенная структура не является контактной и,
в частности, структурой Сасаки.
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Теорема 5. Продолженная почти контактная метрическая структура яв-
ляется почти K-контактной тогда и только тогда, когда исходная структура
K-контактна.

Доказательство. Ненулевые компоненты производной Ли L~ug̃ в адапти-
рованных координатах имеют следующий вид:

(L~ug̃)ab = ∂ngab, (9)

(L~ug̃)n+a,n+b = ∂ngab − gacN
c
b −−gcbN c

a, (10)

(L~ug̃)n+a,b = gac
(
P c
bd −∇bN

c
d

)
xn+d. (11)

На самом деле компоненты (10) также равны нулю как компоненты кова-
риантной производной от метрического тензора. Равенство ∂ngab = 0 влечет
два других: N c

d = 0, P c
bd = 0 (см. (9) и (11)), что и доказывает теорему.

Пусть исходная структура K-контактна (N = 0), тогда имеет место

Теорема 6. Почти контактная метрическая структура (D̃, J, ~u, λ = η ◦
π∗, g̃, D) почти нормальна тогда и только тогда, когда распределение D явля-
ется распределением нулевой кривизны.

Доказательство. Перепишем равенство (1) в новых обозначениях:

NJ + 2(dη̃ ◦ J) ◦ ~u = 0.

В [6] доказано, что почти контактная структура почти нормальна тогда и только
тогда, когда P̃ ◦ NJ = 0, где P̃ : TD → D̃ — проектор. Воспользовавшись
равенствами (3)–(5) в случае связности ∇1, получаем следующие выражения
для компонент тензора Нейенхейса аффинора J :

NJ(~εa, ~εb) = −Re
abcx

n+c∂n+e,

NJ(∂n+a, ∂n+b) = 2ωba +Re
abcx

n+c∂n+e,

NJ(~εa, ∂n+b) = 0,

NJ(~εa, ∂n) = NJ(∂n+a, ∂n) = −xn+cP b
ac∂n+b.

Таким образом, продолженная почти контактная метрическая структура почти
нормальна тогда и только тогда, когда обращаются в нуль тензор кривизны
Схоутена.
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