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ложения к теории сильной аппроксимации функций рядами по системам характе-
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1. Введение

Пусть P = {pn}∞n=1 — последовательность натуральных чисел такая, что
2 ≤ pn ≤ N при n ∈ N. Пусть также Z(pj) = {0, 1, . . . , pj − 1} — циклическая
группа порядка pj со сложением по модулю pj , m0 = 1, mn = p1 . . . pn при
n ∈ N. Определим G(P) как прямое произведение Z(pk), k ∈ N, с операцией
⊕, мерой Хаара µ и топологией, соответствующими прямому произведению.
Элементами G являются последовательности x = (x1, x2, . . . , xk, . . . ), где xk ∈
Z(pk), n ∈ N. Важную роль при этом играют подгруппы Gn = {x ∈ G : x1 =
x2 = · · · = xn = 0}, n ∈ N (считаем, что G0 = G), и смежные классы Gn(y) =
y ⊕ Gn = {x ∈ G : x1 = y1, . . . , xn = yn}, где n ∈ N и y ∈ G. Известно, что
Gn(y) одновременно открыты и компактны. Мера µ(Gn(y)) равна m−1

n при n ∈
Z+. Аналоги функций Радемахера на группе G задаются формулами rk(x) =
exp(2πixk/pk). Если

n =
∞∑
k=1

nkmk−1, nk ∈ Z(pk), (1)

есть P -ичное представление n ∈ Z+, то по определению χn(x) =
∞∏
k=1

rnkk (x),

x ∈ G. На самом деле в формуле (1) произведение конечно. Система {χk(x)}∞k=0,
называемая системой характеров группы G, ортонормирована на G и полна в
L1(G).

Для любых k ∈ Z+, x, y ∈ G имеют место равенства

χk(x⊕ y) = χk(x)χk(y), χk(x	 y) = χk(x)χk(y), (2)
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где 	 — операция, обратная к ⊕. Все эти факты можно найти в [1, гл. 1, 3].
Введем коэффициенты Фурье функции f ∈ L1(G), ядро Дирихле и частную

сумму Фурье по системе {χk(x)}∞k=0:

f̂(n) =
∫
G

f(t)χn(t) dt, n ∈ Z+; Dn(x) =
n−1∑
k=0

χk(x), n ∈ N;

Sn(f)(x) =
n−1∑
k=0

f̂(k)χk(x), n ∈ N.

Пространства Lp(G), 1 ≤ p <∞, рассматриваются с нормами

‖f‖p =
(∫
G

|f(x)p dµ(x)|
)1/p

.

Пространство C(G) непрерывных на G функций снабжено нормой ‖f‖∞ =
sup
x∈G

|f(x)|. Эти пространства X(G) = C(G), Lp(G), 1 ≤ p < ∞, однородны в
следующем смысле:

1) множество P полиномов по системе {χn}∞n=0 содержится и плотно в
X(G);

2) для f ∈ X(G) справедливы включение f ∈ L1(G) и неравенство ‖f‖1 ≤
C‖f‖X , где C не зависит от f ;

3) для любых f ∈ X(G) и h ∈ G верны включение f(· ⊕ h) ∈ X(G) и
равенство ‖f‖X = ‖f(· ⊕ h)‖X .

Как установлено в [2, гл. 4, лемма 1] в двоичном случае, для функции f ,
принадлежащей однородному пространству X(G), и g ∈ L1(G) их свертка

f ∗ g(x) =
∫
G

f(x	 t)g(t) dµ(t)

существует в X(G), при этом

‖f ∗ g‖X ≤ ‖f‖X‖g‖1. (3)

Пусть Pn = {f ∈ L1(G) : f̂(k) = 0, k ≥ n}, n ∈ N. Введем модуль непре-
рывности и наилучшее приближение для f ∈ C(G) равенствами

ωn(f)∞ = sup
h∈Gn

‖f(x⊕ h)− f(x)‖∞, n ∈ Z+;

En(f)∞ = inf{‖f − tn‖∞ : tn ∈Pn}, n ∈ N.

Для f ∈ C(G) известны неравенства А. В. Ефимова [3, гл. 10, § 10.5]

Emn(f)∞ ≤ ‖f − Smn(f)‖∞ ≤ ωn(f)∞ ≤ 2Emn(f)∞. (4)

Пусть {ωn}∞n=0 — убывающая к нулю последовательность положительных
чисел. Введем пространство Hω(G) = {f ∈ C(G) : ωn(f)∞ ≤ Cωn, n ∈ Z+} с
нормой

‖f‖∞,ω = ‖f‖∞ + sup
n∈Z+

ωn(f)∞/ωn,

относительно которой оно банахово.
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Следуя Хе Зелину [4], рассмотрим ядро T (α)
r =

mr−1∑
i=0

iαχi, α > 0. Если

f ∈ C(G) и последовательность T (α)
r ∗ f имеет предел g в C(G) при r → ∞, то

будем считать, что существует обобщенная производная f [α] = g в C(G). Если
существует f [α] ∈ Hω, то f ∈WαHω.

По последовательности {ωn}∞n=0, убывающей к нулю, можно построить функ-
цию ω(x) на [0, 1): ω(1/mn) = ωn, n ∈ Z+, ω(x) линейна на [1/mn, 1/mn−1],
n ∈ N. Ясно, что если ωn ≤ Cωn+1, n ∈ Z+, то ω(x) удовлетворяет �2-условию:
ω(2t) ≤ C1ω(t), t ∈ (0, 1/2).

Будем писать {ωn}∞n=0 ∈ B, если
∞∑
k=n

ωk ≤ Cωn, n ∈ Z+, и ω ∈ Bα, α > 0,

если
n∑

k=0
mα
kωk ≤ Cmα

nωn, n ∈ Z+.

Легко видеть, что условие {ωn}∞n=0 ∈ B равносильно условию

∞∑
k=n

k−1ω(k−1) ≤ Cω(n−1), n ∈ N,

где ω(t) строится по {ωn}∞n=0, как указано выше. Аналогично условие {ωn}∞n=0 ∈
Bα, α > 0, равносильно условию

n∑
k=1

kα−1ω(1/k) ≤ Cnαω(1/n), n ∈ N.

Неравенства типа Сидона играют важную роль в теории интегрируемости
и L1-сходимости рядов по ортонормированным системам. Хороший обзор на
эту тему содержится в работе Фридли [5]. В случае рядов по характерам групп
отметим следующий результат.

Теорема А. Пусть 1 < p ≤ 2, 1/p+ 1/q = 1, {ai}∞i=0 ⊂ C, n ∈ N. Тогда∥∥∥∥∥
n−1∑
i=0

aiDi+1(x)

∥∥∥∥∥
1

≤ C(p)n1/q

(
n−1∑
i=0

|ai|p
)1/p

.

Для pi = 2, т. е. для системы Уолша, теорема А установлена Морицем и
Шиппом [6]. В более общем случае групп с не обязательно ограниченной об-
разующей последовательностью {pn}∞n=1 Авдиспахичем и Пепичем [7] она уста-
новлена в менее точном виде, который совпадает с теоремой A для сумм вида
mk+1−1∑
i=mk

aiDi+1(x). Мориц [8] в случае pi = 2 для системы Уолша на [0, 1) оценил

интеграл
1∫
γ

∣∣∣∣n−1∑
i=0

aiDi+1(x)
∣∣∣∣ dx. Мы доказываем аналог последнего результата

в теореме 1, а затем применяем его для оценки L1 нормы более общих сумм
r∑
i=1

aiDki (теорема 2).

С теорией сильной аппроксимации сумм тригонометрических рядов можно
познакомиться по монографии Лейндлера [9]. Для сильных средних Валле-
Пуссена известен следующий результат.
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Теорема В. Пусть λn ∈ Z ∩ [1, n], n = O(λn), n ∈ N, f ∈ C2π (т. е. f есть
2π-периодическая непрерывная функция) и p > 0, STk (f) — частные суммы ряда
Фурье f . Тогда (

λ−1
n

n−1∑
k=n−λn

∣∣STk (f)(x)
∣∣p)1/p

= O(‖f‖C2π ),

(
λ−1
n

n−1∑
k=n−λn

∣∣STk (f)(x)− f(x)
∣∣p)1/p

= O
(
ET
n−λn(f)∞

)
,

где ET
n (f)∞ — наилучшее приближение тригонометрическими полиномами по-

рядка не выше n по равномерной норме.

Теорему В можно рассматривать как частный случай теоремы 1.1 из [9,
гл. 1]. Аналог теоремы В для мультипликативных систем на [0, 1) доказан ав-
торами [10]. Тотик [11] получил оценку(

r−1
r∑
i=1

∣∣STki(f)(x)− f(x)
∣∣p)1/p

= O
(
ET
k1

(f)∞ log(2n/r)
)
, (5)

где 0 < k1 < · · · < kr ≤ n. Он же в [12] обобщил теорему В следующим образом.

Теорема С. Пусть �(t) — непрерывная возрастающая на [0,∞) функция
такая, что �(0) = 0. Чтобы неравенство

n−1
2n∑

k=n+1

�
(∣∣STk (f)(x)− f(x)

∣∣) ≤ K�
(
ET
n (f)∞

)
, n ∈ N,

было верно для любой f ∈ C2π, необходимо и достаточно, чтобы для некоторого
A > 0 выполнялись следующие условия:

1) �(t) ≤ eAt, t ∈ (0,∞);
2) �(2t) ≤ A�(t), t ∈ (0, 1).

В настоящей работе устанавливаем аналоги (5) и теоремы С в части доста-
точности. Кроме того, приводятся теоремы о характеризации классов WαHω

при помощи сильных средних Валле-Пуссена и степенных сильных средних.

2. Вспомогательные утверждения

Лемма 1 [1, гл. 4, § 3]. 1. Пусть n ∈ N, k ∈ Z+. Тогда для x ∈ Gk\Gk+1
справедливо неравенство |Dn(x)| ≤ mk+1.

2. При n ∈ Z+ и x ∈ G справедлива формула Dmn(x) = mnXGn(x), где
XE — характеристическая функция множества E.

3. Пусть n ∈ N записано в виде (1). Тогда

Dn(t) = χn(t)

( ∞∑
i=1

Dmi−1(t)
ni∑
l=1

χ−lmi−1
(t)

)
, t ∈ G.
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Лемма 2. Пусть f ∈ C(G), Vn(f) = n−1
2n∑

k=n+1
Sk(f). Тогда

‖f − Vn(f)‖∞ ≤ CEn+1(f)∞.

Доказательство. Ясно, что Vn(f) = f ∗ (2F2n − Fn), где Fn =
n∑

k=1
Dk/n.

Известно, что ‖Fn‖1 = O(1) (см. [1, гл. 4, § 10]) и что Sk(tn+1) = tn+1 при
k ≥ n+1 и tn+1 ∈Pn+1. Пусть tn+1 ∈Pn+1 таков, что En+1(f)∞ = ‖f−tn+1‖∞,
тогда с учетом (3) имеем

‖f − Vn(f)‖∞ ≤ ‖f − tn+1‖∞ + ‖Vn(tn+1)− Vn(f)‖∞ ≤ C1En+1(f)∞.

Лемма доказана.

Лемма 3. 1. Пусть an ≥ 0 и
∞∑
k=n

ak = O(ω(1/n)), n ∈ N, где ω построено

согласно введению по {ωn}∞n=0 ↓ 0. Тогда

f(x) =
∞∑
k=0

akχk(x)

принадлежит Hω.

2. Пусть an ≥ 0 и сумма f(x) ряда
∞∑
k=0

akχk(x) конечна для всех x ∈ G.

Если ωn ≤ Cωn+1, n ∈ Z+, и f ∈ Hω, то
∞∑
k=n

ak = O(ω(1/n)), n ∈ N.

Доказательство. 1. Так как ‖χk‖∞ = 1, то∥∥∥∥∥f −
mn−1∑
k=0

akχk

∥∥∥∥∥
∞

≤
∞∑

k=mn

ak ≤ C1ω(1/mn) = C1ωn, n ∈ N,

откуда в силу (4) ωn(f) ≤ 2C1ωn, n ∈ Z+, т. е. f ∈ Hω.
2. Пусть n ∈ [mi,mi+1), i ∈ Z+. Тогда согласно неравенству А. В. Ефимова

(4)
En(f)∞ ≤ Emi(f)∞ ≤ ωi(f)∞ ≤ C2ωi ≤ C3ωi+1 ≤ C3ω(1/n).

Поскольку ‖χk‖∞ = χk(0) = 1, из f ∈ Hω и того, что коэффициенты Фурье
функции f − Vn(f) неотрицательны, по лемме 2 вытекает неравенство

C3ω(1/n) ≥ En(f)∞ ≥ C4‖f − Vn(f)‖∞

= C4

(
2n−1∑
k=n+1

(k − n)ak/n+
∞∑

k=2n

ak

)
≥ C4

∞∑
k=2n

ak.

В силу условия ωn ≤ C5ωn+1, n ∈ N, легко видеть, что ω(x) удовлетворяет
�2-условию ω(2x) ≤ C2

5ω(x), x ∈ [0, 1/2]. Поэтому
∞∑

k=2n

ak ≤ C6ω(1/2n), n ∈ N,
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и аналогично доказывается, что
∞∑

k=2n−1

ak ≤ C7ω(1/(2n− 1)), n ∈ N.

Эти неравенства устанавливают утверждение 2. Лемма доказана.

Будем рассматривать сильные средние степенного типа

σn(f, r, β) :=

(
n−β

n∑
k=1

kβ−1|f(x)− Sk(f)(x)|r
)1/r

.

В [9] содержится много результатов, посвященных их тригонометрическим ана-
логам.

Лемма 4. Пусть f ∈ C(G), β > 0, r ≥ 1. Тогда

|σn(f, r, β)(x)| ≤ C

(
n−β

n∑
k=1

kβ−1Er
k(f)∞

)1/β

. (6)

Доказательство. Из теоремы 3.3 в [10] вытекает, что если an,k ≥ 0,
n∑

k=1
an,k = 1 и {an,k}nk=1 убывают по k, то(

n∑
k=1

an,k|f(x)− Sk(f)(x)|r
)1/r

≤ C1

(
n∑

k=1

an,kE
r
k(f)∞

)1/r

, n ∈ N.

Далее, пусть an,k = kβ−1/nβ . Так как {an,k}nk=1 убывает при β < 1 и
n∑

k=1
an,k ≤ C2, утверждение доказано при 0 < β < 1. При β ≥ 1 последователь-

ность {an,k}nk=1 возрастает по k и в этом случае по теореме 3.1 из [10](
n∑

k=1

an,k|f(x)− Sk(f)(x)|r
)1/r

≤ C3

([log2 n]−1∑
k=0

2kan,2k+1Er
2k(f)∞ + nan,nE

r
[(n+1)/2](f)∞

)1/r

.

Учитывая неравенства вида

2kan,2k+1Er
2k(f)∞ ≤ 2 · 4β−1

2k∑
i=2k−1+1

an,iE
r
i (f)∞, k ≥ 1,

и равенство an,2Er
1(f)∞ = 2β−1an,1Er

1(f)∞, легко получаем (6) в случае β ≥ 1.
Лемма доказана.

Лемма 5. 1. Пусть α > 0 и f ∈ C(G) такова, что существует f [α] ∈ C(G).
Тогда ωn(f)∞ ≤ Cωn(f [α])∞m−α

n .

2. Пусть α > 0 и f ∈ C(G) такова, что сходится ряд
∞∑
n=1

nα−1En(f)∞. Тогда

существует f [α] ∈ C(G) и

En(f [α])∞ ≤ C(nαEn(f)∞ +
∞∑

k=n+1

kα−1Ek(f)∞).

П. 1 леммы 5 установлен в [4], п. 2 доказывается аналогично доказательству
теоремы 3 в [13].
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Лемма 6. Пусть β > 0, r ≥ 1, f ∈ C(G). Тогда En(f)∞ ≤ C‖σn(f, r, β)‖∞.

Доказательство. Ясно, что

En(f)∞ ≤

∥∥∥∥∥f −
n∑

k=[n/2]+1

Sk(f)/(n− [n/2])

∥∥∥∥∥
∞

≤

∥∥∥∥∥ 2
n

n∑
k=[n/2]+1

|f − Sk(f)|

∥∥∥∥∥
∞

≤ C1

∥∥∥∥∥
(

1
n

n∑
k=[n/2]+1

|f − Sk(f)|r
)1/r∥∥∥∥∥

∞

=: γn.

Но 1/n ≤ C2kβ−1/nβ при [n/2] + 1 ≤ k ≤ n, поэтому

γn ≤ C3

∥∥∥∥∥
(
n−β

n∑
k=1

kβ−1|f − Sk(f)|r
)1/r∥∥∥∥∥

∞

,

откуда следует неравенство леммы. Лемма доказана.

3. Неравенства типа Сидона

Теорема 1. Пусть 1 < p ≤ 2, 1/p+1/q = 1, {ak}∞k=0 ⊂ C. Тогда для любых
r, n ∈ N справедливо неравенство

∫
G\Gr

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

akDk+1(x)

∣∣∣∣∣ dµ(x) ≤ C(p)m1/q
r

(
n−1∑
k=0

|ak|p
)1/p

.

Доказательство. Запишем∫
G\Gr

∣∣∣∣∣
mj+1−1∑
k=0

akDk+1(x)

∣∣∣∣∣ dµ(x) =
r−1∑
s=0

∫
Gs\Gs+1

∣∣∣∣∣
mj+1−1∑
k=0

akDk+1(x)

∣∣∣∣∣ dµ(x) =:
r−1∑
s=0

Fs.

Если r ≥ j + 1, то в силу очевидного неравенства |Dk+1(t)| ≤ k + 1, k ∈ Z+,
t ∈ G, и неравенства Гёльдера находим

Rj :=
r−1∑
s=j

Fs =
r−1∑
s=j

∫
Gs\Gs+1

∣∣∣∣∣
mj+1−1∑
k=0

akDk+1(x)

∣∣∣∣∣ dµ(x)

≤
r−1∑
s=j

m−1
s

mj+1−1∑
k=0

|ak|(k + 1) ≤ 2
mj

mj+1

mj+1−1∑
k=0

|ak|

≤ 2Nm1−1/p
j+1

(mj+1−1∑
k=0

|ak|p
)1/p

. (7)

Для s < j на Gs\Gs+1 в силу леммы 1 имеем Dmi−1(t) = mi−1 при i ≤ s + 1
и Dmi−1(t) = 0 при i > s + 1. Кроме того, χmi−1(t) равно 1 на Gs при i ≤ s.
Используя запись

k =
∞∑
i=1

kimi−1, ki ∈ Z(pi),
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аналогичную (1), согласно п. 3 леммы 1 при s < j получаем

Fs =
∫

Gs\Gs+1

∣∣∣∣∣
ms∑
k=1

ak−1Dk(t) +
mj+1∑

k=ms+1

ak−1Dk(t)

∣∣∣∣∣ dµ(t) ≤ m−1
s

ms∑
k=1

|ak−1|ms

+
∫

Gs\Gs+1

∣∣∣∣∣
mj+1∑

k=ms+1

ak−1χk(t)

(
s∑
i=1

+
j+2∑
i=s+1

)
Dmi−1(t)

ki∑
α=1

χ−αmi−1
(t)

∣∣∣∣∣ dµ(t)

≤ m1−1/p
s

(
ms−1∑
k=0

|ak|p
)1/p

+
∫

Gs\Gs+1

∣∣∣∣∣
mj+1∑

k=ms+1

ak−1

s∑
i=1

kimi−1χk(t)

∣∣∣∣∣ dµ(t)

+
∫

Gs\Gs+1

∣∣∣∣∣
mj+1∑

k=ms+1

ak−1χk(t)Dms(t)
ks+1∑
α=1

χ−αms
(t)

∣∣∣∣∣ dµ(t) =: F (1)
s + F (2)

s + F (3)
s . (8)

По неравенству Гёльдера и теореме Ф. Рисса — Хаусдорфа — Юнга [14, гл. II,
§ 4] находим, что

F (2)
s =

∫
Gs\Gs+1

∣∣∣∣∣
mj+1∑

k=ms+1

(
ak−1

s∑
i=1

kimi−1

)
χk(t)

∣∣∣∣∣ dµ(t)

≤ m−1/p
s

∥∥∥∥∥
mj+1∑

k=ms+1

(
ak−1

s∑
i=1

kimi−1

)
χk(t)

∥∥∥∥∥
q

≤ m−1/p
s

(mj+1−1∑
k=ms

|ak|pmp
s

)1/p

≤ m1−1/p
s

(mj+1−1∑
k=ms

|ak|p
)1/p

. (9)

Здесь использовано неравенство
s∑
i=1

kimi−1 < ms.

Так как

Gs \Gs+1 =
ps+1−1⋃
l=1

(lx(s) +Gs+1),

где x(s) = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . ) ∈ Gs\Gs+1 (сначала s нулей), и компоненты правой
части не пересекаются, кроме того, χms(t) равна γls+1 на lxs + Gs+1, 1 ≤ l ≤
ps+1 − 1, γs+1 = exp(2πi/ps+1), в силу (2) и инвариантности интеграла относи-
тельно сдвига имеем

F (3)
s =

ps+1−1∑
l=1

∫
lx(s)+Gs+1

∣∣∣∣∣
mj+1∑

k=ms+1

ak−1χk(t)ms

ks+1∑
α=1

χ−αms
(t)

∣∣∣∣∣ dµ(t)

=
ps+1−1∑
l=1

∫
Gs+1

∣∣∣∣∣
mj+1∑

k=ms+1

(
ak−1ms

ks+1∑
α=1

γ−αls+1χk(lxs)

)
χk(u)

∣∣∣∣∣ dµ(u)

=:
ps+1−1∑
l=1

∫
Gs+1

∣∣∣∣∣
mj+1∑

k=ms+1

ak,s,lχk(t)

∣∣∣∣∣ dµ(t).
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Поскольку ak,s,l ≤ ks+1|ak−1|ms ≤ ms+1|ak−1|, снова применяя неравенство
Гёльдера и теорему Ф. Рисса — Хаусдорфа — Юнга, получаем

F (3)
s ≤

ps+1−1∑
l=1

m−1/p
s+1

∥∥∥∥∥
mj+1∑

k=ms+1

ak,s,lχk

∥∥∥∥∥
q

≤
ps+1−1∑
l=1

m1−1/p
s+1

( mj+1∑
k=ms+1

|ak−1|p
)1/p

≤ C1m
1−1/p
s

(mj+1−1∑
k=ms

|ak|p
)1/p

. (10)

Из оценок (7)–(10) выводим, что при r ≥ j + 1∫
G\Gr

∣∣∣∣∣
mj+1−1∑
k=0

akDk+1(t)

∣∣∣∣∣ dµ(t) = Rj +
j−1∑
s=0

Fs

≤ C2

[
m1−1/p
j+1

(mj+1−1∑
k=0

|ak|p
)1/p

+
j−1∑
s=0

m1−1/p
s

((
ms−1∑
k=0

|ak|p
)1/p

+

(mj+1−1∑
k=ms

|ak|p
)1/p)]

≤ C3m
1−1/p
r

(mj+1−1∑
k=0

|ak|p
)1/p

, (11)

поскольку a1/p + b1/p ≤ 2(p−1)/p(a+ b)1/p, a, b ≥ 0. При r ≤ j также из (8)–(10)
следует, что

∫
G\Gr

∣∣∣∣∣
mj+1−1∑
k=0

akDk+1(t)

∣∣∣∣∣ dµ(t) =
r−1∑
s=0

Fs ≤ C3m
1−1/p
r

(mj+1−1∑
k=0

|ak|p
)1/p

. (12)

Пусть n ∈ (mj ,mj+1], j ∈ Z+. Полагая ai = 0 при i ≥ n, сводим неравенство
теоремы к (11) или (12). Теорема доказана.

Следствие 1. Справедлива теорема А.

Доказательство. Пусть n ∈ [mk,mk+1)∩N, k ∈ Z+. Тогда на Gk+1 верно
равенство Di+1 = i+ 1 при всех 0 ≤ i ≤ n− 1 и по неравенству Гёльдера

∫
Gk+1

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

aiDi+1(t)

∣∣∣∣∣ dµ(t) ≤ nm−1
k+1

n−1∑
i=0

|ai| ≤ n1/q

(
n−1∑
i=0

|ai|p
)1/p

. (13)

По теореме 1

∫
G\Gk+1

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

aiDi+1(t)

∣∣∣∣∣ dµ(t) ≤ C1m
1/q
k+1

(
n−1∑
i=0

|ai|p
)1/p

. (14)

Так как {pi}∞i=1 ограничена N , то mk+1 ≤ Nn и из (13), (14) вытекает неравен-
ство теоремы А. Следствие доказано.

Получим вариант теоремы А для случая, когда число ak 6= 0 гораздо мень-
ше n.
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Теорема 2. Пусть {ai}∞i=1 ⊂ C, {ki}∞i=1 — возрастающая последователь-
ность натуральных чисел, 1 < p ≤ 2. Тогда∥∥∥∥∥

r∑
i=0

aiDki(t)

∥∥∥∥∥
1

≤ C(p)r1−1/p

(
r∑
i=0

|ai|p
)1/p

ln(2kr/r), r ∈ N.

Доказательство. Пусть r ∈ [ml,ml+1)∩N, kr ∈ [mj−1,mj), j ∈ N, l ∈ Z+.
Тогда на Gj все Dki равны ki = Dki(0). Поэтому∫

Gj

∣∣∣∣∣
r∑
i=1

aiDki(t)

∣∣∣∣∣ dµ(t) ≤ µ(Gj)
r∑
i=1

|ai|ki

≤ m−1
j mj

r∑
i=1

|ai| ≤ r1−1/p

(
r∑
i=1

|ai|p
)1/p

. (15)

Применяя п. 1 леммы 1, с помощью неравенства Гёльдера получаем∫
Gl−1\Gj

∣∣∣∣∣
r∑
i=1

aiDki(t)

∣∣∣∣∣ dµ(t) =
j∑
s=l

∫
Gs−1\Gs

∣∣∣∣∣
r∑
i=1

aiDki(t)

∣∣∣∣∣ dµ(t)

C1

r∑
i=1

|ai|
j∑
s=l

m−1
s−1ms ≤ C2r

1−1/p

(
r∑
i=1

|ai|p
)1/p

(j − l + 1)

≤ C3r
1−1/p

(
r∑
i=1

|ai|p
)1/p

ln(2kr/r). (16)

Наконец, по теореме 1 находим, что

∫
G\Gl−1

∣∣∣∣∣
r∑
i=1

aiDki(t)

∣∣∣∣∣ dµ(t) ≤ C4m
1−1/p
l−1

(
r∑
i=1

|ai|p
)1/p

≤ C4r
1−1/p

(
r∑
i=1

|ai|p
)1/p

.

(17)
Объединяя оценки (15)–(17), доказываем теорему 2.

4. Приложения к вопросам сильной аппроксимации

С помощью теоремы 2 получим аналог результата Тотика [10] (см. (5)).

Теорема 3. Пусть {ki}∞i=1 — возрастающая последовательность натураль-
ных чисел, r ≥ 1, f ∈ C(G). Тогда∥∥∥∥∥

(
n−1

n∑
i=1

|Ski(f)(x)|r
)1/r∥∥∥∥∥

∞

≤ C ln(2kn/n)‖f‖∞, x ∈ G, n ∈ N; (18)

∥∥∥∥∥
(
n−1

n∑
i=1

|f(x)− Ski(f)(x)|r
)1/r∥∥∥∥∥

∞

≤ C ln(2kn/n)Ek1(f)∞, x ∈ G, n ∈ N.

(19)
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Доказательство. Так как по неравенству Гёльдера левые части (18) и
(19) возрастают с ростом r, считаем, что r ≥ 2. Пусть n ∈ [ml−1,ml). Тогда

n−1
n∑
i=1

|Ski(f)(x)|r ≤ Nm−1
l

n∑
i=1

|Ski(f)(x)|r = N‖hn‖rr,

hn(t) равно Ski(f)(x) на xi+Gl, 1 ≤ i ≤ n, где {xi+Gl}ml
i=1 — совокупность всех

элементов G/Gl, и hn(t) = 0 на остальных xi +Gl. Ясно, что

‖hn‖r = sup
∣∣∣∣∫
G

hn(t)g(t) dµ(t)
∣∣∣∣,

где sup берется по g(t), постоянным на каждом смежном классе xi +Gl, 1 ≤ i ≤
n, со свойством ‖g(t)‖r′ ≤ 1, 1/r + 1/r′ = 1. Другими словами, если g(t) = ai
при t ∈ xi +Gl, 1 ≤ i ≤ n, то(

n∑
i=1

|ai|r
′

)1/r′

≤ m1/r′

l ( sup
1≤i≤n

|ai| ≤ 1 при r = 1). (20)

Благодаря теореме 2 и (20) имеем∣∣∣∣∫
G

hn(t)g(t) dµ(t)
∣∣∣∣ = m−1

l

∣∣∣∣∣
∫
G

n∑
i=1

aiDki(t)f(x	 t) dµ(t)

∣∣∣∣∣ ≤ m−1
l ‖f‖∞

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aiDki

∥∥∥∥∥
1

≤ C1m
−1/r′

l ln(2kn/n)

(
n∑
i=1

|ai|r
′

)1/r′

‖f‖∞ ≤ C2 ln(2kn/n)‖f‖∞,

что дает (18). Для доказательства (19) надо взять tk1 ∈ Pk1 такой, что ‖f −
tk1‖∞ = Ek1(f)∞, учесть равенство Ski(tk1) = tk1 (ki ≥ k1) и подставить в
(18) f − tk1 вместо f (см., например, доказательство леммы 8 в [10]). Теорема
доказана.

Пусть �(x) — неотрицательная монотонно возрастающая на R+ функция
такая, что

�(0) = 0, �(t) ≤ eA1t, t ∈ (0,∞), �(2t) ≤ A2�(t), t ∈ (0, 1). (21)

Следуя [11], докажем аналог достаточности из теоремы С для систем характеров
группы G.

Теорема 4. Пусть f ∈ C(G), �(x) — неотрицательная монотонно возрас-
тающая функция, удовлетворяющая условию (21). Тогда

n−1
2n∑

k=n+1

|�(Sk(f)(x)− f(x))| ≤ C(�, f)�(En(f)∞), x ∈ G, n ∈ N.

Доказательство. Из теоремы 3 вытекает неравенство

r−1
r∑

k=1

|Ski(f)(x)− f(x)| ≤ C1En(f)∞ ln(2n/r), (22)

где 1 ≤ r ≤ n, n < k1 < k2 < · · · < kr ≤ 2n. Если λ > 0, x ∈ G, то через µn,λ(x)
обозначим число k ∈ [n+ 1, 2n] ∩ Z, для которого |Sk(f)(x)− f(x)| ≥ λEn(f)∞.



628 С. С. Волосивец, Т. В. Лихачева

Полагая в (22) r = µn,λ(x) и беря ki такие, что |Ski(f)(x)−f(x)| ≥ λEn(f)∞,
получаем λ ≤ C1 ln(2n/µn,λ(x)), откуда µn,λ(x) ≤ 2ne−λ/C1 . В силу �2-условия
�(2t) ≤ A2�(t) имеем �(1) ≤ A

log2(1/t)+1
2 �(t), t > 0, откуда �(t) ≥ C2tβ , β =

log2A2 при 0 < t ≤ 1.
Считая A1 достаточно большим и используя первое условие (21), находим,

что для y ∈ (0, (2A1C1)−1)∑
k>2/y

�(yk)e−k/C1 ≤
∑
k>2/y

ek(A1y−C−1
1 ) ≤

∑
k>2/y

e−k/2C1 ≤ C3e
−(yC1)−1

≤ C4�(y),

(23)
так как функция t|β|/et, β ∈ R, ограничена на любом [a,+∞), a > 0. В силу
�2-условия из (21) также выводим

∑
k≤2/y

�(yk)e−k/C1 ≤ �(y)
∑
k≤2/y

e−k/C1A
log2 k+1
2 ≤ C5�(y)

∞∑
k=1

kβe−k/C1 = C6�(y).

(24)
Объединяя (23) и (24), имеем

∞∑
k=1

�(yk)e−k/C1 ≤ (C4 + C6)�(y).

Пусть для n, k ∈ N

Mn,k(x) = {i ∈ N ∩ [n+ 1, 2n] : (k − 1)En(f)∞ ≤ |Si(f)(x)− f(x)| ≤ kEn(f)∞}.

Тогда

1
n

2n∑
k=n+1

�(|Sk(f)(x)− f(x)|) =
1
n

∞∑
k=1

∑
i∈Mn,k

�(|Si(f)(x)− f(x)|)

≤ 1
n

∞∑
k=1

�(kEn(f)∞)µn,k−1(x)

≤ 2n
n

∞∑
k=1

�(kEn(f)∞)e−k/C1 ≤ 2(C4 + C6)�(En(f)∞)

при условии, что En(f)∞ < (2A1C1)−1. Для остальных n (n < n0) имеем
|Sk(f)(x)− f(x)| ≤ C7 ln(2n0)En(f)∞ (см. неравенство и оценку константы Ле-
бега в [1, гл. 4, § 4]) и неравенство теоремы легко получается с постоянной,
зависящей от n0, т. е. от f . Теорема доказана.

Для последовательности {ωn}∞n=0 ↓ 0 с помощью построенной по ней функ-
ции ω введем класс

H(β, r, ω) = {f ∈ C(G) : ‖σn(f, r, β)‖∞ = O(ω(1/n)), n ∈ N}.

Его подкласс H+(β, r, ω) состоит из f ∈ H(β, r, ω) со свойством f̂(k) ≥ 0. Ана-
логично определяется класс Hω

+.

Теорема 5. 1. Пусть β > 0, r ≥ 1, {ωn}∞n=0 убывает к 0 и ωn ≤ Cωn+1,
n ∈ Z+. Тогда H+(β, r, ω) ⊂ Hω

+.
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2. Пусть β > r ≥ 0, {ωn}∞n=0 такова, что ωr(t) ∈ Bβ . ТогдаHω
+ ⊂ H+(β, r, ω).

Доказательство. 1. Пусть

f(x) =
∞∑
k=0

akχk(x) ∈ H+(β, r, ω),

т. е. f̂(k) = ak ≥ 0, k ∈ Z+. Подставляя x = 0, получаем(
n−β

n∑
k=1

kβ−1

( ∞∑
i=k

ai

)r)1/r

≤ C1ω(1/n), n ∈ N.

Используя неравенство
∞∑
i=k

ai ≥
∞∑
i=n

ai при 1 ≤ k ≤ n и тот факт, что

n−β
n∑

k=1

kβ−1 ≥ n−β
n∫

0

xβ−1dx = β−1 при β ≥ 1

и аналогичное неравенство верно при 0 < β < 1, находим, что
∞∑
i=n

ai ≤ C2ω(1/n),

n ∈ N. По п. 1 леммы 3 видим, что f ∈ Hω
+.

2. Пусть f ∈ Hω
+. Как и при доказательстве леммы 3, имеем |f(x) −

Sk(f)(x)| ≤
∞∑
i=k

ai. Поэтому согласно п. 2 леммы 3∥∥∥∥∥
(
n−β

n∑
k=1

kβ−1|Sk(f)(x)− f(x)|r
)1/r∥∥∥∥∥

∞

≤

(
n−β

n∑
k=1

kβ−1

( ∞∑
i=k

ai

)r)1/r

≤ C3

(
n−β

n∑
k=1

kβ−1ωr(k−1)

)1/r

.

Если ωr ∈ Bβ , то правая часть последнего неравенства не превосходит
C4ω(1/n). Здесь использован тот факт, что условие ωr ∈ Bβ влечет выполнение
�2-условия для ωr и ω (см. [15, лемма 3]), поэтому лемму 3 применять можно.
Теорема доказана.

Замечание 1. Теорема 5 является аналогом результата Немета [16].

Теорема 6. Пусть α > 0, β > 0, r ≥ 1, β > αr, {ωn}∞n=0 принадлежит
классу B, а ωr(x) ∈ Bβ−αr. Тогда условия f ∈ WαHω и ‖σn(f, r, β)‖∞ =
O(n−αω(1/n)), n ∈ N, равносильны.

Доказательство. Пусть f ∈WαHω. Тогда по лемме 5

ωn(f)∞ ≤ C1m
−α
n ωn(f [α])∞ ≤ C2m

−α
n ωn.

Известно (см. условие (Sk) в лемме 3 из [17] или лемму 3 в [15]), что
ω ∈ Bβ−αr удовлетворяет �2-условию ωn ≤ C3ωn+1, откуда в силу неравенства
(4) легко получить неравенство En(f)∞ ≤ C4n−αω(1/n).

По лемме 4 имеем

‖σn(f, r, β)‖∞ ≤ C5

(
n−β

n∑
k=1

kβ−1−αrωr(1/k)

)1/r

≤ C6n
−α

(
n−(β−αr)

n∑
k=1

kβ−1−αrωr(1/k)

)1/r

≤ C7n
−αω(1/n)
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согласно условию ωr ∈ Bβ−αr.
Обратно, пусть ‖σn(f, r, β)‖∞ ≤ C8n−αω(1/n), n ∈ N. Тогда в силу леммы 6

получаем En(f)∞ ≤ C9n−αω(1/n), n ∈ N, и по лемме 5 и условию ω ∈ B
находим, что существует f [α] ∈ C(G), причем

En(f [α])∞ ≤ C10

(
ω(1/n) +

∞∑
k=n

k−1ω(1/k)

)
≤ C11ω(1/n).

Из последнего соотношения и неравенства (4) следует, что f ∈WαHω. Теорема
доказана.

Замечание 2. Теорема 6 является аналогом результатов Лейндлера (см.
[9, теорема 9.2]).

Для обобщенных сильных средних Валле-Пуссена получить критерий при-
надлежности функции f пространству WαHω оказывается возможным при бо-
лее слабых условиях на ω. Следующая теорема является аналогом результата
Сиддики [18], обобщившего теорему Алексича — Кралика [19]. Следует отме-
тить, что в [18] отсутствуют условия an ≤ νn ≤ bn, хотя по сути доказательства
они должны использоваться.

Теорема 7. Пусть {νn}∞n=1 ⊂ N, 0 < an ≤ νn ≤ bn, n ∈ N, r ≥ 1, α > 0,
{ωn}∞n=0 ∈ B и ωn ≤ Cωn+1, n ∈ Z+. Тогда f ∈ WαHω в том и только том
случае, когда ∥∥∥∥∥

(
1
n

n+νn−1∑
k=νn

|Sk(f)− f |r
)1/r∥∥∥∥∥

∞

= O
(
ν−αn ω

(
ν−1
n

))
. (25)

Доказательство. По теореме 3 имеем∥∥∥∥∥
(

1
n

n+νn−1∑
k=νn

|Sk(f)− f |r
)1/r∥∥∥∥∥

∞

≤ C1Eνn(f)∞.

По лемме 5 для f ∈ WαHω верно неравенство Emn(f)∞ ≤ ωn(f)∞ ≤ C2m−α
n ωn

и в силу условия ωn ≤ C3ωn+1, n ∈ Z+, и ограниченности {mn+1/mn}∞n=0 легко
получаем Eνn(f)∞ ≤ C4ν−αn ω

(
ν−1
n

)
, откуда следует (25).

Пусть верно (25). Тогда в силу определения и неравенства Гёльдера имеем

En+νn−1(f)∞ ≤

∥∥∥∥∥f − 1
n

n+νn−1∑
k=νn

Sk(f)

∥∥∥∥∥
∞

≤

∥∥∥∥∥ 1
n

n+νn−1∑
k=νn

|f − Sk(f)|

∥∥∥∥∥
∞

≤

∥∥∥∥∥
(

1
n

n+νn−1∑
k=νn

|f − Sk(f)|r
)1/r∥∥∥∥∥

∞

≤ C5ν
−α
n ω

(
ν−1
n

)
≤ C6n

−αω(1/n).

В последнем неравенстве использовано условие ν−1
n ≤ a−1n−1. С другой сторо-

ны, νn ≤ ([b] + 1)n =: ln, n ∈ N. Если N ∈ N и N ≥ l + 1, то найдется n ∈ N
такое, что (l + 1)n ≤ N ≤ (n+ 1)(l + 1) ≤ 4ln. Тогда

EN (f)∞ ≤ En+ln(f)∞ ≤ En+νn−1(f)∞ ≤ C6n
−αω(1/n) ≤ C7(l)N−αω(1/N).

(26)
Увеличивая C7, можно считать, что (26) верно для всех N ∈ N. Аналогично
доказательству теоремы 6 из (26) с помощью (4) получаем f ∈WαHω. Теорема
доказана.
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19. Alexits G., Králik D. Über die Approximation mit starken de la Vallee Poussinchen Mitteln //

Acta Math. Hung.. 1965. V. 16, N 1–2. P. 43–49.

Статья поступила 30 мая 2015 г.

Волосивец Сергей Сергеевич, Лихачева Татьяна Владимировна
Саратовский гос. университет,
ул. Астраханская, 83, Саратов 410012
VolosivetsSS@mail.ru, iofinat@mail.ru


